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» Pentru oameni exista un singur bun: stiinta;
$i un singur rau: nestiinta ”

Socr ate
l! Istoria Matematicii

Matematica Antichitatii
de prof. Adrian Stan, Buziu

Pe campiile Africii, incepand de acum 7 milioane de ani, evolutia a dat nastere unel fiinte care a
Tnvatat si confectioneze unelte, si stapaneasca focul si si comunice cu semenii sai printr-un limbaj articulat.
Primele civilizatii ale omenirii s-au dezvoltat de-a lungul marilor fluvii acum 4000 de ani 7.e.n Tn China,
acum 3000 deani f.enin Egl pt, Mesopotamia, America de Sud.

- Inventarea rotii si a plugului de sumerieni au produs mari schimbari in
agricultura, Tn dezvoltarea 8§EZaI’I|OI‘ si Tn schimbul de produse agricole si
mestesugaresti. Orasele tind sa devina asezari complexe cu zeci de mii de
locuitori.

Acum circa 3500 — 3000 de ani 1. e. n. , In Mesopotamia, sumerienii
considerati pionierii matematicii au dezvoltat scrierea cuneiforma pe tablite de
| lut, pe cand n Egipt Tn aceeasi perioada aproximativ s-a dezvoltat scrierea
h|erogl IfICa pe bIocun de piatra, pe papirusuri sau pe materiale asemanatoare hartiei.

Acum circa 3200 de ani 1. e. n., sumerienii au dezvoltat un sistem de numeratie in baza 60; Din acest
sistem, astdzi ne-a ramas ora de 60 de minute si minutul de 60 de secunde. Pentru a scrie numere mari,
foloseau puteri ae lui 60, de exemplu, pentru numéarul 9548 ei scriau: 2x3600 + 3x600 + 9x60 + 8 iar pentru
numerele dela 1l la 10 aveau simboluri corespunzatoare.

Acum circa 2750 de ani 1. e. n. hindusii au dezvoltat un sistem de numarare in baza 10 avand asociate
0 serie de simboluri pentru cifrele dela 1 la9 inclusiv pentru cifra O dar pe care nu o foloseau. Cu trecerea
anilor simbolurile se transforma céte putin si sunt preluate de cultura araba Thcepand cu secolul a Xl- lea
dupi care ajung si Tn Europa Tncepand cu secolul al XV- lea intr-o formi foarte aseminatoare cu ceea ce
avem noi astazi.

Prima civilizatie avansata a Europel a aparut acum 2650 de ani i.e.n. in Creta, minoicii nelasand insa
foarte multe dovezi Tn urma.

O data cu inventarea alfabetului grec (circa 750 7.e.n) derivat din cel fenician, cultura greaca va ajunge
la apogeu prin dezvoltarea propriilor orase si Tnceperea colonizarii tarmurilor Marii Mediterane, a Marii
Negre si a Marii Egee. Inevitabil, in lupta pentru suprematie a oraselor grecesti li se va opune marile imperii
ale persilor, etruscilor, Cartaginei si Romei. Bazele culturii occidentale provin de la marii ganditori si artisti
al Antichitatii care au adus inovatii Tn sculptura, medicina, filozofie si politica. Grecii nfiinteaza numeroase
colonii cum ar fi Siracuza in Sicilia, Miletul pe Coasta Asiei Mici, Cirene Tn nordul Africii. Actualele orase
Reggio, Taranto, Istanbul, Marsilia, Odesa, Napoli, Malaga, Monaco, Nisa, Crotone sunt foste colonii
grecesti. Tn secolele VI- V, T.e.n. Atena devine cea mai mare putere maritima ca urmare a construml
gaerelor. e,

Tn anul 546 1. e. n a murit filozoful grec Thales din Milet(~ 635 — 546, i.e.n).
Considerat parintele stiintelor, Tntemeietor a scolii ioniene, acesta a prezis eclipsa de soare
din anul 585 1. e. n si a avut mai multe contributii in geometrie. Prin  studierea miscarii
stelelor, Tn astronomie a adus contributii utile pentru navigatie. De asemenea, a desenat prima
harta a Greciel si a determinat |nalt|mea piramidelor . Un discipol a sau, Anaximandru din =
Milet(~610-546, i.e.n) vafi fntemeietorul geografiei stiintifice. Ideile sale vor influenta lumea stllntIfICa El
era de parere ca Pamantul ar fi fost la inceput acoperit de apa, iar continentele s-ar fi format prin uscarea
treptata a acestei mari primordiale.

Insula greceasca Samos devine un oras nfloritor Tn timpul domniei dictatorului Policrate(~538 —
522,i.e.n), care atrage multi oameni de valoare printre care si matematicianul Theodor us(cca 530 7.e.n) care
conform izvoarelor grecesti ar fi folosit pentru prima data tehnica slefuirii pietrelor pretioase, metoda turnarii
bronzului prin procedeul de topire a cerii, precum si folosirea echerului si strungului, desi se stie ca acestea
ar fi aparut mai inté in Orient.
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Tn anii aproximativ 525 1. e. n. filozoful grec Pitagora ( ~ 584 - ~ 497, 1.e.n) care
era originar tot din Samos nu suporta tirania lui Policrat si se refugiaza in sudul Italiei, in
Crotona, Italia de astazi, unde infiinteaza celebra sa scoala a pitagoreilor( hemiciclul lui
Pitagora) in care conceptul de numar devine principiu fundamental in Tnvatatura lor si
anume: ,, numarul este esenta tuturor lucrurilor” afirmau ei. El a imbinat cu succes
sistemele de gandire ale filozofilor egipteni, persi si indieni aducand Tmpreuna cu
discipolii sai importante contributii la dezvoltarea sistemului filozofic grecesc. Introducerea numarului

irational x/Eca raport dintre diagonala si latura patratului a revolutionat conceptia despre numere. De
asemenea, discipolii sai cunosteau media aritmetica, geometrica si armonica a doua numere, si au conceput
numerele perfecte, prietene, numerele pare si impare, numerele prime, notiunile de cel mai mic multiplu
comun si cel mai mare divizor comun. Si in domeniul acusticii, pitagoreii au stabilit o serie de legi ale
consonantei muzicale.

Acum circa 380 7.e.n moare marele filozof Democrit discipol al lui Leucip si al teoriei atomiste a
lucrurilor si anume ca lucrurile sunt formate din atomi; Scoala sa materialista se continua cu Epicur care in
jurul anului 306 i.e.n creaza celebra sa scoala filozofica.

Tnventia abacului a fost facuta probabil Tn sec. al XI-lea 7.e.n in spatiul indo- chinez, dar pentru prima
data a fost identificat pe o pictura de pe un vas ce dateaza din sec. al IV-leaT.e.n.

Tn anul 387 1.e.n Platon(427- 347, i.e.n) infiinteaza in Atena celebra sa scoala filozofica , asa numita
Academia lui Platon pentru a preda discipolilor astronomie, biologie, matematica, politica, filozofie.
Denumirile de aritmetica si geometrie provin din scrierile sale. Unul dintre discipolii sai a fost si Aristotel
(384-322,1.e.n) un adevarat spirit enciclopedic, cel care avea sa devina invatatorul lui Alexandru cel Mare.

Tn anii aproximativ 300 7.e.n a fost realizati de catre eruditul grec Euclid (~330-
275,i.e.n) celebra sa colectie de carti de matematica ,, Elementele” , baza geometriei
euclidiene, considerata cea mai citita carte stiintifica. Lucrarea sa strdnge toate cunostintele
de matematica ale vremii aducand si o serie de descoperiri proprii. A
introdus notiunile de semidreapta, tangenta, paralelogram, poliedru, a

==2 enuntat teorema catetei si a inaltimii in triunghiul dreptunghic precum si
teorema reciproca a lui Pitagora, a dat algorltmul de impartire cu rest pentru numere
naturale.

Tn anul 287 T.e.n se naste la Siracusa, In Sicilia de astizi, Arhimede(287-
212,i.e.n), unul din cei mai importanti matematicieni si fizicieni ai Antichitatii. El e
construieste masinarii diverse, defineste legea parghiilor construind astfel un scripete, determlna greutatea
specifica a metalelor, concepe un glob pamantesc, are preocupari de calcul infinitezimal. A fost ucis Th 212
1.e.n Tn asaltul orasului de catre romani.

Tn anul 260 1.e.n apare prima conceptie heliocentristd despre lume (Soarele in centrul Universului) la
astronomul grec Aristarh din Samos (~310-230,1.e.n) care spre sfarsitul vietii publica
ideea ca Pamantul se invarte in jurul Soarelui, teza ce avea si fie dovedita de abia in
secolul al XVI-lea de catre Nicolaus Copernic(1473-1543). Dupa uciderea regelui
Ptolemeu al VIl-lea, noul rege Ptolemeu al VIll-lea expulzeaza din Alexandria pe
Aristotel si pe multi alti invatati, contribuind astfel la decaderea culturala a Alexandrei.

Tn anul 240 T.e.n. , matematicianul grec Eratostene calculeaza pentru prima data
in Alexandria circumferinta Pamantului de 39690 Km foarte aproape de cea reala 40075
km. Considerat unul din cei mai invatati din timpul sau, este numit seful Bibliotecii din Alexandria si
responsabil cu educatia princiara de la curtea faraonului Ptolemeu al I1l-lea . De asemenea, a avut contributii
importante in obtinerea numerelor prime, in geografie si astronomie.

Tn anul 170 1.e.n matematicianul si astronomul Hypsicles din Alexandria introduce in geometrie
impartirea cercului in 360 de grade, studind poliedrele el pregateste calea pentru trigonometrie.

Tn anul 179 1.e.n, matematicianul grec Nicomedes introduce notiunea de concoida (curba) iar in anul 138
1.e.n astronomul si geograful Hiparh a introdus conceptele de longitudine si latitudine in stabilirea pozitiei
unui obiect.

Bibliografie:
1.Cronica ilustrata a omenirii, Editura Litera,2011, Bucuresti,
Prof. , Liceul Tehnologic ,, Costin Nenitescu”, Buzau

Continuarea materialului se poate citi pe www.mateinfo.ro in revista online mateinfo din Aprilie.
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,, Daca tu ai un mar si eu am un mar si facem schimb de mere, atunci tu si
eu vom avea n continuare un mar. Dar daca tu ai o idee si eu am o idee si

le schimbam Tntre ele atunci fiecare dintre noi va avea doui idei.”
George Bernard Shaw

Articole si note matematice

Observatii asupra unor notiuni din geometria triunghiului
(r de prof. Constantin Apostol

Tn continuarea articolului din numarul 9, se analizeaza mai departe existenta triunghiurilor cu laturile
respectiv, congruente cu Tnaltimile unui triunghi dat.

Fie un triunghi ABC, in care notam cu a, b, ¢, lungimile laturilor (BC), (AC) si, respectiv, (AB) si cu
h,, h,, h., lungimile tnaltimilor din A, din B si, respectiv, din C.
Vom stabili, in ce conditii, numerele h_, h,, h_ pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

Daca notam cu S, aria triunghiului ABC, vom putea scrie : S= a-h, = b'zhb = c-h , de unde deducem :
h, :§, h, :Z—bs, h, :§ . Pentru a exista un triunghi ale carui laturi sa aiba lungimile h,, h,, h_,
a c
2S 2S5 2S 1 1 1
— < —t— —<—=+=
h, <h, +h, 2aS st 2CS i ': i bc < ac +ab
trebuieca {h, <h,+h, < F<—+— & B<—+— = qac<ab+bc (1). Asadar, pentru
cC a c a
h, <h,+h, 25 25 25 1 1 1 ab <bc+ac
—_—<—t— e
c a b c a

a exista triunghiul precizat, trebuie sa aiba loc inegalitatile (1) .

Exemple :1) Fie triunghiul ABC, cu BC=a =2, AC=Db =3, AB =c =4. Acest triunghi exista, caci,

a<b+c 2<3+4=7 3.4<2-4+2.3
b<c+a adica, 13<4+2=6 .Verificam daca au loc inegalitatile (1) : <2-4<2-3+3-4 , adica,
c<a+b 4<2+3=5 2-3<3-4+2-4
12<8+6=14
8<6+12=18 . Deducem ca exista un triunghi ale carui laturi sunt congruente cu inaltimile triunghiului
6<12+8=20
ABC.
2) Consideram triunghiul ABC,cuBC=a=2, AC=b=9,AB=c=10.
a<b+c 2<9+10=19
Acest triunghi exista, deoarece, <b <c+a , adica, <9<10+2=12
c<a+b 10<2+9=11
Verificam daca au loc inegalitatile (1) :
9-10<2-10+2-9 90 < 20+18 =38 (ceea ce este fals)
2-10<2-9+9-10 , adica, 120<18 + 90 =108
2-9<9:10+2-10 18 <90+ 20 =110

Deoarece, inegalitatile (1) nu sunt verificate, concluzionam ca nu exista un triunghi ale carui laturi sa fie
congruente cu inaltimile triunghiului ABC.
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n continuare, vom arata ci daca exista un triunghi ale carui laturi sunt congruente cu Tnaltimile unui
triunghi dat si acest triunghi este asemenea cu triunghiul dat, atunci in fiecare din cele doua triunghiuri, una
dintre laturi este media geometrica a celorlalte laturi.

Consideram triunghiul ABC, in care, a, b, ¢ sunt lungimile laturilor (BC), (AC) si, respectiv, (AB),iar

h,, h,, h, sunt lungimile Tnaltimilor din A, din B si, respectiv, din C .
Presupunem ca sunt verificate inegalitatile (1) si cd a <b <c. Se deduce, fara dificultate ca, in acest caz,
avem h, >h, >h_.

Din asemanarea celor doua triunghiuri, deducem ca au loc egalitatile : &zh_bb:& (2) . Tn plus,
c a
avem si S= a-h, _b-h, _ch, , de unde rezulta : h, :E; h, = E; h, = 2 . Cu aceste egalitati,
2 2 2 a b c
s 25 25
relatiile (2), devin : a_b_c :§:2—§:§, de unde, rezulti b®> =ac sau b=\/§, egalitate
C b a a b° ca

care exprima faptul ca numarul b este media geometrica a numerelor a si ¢ ; evident, avand asemanarea celor
doua triunghiuri, deducem ca si n triunghiul ale caror laturi au lungimile ha, hb, hc, are loc egalitatea

h, =+/h.h,

Probleme :

1) Numerele a, b, ¢ pot fi lungimile laturilor unui triunghi. Stiind ca ax = by =cz, stabiliti, in ce
conditii, numerele x, y, z, pozitive, pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

Solutie :
< . . . k k k )
Notam cu K, cele trei produse egale si, astfel obtinem: X =—; y = E; Z = —. Pentru a putea fi
a c
k k k
X<y+z a b c
- . R . o . k k k .
lungimile laturilor unui triunghi, trebuie sa aiba loc relatiile : {y<z+X sau E<_+_ ,adica,
c a
Z<X+Yy K k k
c a b
1
i 5’ i bc <ac+ab
E<_+_ , de unde rezulta : {ac <ab+bc (1), care reprezinta conditiile de existenta a unui
c a
1 1 1 ab <bc+ac
c a b

triunghi ale carui laturi sa aiba lungimile x,y, z .

2) a) Aratati ca exista un triunghi ale carui inaltimi au lungimile egale cu 23 cm, 3y/2 cm si6cm;
b) Determinati lungimile laturilor acestui triunghi .

Solutie :
a) Fie un triunghi ABC, avand AB = ¢, AC = b si BC = a si cu Tnaltimile h, = 24/3 cm, h, = 3J2 cm

si h, =6 cm. Din faptul ca 23 <342 <6, deducemci a>b>c si au loc egalitatile :

ah, =bh, =ch_, adica, 2a+/3 = 30/2 = 6¢ sau i :%:%: k, unde k € R’ . Astfel, avem :
23 32 6
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k k . k k? k? k?

a=—-, b= —=si c=—.Observand ci a* = b’ +¢*, caci, = —=— sau
28T sz (23] (32)

k? Kk* k?

5-18" 36" adica, 3k? = 2k*+k? , deducem ca exista triunghiul ABC, care este dreptunghic,

cu m(A) =90°.
b) Pentru a determina lungimile laturilor, precizam ca in orice triunghi dreptunghic, catetele sunt si
naltimi; asadar, AB=h, = 3\/5 cm, AC =h_, =6 cm, iar ipotenuza, adica latura (BC), are lungimea

egala cu 4/(3y2)° +62 =36 cm.
3V3

Precizam ca triunghiul ABC este unic si se obtine cand k = % sau k = ] deci, k =6+/6.

243 243
3) a) Se da triunghiul ABC, cu BC =18cm, AC = 12cm, AB = 8cm . Aratati ca se poate construi un
triunghi cu Tnaltimile triunghiului ABC ;
b) Aritati ca triunghiul construit cu naltimile triunghiului ABC este asemenea cu triunghiul ABC si
determinati raportul lor de asemanare ;
c) Aratati ca daca doua triunghiuri sunt asemenea si laturile unui triunghi sunt congruente cu

inaltimile celuilalt triunghi, atunci in fiecare din cele doua triunghiuri, una dintre laturi este media
geometrica a celorlalte laturi.

Solutie : Calculam aria triunghiului ABC, unde a=18cm, b=12cm, ¢ = 8cm
a+b+c 18+12+8 38
S=p(p-a)(p-b)(p—c). unde  p=—— = =T sl
. ah, bh, ch
S=,/19(19-18)(19-12)(19-8) =+19-7-11.  Din S= St ==, unde h,, hy, h, sunt
lungimile inaltimilor din A, din B si, respectiv, din C in triunghiul ABC;, =
h_B_219711 V19711 25 219711 V19-711  _ 2/19-7-11 19-7:11
*a 18 9 ' b 12 6 8 4

Se aratd usor cd au loc inegalitatile : h, <h, +h_, hy <h +h_, h <h, +h, (celelalte se deduc din
acestea) asadar, cu inaltimile triunghiului ABC se poate construi un triunghi.
b) Avand a >b>c, = h, <h, <h, ; verificam daca laturile omoloage sunt proportionale :

JV19-7.11  V19-7-11  19-7-11

h, h, h, . 9 6 4 V19-7-11 V19-7-11 19-7-11
—2 ==—Xadica, = = = = = .
c b a 8 12 18 72 72 72
. . o i 3 £19-7-11
Prin urmare, triunghiurile sunt asemenea si raportul lor de asemanare este egal cu 0
c) Tn general, daci a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi si h,, h,, h, sunt lungimile inaltimilor,
3 25 28
iar triunghiurile sunt asemenea, = ﬁzh_bb:& & i:%:i, deci, b>=ac sau b =\/§,adicé,
c a c a

numarul b este media geometrica a numerelor a si ¢. Din asemanarea triunghiurilor, deducem ca are loc

si egalitatea h, =/h, -h_ .

Bibliografie:
1. Lalescu Traian, Geometria triunghiului. Editura tineretului, Bucuresti, 1958 .
Geometria triunghiului. Editura Apollo, Craiova, 1993 .
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Metode de obtinere a unor inegalitati
de Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

Tn aceastd lucrare, se prezinta cateva cai de obtinere a unor inegalitati, se evidentiaza situatiile de
egalitate, precum si folosirea lor in rezolvarea unor probleme.
O metoda des utilizata pentru obtinerea de inegalitati este studiul extremelor unor functii, care se

face cel mai adesea cu ajutorul derivatelor. Astfel, fie functia f : (0,00) > R, f(x) = x* +(L+Inx)?.

X+1
Avem: /() = X214+ Inx), F/(X) =014 InX =0 > x=+.
X (5]

1 1
Cum f'(x) <0,Vx e (0,—} = f este descrescitoare; f'(x)>0,Vxe (—,ooj = f este crescatoare. Prin
e e

1 (1) - . e
urmare, punctulV —,(—J este punct de minim absolut pentru graficul functiei f si deducem
e \e

1

inegalitatea: 1,: X* + (1+Inx)? z(ije , VX e (0,00).
e

O alta cale de obtinere a unor inegalitati este pornind de la o egalitate in care se majoreaza (minoreaza)
unul din membri. lata un exemplu. Pornim de la egalitatea:

1
a® +b* +c® —3abc = (a+b+c)5((a—b)2 +(b-c)’+(c-a)?),cu ab,ceR.
Cu inegalitatea mediilor minoram membrul drept si obtinem:

a® +b*® +c® —3abc > 3%/abc %i/((a —b)(b—c)(c—a))® , de unde rezulta:

I,:a®+b®+c®-3abc > g?{/abc(a—b)(b —c)(c—a), cuegalitate dacia=b =c.

- Tn continuare, vom evidentia printr-un exemplu, un caz de egalitate, si anume: dat fiind un triunghi ABC ,

sa se deduca n ce conditii avem:+/aA ++/bB ++/cC =,/2p~.

Observam ca membrul stang al egalitatii ne sugereaza sa aplicam inegalitatea C-B-S. Astfel avem:

(vaA +/bB +/cC)2 < (a+b+C)(A+B+C) < vaA ++vbB ++/cC </2px .

: a b c¢ . -
Egalitatea are loc daca: r =—= c adica conditiile cerute.

O alta metoda de obtinere a unei inegalitati este pornind de la alta inegalitate.
Vom arata ca pornind de la inegalitatea lui Jensen, se poate obtine Tn anumite conditii inegalitatea C-B-S.

Astfel, fie functia f:R — R, f(x)=x*. Cum f"(x) =2 >0, rezultd ca functia este convexa. Aplicand

X, + Xy +ot X,
n

2
. . . . 1 .
inegalitatea lui Jensen obtinem: [ j <=(X2+ X2 +..+x2), X, eR,Vi=1n, de unde:
n

@Q-% +1-X, +o+ 1%, )2 <@ +2% +. +17) (X + X5 +...+X2), adica C-B-S fintr-un caz particular.
Intr-un caz mai larg, avem acest rezultat astfel: Fie doua multimi de numere reale
{a, a8, ), by, by, by}, pentru care fay| <ag, |, o] = |bis|, i=1n-1. Atunci din inegalitatea lui
Jensen se obtine C-B-S. Demonstratia se face prin inductie matematica si o lasam ca exercitiu.

Nota redactiei: De asemenea, D.M. Batinefu-Giurgiu si N. Stanciu, au demonstrat echivalenta si
independenta inegalitatilor C-B-S si Bergstrom - aratand ca este suficient sa se lucreze n R: - atat pentru

inegalitatea C-B-S cét si pentru inegalitatea lui Bergstrom . Lista cailor de obtinere a inegalitatilor nu se
incheie aici; ea poate continua, iar rezultatele ce decurg sunt uneori imprevizibile.
Bibliografie:1. Gazeta Matematica, 1972-2012.

2. Articole si note matematice, Vol. Il, Editura Rafet, 2007.
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Aplicatii de analiza matematica
de prof. Florin Stanescu, DAmbovita

Tn cele ce urmeaza ne propunem determinarea unor functii, definite, n special, prin relatii integrale,
cu ajutorul inegalitatilor. In principal, sunt vizate urmatoarele inegalitati:
a) Inegalitatea lui Cebagev: Pentru doua functii f, g :[a,b] — R, au loc urmatoarele inegalitati:

b b b
a) (b—a)'[ f (x)g(x)dx ZJ f (X)dx'[g(x)dx, daca f si gau aceeasi monotonie;

b b b
b) (b—a) j f (x)g(x)dx < j f(x)dxj g(X)dx, daca f si g suntde monotonii diferite;

Egalitatea are loc daca una din functiile f,g este constanta(cu exceptia,eventual, a unei multimi

numarabile).
/) Inegalitatea lui Jensen:

Fie f :1 —> J,g:J — Rdoua functii continue.

b b
a)Daca g este convexa, atunci g Ljf(x)dx < 1 jg(f(x))dx;
b-a? b-a-

b b
b) Daca g este concava, atunci ¢ LI f (x)dx zijg(f (x))dx;
b-a? b-a-
Egalitatea are loc daca functia f este constanta.

Aplicatia 1. Fie f :[-1,1]—> R o functie derivabild de doui ori , cu derivata a doua continua pe
[-1,1], cresciatoare pe [-1,0] Si descrescitoare pe [0,1].
Daca f'(-1)-2f'(0)+ f'() = 2( f(-)-2f(0)+ f(l)),arﬁtagi ci existi a,beRR,astfel 1incat
f(x)=ax+Db,(V)xe[-11].
_ » _ {x+1,dacaXG[—1,0] .. B _
Solutie. Definim functia g(X)= Cum gsi f "sunt functii continue pe [-1,1]
| —x+1,dacax e (0,1]
rezulta ca g-f" este integrabila pe [-1,1].Calculam, cu ajutorul formulei de integrare prin parti pe
intervalele [-1,0] Si

[0,1]: _f g(x)-f "(x)dx = j' g(x)- f "(x)dx+j'g(x)- f"(x)dx = J.(x +1) f "(x)dx+j( x+1) f"(x)dx =

-1

(x+1)f'(x)| 3

jf (X)dX + (—x +1) f (x)\ +jf (x)dx = ')~ (f(0)~ f(-2))-f'(0)+ f(@)-(0) =

f(-1)-2f(0)+ f().(1)
Pe de alta parte, din definitia functiei g si din conditiile din enunt pentru f ", folosind «) —a) ,putem
scrie:

j g(x)-f "(x)dx = j' g(x)-f "(x)dx+j'g(x)- f "(x)dx 2]1 g(x)dx-j. f "(x)dx+j‘g(x)dx j. f"(x)dx =

PED-10)  FQ-10) _
2

(f1©0)—f '(—1))])'(x+1)dx+(f Q) f '(0))‘1[(—x+1)dx - ;

fr(=1)-2f'(0)+ f'Q)
2

.(2) Din (1), (2) si enunt, putem scrie:
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= f(-1)-2f(0)+ f (L)

g
! "iilb

f(=1)-2f'(0)+ f'(Q)
2

f(-)-2f(0)+ f(L) = j g(x) f "(x)dx >

f'(~1)-2f'(0)+ f Q)
2

doua intervale, rezulta ca f "este constantd, pe cele doua intervale ,eventual cu exceptia unei multimi
numarabile, pe cele doua intervale, dar cum f"este continua pe [-11] implica ca

f'(x)=c,(V)xe[-1,1]= f(X)=cx*+ax+b,a,b,ceR,(V)xe[-11].

Din f(-1)-2f Q)+ f ') =2( f (-)-2f (0)+ f (1)) =>—2c+a—2a+2c+a=2(c—a+b—2b+c+a+b)=
c=0= f(x)=ax+b,(V)xe[-11].
Aplicatia 2.Se considerid f :[-1,1] > R o functie continui si strict convexa, iar a,b e[-11], astfel

Astfel , jg(x)f "(x)dx =

, deci inegalitatea lui Cebasev devine egalitate pe cele

b -a
incat aj f (t)dt—bj' f (x)dx = 2ab- f (bjTaj Aritatica a-b =0
0 0
Solutie. Presupunem prin absurd ca @0 <0. (analog se rationeazé si pentru a-b > 0). Egalitatea din enunt
poate fi scrisa sub forma f b-a)_1 1} f(x)dx+£i f(x)dx |.(3)
4 2\ a”, by '

ax,xe[-1,0)

Definim functia continuz 9(X) = Cum g nu este constanta, aplicand f)—a), putem
: bx,x[0,1].

scrie:f( j g(x)dx]< j f(g(x))dx:f( U axdx + j bxde<EU f (ax)dx + If(bx)dx}

-1

f (—b ; aj < %[I f (ax)dx +I f (bx)dxj . (4) . Pentru integralele din membrul drept facem
1 0

schimbarile de variabila ax =t, respectiv bx =y, obtinand ;
b-a) 1 1 b-a) 1(1} 1¢

fl— f(x)dx+=| f(x)dx f <=|=| f(X)dx—= f(x)dx |.Din (3) si (4),
(4j<2[a_j()+b£()j:(4j2(b£(> a!()] n @ 5i @

obtinem: f(ﬂj :l EJ‘ f(x)dx+£J- f(x)dx |> f(b_—a}contradicgie, deci ab=0.
4 2\ a”, b 4

Aplicatia 3. Dacaf'[O 2]>R o functie derivabili de doui ori ,cu f "crescatoare pe

f (2) f(0)

[0, 2], demonstrati c: J.f(x)dx If(x)d ,daci si numai daca exista a,b,ceR astfel

incat f(x)=ax*+bx+c.

Solutie. Conform unui rezultat cunoscut avem : daci f:l —>R este o functie convexi si
X<y<z<tel,atunciare loc inegalitatea: ()= F(x) < fz)=f (y) fo-f (Z)
y—X z-y t—z

De asemenea, este cunoscut ci daca f este o functie derivabila, atunci f este convexa daci si numai daca
f' este crescitoare. (6) . Din enunt si (6) avem ca f' este o functie convexi. Fie

® f'(y)—f' ' —f ' —f
X, Yye[0l],Xx<y=>x<y<x+1l< y+1:>f )= 1 (X)< PO - f (y)< Fly+D)-f (X+1):>
y—X X+1-y y+1-(x+1)

f'ly)-f'X)<f'(y+)-f'(x+D) = f'(x+)—-f'X)< F'(y+D)—f'(y), deci functia
f'(x+1) — f '(x) este crescitoare pe [0,1] . Acum, folosind &) —a), putem scrie:
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FQ-fO-fO+fO _f@-2f®+f ()

x(f'(x+1)—f'(x))dedex-J.(f'(x+1)—f'(x))dx: - >

0
e de alta parte, cu ajutorul formule| de mtegrare prin parti, avem:

x( f'(x+1)— f '(x))dx =jxf '(x+1)dx—jxf (X)dx = f(2)—j f (x+1)dx— f(1)+j f (x)dx =

T ot—m

O Ly

=f(2)-f@ —j f (x)dx +j[ f (x)dx. Tn continuare,

1

f(2)-f (1)-? f(x)dx+j f(X)dx >

f(Q-2{®+f©O _ 1@ f(2)—(0)
2 2 2

2 1
> j f (X)dx— j f(X)dx =
1 0 1 0
= f'(x+)-f'(X)=c,(V)xe[0,1],ceR= f "(x+1) = f"(X),(V)xe[0,]]= f"(0)=f"@Q) = "(2) si
cum f " este crescitoare obtinem ca f " este constanti pe [0, 2], deci daci exista @,b,c € R astfel incat

f (x) = ax® +bx +c.

Bibliografie

1. Boboc N. Analiza matematica, Editura Universitatii din Bucuresti, 1999;

2. Ganga M. Teme si probleme de matematica, Editura Tehnica, Bucuresti, 1991;

3. Mortici C. 600 de probleme de matematica pentru concursuri, Editura Gil, Zalau, 2001.

Identitati remarcabile In triunghi

de prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
In acest articol prezentam cateva identitati remarcabile In triunghi.
Teorema. Daca x,y,zeC (x # y # z), atunci avem identitatea:

_ _ _ XY x
SRER SR ENEw)-¥
z X y Ny-z z-x Xx-y Xyz
Demonstratie. Identitatea rezulta prin simplu calcul algebric.
Aplicatia 1. In orice triunghi neisoscel ABC avem relatia:
. B-C
sin 5 5
=1-=.
LA |2 Bc| R
2

COS— sin
2

Demonstratie. Tn teorema folosim substitutiile:x =a,y =b,z =c.
Aplicatia 2. Tn orice triunghi neisoscel ABC avem relatia:

smC Btgé cosC_B—sinA 2
ey D R AR

C-B .A . C-B. A r r)
cos —sin = sin tgE

Demonstratie. Tn teorema folosim substitutiile:x=s-a,y=s—b,z=s-c.
Aplicatia 3. Tn orice triunghi neisoscel ABC avem relatia:

S e

_ 48R° +16S°Rr(s” +r? +4Rr) —(s® + r? + 4Rr)® — 48s°R*r?

o 16s2R?r? '
Demonstratie. In teorema folosim substitutiile:x =h,,y=h,,z=h_.
Aplicatia 4. Tn orice triunghi neisoscel ABC avem relatia:
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r,—r, r, _(4R+r)((4R+r)2—32)_
D D

c
Demonstratie. Tn teorema folosim substitutiile:x =r,,y =1,,z=r..

Bibliografie:
1. Colectia Octogon Mathematical Magazine (1993-2012).
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Consecinte numerice ale unei inegalititi algebrice
de D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti, Nicolaie Ivaschescu, Craiova si
Neculai Stanciu, Buzau

Propozitie. Daci X,z,u,v,we R,si y € R, , atunci:

(*) (Uux+ vy +wz)(uz + vy + wx) > (UX + vy + wx)(uz + vy + wz) .
Demonstratie: Dupa desfacerea parantezelor si reducerea termenilor asemenea obtinem ca inegalitatea
enuntului este echivalenta cu: Uw(x® +z%) > 2uwxz < (x—2)? >0, ceea ce este evident, cu egalitate
daci si numai dacax = z.

Aplicatii:
A.l. Si se arate ci: a2012b xb2012a > a2012a x bh2012b .

Radu Ghenghiu, problema V111.330. din RMT.
Rezolvare: Tn inegalitatea (*) luam: U = 10°,v=10,w = lsix=a,y=2012,z=D,
si atunci rezulta: (10°a+10x 2012 +b)(10°b +10x 2012 + a) >
> (10°a+10x 2012 +a)(10°b +10x 2012 + a) < a2012b xb2012a > a2012a xb2012b .
A.2. Sasearateca: a,a,..a,bb,..b.c.c,..c, xcc,..cbb,.baa,.a,=

>aa,..a,bb,.baa,.a, xcc,.c,bb,.bcc,.c,,
unde numerele sunt scrise Tn baza 10.
Rezolvare: Fie A=aa,..a,, B=bb,.b, ,C=cc,..cC
succesiv echivalenta cu:
ABC xCBA > ABAxCBC < (10™"A+10"B+C)(10™"C +10"B + A) >
>(10™"A+10"B + A)(A0™"C +10" B + C), iar dupi efectuarea calculelor revine la:

10™"(A* +C?*)>2-10""-A-C & (A-C)* >0,

ceea ce este adevarat, cu egalitate daca si numai daca A = C . O alta rezolvare se poate folosind propozitia.
A3. Daca f>2este baza unui sistem de numeratie si numerele naturale:a,a,..a,, bb,..b. ,

si atunci inegalitatea de demonstrat este

m?

C,C,...C,, suntscrise in baza § , atunci aa,...a,b,b,..b cc,..c, xcc,..c bb,..baa,.a, >

>aa,..a,bb,..baa,.a,xcc,.c,bb,.bcc,.c,. .

Rezolvare: Fie D = a,a,..a_, E=bb,..b ,F =c,c,..c_, si atunci inegalitatea de demonstrat devine:
DEF x FED > DEDx FEF < (8™"D+ S"E+F)(#™"F + fS"E+ D) >
>(f""D+ B "E+D)S""F+B"E+F).
Daci in propozitie luam u= """, v= 8" w=1si x=D, y=Esiz=F, atunci deducem inegalitatea

din enunt. Inegalitatea este echivalenti cu (D —F)? >0, ceea ce este evident, cu egalitate, daca si numai
dacaD=F.
Exercitiu. Tn orice sistem de numeratie cu baza > 10are loc inegalitatea:

1936772013 x 2013771936 >1936771936 x 2013772013

(N.R. Multa sanatate domnului profesor D.M. Batinefu-Giurgiu, nascut in 1936, care a implinit 77 de ani n
anul 2013).
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Aplicatii practice ale functiei de gradul al doilea
de prof. Adrian Stan, Buzau

Functia de gradul al doilea este des utilizata in foarte multe probleme de practica si anume, in
rezolvarea unor probleme din fizica, chimie, biologie, astronomie, economie,arhitectura, constructii, ce
impun reprezentarea grafica a unor fenomene si procese concrete fie ca utilitate in determinarea unor
necunoscute cu ajutorul rezolvarii unor ecuatii de gradul al doilea.

Tntrucat reprezentarea geometrica a functiilor de gradul al doilea este o paraboli, o putem intalni
deseori in lucrarile de arhitectura si constructii ca si arcade sau diverse ornamente.
1. Se doreste constructia unui tunel in care intrarea sa aiba forma geometrica a unui arc de parabola
cu Tnaltimea maxima de 4 m si lungimea intrarii de 10 m. Sa se gaseascia formula ce determina forma
de paraboli a intrarii Tn tunel.

Rezolvare: Ecuatia parabolei are formula f(x) =ax® +bx+c.
Daca consideram un sistem de axe cu originea Th mijlocul segmentului
de la baza intrarii, atunci, Tnaltimea maxima de 4 m a intrarii in tunel

corespunde ordonatei varfului parabolei: V (_23 —43) =V (0, 4)
a a

—2b—a:0:>b:0. Din f(0)=4=c=4= f(X)=ax’+4.

Cum lungimea segmentului determinat de intersectia parabolei cu axa
OX este de 10 m, rezulta punctul de abcisa 5 este solutia ecuatiei
asociata parabolei.

Din f(5):0:>a:—i:> f(x):—ix2+4:—0,16x2+4.
25 25 14
2. Functia f(X) :%x2 — 2X+ 68 reprezinta costul Tn mii de euro

pentru producerea unui numir X (exprimat in sute ) de
telefoane mobile. Care este numarul minim de produse pentru a
minimaliza costurile de productie ?

Rezolvare: Trebuie gasita acea valoare a lui x adica cel mai mic i
numar de telefoane astfel incat costul de productie al lor (adica f(x) Numir de produse
) sa fie cel mai mic.

Cost de productie

b -2 . .
Se calculeaza X=——=———=4adici 400 de telefoane iar
2a  , 1
4
A —64 .
costul este f (—L) =——= b4 = 64 adica 64000 de euro.
2a 4da 4.1
4

3. Tn figura alaturata, In punctul A este pozitionat un tun a

carui obuz  descrie o traiectorie data de functia

f(x)=—x*+8x, unde x reprezinti distanta in linie

dreapta fata de punctul A.

a) Sa se arate ca obuzul trece peste zid de 10m aflat la 2 m

de punctul A si sa se verifice daca obuzul ar putea depasi un 10m 8m

zid Tnalt de 8 m aflat la o distanta de 1 m fata de B;; A | B
b) la ce Tnaltime maxima ajunge obuzul ? ) )
Rezolvare: 2m Zid Zid
a) f(2)= 12m si este mai mare decat cei 10 metri ai zidului,
asadar, obuzul trece peste zid. Daca zidul ar fi la 1 m fata de B atunci este la o distanta de 7 m fata de A.
Tntrucat f(8)= 0 atunci distanta ntre A si B este de 8 iar f(7)= 7 care este mai mica decat lungimea zidului,

. S . . A 64
prin urmare obuzul nu trece. b) Inaltimea maxima la care ajunge obuzul este Ia = — =16m.
a —
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4. Un obiect este aruncat oblic in aer cu o
viteza initiali v, m/s. Daca distanta pe  g(t)
care o parcurge obiectul in aer este dati v(e, 27)
de functia s(t)=-3t°+vt,(t — timpul h=27
exprimat Tn secunde) sia se gaseasca
valoarea vitezei initiale v, astfel incat

obiectul sa atinga o Tnaltime maxima de
27 m.

Rezolvare. t
Cum finaltimea maxima la care ajunge 0
obiectul este datd de valoarea maximului
functiei de gradul al doilea
2
s(t) = =3t* +v,t, rezulti h__ = ENPY I Y N v,” =18° = v, =18m/s.
4a 4-(=3)

5. Dintr-o sarma cu lungimea de 40 m se doreste realizarea un dreptunghi astfel incat aria acestuia sa
fie maxima. Cum trebuie sa fie dimensiunile dreptunghiului ?

Rezolvare:

Notam cu X respectiv y dimensiunile dreptunghiului. Atunci, din 2x + 2y = 40 rezulta x+y = 20 si de aici se
scoate y= 20- X.

Cum aria dreptunghiului este A= X-y = x(20—x) = 20x — x*, acesteia fi asociem functia de gradul al
A b*’-—4ac 400

doilea A(X) =—x"+20x ce are maximul A =——=— - =100. Aceasta arie maxima
4da 4da -4
o b 20 . . o <
se realizeaza pentru X = “2a = —m =10, agadar, x = 10 si y = 10, adica trebuie sa realizam un patrat.
a (=

6. Dintr-o bucata de tabla triunghiulara ca in figura alaturata avand baza BC = 4 m si inaltimea AD=
2 m se doreste obtinerea unei suprafete dreptunghiulare de arie maxima. Cum trebuie realizata
taierea astfel Tncat sa se piarda cat mai putina

tabla. A
Rezolvare: Notam HG=EF =y,
EH =FG =Xx.Cum
AABC ~ AAEF :E :Esi E F

BC AC
AAIF ~ AADC :ﬂzﬁ. De aici, rezulta } X

AD AC 5 D C
E:ﬂ,:lzﬂ:ﬂ/=4—2x. Atunci, aria H | G
BC AD 4 2 v
suprafetei dreptunghiulare
A=X-y=X(4-2X)=4x—2x*, devine o functie de

2 f—
gradul al doilea n x, A(X)=-2x*+4xavand maximul _A:_b dac =— 16 =2care se
4a 4a 4-(-2)
. b 4
realizeaza pentru X=——=———=1
2a 2-(-2)

Asadar, pentru a se obtine un dreptunghi de arie maxima ca sa se piarda astfel cat mai putina tabla trebuie ca
dimensiunile dreptunghiului sa fie de 1m si respectiv 2 m.

7. Un constructor doreste realizarea unei ferestre ca in figura alaturata, baza fiind dreptunghiulara
iar partea de sus un semicerc. Care ar trebui sa fie lungimea totala de toc de fereastra astfel Tncat
aceasta sa lumineze maxim ?

Rezolvare: Vom nota cu h Tnaltimea ferestrelor pana in semicerc si cu 2r lungimea bazei. Atunci, lungimea
totala a tocului este

T N — ey &
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) ) ) zr
L = 2r + 2h + zr iar aria totala a ferestrei este A= 2rh +T.

2 2
r

Rezulti, A=r(L—2r —7zr)+% =rL-2r° —7zr® e

A_rL_(z+4)r2 r r
VVom considera aria ferestrei, o functie de gradul al doilea in variabila r, h
4)r?
A(r) = —M+ L-r avand maximul egal cu
2r
A b? —4ac L? L2 L
—_——=— =— = care se realizeaza
da 4a 4.(_7[+4) 2(7["'4)
2
b L L .. . . .
pentru r=——=— = . De aici, rezulta L=r(z+4)si cum L=2r+2h+zr din

2
egalarea celor doua relatii r(z+4)=2r+2h+xzr rezulta h=r. Asadar, pentru a se obtine o fereastra
care sa lumineze maxim, trebuie ca Tnaltimea bazei dreptunghiulare sa fie egala cu raza semicercului.

9. Din doua orase A si B situate pe doua sosele perpendiculare Tn O ca n figura alaturata pleaca in
acelasi timp doua autoturisme cu viteze constante

v, =100km/ hsi v, =80km/h. Stiind ca distanta OA = 90km si B
OB =60km si ca dupa un timp t cele doua autoturisme ajung e
in punctele C respectiv D, sa se determine distanta CD astfel = v2
incat aceasta sa fie minima. E
Rezolvare:

Pentru a gasi distanta minima CD, notaim OA=asi OB =b. D "~ 9
Cum distantele parcurse sunt AC =v,-t, BD =v, -t, atunci cele \\\ D
ramase  sunt  egale  cu OC=90-v,-t=90-100t, o c——7A
OD=60-v,-t=60-80t. a=90 km

CD se va gasi cu Teorema lui Pitagora Tn triunghiul OCD:
CD?=0C?+0D? = CD =,/(a—Vt)? + (b—v,t)? = /a? —2av,t + v 2t? +b? — 2bv,t +v,t? =

= \/(Vlz +v,°)t? —2(av, +bv,)t +a*+b?. CD este minima atunci cand expresia de sub radical (care este o
functie de gradul al doilea in t) e minima.

Minimul functiei de sub radical este
A b-dac_ 4av,+bv,)’ —4(v," +v,°)(@ +b?) _ (av, —bv,)*
4a 4a 4-(v,” +V,?) V2 v,

Acesta se realizeaza pentru t = —L = _aszbvzz
2a VS +V,
(av,~bv)* |av,—bv] 90-80-60-100 60

VY, _\/v12+v22_ V1002 1802 41

. Pentru a=90, b= 60, v;=100, v,=80 obtinem valoarea

pentru distanta minima CD: CD= ~10km.

Bibliografie: Colectia de manuale de matematica de clasa a IX-a .

Prof. Liceul Tehnologic ,, Costin Nenitescu”, Buzau
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Some discrete inequalities

by José Luis Diaz-Barrero, Applied Mathematics |11,

BARCELONA TECH, Spain
Abstract: In this paper discrete classical Jensen’s inequality is applied to increasing convex functions to
obtain some elementary numerical inequalities involving positive real numbers.
Introduction:

Theorem. Suppose that f : I < R — Ris a convex function and suppose that the nonnegative real numbers
t,,1<k<n,satisfy t, +t, +...+t, =1. Thenforall x, €1 ,1<k <n, one has:

f(Ztk ka < Ztk f(x,).If fisconcave the preceding inequality is reversed.
k=1 k=1

Main Results:
Proposition 1. Let a;,a,,...,a,, be n > 2 positive real numbers. Then holds:

al + % ot al >N (1)
3a, +4,/a,a, 3a,+4,a,a, 3a, +4,a,a, '

: : t?
Proof. We consider the function f :(0,0) > R, f(t) =

e on account that f is increasing

4 " - ak an

(f'(t)>0)and convex ( f"(t) >0); wesetting t, = |— , I<k<n-1)andt,=_|—",a, =4a,
ak+1 a'1

by theorem and AM-GM inequality we deduce:

1
Iy ft)> f(EZtka f [Htk]n — t(1) =2 which yields (1).
N\ n\a k=1 7

Equality holds when a, = a, =

= a,, and the proof is complete.

Proposition 2. Let a,,a,,...,a,, be n > 2 positive real numbers. Then holds:
a1

a a n
+ 2 +.ot 0 > — 2
a, +4/aad a,+44a,a a, +44aa’ S
2
Proof. We consider the function f :(0,0) > R, f(t) =

, on account that f is increasing
1+ 44t
a a
(f'(t)>0)and convex ( f"(t) > 0); we setting t, = /—k ,(I<k<n-1)and t, = /—” , A, =8y,
] &
by theorem and AM-GM inequality we deduce:

1 1 n %
Héf(tk)zf(ﬁétk)zf [lk_[tj _

f@)= % which yields (2).
Equality holds when a, = a,

..= a,, and the proof is complete.
Proposition 3. Let a,,a,,...,a,, be n > 2 positive real numbers. Then holds:

©)

NS

a1 a‘2 a'n
+ .ot >
(WVa, +§aa;)"  (Ya, +§a,a35)" (Va, +§a,a’)°
4
Proof. We consider the function f : (0,0) > R, f(t) =

(1t—\/_)2, on account that f is increasing
+4/t

a a
K (l<k<n-1)andt =4 a, =a,
ak+l al

(f'(t) >0)and convex ( f"(t) > 0); we setting t, =4
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by theorem and AM-GM inequality we deduce:

1
I3 ft)> f(lzthz f (Htkj" _ £(1) =2 than follows (3).
nia | Bwry k=1 4

Equality holds when a, =a, =...=a,, and the proof is complete.

New proofs of Cauchy-Buniakovski-Schwarz’ inequality
and Bergstrom’s inequality

by D.M. Batinetu-Giurgiu and Neculai Stanciu

The inequality of H. Bergstrom.

n 2
Kk

n 2
IfneN"—{l},x, €R,y, eR ,k=1n, then: » > 7 (B)

k= Yk i Y,
k-1

with equality if and only if there exists t € R" such thatx, =ty,,Vk = 1_n

The inequality Cauchy — Buniakovski — Schwarz.

IfneN"-{l},a,,b eRk=1n, then:[Zan{bej > [Zak ] (C-B-S)
k=1 k=1

with equality if and only if there exists t € R” such thatb, =ta,,Vk = _n

Proof of (C-B-S)

If in inequality (B) we take X, =a,b, andy, =b?, vk =1, nwe obtain that:

IR R J [Zakj(Zb jz(Zakbk] e (CB-S).
= k be k=1 k=1
k=1

Proof of (B)

X JR—
If in inequality (C-B-S) we take a, = /Yy, andb, = —== Vk =1,nwe obtain that:

N
gl a1 )

n 2
n X2 (Z ij
— zy_k k=nl
k=1 Yk
kZ; Yk

Remarks. 1) By above yields that (C-B-S) and (B) are equivalent;
2) Because (C-B-S) can be demonstrated independently of (B) and vice versa we deduce that (C-
B-S) and (B) are independent of each other;

3) It well known that for (C-B-S) and (B) it is sufficient to work in R: (e.g. D.M. Batinetu-

Giurgiu and I. Dina, Inegalitatea lui Bergstrom. Aplicayii, Caleidoscop Matematic, Nr. 2, November 2010,
pp.4-10 - which is also free at the address http://basarab.ro/reviste/Rmatematica.pdf) , therefore in the proofs

by above X,,Y,,a,,b, €R..

v

Ji.e. (B).
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., In scoali Tnveti o lectie, apoi dai un test;
In viata, ai de dat un test care te invata o lectie”.

Tom Bodett

CONCURSUL JUDETEAN DE MATEMATICA

" SpLIPIREA MINT]|”

Editiaa VII-a, 03.11.2012

Tn acest numar va sunt prezentate subiectele date elevilor de liceu din cadrul Concursului

Judetean de Matematica ,, Sclipirea Mintii”, desfasurat in data de 3 noiembrie 2012 la Liceul
Tehnologic ,, Costin Nenitescu” Buzau.

Clasaa IX-a

1. a) Se considera x [—2;5] astfel incat v5-x++/2+x=3. Sa se calculeze v/5—x-v/2+x
b) Daca a*+b*+2a+4b+5=0. Sa se calculeze a** —(b—a)*".

**k*

2 2
2. a) Fie a,b e R astfel incat a+b = 7 si ab=9. Sa se calculeze 2 +l+ b +l.
a+l b+l

b) Si se arate ci numirul A= \/(x—\/ﬁ)2 +\/(x—\/4_8)2 +\/(\/108 —2x)* eN, pentru
orice X € (—0; 2+/3]U[4/3; ).

Prof. Adrian Stan
3.a)Sasearateca a(a—b+c)+b(a+b-c)+c(b+c—a)>ab+bc+ac, Va,b,ceR.

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
b) Fie x,y,z,t e R, astfel incat x-y=z-t=2012. Sa se arate ca

%(x +1)(y+D(z+1(t+1) > 2012.
Prof. Elena Ramniceanu, Revista Alpha, nr.1 /2012

Clasa a X- a

1. Aduceti la o forma mai simpla expresiile:
313 3/n log,. 243
2 A Jat-Ya Yaa a R - , 109,243 _log, 0,04

_ _ ’ a : b B — 31—Iog34
l+a _g/; 392 Ja 3/? * ) log, 33 log, s 2
1+3a

2. a) Se considera numerele

1 1 1 1 1 1
A=Ilg| —+ +...4 , neN,n>2B=lg|1-= |+lg| 1-= |+..+lg| 1-— |, neNn>2,
g(1.3 35 (n—l)(n+l)J = g( ZZJ g( SZJ g( nzj ©
Sasearateca A+B+Ig4=0.
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3.a) Fie x,y,2>0, numere reale cu proprietatea x+y+z=3. Sa se arate ca
lg@+x)-1g(2+y)-1g(3+2z)<lg3.
b) Si se determine m e R astfel incat logaritmul log, [(m2 +1) %% = 2(m+4)x + 2} sa fie

definit pentru orice x numar real. Prof. Adrian Stan

Clasa a XI-a

. ] 3 -3
1. Se considera matricea A= 3 .

0
a) Sa se determine toate matricele X € M, (R) astfel incat A-X =X -A ;
b) Si se rezolve ecuatia X* = A Prof. Adrian Stan, Buziu
. X" -5x+4 __1-sin
2. Sa se calculeze limitele: a) Ilmi; b) Ilmﬁ; Fhx
-1 xX—1 21+ Cc0s2X

2

3. a) Determinati a,b € R astfel incat lim (\/ x> +4X+3 —ax—b) =5;

X—>00

la]- Vx-1,x>2
3x+1-+va®—ax+1,x(2

b) Fie f :R > R, f(x)_{ . Sa se determine a € R astfel incat f sa

aiba limita in punctul 2.

Clasa a XII-a

1. Pe multimea R definim legea x*y =3xy—-6x—6y+14.
a) Aratati ca legea este asociativa si determinati elementele simetrizabile.

b) Calculati v1*+/2*...*\/2012 ;

c) Rezolvati inR ecuatia: X*X*x=X. Prof. Gheorghe Darstaru
2. Determinati a,b € R astfel incat functia F sa fie o primitiva a functiei f unde
f:(-30) >R, f(X)=v2Xx+6, F:(-3;0) >R, F(X)=(ax+b)v2x+6; faleka

3. Sa se calculeze:

2
(sin2+cos§j
a) J.x.g/g-lnxdx, Xe(O;oo); b-[sin3x—coszx+ldx’ XER—{kﬂ|kEZ}U{37—;+kﬂ|kEZ}

Prof. Adrian Stan

Prezentam Tn continuare rezultatele elevilor obtinute in urma concursului:

Clasa a V-a : Premiul I: Nitu Madalina, Stefan Alexandru, Scoala nr. 1 Rm. Sarat; Premiul 11: Enache
Andrei, Mihai Raluca, Scoala nr. 1 Rm. Sarat, Popa Madilina, Sibu Alexandru, Grup Scolar Tehnic ,,
Sfantul Mucenic Sava”, Berca; Premiul Ill: Carp Bogdan George, Codreanu Maria Diana, Serea
Roxana, Scoala nr. 1 Rm. Sarat, Raduca Razvan Constantin, Scoala ,, Basca Rozilei” Nehoiu, llie Cosmin
Marius, Rusu Andrada, Scoala ,, George Emil Palade”, Buzau;

Clasa a Vl-a : Premiul I: Tanasa Andreea Maria, Scoala nr. 1, Rm Sirat, Zota Madalina, Scoala ,,
George Emil Palade”; Premiul I1: Ciocan Cristian, Scoala George Emil Palade”, Popa Sanziana, Colegiul
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,» Mihai Eminescu”; Premiul Ill: Grigore Andreea, Vasile lulia, Maftei Beatrice, Colegiul ,, Mihai
Eminescu”, Sava Daniel, Scoala nr. 1, Rm. Sarat;

Clasa a VIl-a : Premiul I: Gheorghe Laura Elena, Scoala ,, V. Cristoforeanu”, Rm. Sarat;
Premiul Il: Sava Teodor, Scoala ,, V. Cristoforeanu”, Rm. Sarat; Premiul Il11: Pavel Silviu
Cristian, Scoala ,, V. Cristoforeanu”, Rm. Sarat, Cirlan Andrei Nicolae, Liceul cu Program
Sportiv ,, I. Balas, Soter”, Nica Camelia, Scoala Smeeni.

Clasa a VIll-a: Premiul I: laru loana, Scoala nr. 1 Rm. Sarat; Premiul 11: Vasile Dragos, Scoala
nr. 1, Rm.Sarat, Sava Diana, Scoala Smeeni; Premiul Il1: llie lonut Florentin, Scoala nr. 1, Rm.
Sarat, Mihai Andrei, Albu Andreea, Scoala Nehoiu;

Clasa a IX-a : Premiul I: Tabacaru lulian, Colegiul ,, B. P. Hasdeu”; Premiul I1: Riciu Diana,
Colegiul ,, B. P. Hasdeu”, Andrei Aurica, Colegiul ,, M. Eminescu” ; Premiul I11: Bldjanu loana,
Liceul Tehnologic ,, Costin Nenitescu”, Chitic Eduard, Badea Andreea, Colegiul ,, Mihai
Eminescu”.

Clasa a X-a : Premiul I: Morogan Andreea, Colegiul ,, Mihai Eminescu”; Premiul I1: Antofie
Alexandra, Colegiul Economic, Stoian Cristina, Liceul Tehnologic ,, Costin Nenitescu”; Premiul
I11: lacob Andreea, Costache Bogdan, Colegiul ,, Mihai Eminescu”, Ene Sorin Florinel, Liceul
Tehnologic ,, Grigore C. Moisil”.

Clasa a Xl-a : Premiul I: Pascu Georgiana, Colegiul Economic; Premiul Il: Dragomir Liviu, Colegiul
Economic; Premiul 111: Lica Adriana, Liceul Tehnologic ,, Costin Nenitescu”.

Clasa a XllI-a : Premiul I: Modoran Madalina, Grup Scolar Tehnic ,, Sfantul Mucenic Sava”; Premiul I1I:

Ispas Elena, Sarbu Raluca, Colegiul Economic; Premiul I11: Nicolae Elena, Colegiul Economic, Pavel
Claudia, Liceul Tehnologic ,, Costin Nenitescu”.

Concursul de Matematica al Liceelor Maghiare, editia XXIII.
Salonta, 31.ian. - 3.febr. 2013. jud. Bibor

Selectiuni din subiectele date n cele doua etape

2013 + yZOll = 222009
1. Determinati toate solutiile reale ale sistemului. { y** +z°" = 2x*%®
Z2013 + X2011 = 2y2009

R (Clasa a IX-a , Etapa I) David Géza, Odorheiul Secuiesc
2. In patrulaterul convex ABCD se considera punctele M si N, mijloacele segmentelor (AB)

respectiv (BC) . Fie {E}= AN nBD si {F}= DM n AC. Demonstrati ci ABCD este un

BE _AF _1
paralelogram daca si numai daca are loc relatia: —=——==

AC 3
(Clasa a IX-a, Etapa a Il-a ) Bencze Mihaly, Brasov
3 Sa se determine numerele x, y < [a,b] pentru care are loc relatia:
J(x—a)(b—y) ++/(y-a)(b—x) =b—a,unde a,beR sunt numere fixate si a <b.

(Clasaa IX-a, Etapaall-a) Longaver Lajos, Baia Mare

A , 2 3 3
astfel incat a, =a>1si =2 __°
a+a,+...+a, a, a
pentru orice n e N . Sa se determine termenul general al sirului (a,),., -

(ClasaalX-a, Etapaall-a) Kovacs Béla, Satu Mare

4. Se considera sirul (a,)

n>1 )

n+1
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5. Un triunghi are perimetrul 12m. Suma ariilor patratelor construite pe laturile triunghiului este

48m*. Sa se calculeze aria triunghiului.
(Clasaa IX-a, Etapaall-a) Olosz Ferenc, Satu Mare
6. Pe o tabld scriem numerele naturale de la 1 la 2013. Tn primul pas alegem doua numere, asi
b, le stergem si scriem in locul lor rezultatul expresiei ab—3a—3b+12 , si repetam acesti pasi
pana va ramine un singur numar. Determinati acest numar.
(Clasa a X-a , Etapa 1) Miké Agnes, Sfintu Gheorghe
7. Determinati toate radacinile reale ale ecuatiei 2* +9* +2 = 3! + 4%,
(Clasaa X-a, Etapaall-a) Longaver Lajos, Baia Mare
8. Consideram triunghiul neregulat ABC . Simetricele varfurilor A, B, C, fata de punctele B,C
respectiv A sunt A, B, si C,. Demonstrati ca daca punctele O,M, O,, M, sunt centrele cercurilor
cicumscrise respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC si AB,C, , atunci OO,MM, este trapez!
(Clasaa X-a, Etapaall-a) Bencze Mihaly, Brasov
9. Consideram un numir de n* poligoane regulate cu 2n® laturi. Studiati posibilitatea Tmpartirii
acestor poligoane in buciti din care si se poata construi un poligon regulat cu 2n® laturi. Tn caz
afirmativ prezentati aceasta impartire.
(Clasaa X-a, Etapaall-a) Nagy Ors, Targu Mures
10. Tntre cladirea unei scoli si cladirea internatului se amenajeaza o alee in foma dreptunghiulara de
dimensiune Imx10m. Se folosesc pentru aceasta placi de beton patrate cu laturile de 1m, de culori
albe, rosii, verzi si gri. Cate variante diferite de proiecte se pot intocmi pentru pavarea aleii, daca se
cere, ca numarul placilor rosii sa fie un numar par.
(Clasa a Xl-a, Etapa I) Matéfi Istvan, Targu Mures
1+a’+a* 1+ab+a’w® l+ac+a’c’
11. Consideram matricea A=|1+ab+a’h® 1+b’+b* 1+bc+b’c? |unde a,b,ceR Aflati
l1+ac+a’c® 1+bc+b*c® 1+c*+c’

valoarea determinantului matricei A , scriind rezultatul ca produsul unor expresii de gradul intéi in
a,b,c.
(Clasaa Xl-a, Etapaa ll-a) Longaver Lajos, Baia Mare

12. Consideram in plan punctele A (x",y") xeZ,neN" sisirul (t,), , ,unde t, reprezinti aria

triunghiului A, ,A,A,,, . Sa se determine coordonatele punctului A , daca sirul (t,), , este

. 3
convergent si limt, = 3

n—o0

(Clasaa Xl-a, Etapaa ll-a) Miko Agnes, Sfantu Gheorghe

13. Consideram functia injectiva f:R — R cu proprietatea ca functiile Pof si Qo f sunt
primitivabile, unde P,Q:R - R, P(x)=x’-x+2 si Q(x)=x*+5x+6, VxeR. Demostrati, ci
functia f este continua.

(Clasaa Xll-a, Etapaall-a) Bencze Mihaly, Brasov

2

14. Consideram sirul (a,)p>; definitastfel: a, =6,a,=2,a,,, = Za—”,n >2.
N a;—3a,+3

a) Determinati partea intreaga al termenului de rang 2013 .
b) Studiati existenta unei legi de compozitie @:X xX — X pe multimea X ={a, [n>1} ,
pentru care (X,@) formeaza o structurd de grup izomorf cu grupul (Z,+)

(Clasaa Xll-a, Etapaall-a) Kovécs Béla, Satu Mare
Traducere din limba maghiara de catre prof. Mastan Eliza, Baia Mare si prof. Kovacs Béla, Satu
Mare.
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,» Doua lucruri sunt infinite: universul si prostia umana.
Si nu sunt chiar sigur in legatura cu universul”.
Albert Einstein

Probleme rezol

= Clasa a V-a

G:352\ Fara sa se cunoasca suma pe fiecare linie, coloania sau diagonali si care este aceeasi , i se

67 puna in patrat numerele prime 1, 13, 31, 37, 43, 73 astfel incat sa se obtina un patrat
61 | magic.
2
Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:
67 |1 |43 . . . . . .
13 137 [ 61 Daca notam CU & _n_umgrul aflat pe randul I coloana j, atunci, 67 +a,, +7 = a3 +61+7 de
31 7317 unde se obtin situatiile: i) a; =31, a;3 = 37. Din 37 +31+a3,=37+61+7, rezulta a;; =37 care nu

este solutie; ii) Pentru ax, = 37, a;3 = 43 se obtine solutia buna.
G:353\ Gasiti cel putin patru numere naturale cdsiasib corespunzatoare astfel incat sa avem:
a’+b?+c? =cd. Prof. Nicolae Ivischescu, Craiova
Rezolvare: cd =94, a=2,b=3; cd=61, a=3,b=4; cd=78, a=2b=5; cd=50, a=3,b=4;
. Si se arate ci nu existd numerele naturale a si b astfel incat a* +b* = 2019.

Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova
Rezolvare: Cum ultima cifra a fiecarei puteri a* sau b*este una din cifrele multimii {0,1, 5, 6} rezulta ca

ultima cifra a sumei u(a‘ +b*) €{0,1,2,5,6,7} , asadar, diferita de u(2019)= 9.

G:355\ Determinati numerele naturale care admit 6 divizori, stiind ca produsul divizorilor este 5832.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Daca notam numarul cu n si divizorii luicu d, =1,d, =n,d,,d,,d;,d, atunci rezulta:
d,-d,-d,-d,-d,-d, =5832. Cum 5832=2°-3° sidin d,-d, =d,-d, =d, -d, = n=18.

ERELLe. Rezolvati in multimea N x Nx N ecuatia:
(x—1961)(x—1960) + (y —24)(y —23) + (z—49)(z-48) =0. Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Cum fiecare termen al sumei este un produs de numere naturale, prin urmare, numere pozitive,

(x;y: 2) € {(1960; 23;48), (L960; 23; 49), (1960; 24; 48), (1960; 24; 49), (1961, 23; 49)
(1961; 24;48), (1961; 24; 49), (1961, 23,48)} .

GBI Se considera numirul : A =25"*.4"*2 42572, 4"*3: y este numir natural. Si se aduci

numairul A la forma cea mai simpla si sa se scrie ca o suma de doua patrate perfecte.
Prof. Cornelia Gurau,Moinesti,Bacau

Rezolvare: A=25""2.4"*2.29=100""2. 29. A= (10""%)? .52 + 4 .(10" A2,

G:358\ Determinati numerele abcd formate din cifre prime pentru care a(d + 1) + bd + 2cd = 16d.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
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Rezolvare: Scriind relatia data sub forma ad + a + bd + 2cd= 16d, deducem ca d divide pe a, si cum a si d
sunt numere prime rezulta ci a = d. Astfel, relatia data devine: a”+a + ab + 2ac = 16a <> a+ b + 2¢ = 15.
Cum c este o cifra numar prim avem cazurile:
1).c=2 = a+b=11, egalitate falsa cu a si b numere prime;
2).c=3= a+b=9,deundeseobtinecia=2,b=7sia=7,b=2;rezulta 2732, 7237,
3).c=5=a+b=5deundea=2,b=23sia=3,b=2; rezultd numerele 2352, 3253;
4).c=T7= a+ b =1relatie falsa pentru a si b numere prime.
In concluzie, numerele cerute sunt: 2732, 7237, 2352 si 3253.

CRELYE]. Sa se afle numerele de trei cifre care impartite la rasturnatele lor dau catul 5 si restul un
numar prim. Titu Zvonaru, Comanesti

Rezolvare:Fie abcnumerele ciutate si - restul.Din abc=5-cha+r rezulti usor ¢ =1si atunci
avem:100a +10b +1=500+50b + 5a + r << 95a = 499 + 40b + .

- daca a < 5, atunci 95a < 475si nu obtinem solutii;

- dacd a = 6,atunci 71=40b + r si obtinem solutiileb =0,r =71sib =1,r = 31;

- daca a =7, atunci 166 = 40b + r, cum r este prim, ar trebui ca r = 2 si nu obtinem solutii;

- daca a=8,atunci 261=40b+rsi obtinem solutile b=4,r=101si b=5r=61 (pentru
b < 3obtinemr > 141, dar ar trebui si avem r < cha<13a< 140);

-dacd a=9, atunci 356 = 40b + r si nu obtinem solutii.

Numerele cautate sunt 601 (601=106-5+71), 611 (611=116-5+31),

841 (841=148-5+101)i 851 (851=158-5+61).

RN Determinati multimea A={neN/n’+2011n—3"% 43 -3 4+ 3% _1 =21 4+6+...+2012]
Prof. Delia lleana Basch- Naidin, Caracal, Olt

Rezolvare; Cum 3?12 — 3201 32010 _ 32009 _ 9. 3% g 2+4+6+...+2012=1006- 1007,

Obtinemca n-(n+2011)=20-3"" +1006-1007 +1.

Membrul stang este un numar par, iar membrul drept este impar(imposibil), rezulta A= .

= Clasa a VI-a

eI, Rezolvati Tn multimea Z x Z ecuatia: Xy —3x+Yy=17.
Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Ecuatia data este echivalenti cu (X +1)(y —3) =14. Multimea solutiilor ecuatiei este

S ={(-15;2),(-8;1),(-3;-4),(-2;-11),(0;17), (1,10), (6;5)(13;4)} .

L A n .
G:362. Determinati toate numerele naturale n astfel incat numarul o—n sa fie patrat perfect.

D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

~ 2012k?

n
Rezolvare: Din ————=k* k>0=n="> . Deoarece k? si k? +1 sunt prime ntre ele rezulta
2012 —n k+1

k?+1eD,y, = {1,2,4,503,1006, 2012} . Din posibilititile de mai sus convine doar k =0 si k =1. Deci,
n € {0,1006}.

G:363. Gasiti numerele naturale abc cu proprietatea ca Jabc =a?+b-c.
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
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Rezolvare: Singurul numar abc care si fie patrat perfect si sa verifice relatia data este 576.

1 1

. cay L
G:364. Gasiti numerele naturale n;,n,,n,,...., Ny, Ny, astfel incat —+—+—+...+ =1.
r]l r]2 n3 n2012
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

1 1 1
1

— o —————— care este egala
1.2 2.3 34 2010-2011

Rezolvare: Se calculeazd mai Tntai suma S=

S :@. Observamca S +i =1 asadar,
2011 2011

n=12n,=2-3n,=3-4,...,n,, =2010-2011, n,,,, =2011.

22n+1 . 52n+3 _

(5:365| Sa se arate ca fractia E = este reductibila pentru orice n numar

22n+3 . 52n+1 + 22n+1 . 52n+2

natural nenul. Prof. Adrian Stan, Buzau

2n+l 2n+3 2n+1 . _
Rezolvare: E = 2 > ! = 10 25-1 _ 24999..9 care se simplifica prin 3.

22n+3 A 52n+1 + 22n+1 . 52n+2 22n+l 3 52n+1 (4 + 5) - 9 _102n+l

k+1 k k k+1
(G:366. Comparati fractiile: nk +(n+1k)1 si (n+1)k j(n+2) —,unde n eN* keN.
n“+(n+1)* N+ +(n+2)

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Demonstram ca prima fractie este subunitara, iar cea de-a doua este supraunitara.

n*+(n+1)*
n*+(n+1)**
n*(n—1) < n(n+1)*, adevarata, deoarece n* < (n+1)*si n—1<n.
1
n+D)** +(n+2)
(N+D)* + (n+2)*
obtine din prima fractie inlocuind pencun + 1.

<den* i+  <n*+(n+) <n T -n* <(n+) ! -(n+)* =

Cea de-a doua fractie se scrie si este supraunitara, deoarece fractia de la numitor se

= Clasa a VII-a

€Re[YY. Sii se arate ci ecuatia X° — y° + X —3y =3 nu are solutii in ZxZ.
Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Ecuatia data este echivalenti cu (X —y—1)(x+ y+2) =1, de unde rezulta

{x—y—lzl Xx—y-1=-1

1 -3 i Coa
= X=E¢Z sau { = X =—¢ Z . Asadar, ecuatia nu are solutiiin ZxZ7.

X+y+2=1 X+y+2=-1

2012 4024 6036
X+y X+2 Yy+z

si (X+Yy)(X+2)(y+2z)=6.

(G:368. Sa se determine X, Y,z € Qstiind ca

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

A 5 2012 4024 6036
Rezolvare: Egaland sirul de rapoarte egale cu k rezulta X+ Yy = T X+2Z= T y+z= T

Tnlocuindu-le Tn produs, rezultd k = 2012 , de unde rezulta x=0,y=1,z=2.
2

=x-1005,5 In R.

(5:369|. Sa se rezolve ecuatia

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
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Rezolvare: X22 =Xx-1005,5 < x*> =2-2011x - 2-2011-1005,5 < (x—2011)* =0 = x = 2011.

YL Determinati n e N*astfel incat numerele 3n+18 si 7n+7 sa fie doua paitrate perfecte
consecutive.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Numerele 3n+18 si 7n+7 sunt patrate perfecte consecutive daca exista X € Zastfel incat
3n+18=x*si 7n+7=(x+1)*. Din fiecare relatie de mai fnainte se scoate n si se egaleaza valorile
x*-18 x*+2x—6
7
numerele consecutive sunt 36 si 49.

obtinute: = (x—6)(2x+9)=0. Alegem x= 6 de unde rezulta n=6. Asadar,

EReYEN. Aflati numerele 0 < X; <1, 1 =1,2012, care satisfac relatia:

2011x, +1+ 2011x, +1 .+ 2011x,,,, +1 20127
Xl X2 X2012
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

. 2011x+1 . -
Rezolvare: Este suficient sa se observe ca (*) ———— > 2012, pentru orice 0 < X; <1. Intradevir,
X

M > 2012 < 2011x +1> 2012x < x <1. Deci,
X
2011x 1
20122 = 201, +1+ 201, +1+...+ 01 B0, + > 2012+ 2012 +...+ 2012 = 2012-2012 = 2012°.

Xl X2 X2012
Asadar, Tn inegalitatea de mai sus avem egalitate. Acest lucru este posibil daca si numai daca
X; =Xy =.oo= Xpop, =1,

Y4 Aflati valorile lui a< N pentru care numarul: A=17+2° +3* +..99'° +100'" + a*" este
divizibil cu 3. Prof. Rusu Constantin, Ramnicu Sarat
Rezolvare:

Avem: A= (M, +1)+(M, +2)+ M, +(M, +1)" +(M, =1)° + M, +(M; +1) +(M; -1)’ + M, +
(Mg +2)" +(My =1)7 + My 4o+ (Mg +2)™ 4 (M, =1)” + My +(M, +2)” (M, =1)" + M, +
+97% +98% +99'° +100"" +a*" =

=16(L+2+ My +1+1+ M) + (M, +1)” + (M, —D)® + M, +(M, +1)'* +a** =

=16(M, +2)+ M, +1-1+1+a*" =M, +a*". Asadar, a=3p, pel.

YL Fie a, b, ¢, d, numere rationale. Se stie ca

3b-2a 3d+2c 16 5a+b . 3a+b

=4; =—; = 2. Calculati: :
3b-3a 3d+3c 19 5c+d 3c+d

Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat

Rezolvare :
-23 ) o gh-2a-12b-12a o 10a=% o -2 2.0 o @
3b-3a b 10 9 10
3d+2c 16 | o74.38c-48d+48c o 9d=10c o -2 = S_9_iico @
3d+3c 19 d 10 9 10
Din (1) si (2) rezulti a=9k, b =10k, ¢=9t,d =10t, si din Sa+ =2 rezulta

5c+d
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. 3a+b 3-9k+10k 37k k
= 2. Atunci, = = =—=2.
3c+d 3-9t+10t 37t t

5.9k +10K 55k
2T 2 o 2o
5.9t +10t 55t

2<:>K
t

[ERYL. Sa se determine numarul abed (a, b, ¢, d fiind cifre in baza 10) si ne N*, stiind ca:
abcd abcd abcd abcd 5" +5"-5
+ + ..+ = .

Prof. luliana Trasca, Scornicesti-Olt

4 5 5 5 4
- n+1 n_
Rezolvare: Relatia dati este echivalenta cu abcd(£+i2+i3+...+i]:w (*)
4 5 5 5" 4
Tlocuind ~ cu 1—3+1=i+lsi folosind faptul ca l+%+%+...+i=5 _1, din (*)
4 5 5 20 5 5 5 5 5" 4.5"

- n_ n+l n_ _ (En n-1__ _
abed| L 2T IS S | 2 T e 5 S abod =5
45 4.5 2 5

nNn+l1=5<n=4, = abcd =3125.

[CREYL]. Sa se determine masurile unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic stiind ca
inaltimea din varful unghiului drept imparte ipotenuza in doua segmente, dintre care, unul are

lungimea de trei ori mai mare decat a celuilalt.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvare: Fie D piciorul Tnaltimii din A pe [BC]. Din DC= 3:BD si luand E, mijlocul laturii [BC] rezulta
[AB]=[AE]=[EC]deoarece AADB = AADE (cateta — cateta). In plus,
m(A@\E) = m(KETB) = 2-m(A/C\E) deoarece unghiul AEB este exterior triunghiului AEC.

Asadar, in triunghiul dreptunghic ABC rezulti ca m(ABC) = 60°si m(ACB) = 30°.

(CMYL¢]. Sa se arate ca daca A si B sunt doui numere formate din 2n respectiv n cifre identice egale cu

a(A+16B)+9a’ .
este patrat perfect.

a atunci numarul N =

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Numerele A si B se scriu: A= aaa..a, B = aaa..a ,deunde A=
— —
2n—cifre n—cifre

aaa..a-10" +aaa..a=10" -B+B.
— D
n—cifre n—cifre

Numarul N se scrie: N = %(A+168)+a2 :%(10” B+l?B)+a2=§[(10" —l)B +185]+ a?=

a 2_4. . 2_ 2 2
—aaa..aB+2aB+a“=za-111..1-B+2aB+a“=B-B+2aB+a :(B+a) _
n—cifre n—cifre

= Clasa a VIII-a

G:377) Si se arate ci VX +6x+13+4/(y-2)" +|2+3>2, ¥x,y,2eR.
Prof. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare: Evident, /X% +6X+13++/(y —2) +|2+3=(x+3)* +2° +|y—2|+|z+3[> 2.

a+1+ a+2 N a+3 N a+1006
Ja +Ja+l Ja+2 +Ja+1005

(G:378. Aratati ca »2012. Prof. Nicolae Ivischescu, Craiova
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Rezolvare: Se foloseste inegalitatea dintre media geometrica si cea aritmetica:

Sy <Y wxyeR, XY > 2 Dand lui x valorile a, a+1, a+2, ...a+1005 si lasandu-I pe
2 N

y = 1 rezulta cerinta data.

(EREYLS]. Rezolvati Tn multimea N x N x N ecuatia:
X+Yy+2-5886= 2/x—2008 + 6\/y —1952 +10/z2—1961. Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Ecuatia data este echivalenta cu

[ (x—2008) - 2/x—2008-1+1 +| (y~1952) ~2,/y ~1952-3+9 | +| (2~1961) - 2219615+ 25 | =0 =
(V/x—2008 1) +(y/y~1952-3) +(v/2—1961-5) =0. De aici rezults, (x,y,2) < {2009;1961:1986}

(€I Rezolvati Tn multimea numerelor naturale inecuatia: 2(x—3) < 5(x—4) ( 3(x-1).

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Dubla inecuatie este echivalenta cu sistemul de inecuatii format din

IX-6<5x—20 [-3x<-14 XE{%;OO) 14 17
{ - <:>{ B . Rezult, XE[E;wjm(%;?ij:{a&?ﬂ}'

=
5x—20(3x—3 2x(17 ( 17)
X e| —o0; ?

G:381]. Demonstrati ca 1—%+%—1+...+i—i_i L

=—+4+—+ +L.Generalizare.
4 99 100 51 52 100

Prof. Constantin Dinu, Buzau

Rezolvare: Se considera egalitatile: 1+1+1+l+...+i+i=1+l+1+l+...+i+i (1)
2 3 4 99 100 2 3 4 99 100
sig+g+g+...+i=1+£+1+1+...+i+—.(2) Din scaderea (1)- (2) rezulta cerinta
2 4 6 100 2 3 4 49 50

problemei.
Generalizare: 1—1+1—1+...+ 1 —i:i+...+i,Vn e N*,
2 3 4 2n-1 2n n+1 2n

3 2 2
. . .a 5a“ —-b
G:382. Aratati ca daca a,b e R, atunci: < .
a+b 8
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Inegalitatea din enunt este echivalenta cu:

8a’ >5a° —ab® +5a’h-b® < 3a’ +ab® -5a’h+b* >0 <
& 3a® —6a’h+3ab? +a’h—2ab? +b° = 3a(a® — 2ab +b? )+ b(a? — 2ab +b? )=
=3a(a—b)’ +b(a—b)* =(3a+b)a—b)* >0, ceea ce este evident adevarat.
Egalitatea are loc dacd si numai daca a=Db.

2005 2006 2007 2008
+ +

+ =4,
x—2009 x-2008 x-2007 x-—2006
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

(5:383|. Sa se rezolve ecuatia:

Rezolvare: Ecuatia data este echivalenti cu
2005 2006 2007 2008
X—2000 " x—2008 ' x—2007 " x-2006 - < (4014_’()(

1 1 1 1 0\
x—2009 x—2008 x—2007 x—2006)
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T
de unde 4014 - x = 0 si x; = 4014 , iar pe de alta parte:

1 1 11 . 2x-4015 | 2x-4015
x—2009  x—2008 Xx—2007 x—2006  (x—2009)(x—2006) (x—2008)(x—2007)

1 1
2x—401 : =
(2x=40 5)((x—2009)(x—2006) (x—2008)(x—2007)j 0=
2_

(2x_4015) 2x* -8030x+8060110

(x—2009)(x—2008)(x—2007)(x—2006) '

- +
de unde rezulta: x2:40215 5 X“:M'

2 2

. a) Sa se arate ca ‘/ _1 Zk ! J;E , k numar natural nenul.
+

135 2011
2\/1006 2-4-6-...-2012 J2013

H H - +
In concluzie, multimea solutiilor S {4014 4015 4015+ */_}

b) Sa se arate ca:

Prof. Valerica Rosu, Rm.Sarat
Rezolvare:

k-1 2k-11° ) ) )
a) ,|—— <—— | =4k*(k-1)<(2k- 1 ) -k |k= 4k?-4k<4k®—-4k+1 (adevarat) (1)

2k-1_ [2k-1 ?
2k 2k +1
Din (1) si (2) obtinem relatia ceruta in enunt.

:(2k—1)2(2k+1)<4k2(2k—1):> 4k? 1< 4k*? (adevarat) (2)

b) Folosim rezultatul de la subpunctul a) obtinem :
_£<\ﬁ \ﬁ<§<\ﬁ \E <\f 1005 _ 2011 /201
2V3" V2 4\5' \3 1006 2012 2013
Tnmultim inegalitatile membru cu membru , obtinem:

11 2 3 1005 1 35 2011 1 35 2011 ol .
----- ...—— . Dupa simplificare obtinem:
2 35 7 7 2013

23 4 71006 246 "2012
1 <1-3-5-...-2011< 1
21006 2-4-6-..-2012 /2013

(€M), Determinati numerele naturale m,n, astfel incat si avem: V2m—-1=+7m+2n —/2m+2.
Prof. Florin Stanescu,Gaesti, Dambovita

Rezolvare:

V2m-1=y7m+2n—v2m+2 = J2m-1++v2m+2 =/7m+2n =

(V2m-1++2m+2)? = (7Tm+2n)? = 2m-1+2m+2+2,/(2m-1)(2m+2) = 7Tm+2n =

2\/2m-1)(2m+2) =3m+2n-1= 4(2m-1)(2m+2) = (3m+2n-1)° = 16m’ +16m —8m -8 =

(3m+2n-1)°> =16m” +8m+1-9=(3m+2n-1)> = (4m+1)* - (3m+2n-1)°* =9 =
m+2n=9

(Tm+2n)(m-2n+2)=9= = m=n =1, celelalte variante nu convin.
m-2n+2=1
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. Si se rezolve ecuatia [szz] —[2x]-2={x} -3, unde [x] reprezinti partea intreagi a lui x
iar {x} reprezinta partea fractionara a lui x. Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Cum [XZOHJ—[ZX]—Z €Z= {x}-3eZ={x}eZ < xeZ={x}=0. Rezults,

X o x—x+1=0 x(x*" =) - (x-1)=0= (X=X +x®°+..+x-1)=0=x=1.
#0

[MPRIS. Se consideria functia f : R — R, astfel incat f(x+y)+ f(3x—y) =8048x +3888,Vx,y e R.
x 2012
_l’_
012 j
Rezolvare: Pentruy =0 rezultd f(x)+ f(3x)=8048x+3888 (*). Daca se considera functia
f(x) =ax+b, atunci, f(3x)=3ax+Db sidin (*) rezulta
4ax+2b =8048x+3888 = f(x) =2012x+1944 .

f[ X202 ool X 2002)  1944y2012.2+1944 = 5968 .
2012 x 2012 x

Sa se determine f si si se arate ca f (2 » 5968. Prof. Nicolae lvischescu, Craiova

WXL Se consideri ecuatia 2x° —2(M+1)x+m*—1=0, meR,x, X, riadicinile reale ale ecuatiei

date. Aflati multimea valorilor pe care le poate lua expresiile: X, +X,; XX,; X +X,’.
Prof. Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: Stiind ca radacinile X, X, € R, rezulta A =4(-m’+2m+3)>0< me[-1:3].

2_
Atunci, X, +X, =m+1e[0;4], X -x, = m2 1e{—%;4},

X2+ %2 = (X +%) —2x%, =2m+2¢[0;8]

W¥ZN). Calculati suma: S =1-7+2-13+3-21+4-31+..+n(n*+3n+3), n>1.

Prof. Petre Piaunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman
Rezolvare:

S = Zk(k2+3k+3) Zk3+32k2+32k {”(””)} ”(”+1)é2”+1)+3.”(”+1).

2

L:241) Fie a,b,ce(0;1]. Aritati ci a-‘/#+b'\/L+c~\/Ls\/§.
l+a+bc l+b+ca l+c+ab

José Luis Diaz-Barrero, Barcelona Tech, Spania
Rezolvare. Din inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz rezulta ca:

2
b~\/ 2 +c-\/L+a-\/ ¢ < a , b , ¢ (a*+b*+¢?) <
l+b+ca l+c+ab l+a+bc l1+b+ca 1+c+ab 1l+a+bc

a b C :
<3 + + , unde s-a tinut cont ca a® +b? +¢* <3.
l1+b+ca 1+c+ab 1+a+bc

. a b c -
Asadar, este suficient sa aratam ca: + + <1. Intr-adevir, deoarece

l+b+ca l1l+c+ab 1l+a-+bc
l+ab=(@Q1-a)l-b)+a+b,atunci 1+c+ab=(Q1-a)l-b)+a+b+c>a+b+c.
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Asemanator, rezultici:l+a+bc=(@Q-b)l-c)+a+b+c>a+b+c,
l+b+ca=(1-c)l-a)+a+b+c>a+b+c.
b c a b c
+ + < + +
l+b+ca l1l+c+ab 1+a+bc a+b+c a+b+c a+b+c
n care cel putin doua dintre numerele a, b, ¢ sunt egale cu 1.
Observam cd avem egalitate n inegalitatea initiali cand a=b =c =1.

=1,cu egalitate Tn cazul

Asadar,

W¥ZV). Daca sin x+sin y+sinz =1,sin® x+sin® y+sin®z =1, atunci cosx-cosy-cosz = 0.
Prof. Ovidiu Téatan , Ramnicu Sarat

Rezolvare: Din cunoscuta egalitate (a+b+c)3 =a’+b*+c*+3-(a+b)(b+c)(c+a),vabceR
pentru a =sinX,b =siny,c=sin z se obtine:
(sinx+siny +sin z)3 =sin’ x+sin® y +sin® z+3(sin x+sin y)(sin y +sin z)(sin z +sin x) =

=1=1+3(sinx+siny)(sin y+sinz)(sinz+sinx) = (sinx+sin y)(siny +sin z)(sinz+sinx) = 0=

=sinx+siny=0sau = siny+sinz=0sau = sinz+sinx=0. Rezulta, sinz=0=cosz=0.

L:243|. Aratati cadaca O <a<bsi X, € (0%) , Vk = 1_n atunci:

Zn:(a-sinxk +b-tgxk)>(a+b)-zn:xk .
k=1

k=1
Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
a-sinx+b-tgx

Rezolvare: Avem >X,VXe [O,EJ (1)
a+b 2

Intr-adevar notand t = tg % € (0,1) VX e (0%)

a.sinx+b-tgx>2(a+b)tg§>(a+b)x,VXe(O,%j &

2at +£t2 >2(a+Db)t,vte (0,1) o (a+b)t’+(b-a)>0, Vte (0,1) ceea ce este evident, si

1+t% 1-t

X X .
deoarece avem tg E > E VX e (0%} , relatia (1) este demonstrata.

n n

Din (1) rezulta imediat Z(a-sin X, +b-tgx, ) > (a+b)-Z:xk :

k=1 k=1

L:244. Se da sirulu, = Jn ,neN,n>1. Interpretati geometric termenii acestui sir si

Jn+1

. : 1 A 5
rezolvati ecuatia: |un —]j < 0 Prof. Rusu Constantin, R&mnicu Sarat

Rezolvare:a) Consideram un triunghi dreptunghic OP, P, , cu 0 =90°, OP, =1,

OP, =+/n, atunci P,P, , =41 +(\/ﬁ)2 =+/n+1siu, =%=COSPH.
n+

Asadar, fiecarui termen al sirului si corespunde un triunghi dreptunghic, el fiind egal cu cosP,.Mai

observam ca unghiurile P, au masurile din ce in ce mai mici, apropiindu-se de zero cand cosP, =1.
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b) |u _1|<i<:>M<i<:> 1 <i<:>
" 10 Jn+l | 10 7 Jn+1lYn+1++/n) 10

<n+l+4n(n+l) >10 < Yn(n+1) >9-n.

Pentru n > 9, inecuatia este verificatd imediat, deoarece membrul drept este numar negativ. Ea mai este
verificata si pentrun e {5,6,7,8,9} . Deci, solutia este: n € [5,+00)N.

. o 1 1 1
L:245. Fie a,b,cnumere reale nenule astfel incAt —+—+-—=1. Sia se demonstreze

a? b? c?
4o b Lc 3\/§.
(1+ a2)2 (1+b2)2 (1+c2)2 16

Titu Zvonaru, Comanesti, Neculai Stanciu, Buzau
> < 3\/5 iz . Aceasta se scrie succesiv:
L+x?f 16 x
33X +2x2 +1)>16x >33 x* ~16x* +63-x7 +33 20 (x-3) (3433 + 2x+3) 20

care este adevarata deoarece ecuatia de gradul doi 3\/§ X242+ \/§ = 0 are discriminantul negativ.
Scriem inegalitatea (*) pentru a, b, c si adunand, obtinem inegalitatea de demonstrat. Avem egalitate daca si

numai daca a:b:C:\/g.

inegalitatea:

Rezolvare: VVom demonstra inegalitatea (*)

" ClasaaX-a
. Fie f :R — Ro functie cu proprietatea f (log, Xx+2) =5x, VX € (0;0).Sa se calculeze suma
S=f@Q)+ f(2)+...+ f(2100). Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Notam log; X+ 2 cu t de unde rezulta
log. x=t-2=>x=5"7= f(t)=5-5"7= f(t)=5".

100
Atunci, S=f@Q)+ f(2)+...+ f(100) =1+5+5° +...+5% = > -1

WYXy Si se rezolve ecuatia: 4/x +13 + 2V 4+ log, 4/x + 253 =12.

Prof. Rusu Constantin, Radmnicu Sarat
Rezolvare: Conditia de existenta a ecuatiei este: X > —13 . Asociem acestei ecuatii functia:

f :[-13,+0) > R, data prin f (x) =4x+13 + VT8 log, /x + 253 . Deoarece functia f este strict

crescatoare (suma de functii strict crescatoare), rezulta ca f este injectiva.
Se observa ca f (3) =12. De aici avem unica solutie X = 3.

L:248. Stiind ca a + b + ¢ -1#0, a, b,ce R\{-1} si se determine x, y, ze R astfel incat
a+l b+1 c+1

x> +y® +7°
a’x? +b%y? +c’z” + abxy+bcyz+acxz + ————— = xy(a+h) +yz(b+c) +xz(a+c).
Prof. luliana Trasca, Olt
Rezolvare:
x> +y?*+7°

Relatia a’x” + b?y? +¢?z? + abxy+bcyz+acxz + =Xy (a+h)+yz(b+c)+xz(a+c) este
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ax+by-z=0
echivalenta cu : (ax+by—z)2 + (ax-y+cz)2 +(-x+by+cz)2 =0 < {ax-y+cz=0
-x+by+cz=0
b C

Relatia a + + —1+ 0 se mai poate scrie: 1-ab-ac-bc-2abc = 0.
a+l b+l c+1

Acest numar este chiar determinantul sistemului, decix=y=z=0

2

. C
sin—

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

Ccos

L:249. Sa se arate ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea: Z >6.

Rezolvare: (Solutie data de dl. Titu Zvonaru).

A-B A-B C A-B A+B A-B
cos cos > 1 2C0S—-CO0S > 2c0s > -C0S >
= . 2 = =
2 2X—¢ T2l ¢ ¢ —X sinC
sin— sin— cos 2sin—-cos—
2 2 2 2 2
S|nA+S|nB a+b a b b ¢ ¢ a
= =) —=—4+—+—+—+—+—206.
smC c c ¢c a ab b

Evident, egalitatea are loc pentru cazul triunghiului echilateral.
L:250. Aritati ca daca X, € [O%) , atunci:
n sin X ! COS X
[Z L sin’ IZ : ﬂ o (B [Soos' |

k=1 COS xk(1+sm X,) ) sin’ x (1+cos Xy

Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
Rezolvare:

Pentru orice t € (O 1) avem inegalitatea

t>it & (45 - )(t(i/E)3+(zti/§)2+3ti/§+4)zo

1-t*

sin x n
Daci t = sin X, , atunci z : Zsm2 X, .
&~ cos? Xy (l+sm xk) )

COS X 4
Daci t = COS X, , atunci Z k ZCOS2 X, .
1= sin xk(l+ cos? X )) 4

Dupa inmultirea celor doua inegalitati de mai sus obtinem concluzia.

1.t 2
oo <(R+r)r.
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

L:251|. Aratati ca n orice triunghi ABC avem Hr

Rezolvare:

Zr( J NS 1.1z 11
Avem R+r = [ rh " Jz(m+mJ:[Hrahb h“} , asadar (R+r >1_[rhb :

5

c
V4

L:252|. Sa se arate ca Sin Ll unde neN,n>2.

n
Prof. Costica Ambrinoc, Rm. Sarat
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Rezolvare: Fie z o radacina de ordinul n a unitatii. Atunci:
1+2+2° +.. 42" =01-1+72-1+2" -1+.+ 2" -1l=-n&

) ) \ de unde rezulta ca:
SZ-DA+z+1+z2°+z+1+..42" 42"+ +2+D) =-n

n —_—

-1

‘1+z+1+ 22 +z41+..+2" %+ +...+z+ﬂ§1+|z +]4+‘1+z+zz‘+...+‘1+z+...+ "2 <

n(n-1 2
£1+2+...+n—1=% iar de aici rezulta ca 21 2—1 . Luand in aceasta inegalitate
n_
2r . . 2«m
Z =C0S— +1Sin— avem:
n n
1—cosz—ﬂ—isin2—” zic 2sin2 Z — 2isin Zcos > ZL@ 2sin Zlsin Z —icos = zi
n n n-1 n n nf n-1 n n nf n-1
de unde rezulta inegalitatea din enunt.
" ClasaaXI-a
L:253|. Se consideri functia f :E —> R, f(x):x,/ x-1 —mXx. Se cere:
9x+1
. ) . L R N 1
a) Aflati domeniul maxim de definitie, E; b) Calculati limita functiei in punctul x = —5;

c) Determinati m astfel incat f sa aiba limita finita la +oo ; calculati limita pentru m determinat.
Prof. Constantin Dinu, Buzau

- -1 : -1
Rezolvare: a) >0 xe| -0, — |U[Lo); b) lim|x —MX |=— ;)
9x+1 9 xo-g 9x+1
X(—=
9
1
+oo,M | —o0;—
3
. x-1 1 1 1. 3 3 5
limx —M |=0| ——M |=4—0o,Me| —,400 |. Pentru m =— [limita ceruta este egald cu ——
o |} 9X+1 3 3 3 27
1
w-0,me-=.
3
IPAY. Fie sirul (X, )n>0 X, =€ —1,X, <0.5i se arate ca sirul este convergent si sa se calculeze
limx, si limn-x . Prof. Ovidiu Tatan, Rm.Sarat
n—o n—oo
Rezolvare: Studiem monotonia sirului (xn )n>0 X — X, =€ —1-x, 20,Vx, € R =sirul este crescitor.

Cercetam marginirea sirului (x,) @ x =e°-1<e’-1=0.

Aratam prin inductie matematica faptul ca x, <0,vn e N.

P(n):x,<0,vneN.

P(0):x, <0 evident adevarat. Demonstram ca P(k) = P(k +1) unde P(k+1):x,,, <0,vVk e N.

X,,, =€%—-1<e’~1=0. Conform metodei inductiei matematice rezulti ca P(n)este adevarata Vn e N
Sirul (Xn)nZO este monoton crescator si marginit superior deci convergent (Weierstrass).

Notam | =limx_,1 <0.Trecem la limita in relatia de recurenta:

n—oo
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limx,, =lim(e* -1)=1=¢'-1=1=0=limx, =0.

n—oo n—o0 ) nN—o0

Pentru calculul limitei limn-X. (nedeterminarea 0-o ) procedam astfel:

n—oo

o0

- X
n = . n+l-n . 1 Coxx o (em-1)x
limn-x, =lim—_ = lim————=lim = lim =L = |im ~—.Cum
n—o n—w 1 Stolz—Cesaro n—ow 4 n—w Xn - Xn+1 n—w Xn — Xn+1 n—w Xn —e"™ +1
Xn Xn+1 Xn Xn+1 ’ Xn

. . .0 T - .
lim x, = 0 avem o nedeterminare de tip 6 Trecem pentru calculul limitei Tntr-o limita de functii:

n—ow

| o

|Im— Im
x=0 X —e* 411" Hospital x>0 1—¢e* I

=-2 sideci limn-x, =-2.

X n—oo

0 0

X — =
x(e*-1) € -lexeet 0L efret X
_Hx—>0 —e

(BT, Sa se arate, fara a folosi calculatorul sau tabele trigonometrice,ci 0,7 <sin 50° <0,77.
Prof. Costica Ambrinoc, Rm. Sarat

Rezolvare: Aplicam Teorema lui Lagrange pe intervalul [—,1—] pentru functia sinus si obtinem

. omr . & (Sm & T Sr
sin——sin— = T cosa ,unde o € (— 1—) si tindnd seama ca COS < COSZ obtinem

18 4 18
0 <sin5—7[—sin£<2—7[£:i<:>£<sin5—7[<—2+7r—\/E de unde :
18 4 72 2 72 2 18 2 72
0,7 < 0.705 = % \/_ S|n5—7[ _sin50° < 1415 N 315.1415 _ 1415 A+ 3,15) - 1415 . 3915 _
2 2 18 2 72 2 36 2 36

=0,7075-1,0875 = 0,76940625 < 0,77

(Y4 (Problema propusa in memoria lui Traian Lalescu — 130 de ani de la nastere)

_ _ . f(x « U
Fief :R,*—> R _* ofunctiecu Ilmﬁ =acR,(b, )nZl 0 progresie aritmetici in care

n—oo X

b,reR, *siu,veR astfel incat u+v =1. Sa se calculeze:

tim{ (n-+2)°73f(F (6 £ (0.)--£(6,) £ 0,.)) ~n*3/(F B F.).-1B,))' ).

Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Notam f (b,) f (b,)...f(b,) = f(b,),,¥ne N~

si B, =(n+1)'"y(f (b)) —n"8(f(b,)Y) =n"8(f(b,)) (W, -
n“*2/(f (b,)!)" -\:\;\”—V;l-lnwgz(n' f(bn)!J w, —1 ‘Inw!,¥n> 2, unde

n Inw,

=lim -
n—o n—»c0 b n

(n+)'[ 1 b,.,)! f (by)
wn—[ o j[mJ vn > 2 Avem: lim——"=

|
Ilm f(bn+l) Ilm f(bn+l)
n—>w nf (b )| n—w

w/ (b f(b Fl.)! 0" ) (1 F)|_ar
fim =lmy =y = hm (+)" f,)!) m=e, n+l ) e’

= ar. De asemenea,
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n
unde e, = (1+ —j — €. Totodata avem:
n

limw :nm(”_”ju.“m(“—\l/f(bnﬂ)} :1.|im[”+€/f(bn+l) n .n+1J
n—o n—o0 n nlf(bn) n—o n+1 n/f(bn)l n

ar w1
= — — =1, deci lim-— =1 .Rezulti ca:
e ar e Inw,

SN (1 IR S OO (9% S U S
now N now U noo f(bn)l n+3/f(bn+l)! N—w n+1 N f(bn+l)

\
e
:e”[ar-—j =e'e' =e.
ar

Atunci, limB, =Iim[n—\'f(b”)!] -1-|ne=|im[_"Vf§]b")!} =[1jv_

nN—o0

n—oo nN—o0 n—oo

n €

0
X € M, (R) astfel incat A-X = X - A si si se rezolve ecuatia X* = A

3 10
L:258. Se considera matricele A= (3 jsi l,= (0 J. Sa se determine toate matricele

Prof. Adrian Stan, Buzau

) a b ~(a b)) (3 -3 3 3)Y(a b
Rezolvare: Fie X = e M, (R). Din . = . rezulta
c d c d/)\3 0 3 0)lc d

a b
c=-b,d =a+b. Asadar, forma matricelor X este X = .
-b a+b

Din X?=A[-X = X®=A-Xsidin X {X?=A= X®=X A rezulti A-X =X -A, asadar, X este de

a b [ a b Y (3 -3 ) )
forma X = . Din = = b=lsia=-2saub=-1lsia=2.
-b a+b -b a+b 3 0

-2 1 2 -1
Asadar, X = sau X = .
-1 -1 1 1

3 3
L:259. Fie matricea A = (4 7). Calculati A". Prof. Rusu Constantin, Ramnicu Sarat

2 3 10
Rezolvare: AvemA:[4 6}{0 J: B+1,. Din ecuatia Hamilton-Cayley obtinem: B® =8B i in

continuare prin inductie gasim B" = 8" B.. Prin urmare: A" =(B+1,) ZC BI)* =

= °CtgiB 41, =%(c;8+c§82 4. +CI8" B+ 1, =%[(1+c§8+...+c:8“)—1]5+ |, =
.

9"-1 (9" -1)3
9" -1 4 8
= B+1, = :
8 2 19"-1 (9"-13
2 4
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a b o0
L:260. Sa se calculeze A", unde A:(o a 0} Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
c d a
Rezolvare:
0 b 0 0O 0 O k
Matricea A se scrie A=al,+B,unde:B={0 0 0|, cu B*=|{0 0 0|B*=0,,B"=0,,vk>3.
c d o
0 bc O
si atunci: A" =(al ,+B)"=a" I3+na”’lB+@a”’zB2 =
a” 0 o0 0 na"' 0) |0 0 0 a" na"b 0
0 a" o0 |+ O1 01 0+ 0 0 0= 0 a" 0 |
n n-; n-; _ —
0 0 a na"'c na"'d 0) |, n(n2 1)an—2bc ol |namic na”‘1d+n(n2 1)an—2bc "

Xx—2010 x-2011 x-2012

. Sa se rezolve in R ecuatia: [Xx—2011 x-2012 x-2010/=0.  Prof. Laura Tanase, Buzau
x—2012 x-2010 x-2011

Rezolvare: Se folosesc proprietatile determinantilor si se obtine x = 2011.

= Clasa a XII - a

(PAY4. Pe multimea R se defineste legea de compozitie interna notata ,, Xy "astfel:
Xo y:%(x+ y—Xxy+1), VX, yeR. Se cere:

a) Determinati multimea elementelor simetrizabile;
b) Determina legea Xo Yy structura de grup pe R ?
c) Stabiliti multimea pe care legea data determina structura de grup.
Prof. Constantin Dinu, Buzau

Rezolvare: a) u(R)=R—{1}.

b) Pe R, legea nu determina structura de grup ci doar pe multimea R — {1} .

[IeR]. i)Prin consideratii de arii asupra subgraficului functiei f:R — R, f(x)=Inx demonstrati

inegalitatea: ninn—-n+1<> Ink <(n+1)In(n+1)—n
k=1
o/l

. n
i) folosind i) calculati lim . lon Ambrinoc,student,Oxford

n-wo N

Rezolvare:
i) Consideram diviziunea A =(1<2<3<...<n) aintervalului [1,n].Luand suma Darboux superioara pe

acest interval avem: J.In xdx<(2-)In2+(3-2)In3+(4-3)In4+...+(n—(n-1))Inn <
1

n
nlnn—n+1<In2+|n3+...+|nn:ZInk.
k=1

Consideram diviziunea A, =(1<2<3<..<n<n+1) aintervalului [1,n+1].
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Luand suma Darboux inferioara pe acest interval avem:
n+1

J. Inxdx>(2-1)In1+(3-2)In2+(4-3)In3+...+(n—=(n=-1))In(n-1)+ (n+1-n)Inn <

n
(n+YIn(n+)—-n>In2+In3+...+Inn= ZIn k , de unde rezulta inegalitatea din enunt.
k=1

i) Din inegalitatea de lai) rezultica: nlInn—-n+1<Inn!<(n+1)In(h+)-n<

Q/H n+1
n

<—=In(n+)-1-Inn=
n

Inn—1+l< InQ/m<n—+lln(n+l)—l<:>—l+l< In
n n n

n+l In(n+1) . o . 1
+ —1. Cum limitele capetelor sunt -1 rezulta ca limita ceruta in enunt este —.

=In
n n e

(Y Fie a,b e R, a < bsi functiile continue f,g:R — R astfel incat:

b b
f(x)f(a+b—x)=1,g(x)=g(a+b—x), VxeR. Si se arate ci: I%dx:%-jg(x)dx.
a + X a

Prof. D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

b
Rezolvare: Fie: | :I%dh in care facem schimbarea de variabila x=u(t)=a+b-t, cu
-1+ f(x

u’(t) =-1u(a) = b,u(b) = asi obtinem:

I:j. g(a+b-1) dt:j‘indX:'Tde si atunci:

1+ f(a+b-t) 1 1+ f(x)
f(x)
_ _ 19 F 00900 _r @+ f()g(x) . R
2I_I+I_£1+f(x)dx+_£ T _J. 1+ f () dx_£g(x)dx,sldeC|.I_2_!:g(x)dx.

2
L:265. Sa se calculeze integrala: I, = j sin” xln(1+as"‘nxjdx, a>0,a=1,neN impar.
5

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Cu schimbarea de variabila x = - t, avem:

3 : : :
l,= J. sin“tln(1+a‘5i“ntjdt=—l - jsin” xIna™" *dx=21_=(Ina) Jsinzn xdx=(2|na)jsin2n xdx=
V4 pa V4 0
2 2 2
2 2
. Ina (2n- .. N @n-) =
I_=(Ina Is n2" xdx=""22. , stiind, rezultatul cunoscut ¢ :an " xdx= =
n=( )0 S TSV B A T T

Prof. Rusu Constantin, Rdmnicu Sarat

X2 2
e
dx | .
VXZ+1
Rezolvare: Cu inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz obtinem:

1 i ;
X

[

1 1
L:266|. Si se arate ci: Iezxz dx > i(.[
0 T 0
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2
1 b o . .
-4de < Uezx dx] : (arctgx‘%,), adica concluzia.
2
X +1 0
2 2
_ _ o 2-1-[(@—1) +(e*+1) —2},xs0
L:267|. Fie functia f :R — R, definita prin: f(x) =
3x% +2x+m, x>0, meR
a) Determinati m € R , astfel incat radicinile ecuatiei 3x* +2x +m=0si fie reale si negative.
b) Pentru ce valori ale lui m functia f este continua?

c) Aflati primitivele functiei f pe R .
Prof. luliana Trasca, Olt

Rezolvare: a)Pentru ecuatia 3x° +2X+m=0, avem A =4-12m
Se impun conditiile A >0, P>0, S<O si anume,

4-12m >0, %>0, —%<Ode unde rezults me(O,%]

-1 X 2 X 2 _ A2X H N H 2x _ A0
b) 2 -[(e -1) +(e* +1) —2}_e .leggf(x)_lxli?e =e’=1,
lim £ (x) = |in3(3x2 +2x+m)=m, f(0)=1 Din conditia lim £ (x) = lim f (x) = f(0), avem m=1
x>0 x>0 x<0 x>0

e, x<0

c) Daca m=1, functia f devine: f(x)=
3x? +2x+1, x>0

[e?dx =%j2e2xdx :%J'(ezx)'dx =%e2X +6 (3¢ +2x+1)dx =" +X* +x+C,

1
. ... . _e2X+C1! x<0 .. 1
Deci o primitiva a lui f(x) este: F(X) =+ 2 F este 0 primitiva<> C, =C, +E.

x* + x> +Xx+¢,, x>0

STIATICA.... ?

Din perioada 2705 — 2640 de ani fi.e.n dateaza cea mai veche
constructie monumentala egipteana si anume prima piramida din piatra
construita de faraonul Djoser (Zoser) la Saqgara, avandu-l ca arhitect pe
Imhotep. Piramida era una in trepte, avea 69 de metri si adapostea
mormantul faraonului.

Imhotep pe langa faptul ca era un bun arhitect, astrolog, poet, mai era
si medic, fiind foarte mult apreciat de faraon care 1l lua ca sfetnic si pastrator
al sigiliului regal.

Imhotep a fost considerat ca fiind primul dintre geniile din Tntreaga
istorie a omenirii, piramida sa fiind o dovada a ingeniozitatii sale iar faptul
ca generatiile urmatoare de egipteani l-au venerat ca pe un zeu da dovada de
cat de multa influenta a avut acesta fata de regat.

Statuia lui Imhotep de la
Muzeul din Luvru
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“Educatia este cheia care deschide usa de aur a libertaitii”.

George Washington

S5

Problem r

= Clasa a V-a

G:386|. Determinati multimile A, B, C stiind ca indeplinesc simultan urmatoarele conditii:
1) C\A={a;b}; 2) AuC={a;b;c;d;g;h}; 3) AnB={c;g;h}; 4)
(B\C)u(C\B)={c;d;e; f}

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
G:387|. Scrieti numarul 536%"* ca suma de trei patrate perfecte, distincte, nenule.

Prof. Nicolae lIvischescu, Craiova
G:388|. Sa se arate ca numarul 2% are 28 de cifre.

Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau

G:389. Media aritmetica a varstelor membrilor familiei Escu este 26, mama are 44 de ani, si media

aritmetica a varstelor tatalui si copiilor este 20. Cati copii are familia Escu?
D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

G:390. Fie a, b, ceN si A=2"".a+3%°.p+3*.c. Daca A este par, si se arate atunci si ci
2012-a+2013-b+2011-ceste par.
Prof. luliana Trasca, Olt

G:391]. Gasiti numerele ab stiind ca ab = (a+b)ab+b.
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
. Avratati ca orice numar de forma xyxyxy se divide cu 13.
Prof. Adrian Stan, Buzau

n_ =n+2 n+l —n+l
G:393| Sa se simplifice fractia E = 37 5”+:r 35n ! neN.
+

Prof. Claudia Popa, Berca

G:394. Gasiti numerele naturale n,(n,(n,(n,(n,(n, care verifica relatia:
n’+n?+n’+n’+n’+n’ =3224
Prof. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

= Clasa a VI-a

. Aflati numerele naturale de doua cifre pentru care diferenta dintre numar si rasturnatul sau
sa fie egala cu triplul cifrei zecilor

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
G:396|. La un centru de excelenta profesorul are 5n+17 probleme pe care le imparte in mod egal la

cei 3n+3 elevi(neN). Aflati numarul elevilor de la centrul de excelenta, stiind ca acesta e mai

mare decat 15 si mai mic decéat 36.
Prof. luliana Trasca, Olt
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G:397| Aratati ca
[(-D(-2) = (-3)(-1-2+3) + (-2)(-3) - (-D(-2 -3+ D + (-D(-3) - (-D(-3-1+2)] (-1-2-3) =
=(-1)°+(-2)* +(-3)*-3(-1-2-3)
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
G398, Aratati ca numarul a=2"-5"2 +4".25"2 4 31este divizibil cu 9.
Prof. Gheorghe Dérstaru, Berca, Buzau

(G:399. Sa se determine numarul natural n astfel incat A= {x € N‘6-7” <x<49“} s aiba 6 elemente.
Prof. Adrian Stan, Buzau

G:400,. Determinati toate perechile (x,y) de numere naturale care satisfac rela‘;ia:1+1 = ﬁ
Xy

D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

G:401. Fie proportiile

undex,y,zeQ*.

X_ Y si 1=Z. Determinati X, y, z stiind ca x-y-z=10800,
3 5 4 9

Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad

= ~ H X X X 671 2013
G:402, Saserezolvein N ecuatia (3'+4*+5")" =6%%.
Prof. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:403. Rezolvati in Z ecuatia: 2013" " = (1+2+3+...+ 62+ 63—3)2.
Prof. lon Stanescu, Smeeni, Buzau

G:404,. Determinati numerele naturale x, p pentru care avem: 3-2* +1="7°",
Prof. Florin Stanescu, Gaesti,Dambovita

= Clasa a VII-a

G:405|. Se considera numerele a,b,c € Rastfel incat a+b+c=8, a*>+b*+c®=20si abc>11. Sa

se determine maximul expresiei i+%+1. Prof. Adrian Stan, Buzau
a c
: o ~ . 11 1 1 _
G:406. a) Determinati numerele naturale nenule a,,a,,a,,a, astfel incat —+—+—+—=1;
a 8 & 3
o ~ .1 1 1
b) Determinati numerele naturale nenule a,, a,,...., a; astfel incat —+—+...+— =1.
a, 3
Prof. Lucian Tutescu, Craiova, Prof. Dumitru Savulescu, Bucuresti
. N : 1 1 2 =
G:407. Fie a,beRastfel incat a-b=1.Aratati ca + >—. In ce caz avem

a’+a+1 b*+b+1 3
egalitate?
Prof. lleana Didu, Dana Camelia, Craiova
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4X—m X
=m+—.
2

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

. ~ A, 8 . . -
G:408. Determinati m € Q astfel Tncat g sa fie solutie a ecuatiei

G:409. Sa se descompuna in factori expresia 3°°* +4.5°"*,  Prof. Nicolae lviischescu, Craiova

G:410, Fie a un numar natural nenul care are 2013 divizori si numarul b=111...14444...41n care

cifra 1 se repeta de 1006 ori iar cifra 4 se repeta de 2012 ori. Sa se arate ca +/a-b este numar
irational.
Prof. Valerica Pometescu, Craiova

G:411) Sa se arate ca daca A si B sunt doua numere formate din 2n respectiv n cifre identice egale

a(A+16B) +9a?

cu a atunci numarul N = este patrat perfect.

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

G:412). Gigel, deseneaza pe o coala de hartie punctele A, B,C,D,E astfel incat:
AB=BE =6 cm, DE=2cm, AB=10cm, EC =8 cmsi AE =16cm.
a) Determinati lungimea segmentului BC fara sa vedeti punctele desenate de Gigel,
b) Executati desenul facut de Gigel.
D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

= Clasa a VIII-a

G:413. Fie a,b,c e Rastfel incat [2a+2b+ c| <1, |6a+ 3b+ 20| <1, |15a+10b + 6a| <1.Sase arate
ca |a+b+c|<15.Cand avem egalitate ?

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti

G:414|. Aratati ca numarul 2011%°" +1, este compus.
D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

G:415| Fie x, y numere reale cu proprietatea\/x2 +y?-2y+1 +\/x2 +y?—6x+9=+/10.
Aflati multimea valorilor pe care o ia expresia x* + y?.
Prof. Constantin Rusu, R&mnicu Sarat

G:416|. Determinati reprezentarea grafica a functiei f :R >R,
f (X) = max(2008x —1,2010x+7), xeR.
Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad

G:417|. Doua intreprinderi economice au acelasi numar de salariati . Prima Tsi mareste efectivul cu
zece membri , urmare a sporirii capacitatii de productie, a 2- a, cu 15 membri, urmare a extinderii
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o EXVIIN

pietei de desfacere. Media geometrica a efectivelor ulterioare este 5v506 . Aflati numarul initial
de salariati.

Prof. lon Stanescu, Smeeni, Buzau

= ClasaalIX-a

X
y
intreaga a lui a. Prof. Adrian Stan, Buzau

L:268. Daci x*+y* =8xy, X,y e R, “atunci, si se calculeze { } unde[a] reprezinta partea

L:269. Rezolvati in Z ecuatia [21)(061} =1961, unde [X] reprezinta partea intreaga a lui x.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

L:270. Suma a 2n numere intregi consecutive este Tnmultitd cu suma urmatoarelor2n numere.
Aratati ca produsul obtinut da mereu acelasi rest la impartirea cu 4n®. (O extindere a unei probleme

de concurs, Ungaria, 2010)
Prof. Nela Ciceu, Rosiori, Bacau

IL:271]. Se dau cinci numere reale strict pozitive si distincte. Calculand toate produsele formate din
cate doua dintre numerele date, obtinem sapte produse distincte. Sa se arate ca, luate intr-o anumita
ordine, cele cinci numere formeaza o progresie geometrica.

Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau

IL:272]. Rezolvati in R® sistemul de ecuatii:[x]-y = [y]- x = 2[z]-x = % unde prin [x] am

notat partea intreaga a numarului real x.
D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

L:273. Se considera numerele reale X,y si z care verifica sistemul de ecuatii:

X+y+2=3
{ y Calculati max(x) + min(x).
Xy+Yyz+Xx2=2

Prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

L:274. Sa se rezolve in R" sistemul:

2n+2
2X7 + 225 .+ 2" =

2" -1.

X, + X, + o X[ =2
Prof. Constantin Rusu, Ra&mnicu Sarat
L:275] Fie X, %,,..., X, € (0;00),n>2si X2 +X,7+...+x* =S Aratati ci
3 3 3
% 5+ a s+t % -2 \/E Tn caz avem egalitate?
S—-x" S-X, S—x n-1
Prof. Lucian Tutescu,Craiova, Prof. lon Nedelcu, Ploiesti

L:276]. Sa se reprezinte intr-un sistem de axe XOy multimea A= {P(X, y)Hx +y|+[x-y|= 1}.
Prof. Costica Ambrinoc,Rm. Sarat




CHPIRFA MIN - PROBLEME PROPUSE -

. Daca triunghiul ABC este dreptunghic, atunci:
a) (Zaz)3 =4(> a%)+12a%’c’; b) (Ya)(Da®) (D a’) ) 4(> a°)+12a%b*c?.
Prof. Marcel Chirita, Bucuresti

< . a a a a . o
L:278. Sa se rezolve ecuatia: —2—+—2—+——=2—+——% =4 stiind ca numerele a,,a,,a;,a,,assunt
X—a5; X-a, X—-a; X—a,

n progresie aritmetica.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

L:279|. Sa se arate ca pentru orice trei numere reale pozitive a,b,c cu abc =1 are loc inegalitatea:

a1005 b1005 b1005 C1005 . C1005 a.1005 <1 - ;
=1. Generalizare.
+ CZOl3 C2013 + 01005 a1005 + a.2013

2013 005b1005 + b2013 + b2013 + b1005C1005

a4 4

Prof. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

L:280|. Se da triunghiul ABC in care AC=2AB si fie D € (AB), E € (AC) astfel incat % =%si

2—(E: = % Sa se determine raportul in care dreapta DE Tmparte bisectoarea unghiului A.

Prof. Liviu Smarandache, Prof. lonut Ivanescu, Craiova

L:281| Tn exteriorul triunghiului echilateral ABC se construieste triunghiul BDC astfel incat
m(BCD) =10°si m(CBD) = 20°. S se demonstreze ca triunghiul ABD este isoscel.
Prof. Nela Ciceu, Rosiori, Bacau

= ClasaaX-a

L:282. Rezolvati in Cecuatia: x* +12x* —36 = 7x*\/x* -3 .

Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

L:283. Rezolvati in R* ecuatia: x* —2x —3siny—4cosy+6=0.
D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

L:284]. Rezolvati Tn multimea numerelor reale ecuatia: 2X 2" + x* —4x® + 4x% + x—2 = 2*2,
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

L:285|. Fie x un numar strict pozitiv diferit de 1. Sa se demonstreze ca triunghiul ABC este

] ] ) ) 2sin? 2 2sin?= 2sin?=
echilateral daca si numai daca are loc egalitatea X 2 +X 24X 2 :3\/;
Prof. Marcel Chirita, Bucuresti

1
- -1
. n _— .. X+y+X
L:286|. Rezolvati in R, sistemul de ecuatii :
1 1 1
—4+—+—+—=36

X Yy 7 Xyz
Prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau
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L:287|. Se considera numerele a,b,c e Rastfel incat a+b+c=4, a-b+b-c+c-a=4si
a-b-c>2.Sisearate ci (a®+a’ +1)(b® +b* +1)(c® +c* +1) <11°.

Prof. Adrian Stan, Buzau
L :288|. Sa se demonstreze inegalitatea:

n+1
Cl+242C2 +..+n/nC" <n- T-Z“,Vn eN,n>1.

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:289|. Fie X, X,, X;,..., X, numere strict pozitive astfel incat X, + X, + X, +...+ X, >1si a)l un numar real

fixat, Sa se arate cd X,a% + X, +X,2° +...+x a" >4/a.
Prof. Marcel Chirita, Bucuresti

= Clasa a XI - a

* * *
L:290. Se considera matricea A=| * —10 * |.Tnlocuind asteriscurile cu numere intregi astfel
-5 * 3
incat dupa completare, suma tuturor numerelor de pe fiecare linie, fiecare coloana si pe cele doua
diagonale sa fie egale. Este posibil ? Prof. Constantin Dinu, Buzau

L:291|. Fie multimea G = {X € Mz((C)‘X8 :Oz} . Aratati ca dacd X €G atunci X’ =0, .
Prof. Gheorghe Dérstaru, Berca, Buzau

L:292] S se calculeze lim (x”"’g*5 e )

Prof. Adrian Stan, Buzau
L:293. Fie sirul (a, ),.,, definit prin a,,, =a, +a, +mn si a, =1. Calculati :
 Sa
D 2w 1D g e
D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

IL:294, si se arate ci sirul (a,) , definitprin

NG 2 xt NG x* xt
n 2N+ — 4+ 7+7+2I’H— - =+ —
3 27 4 3 27 4
a, = lim

X—>—00 2n+3/X2

este convergent.

Prof. lonel Tudor,Calugareni, Giurgiu
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= Clasa a XII - a

L:295| Fie A:{Ieu ;tigru ;urs} Pe A definim o lege de compozitie asociativa notata " o " definita

prin tabelul alaturat: 0 Ten tigra [ urs
a) Cate legi de compozitie comutative se pot defini pe A? :
’ . lew |tigru |[urs |leu
b) Care este elementul neutru al legii ? pry— p— e pr—
c) Calculati leu®™ =leuo leuo....oleu; (2013 de leu); 2 : &
; urs len tigru | urs

d) Rezolvati ecuatia tigruo xeleu =urs.
Prof. Constantin Dinu, Buziu

L:296|. Determinati numerele prime p astfel incat numarul 5" + 6" si se divida cu p.
Elevi Spataru Andrei, Nicolaescu Andrei, Craiova

L:297. Fie (A,+,))uninel in care 1= 0 si din xy =1rezulta yx=1. Daca a,b € A, si exista ue A,
u inversabil cu ua = au,ub = bu astfel incat uab+a+b =0 atunci: ab=ba.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

L:298| Fie X, X,, X, radacinile ecuatiei x° —10x* +28x~18=0. Sa se arate ¢ /X, +3/x, +4/x, >3.
Prof. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

sin? X + cos X
(L+sinx+cosx)"

L:299. Sa se calculeze: | =

dx,neN.

o N = |y

Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat

admite primitive. Sa se scrie 0

2 ,X(1
L:300. Sa se arate ca functia f :R—> R, f(x)=
VX2 -6x+9, x>1
primitiva a lui fpe R .
Prof. Adrian Stan, Buzau

STIATICA ....?

...celebrele cuvinte ,, Dubito ergo cogito. Cogito ergo sum” (Ma indoiesc, deci
cuget. Cuget deci exist”) apartin matematicianului Rene Descartes (1596-1650).

Matematicianul si filozoful francez Rene Descartes publica in 1637
lucrarea sa ,, Discurs despre metoda de a-si conduce ratiunea si de a cauta
adevarul in stiinte”, punand astfel bazele filozofiei moderne bazate pe
cunoastere si pe certitudini matematice.

Cuvintele de mai sus reprezinta chiar esenta sistemului sau filozofic, si anume, in demersul sau de
a gasi adevarul filozofic el supune percetiile senzoriale si afirmatiile despre om si despre lume unui
proces elementar de scepticism cum ar fi ca ,, simturile pot insela, lumea exterioara poate fi
stimulata, adevarat este insa numai ceea ce poate fi clar recunoscut”.
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QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new proposals-
quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file) to
stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and an e-
mail address. Submited solutions should arrive before August 31, 2013.

PROPOSALS - QUICKIES

Q1. Proposed by: Titu Zvonaru, Cominesti, Romania.
Let v, =1v, =1v,, =8v, —v,,, forn e {2,3,4,...}. Prove that v, is divisible by 7 if and only if nis
divisible by 3.

n+l

Q2. Proposed by: Mihaly Bencze, Brasov, Romania.
Solve in positive real numbers the equation:

log [x +1j
BRSANE VR PSRRI |

lo )
92 3x? —2x° X

Q3. Proposed by: D.M. Batinetu-Giurgiu, *’Matei Basarab’’ National College, Bucharest, Romania
and Neculai Stanciu, "’George Emil Palade’” General School, Buziu, Romania.

1Y 1\ \ _d
Lete,=|1+—=| ,d, =|1+=| ,VneN .Calculate:lim .
n n oo e —e

Q4. Proposed by: Adrian Stan, ’Costin Nenitescu’” Tehnological College, Buzau, Romania.
Determine the area of a right angled triangle in the function of its semiperimeter and the length of
hypotenuse.

Pionierat Matematic : Inegalitatea IONESCU — WEITZENBOCK

Pionierii descoperirii: D. M. Batinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu.

Inegalitatea: a’ +b? +¢c? > 4+/3S, valabila in orice triunghi ABC, cu notatiile obisnuite, a fost
cunoscuta in matematica internationala ca inegalitatea lui Weitzenbdck , pentru ca a aparut in anul
1919, cand Roland Weitzenbdck a publicat in Mathematische Zeitschrift, Vol. 5, Nr. 1-2, pp. 137-
146 articolul Uber eine Ungleichung in der Dreiecksgeometrie.

D. M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, au gasit aceeasi inegalitate, ca problema 273, in Gazeta
Matematica, Vol. 11 (15 Septembrie 1897 — 15 August 1898), Nr. 2, Octombrie 1897, la pagina 52,
autor lon lonescu - unul dintre cei patru *’stalpi’” ai Gazetei Matematice. Prin urmare, inegalitatea
de mai sus, 0 vom numi Inegalitatea IONESCU — WEITZENBOCK.

,» Realitatea este diferiti pentru fiecare dintre noi. Un obiect frumos, vazut de un spirit
mediocru, produce asupra acestuia un efect mediocru”.

Arthur Schopenhauer
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,, Matematicianul e imblanzitorul ce a domesticit infinitul” .
Lucian Blaga

Ia Caleidoscop matematic

1. Curiozitati aritmetice
Continuare din numarul trecut

10" -1

11. =11.111.111.111, numar compus. 267444° —245795° =11.111.111.111;

5.555.555.556° —5.555.555.555” =11.111.111.111; 21649x513239=11.111.111.111

12
12. 107 -1

=111.111.111.111, numar compus.

18518518520° —18518518517° =111.111.111.111; 5050505056° —5050505045=111.111.111.111;
55.555.555.556° —55.555.555.555° =111.111.111.111; 3x7x11x13x37x101x9901=111.111.111.111.

13
13 107 -1

=1.111.111.111.111, numar compus. 132687920° —~132683733° =1.111.111.111.111;

53x79%x265371653=1.111.111.111.111
555.555.555.556” —555.555.555.555 =1.111.111.111.111;.

14
14, 10 -1

=11.111.111.111.111, numar compus.

505050505056° —505050505045” =11.111.111.111.111; 11x239x4649x909091=11.111.111.111.111
5.555.555.555.556% —5.555.555.555.555° =11.111.111.111.111;

15
15, 10° -1

=111.111.111.111.111, numar compus.

18518518518520” —18518518518517> =111.111.111.111.111;

55.555.555.555.556” —55.555.555.555* =111.111.111.111.111;
3x37x41x271x90090991=111.111.111.111.111.

16
16. 107 -1

=1.111.111.111.111.111, numar compus.

50505050505056° —50505050505045* =1.111.111.111.111.111;

555.555.555.555.556° —555.555.555.555.555° =1.111.111.111.111.111;
11x17x73x101x137x5882353=1.111.111.111.111.1113,

17
17 10" -1

=11.111.111.111.111.111, numar compus;

2682647040> —2680575317° =11.111.111.111.111.111;

5.555.555.555.555.556° —5.555.555.555.555.555° =11.111.111.111.111.111;
2071723x5363222357=11.111.111.111.111.111.

18
18. 107 -1

=111.111.111.111.111.111, numar compus;
18518518518518520° —18518518518518517° =111.111.111.111.111.111;
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5050505050505056° — 50505050505050452 =111.111.111.111.111.111:
55.555.555.555.555.556° — 55.555.555.555.555.5552 =111.111.111.111.111.111:
3% x7x11x13x19x37x52579x333667 =111.111.111.111.111.111.

10" -1

19. =1.111.111.111.111.111.111, numar prim;

555.555.555.555.555.556° —555.555.555.555.555.555° =1.111.111.111.111.111.111.

20
20. 107 -1

=11.111.111.111.111.111.111, numar compus;

505050505050505056° —505050505050505045% =11.111.111.111.111.111.111
5.555.555.555.555.555.556° —5.555.555.555.555.555.555* =11.111.111.111.111.111.111;
11x41x101x271x9091x99009901=11.111.111.111.111.111.111.
prof. dr. ing. Dumitru Panturu
2. Tnmultirea unui numir de dous cifre cu 11
Rezultatul inmultirii unui numar de 2 cifre cu 11 este un numar de 3 cifre format din abe
cel de 2 cifre n care se intercaleaza la mijloc cifra formata din suma celor doua cifre ale ¢ ¢
numarului dat. —

Exemple: 62-11=6(6+2)2=682; 54.11=5(5+4)4 =594, ab
Daca suma celor doua cifre este mai mare decét 9 atunci cifra unitatilor acestuiaseva ab
pastra la mijlocul rezultatului iar cifra sutelor noului numar va creste cu o unitate a(a+b)b

Exemple: 67-11=6(6+7)7 =6(13)7 =737; 78-11=7(7+8)8 =7(15)8 =858

3. Domnul Goe
Mam'mare, mamitica si tanti Mita au plecat cu trenul sa-I
duca pe Goe in vizita la Bucuresti. Tn compartimentul in care au
bilete, din cele 8 locuri s-a ocupat doar un loc la fereastri. Tn
cate moduri se pot aseza cele trei doamne pe locurile ramase
libere daca domnul Goe sta mai mult pe hol.

4. Cantarul
Mai multi copii se afla in fata unui cantar ce indica doar
greutati mai mari de 200 kg. Cum poate fiecare copil sa se cantareasca totusi ?

5. Aria patratului
Fara sa se calculeze, doar privind figura alaturata sa se exprime aria
patratului negru din mijloc.

6. Trenul
Un tren este format din 7 vagoane din care unul este restaurant si

unul de posta. Tn cate moduri poate fi format trenul astfel ncat
vagonul restaurant sa fie 1anga locomotiva si cel de posta sa fie ultimul.

o)

& ©

! =
—— e
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,» Secretul succesului: cazi de sapte ori; te ridici de opt ori
Proverb chinez

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numarul 11 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA
MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreuna, din judetul Buzau si nu numai, pentru a face din obiectul
matematicii 0 activitate performanta.

Profesorii si elevii care doresc sa trimitd materiale pentru revista, constand in articole, exercitii si
probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a Tmbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e_mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai fi
fost trimise sau sa mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

Elevii care doresc sa trimita rezolvarile problemelor, trebuie sa ia legatura cu profesorii lor si sa respecte
conditiile ca fiecare problema sa fie rezolvata pe o singura foaie cu specificarea numarului problemei, si a
autorului ei, iar la sfarsitul solutiei sa-si treaca numele si prenumele, clasa si profesorul sau, scoala si
localitatea.(Indicativele G si L sunt pentru diferentierea pe invatamant gimnazial respectiv liceal) Fiecare
elev poate rezolva si trimite problemele destinate clasei Tn care se afla si pe cele ale ultimelor doua clase
imediat inferioare precum si pe cele din clasele superioare catre profesorul clasei. Fiecare rezolvare corecta si

promova Tn continuare revista in randul elevilor, iar cei carora li se publica articole sa comande un numar
mai mare de exemplare.

(Data finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numarul 12 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Octombrie 2013. VVa uram succes si va asteptam.

Raspunsuri la Caleidoscop matematic:

3. Mam-mare se poate aseza in 7 moduri. Pentru fiecare din acestea, mamita se poate aseza pe celelalte
6 locuri ramase libere iar tanti Mita pe celelalte 5 locuri, asadar impreuna in acelasi timp se pot aseza
in 7-6-5=210 moduri.

4. Se pun toti pe cantar si coboara cel ce vrea si-si gaseasca greutatea. Diferenta dintre greutatea
initiala si cea de pe urma este de fapt greutatea copilului.

5. Dupa cum se observa, figura este formati din cinci patrate identice, prin urmare, aria patratului
negru reprezinta o cincime din aria patratului mare.

6. Cele 5 vagoane care mai raman si fie aranjate intre ele ne da un numar de 5-4-3-2-1=120 de

posibilitati de formare a trenului.
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Rubrica rezolvitorilor de probleme

Scoala cu clasele 1-VI111, Smeeni

Clasa a V-a: 40p. Bunea Sidonia; 38p.Vasilescu Razvan; 25p.Popescu Razvan; 20p. Dumitru Stefan;
Clasa a VI-a: 36p. lon Malina; 35p. Bucur Rebeca; 30p. Banica Georgiana, Paun Andreea;

Clasa a VIlI-a: 50p. Chiriacescu Roxana, 45p. Nica Camelia; 40p.Tescan Irina;

Clasa aVIll-a: 70p. Bulgarea Alexandra; 60p. Neacsu Laura; lonascu Daniel; Prof. Stanescu lon.
Scoala cu clasele I-VIII nr. 1, Padina

Clasa a V-a: 65p. Nistase Teodora; Clasa a VI-a: 55p. Draghici George, 49 p. Mircescu Corina, Jega
Cristian, Herta Adelina 46p. Draghici Silvan, 43p. Dumitroiu Andreea, 39p. Nica lonut, 38 p. Balica
Gabriela, Calin Elena; Clasa a VII-a: 65p. Bocioaca Andreea, 60p. Dumitru Georgiana, 40p. Cuzuma
Claudia, Negulescu Cristina, 35p Dumitru Georgiana, Ilie lonut; Clasa a VIll-a: 60p. Nastase Daniel;
48p. Fleoarca Andreea, Dumitrache Diana, 45p. Ciocan Mirela Vasilica. Prof. Lacrimioara Nastase.
Scoala cu clasele 1-VI1II, “Tristan Tzara” Moinesti, Baciu

Clasa a V-a : 20p. Ailincai Iulian, Ciubotariu Costin, Paduraru Catalin, Munteanu Diana, Dobrovat Alina ;
Clasa a Vl-a: 32p. Gherman Andrada ; 31p. Merla Andrei, Maziliu Alexandra ;

Clasa a Vll-a: 37p. Lila lonut, David Alexandra, Munteanu Gheorghe; Prof. Cornelia Gurau;

Scoala cu clasele I-VI111 “Gh. Popescu *“ Mairgineni =Slobozia, Olt

Clasa a VI-a: 35p. Trasca lonut- Vladut, Ene Daniela- luliana, Vochin loan — David, Moisescu Denis,
Costea Nicoleta, Nedelea Adrian Ilie, Mamularu Cristina, Fuior Daniela; Prof. luliana Trasca.

Liceul Tehnologic ,,Costin Nenitescu’”, Buzau

Clasa a IX-a : 20p. Stroe lonut, Blajanu loana, Dogaru Ana Maria, Croitoru Andrei.

Clasa a X-a: 40p. Tureac Andrei, Dragomir lonut, Grozea Cosmin, Pirnog Georgiana, Ciopec Corina,
Dobrin lulian, Picu Elena Daniela, Stoian Cristina, Sterpu Denisa; Clasa a Xl-a: 52p. Marcu Cristina, Lica
Adriana, Naghi Carmen, Gheorghita Dinel; Constantin Nuti. Prof. Stan Adrian.

Scoala cu clasele 1-VI111 “George Emil Palade “ Buzau

Clasa a VI-a: 40p.Ciocan Cristian, Vasile Rucsandra, Zota Madilina, Bordei Valentina, Neagu Bianca,
Dumitrache Radu. Clasa a VII-a: 45p. Burada Andrei, Stan Eduard, Marin Cristian, Vaceanu Ramona,
Duca Miruna, Mutuliga Teodor, Sandu Alexandra, Serban lonut, Stefanescu Raluca.

Clasa a VIll-a: 49p. Mardale Cosmin, Mantoiu Antoniu, Raican Mihaela. Prof. Neculai Stanciu.

Scoala cu clasele I-VI1I, nr. 1 Rm Sarat

Clasa a VIl-a: 40p. Jercan Adrian, Nacu Catalin.

Clasa a Vlll-a: 57p. laru loana Victoria, Vasile Dragos Mitrut, Rapeanu Miruna. Prof. Valerica Rosu.
Scoala cu clasele 1-VIII, nr. 2 Cugir, Alba

Clasa a Vl-a: 46p. Codrea Maria, Codrea Marian, Muntean loan, Molodet Dragos, Siderias Alexandru;
Prof. Mariana Mitea.

Colegiul Economic Buziu.

Clasa a Xl-a : 20p. Pascu Georgiana, Dragomir Liviu.Clasa a XI1-a : 30p. Sarbu Raluca. Prof. Darstaru
Gheorghe.

Liceul Tehnologic ,, Sf. Mc. Sava”, Berca

Clasa V-a: 17p. Papatoiu Andrei; Clasa a V1-a: 29p. Neacsu Teodor. Prof. Darstaru Gheorghe.

Colegiul National ,, Fratii Buzesti”’, Craiova

Clasa a V-a: 20p.Ciornei Andreea, Prof. Maria lonescu; Clasa a VI-a:24p. Drighici Razvan, Prof.
Maria lonescu. 24p. Andrei Tudosie, Trandafir Marius, Prof. Puchiu Ramona.

Clasa a VIl-a : 29p. Andrei Bulmaci, prof. Maria lonescu; Clasa a VI1I1-a:30p. Badea Cristina, Prof.
Grama Daniela;

Colegiul National ,, Elena Cuza”, Craiova

Clasa a V-a: 20p.Bélan Roberta, Prof. D. Ciurcea;

Scoala nr. 1 Traian, Craiova

Clasa a Vll-a: 30p. Gulin Catalin, Prof. M. Marculescu.

Scoala nr. 21, ,, Gheorghe Titeica”, Craiova

Clasa a VIll-a : 30p. Burada Alexandru, Prof. lon Mizaru.

Scoala nr. 22 ,, Mircea Eliade”, Craiova

Clasa a VI-a: 25p. Girlea Radu; Clasa a VII-a: 30p. Gheonea Cristina, Prof. Florin Banea.

Scoala nr. 24, Craiova, Clasa a V-a, 20p. Moisa Radu, Prof. M. Pitrascu;

Liceul Pedagogic ,, Carmen Sylva”, Timisoara, 34p. Tulea Antonia, Prof. Babisca Marioara.
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