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O lucrare de exceptie aparuta la editura STUDIS Publishing House, Iasi in anul 2022 este si
cartea ,,201 Analysis Math Problems” a bine- cunoscutilor profesori dr. Mihaly Bencze si Florica
Anastase, autori de altfel a numeroase lucrari si articole de specialitate si membri sau coordonatori a
mai multor asociatii si reviste de profil, precum si organizatori de concursuri nationale si
internationale.

Insusi domnul profesor Gabriel T. Prajiturd de la Departamentul de matematica a Universitatii
din Brockport, New York aduce un elogiu in prefata lucrarii, insistdnd pe originalitatea problemelor
care au fost propuse de autori in diverse reviste cum ar fi Octogon Mathematical Magazine,
Romanian Mathematical Magazine, Gazeta Matematica, Sclipirea Mintii, Mate Info U- Pitesti,
Recreatii matematice, Arhimede Mathematical Journal, SSMA, The Pentagon, etc.

Problemele propuse in aceastd lucrare reprezintd experienta mai multor ani de cercetare a
autorilor privind rezolvarea problemelor de analizd matematica prin diverse metode si tehnici care sunt
accesibile atat studentilor de la facultdtile de profil cat si elevilor si colegilor profesori din invatdmantul
preuniversitar. Ele completeazd o serie de cunostinte des intdlnite in scrierile de specialitate cu
inegalitati si alte notiuni mai putin cunoscute, care fac lucrarea deosebit de valoroasa si cu un nivel
destul de ridicatal continutului.

Existd numeroase probleme cu proprietatile functiilor sia limitelor de functii dar si cu inegalitati
integrale care pot face oricand obiectul unor subiecte pentru concursuri si examene deosebite.

In speranta ca lucrarea poate constitui un studiu pentru studenti sau colegii profesori pentru
activitatea lor de cercetare, va recomandam aceasta carte deosebitd, iar mai multe informati despre ea
puteti gasi la domnul prof. Floricd Anastase la e-mail: anastaseflorica@gmail.com
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“Fiindca nu stii ce te-asteapta maine, lupta sa fii fericit astazi.”
Omar Khayyam

l! Istoria matematicii

Omar Khayyam — geniul
de Adrian Stan, Buzau

De origine persand, Omar Khayyam (18.05. 1048, Nisapur —
04.12.1131, Nisapur) este considerat unul din geniile lumii stiintifice, un om
de stiinta vizionar ce si-a depasit cu mult timpul sau si care a trait intr-0
perioada istoricd tulbure, potrivnica oamenilor de stiintd, cea a extinderii
turcilor selgiucizi asupra Iranului.

Incd de mic a beneficiat de invataturile unui discipol de-al marelui
medic Avicena, cu care a patruns tainele medicinii dar si a matematicii si
filozofiei dar a fost interesat mai mult de matematica si mai tarziu a astrologiei
. si astronomiei Tn orasul Balhi din Afganistanul de azi.

La 20 de ani, Omar ajunge in Samarkand ( oras din Uzbekistanul de azi), centrul culturii si
stiintei din acea perioada si este primit de un prieten al tatdlui sau si anume guvernatorul orasului,
care il ajuta sa-si continue studiile. Astfel ca, in decurs de doi ani scoate lucrarea ,, Tratat privind
demonstrarea unor probleme de algebra si echilibru”, o lucrare revolutionara pentru acele

timpuri in care apare o prima definitie a algebrei. El descoperea ca ecuatiile algebrice cubice pot avea
mai mult de o solutie, dar nu reusea sa le gaseasca pe cele negative si pe cele duble, iar rezolvarea
acestora o facea prin metoda geometrica a intersectiei conicelor- primul studiu de acest fel in
rezolvarea ecuatiilor.

A rezolvat mai multe tipuri de ecuatii cubice pe care le aducea prin transformari la ecuatiile
unor conice pe care le reprezenta intr-un sistem de axe iar punctele de intersectie dintre ele
conduceau la solutiile respective, abcisele fiind luate intotdeauna cele pozitive. Khayyam devine
unul din precursorii lui Descartes in dezvoltarea geometriei analitice.

Noul sultan selgiucid al Persiei, Seljuk Malik Shah I, 1l invitd in 1073 pe Omar in capitala
imperiului sdu, la Isfahan in Asia Centrald, prin intermediul prietenului sdu din copildrie, marele vizir
Nizam al-Mulk, pentru a construi un observator astronomic si a realiza un calendar pentru calculul
exact al unui an solar. Pentru aceasta i se pune la dispozitie resurse uriase si Tsi permite sa formeze o
echipa din mai multi invatati ai vremii iar peste sase ani, in 1079, Omar Khayyam realizeaza cel mai
exact calendar de pana atunci care a ramas 1n vigoare pand in 1925.

Astfel, Khayyam calculeaza ca anul solar are 365,242190 de zile cu o eroare de o zi la 5000
de ani, intrecand celelalte calendare de pana atunci si chiar precizia calendarului gregorian din 1582
care dadea o eroare de o zi la 3330 ani. Calendarul realizat de Omar purta numele de ,,Jaleli” sau
»Maleki” , dupa numele sultanului Malik I, binefacatorul lui Omar si a avut scopul de a lega cat mai
exact Tnceputul anului de echinoctiul de primavara iar numarul de zile din lunile calendarului variau
de la 29 la 32 si purtau nume dupa modelul calendarului vechi persan sau zoroastrian.
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In 1077 scrie tratatul ,,.Comentarii privind dificultitile din introducerile la cirtile lui
Euclid” in care a demonstrat primele teoreme ale geometriilor lui Gauss, Lobachevsky, Rieman fiind
departe de ideea unei geometrii neeuclidiene, dar baza de inspiratie pentru matematicieni ca at Tusi,
John Wallis, Girolamo Saccheri. Insa, in incercarea de a demonstra Postulatul al V-ea din cartile lui
Euclid, Omar face o prezentare detaliatd a teoriei rapoartelor, incepand cu o ampld expunere a
teoriei dreptelor paralele intr-un mod propriu privind rapoartele si marimile incomensurabile,
proportionalitatea si ordonarea rapoartelor. Axioma paralelelor a incercat sa o deduca cu ajutorul
principiului continuitatii in sensul ca ,,marimile se pot divide pand la infinit, adicd ele nu sunt
alcatuite din cantitati indivizibile”. (1), pag 264. De aceea, Omar considera necesard introducerea
unei unitati divizibile si a unei noi categorii de numere care sa corespunda oricaror rapoarte intre
marimi asa zise ,,elemente improprii”, adicd numerele irationale. Aceste concepte au fost mai bine
clarificate peste 150 de ani cand matematicianul at Tusi exprima toate rapoartele ca numere scrise
aproximativ prin fractii.

Insa, dupi asasinarea sultanului si a altor sustinatori ai sii care erau in jurul sultanului, Omar
este nevoit sd pardseasca capitala Isfahan si sd se addposteasca la Bagdad, insd il pune in
imposibilitatea de-asi continua cercetarile in matematica, astronomie, filozofie, muzica si poezie.
Mai mult, fundamentalistii islamici il acuza de erezie fiind astfel nevoit sd se intoarca in orasul sau
natal Nisapur, si sd predea elevilor pentru a-si castiga existenta. Pentru o scurtd perioada de timp,
Omar a fost invitat la curtea sultanului Sanjar cel de-al treilea fiu al lui Malik | care devenise
sultan si mutase capitala imperiului selgiucid la Merv, Turkmenistanul de astazi.

Omar a scris chiar si un tratat despre combinatorica care s-a pierdut in care utiliza metoda
coeficientilor binomiali scrisi sub forma triunghiului lui Pascal asa cum avea sa fie scrisi peste 500

(a+b)", neZ, n)0

de ani. De asemenea, a dezvoltat binomul cunoscand regulile calculului

consecutiv al coeficientilor si s-a ocupat si cu extragerea radacinii patrate.

Tntreaga lume I-a cunoscut prin poeziile sale, traduse si publicate de Edward FitzGerald in
1859 si astfel a devenit unul din cei mai faimosi poeti persani, renumit prin scrierea mai multor
catrene, numite “rubaiyate”- strofe de patru versuri care rimeaza toate cu exceptia celui de-al treilea.,
reprezentand framantarile sale la problemele existentiale, a libertatilor si a fericirii, degajau mult
pesimism, fatalism, agnosticism, reprezentand o provocare pentru lumea islamica grars

rigida in care Omar devenea prima generatie care trecuse la islam si in care nu de
multe ori era acuzat de erezie, erezia sa fiind mai mult de indiferenta fata de
religie punandu-1 pe Omar intr-o lumina ateista.

-\

=
A . ... o - - . .o . . .o "FEPER
In domeniul muzicii a cautat o legatura dintre muzica si aritmetica KEEPER
realizand clasificari si relatii intre scalele si notele muzicale iar in filozofie a scris
mai multe tratate: “On existence:, “The treatice on Transcendence in Existence”,

“The necessity of contradiction in the world, determinism and subsitence, ...”
In memoria sa, in localitatea sa natald i s-a construit un mausoleu avand ca : /A

decoratiuni exterioare versurile catrenelor sale. SPECIAL EDITION
Tn 2005, regizorul Kayvan Mashayekh a realizat filmul The keeper- The Legend of Omar Khayyam

dspre viata marelui om de stiinta.
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Masura in orarul deschis

de Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Scrisoare de intAmpinare a Zilei Masurii (Matematicii), 10-01-2023.
Actiunea poarti coordonatele aparitiei matematicianului roman Grigore Moisil (1906-1973).

1)Impulsul valorii.

Interactiunea, miscarea ne caracterizeaza dupa modelul oricaror forme ce
trec, obiectiv, de la efect la cauza si invers, urmare a sirului de
autotransformari, adicd de dinamica a echilibrului varietatilor de conditii ce
sprijind, temporal, o structura.

O etapa a dezvoltarii sociale are la baza resurse diferentiate care, in
contextul luptei pentru existenta, isi etaleaza afirmarea cu solutii care de care
mai ingenioase, pretendente la asumare si raspundere.

Apartinem cursurilor sociale ce construiesc si sprijind valori in
concordanta cu natura si cu legile bunei convietuiri, actiuni ce ne fac actori ai
propriei deveniri prin prisma cunoasterii stiintifice si a dezvoltarii continue.

2)Grigore Moisil, reper si sens stiintific.

Locul onorat de  aparitia
matematicianul roman Grigore Moisil ,
contine secvente pline de admiratie adunate prin imbratisarea statutului P
de conectare la farmecul invatarii, la optimizarea muncii cu dispozitive —
electrice :
1) S-a nascut la Tulcea (10-1-1906),
2) Strabunicul sdu a fost Grigore Moisil, paroh la Nasdud, vicar [gSasssisissssss L
episcopal greco-catolic in tinutul Rodnei,
3) Tata, Constantin Moisil, profesor de istorie, arheolog, numismat, a :
ndeplinit functia de Director al Cabinetului Numismtic al Academiel, |

membru de onoare al Academiei Romane, Politehnica Bucuresti
4) Mama, Elena, institutoare la Tulcea, directoarea scolii devenita azi
Scoala 74 “Ienachita Vacarescu” din Bucuresti,
5) Sora, Florica Moisil, a fost mama profesoarei Zoe Petre, decan al Facultatii de Istorie a Universitatii din
Bucuresti,
6) Fratele, George Moisil, profesor de fizica la Politehnica Bucuresti,
7) Casatorit cu Viorica (Constante) Moisil, sora artistului plastic Lena Constante.
Se dedica scolii prin stiinta masura (matematica), unde refrenul zilei este al solutionarii cu justificari

teoretice agreate de specialisti si institutii dornice de eficienta:
1) Scoala primara la Bucuresti,
2) Studii liceale la Vaslui si Bucuresti (1916-1922),
3) 1923, Facultatea de Matematica din Universitatea Bucuresti,
4) 1924, Politehnica, sectia constructii, Bucuresti,
5) Cursuri simultane. Din 1929 parcurge doar Facultatea de Matematica,
6) 1929, sustine teza de doctorat “Mecanica analitici a sistemelor
continue”, foarte apreciata.
7) 1930, pleaca la Paris si studiaza la Sorbona,
8) 1931, sustine examenul de docenta cu lucrarea “Asupra unei clase de
sisteme de ecuatii cu derivate partiale din fizica matematica”,
9)1931-1932, cu bursa de studii Rockfeller studiaza la Roma cu savantul
Vito Volterra.

Preocuparea sa stiintifica este apreciata la nivelul institutiei si al tarii,
devenind criteriu de asezare in randul factorilor care conduc si creeaza
generatii reprezentative in cercetarea stiintifica: Universitatea Bucuresti
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1) Tntors in tara. Profesor provizoriu la Universitatea din Iasi,

2) Conferentiar universitar (din 1935),

3) Profesor universitar (din 1939),

4) Locuieste 10 ani n lasi, colaboreaza cu profesorul Alexandru Myller, conduce primul curs de algebra
modernd din Romania, “Logica si teoria demonstratiei”, realizeaza lucrari despre Logica
matematicianului polonez Jan Lukasiewicz, scrie lucrdri din domeniile mecanica, analiza matematica,
geometrie, algebra, logica matematica,

5)Profesor universitar la Universitatea din Bucuresti (din 1941),

6) Publica lucrari in domeniul circuitelor electronice (1940-1950),

7) Ambasador al Romaniei la Ankara (1946-1948),

8) Pasionat de domeniul informaticii (1950), contribuie la instalarea primului calculator de constructie
romaneasca la Institutul de Fizica Atomica (1957), tine cursuri de logicd matematica si la alte Facultati,
in afard de Universitatea Bucuresti, a avut ideea introducerii liceelor si facultatilor de informatica in
Romania,

9) Membru al Academiei Romane (din 1948), Membru al Academiei din Bologna, Membru al Institutului
International de Filozofie, Laureat al Premiului de Stat al Republicii Populare Roméne, decorat cu
,Ordinul Muncii” (1963), primeste titlul ,,Om
de Stiintd Emerit” prin Decret al Consiliului
de Stat (1964), Membru corespondent al
Academiei de Stiinte din Romania (din 21-12-
1935), Membru titular al Academiei de Stiinte
din Roménia (din 3-6-1941), pleaca in
calatorie de o lund si jumatate in SUA si
Canada pentru conferinte stiintifice, pe 21-5-
1973 inceteaza din viatd la Ottawa.

10) Societatea Internationala a Inginerilor in
Electronica (IEEE) i-a acordat distinctia rara
»Computer Pioneer Award” (p.m.) in 1996.

Academia Romana

3) Misura noastra, Masura tuturor.

Legatd de actiunea umana, masura (matematica) a pornit de la Tnlesnirea relationarii pe tema
comertului, aflarea suprafetelor (ariilor), prevederea fenomenelor astronomice si a altor operatii inerente,
fapt care a condus la optimizarea solutiilor, deschizind si calea preocuparilor teoretice prin initiatori si
renumiti ganditori Pitagora, Euler, Neper, intr-o enumerarea foarte laconica.

Conturarea acestei stiinte a ales dezvoltarea imaginii sale pe baza conlucrarii si competitiei pe
terenul afirmarii moderne cu 3 tendinte specifice :

1) studiul structurii ( teoria numerelor, algebra elementara, algebra abstracta, spatiul vectorial),

2) studiul spatiului (geometria euclidiand, geometria neeuclidiana, teoria relatiei (relativitatii), geometria
diferentiala, geometria algebrica, teoria grupurilor, topologia ),

3) studiul schimbarilor (masurarea si anticiparea (predictia) modificarii variabilelor in cazul stiintelor
naturii, calculul diferential, numere complexe, statistica, probabilul ).

Operénd cu masura marimilor (numar, valoare), limbajul matematic, limbaj de referinta, insoteste
fiecare domeniu prin portionarea specifica a rationarii, ajutand sectorul cu prelucrarea rapida a datelor si
cu evolutia optima in contextul dezvoltarii si afirmarii.

Referitor la numele stiintei, matematica, tinand cont de originea greacd, mathema (studiu, stiintd),
tike (dulap, listd), prin unire obtindndu-se listd de cunostinte (0 mare curiozitate pentru perioadele
initiale) si avand in vedere ca obiectul de studiu este numarul (masura marimilor) cu care se poate studia
orice fenomen, se cade sa oferim acestui demers legitimatia masura, Tmbinand simplitatea cu
profunzimea si naturaletea cu densitatea capitolelor sociale.
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“Tntelepciunea este fiica experientei”
Leonardo da Vinci
(1452- 1519)

BN Articole si note matematice

Istoria (partiala) a unei inegalitati
de Titu Zvonaru, Comiénesti

Tn G.M-B nr. 1/2023 a aparut urmatoarea inegalitate, propusa de Vasile Solovistru:
Daca a,b,csunt numere reale pozitive cu a+b+c =1, aritati ca

a b C
2 + 2 + 2
1+9b° 1+9c” 1+9a
Pentru inceput, prezentam doua solutii.
Prima soluzie: Deoarece 9b” +1>6b dar inegalitatea este cu sensul "'>" , scriem inegalitatea
din enunt sub forma

a b c 1 9ab? 9bc? 9ca
a-— > +b— 5 +C— s<l-- < >+ -+ 5
1+9b 1+9c 1+9a 2 1+9b° 1+9c® 1+9a

Acum, folosind inegalitatea 9b* +1>6b, este suficient si demonstram ci

2 2 2
dab +9bC +9ca SEQab+bc+ca££c>3(ab+bc+ca)s(a+b+c)2,adevérat.
6b 6c fa 2 3

=3
2

2

<L
2

: . C o 1
Egalitate dacd si numai daca a=b=c = 3

A doua solurie: Vom folosi o inegalitate ajutatoare pentru a ,,sparge" inegalitatea doritd. Avem

a_ za(l—@) 3ab(3b-1)? >0.
1+9b 2

>+ b >+ ¢ 22a+b+c—§(ab+bc+ca)21——-— —=.
1+9b° 1+9c° 1+9a 2 2 3 2
Apare o intrebare legitima: care este legatura dintre conditia a+b+c =1 si acel coeficient egal

Obtinem

. 1 N
cu 9; deoarece am vazut ca egalitatea are loc daca a = 3 observim ci 9a° =1.

T . X z :
Pentru a lucra cu coeficienti mai mici, putem face substitutiile a = §’b = %,c =3 Obtinem
problema:
Daci a,b,csunt numere reale pozitive cu a+b+c =1, aritati ca

a b c

2 + 2 + 2

1+b° 1+c° 1+a

Inegalitatea (1) este una ciclica si arata foarte bine. De aceea e greu de crezut ca este inedita.

Si chiar nu este — exact sub aceasta forma a fost propusa la Olimpiada din Bulgaria in anul 2003.

Cel mai probabil ca problema prezentata la inceput este o redescoperire, au trecut 20 de ani. Dar

probleme care seamand (poate prea mult) cu inegalitatea (1) au mai aparut, unele chiar in Gazeta
Matematica:

3
>2. ).
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. 3 .
1. Daca X, Y,z sunt numere reale pozitive cu X+ y+2 = E’ aratati ca

X y z>§

+ :
1+4y®  1+4z° 1+ 4x* 4

2. Daca a,b,c sunt numere reale pozitive cu a+b+c =18, aratati ca
a N b C S 1

36+b®> 36+c? 36+ a’ 4

3. Daca X, Y,z sunt numere reale pozitive cu IX + ﬁ +z =9, aratati ca

Ay VT

9+y 9+1z 9+x 2

Problemele 1 si 3 au aparut in Gazeta Matematica (in anii 2016 si 2018); o altd ,,coincidenta” —
problemele 2 si 3 au fost propuse de acelasi autor.

Asupra unor inegalitati in triunghi

de D. M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti,
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin si Neculai Stanciu, Buziu

Scopul acestei note este de a prezenta noi demonstratii pentru unele inegalitati celebre Tn triunghi
plecand de la o problema din The American Mathematical Monthly (AMM).
Asociem unui triunghi ABC cu lungimile laturilor a,b,c, raza cercului inscris r, razele

cercurilor exinscrise r,,r,,r,, semiperimetrul p si aria S, triunghiul A B,C, cu lungimile laturilor
alzJE,blzJB,clzJE si aria S, precum si triunghiul  A,B,C, cu lungimile laturilor

a, =4a,b, =4b,c, =4c siaria S,.
In AMM, Vol. 122, August-September 2015, pag. 700-701, Mehmet Sahin, Ankara University,
Turkey, propune:

1
Problema 11857. Sa se demonstreze cd S, = Ew/r(ra 14T, .

Solutia acestei probleme a fost datd de Borislav Karaivanov si Tzvetalin S. Vassilev in AMM,
Vol. 124, May 2017, pag. 472-473.

O alta solutie. Cu formula lui Heron avem 16S? = 2ab+ 2bc + 2ca —a’® —b? —c?

S{ S S S 487 1 1 1
De asemenea 4r(r, +r, +r,)=4-— + + - + n -
plp-a p-b p-c) plp-a p-b p-c

:4p(p‘a)(p‘b)(p‘c)[ t .t ]z(a—b+c)(a+b—c)+
p p-a p-b p-c

+(-a+c)(b+a-c)+(c—a+b)(c+a—b)=2ab+2bc+2ac—a* —b* —c?.
Rezulta usor concluzia.

4
. 3 . {2
Acum vom demonstra inegalitatile: S; > £\/S , (1) si S, 2 T\/ , (2).

1 Doucet 1
Demonstrasia 1. S, :E\/r(ra +r+r) = \/r(4R +r) > _Jr V3 =
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G s s 20 28 [ g g
27\/727@ sl SZZ—\/_ \/— \/E \/—\/_

1
Demonstraria 2. S, =3 r(r, +r, +r, :E\/F'4\/(ra )" >
1 1 3 3
zaﬁ-é/s(rarﬁrbrﬁrcra) =§\/F'4/§'\4/p2 27'\” 27\/§ O noud demonstratie a

inegalitatii  lui  Mitrinovié,

p>33r.

lonescu —Weitzenbock @ 4
2p=a+b+c=a’+b’ +c; > 4:/35, > 44/3 ‘/§J§<:>

& p2V3-43-Jip o Jp23/3 Vr o p23J3r.

O noud demonstratie a inegalitatii lonescu — Weitzenbock, a?+b*+c?> 4\/§S .
2
Goldner ()
a?+b?+c? =a +b'+c] > 168 >16- (\/zéx/gj =16-§-S = 4435,
O noua demonstratie a inegalitatii lui Gordon, ab+bc+ca > 4435 .

Goldner 4
ab+bc+ca=ah? +blc? +c?a? > 16S? S16. [*/_\/_J =16- % S =4435.

. s . - X Z
O noud demonstratie a inegalitatii lui Tsintsifas, a2+ p2y L 2> 2435 |
y+12 Z+X X+Y

VX, Y,2>0.
X a4 Bergstrom (X + y +ZC )2 Oppenheim
> X arey Moaroy e MEmla o >
y+12 y+12 Xy + XZ 2(Xy + yz + 2X)

2
enheim 4
Y80y Y2205, _ggo g, (IfJ 4[8 235

2(Xy + Yz + 2X)

O solutie pentru o problema din Crux Mathematicorum

de Marian Cucoanes, Marasesti

In celebra revista Crux Mathematicorum, numarul din martie (1995) a fost propusa (de citre Jun-
Hua Huang din China) - fara solutia autorului:

Problema 2029. Confirmati sau infirmati inegalitatea Zwawb >34/3F, (1), unde W, , W, , W_sunt
bisectoarele interioare si F aria unui triunghi ABC .

In Crux Mathematicorum, numarul din martie (1996) este prezentati o singurd solutie (trimisa de
Kee-Wai Lau din Hong Kong). Aici vom prezenta o solutie mai simpla pentru inegalitatea (1).
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s=F=yp(p-a)(p-b)(p-c) , _2Z/bep(p-2a)

2 b+c

W,W, 4\/bcp(p—a)(acp(p—b) Jabc?p

45 ab+c)a+c)yp(p-a)(p-b)p-c) (a+c)b+c)yp-c

C pc ab 5 a b c
= . . .NOtam X = ,y: 2= )
p—c \(a+c(+c) V(a+c)(b+c) p-—a p-b p-cC

si analoagele;

. 1 1 1 X y z
X,¥,2>0 siavem Xyz=X=y+2+2 < + + =le + + =
Xx+1 y+1 z+1 X+2 y+2 742
a X b y c z pc _X+y+2

b+c x+2'a+c y+2 a+b - z+2 (@+c)b+c) (x+2)(y+2)’

pb . X+Z+2 pa CZHYH2 W W, YXYZ X+ Y +2
(a+b)b+c) (x+2)(z+2) (a+b)@+c) (z+2)(y+2)' 45  (x+2(y+2)
Cu aceste notatii, inegalitatea de demonstrat se scrie succesiv astfel:

Ixyz(x+y+2) 343 3V3 (X+2)(y+2)(z+2)
> +2(y12) 2= S (X+2y+z+2> i N SN

2 27 (x+2)2(y+2)2(2+2)’
o+ fyrz+2) ZE-(“ ) (y;yz) (2+2)" .

Fie a,b,c,X, Y,z > 0. Conform inegalitatii lui Holder (av/x +b./y +c+/z)?(ax? + by? +cz?) >

z(i/(a\/;)zaxz +3/(b\y)?by’ +3\/(cﬁ)2cz2)3 _
(ax+by +cz)°.
Atunci: (Z(z+2)1/x+ y+2)2(2(z+2)(x+ y+2)2)2 (Z(z+2)(x+ y+2))3;
(Z(Z +2)X+ Y+ 2)2 > (Z(Z vy 2)) . Deci, pentru a demonstra (2) este suficient sa

D (z+2)(x+y+2)°
demonstram inegalitatea: (Z(Z T2y 2)) > g (x+2)"(y+2) (2+2) , (3).
D (z+2)(x+y+2)* 16 Xyz

Din inegalitatea mediilor: xyz=x+y+z+2>44/2xyz < xyz>8; x+y+z > 3/xyz > 338 =6;
Xy + Yz + 2X > 33/(xyz)? - R/8? =12. Deci, Xy+Yyz+2X22(X+y+12) <

ab a - _ _
_a oy @ sm @=Pp—a,B=p-by=p-c(ap,y>0)
& E (0—a)(p_b) E p_a,undenotam

si avem Z[M](Mj > ZZM <> inegalitatea lui Schur.
v a v

Notam: A=X+Y+Z,B=xy+yz+2X i avem: A,B>O,xyz=A+2; A>6;B>12,B>2A

A 23B; D (x+2)(y+2+2)° :Zxey+4(Zx)2 +4 xy+23) x+30=
— AB +4A? +4B+23A+30; 3 (x+2)(y+2+2) = 2(3A+ B+6);
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[T(x+2)=2> xy+5) x+10=5A+2B+10. Folosind cele de mai sus, inegalitatea (3) se rescrie

(2BA+B+6))’ _ 27(5A+2B +10)*
AB +4A*+4B+23A+30  16(A+2)

astfel:

< 128(A+2)(3A+B+6)% > 27(AB +4A% +4B + 23A+30)(5A + 2B +10)°.
Ultima inegalitate este adevarata, deoarece:

128(A+2)(3A+B +6)° —27(AB + 4A” + 4B + 23A+30)(5A+ 2B +10)* =
=756- A" +621- A’B+1323- A® +180- A°B? —1404- A*B +20- AB* —10206- A*> —1116- AB* —
—13068- AB —176- B® —2952- B? —15552. B —32508- A— 25704 =
— (A—6)(756- A +1503- A +5196- A+ 4284+ 20- B +747-B?) +
1 (A% —3B)(L80- B? + 621- AB + 4356- A) + (B — 2A)(484- B +968- AB + 2808) +
+(B—12)(532. A* +1530-B) ; A—6>0;A?~3B>0;B-2A>0;B-12>0

Cea mai buna constanta
pentru o inegalitate de tipul Tiu-Leuenberger

de Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

in Revista Matematica si Fizica (R.M.F), Anul VI, nr. 5/1953, pag. 128 , Constantin-lonescu-
Tiu a propus problema:
1.3

. .. . . 1 1
847. Sa se arate ca intr-un triunghi oarecare avem: — + b +—-2 e
a c

1.3

Leuenberger a publicat inegalitatea 1 + % +=> R in anul 1960 (vezi [1], pag. 54).
a C

Acum, inegalitatea de mai sus se numeste inegalitatea 7iu — Leuenberger (vezi[2]).

1 3

1 1
F. Leuenberger a demonstrat de asemenea inegalitatea —+— 0 +=< o
a C r

Huang (1993), a propus urmatoarea problema deschisa:

Gasiti cea mai mare constantd K astfel incat l+1+1 i k-£+ﬂ~1 )
J3U R 2 r

1,11, e 1)
c r

~ V3R
Chen, J. (1993), dovedeste 1+1 l i@ l Iy lj
a b c J3l4R 8
Chen, Q. (1996), aratd c& =+ -+ 1< 1[37 1 07 1}
a b c 377 R 77 r
Tn 2014, in Journal of Inequalities and Applications (a Springer Open Journal), Shan-He Wu si
Yu-Ming Chu au obtinut cea mai buna constantd k = 3/2 ; i.e. au demonstrat ci:

11,1 1fyp1,8-921
a b c 3 R 2 r

Shi, Sc. (1993), demonstreaza — + E

jo}]
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In aceastd notd, vom gasi cea mai buni constanta k astfel incat inegalitatea

p£2R+(3\/§—4)r—k-%(R—2r), (*), sa fie adevaratd in orice triunghi - cu notatiile

obisnuite . Notam R_ X € [2,%0). Din inegalitatea lui Blundon avem:
r

p<2R? +10Rr —r2 + 2\[R(R—2r)° .

Deci,/2R? +10Rr —r? + 2/R(R - 2r)° 32R+(3\/§—4)r—k-%(R—2r)
<:>\/2x2 +10X —1+ 24 x(x - 2)° _ox<33oa-K&x=2)
X
2(JX(x=2)® —x?)+10x -1

<334 K&x=2)

=N
252 +10x ~1+ 2/x(x— 2)° +2x X
—4X(3X* —6x +4)
Ix(x —2)3 2 -
- X(x=2)" +x <3J3-4- k(x-2) , iar pentru X —>00,
\/2x2 +10X =1+ 24/x(x—2)° +2x X

obtinem1< 3V3-4-k < k<3/3-5. Vom demonstra ci, k=3v3-5 este cea mai bund
constanta pentru (*).

+10x-1

Teoremai. In orice triunghi ABC , cu notatiile obisnuite este adevarata inegalitatea:
p< 2R+(3\/§—4)r—(3\/§—S)~%(R—2r) .

Demonstratie. Folosind inegalitatea fundamentala a triunghiului — inegalitatea lui Blundon este
suficient sd demonstram

\/2x2 110X -1+ 2x(x—2)° <2x+3V3-4-X=2(3/3-5)
X

& xyf2x2 +10x 1+ 2/X(x~2)° <2x +x+6/3-10
< 2x +10x° —x% + 2x2m < Ax* + X2 + (643 -10)% +4x° + (243 —40)x% + (12+/3 - 20)x
& 22 X(x—2)° <2x* —6X® + (2443 — 38)X? + (124/3 — 20)X + (6+/3 —10)?
= xzm < (x3 —x? +(12\/§—21)x+30\/§—52)(x—2)
& XA —2x <X Xt + (1243 - 21)x +30y3-52| ()
< (2443 - 41)x* +(36+/3 —62)X3 + (977 —5644/3)x* + (24+/3 — 42)(30\/3 —=52)x +
+ (30\/5 —~52)? >0, adeviratid Vx > 2. Din teorema de mai sus si k < 33 -5 avem
p< 2R+(3\/§—4)r—(3\/§—5)-%(R—2r)s 2R+(3\/§—4)r—k-%(R—2r),

ceea ce demonstreaza ca, k = 3+/3 —5este cea mai buni constanti pentru inegalitatea (*).

Acest rezultat a fost stabilit prin altd metoda, in 2014 de Shan-He Wu si Yu-Ming Chu in
Journal of Inequalities and Applications (a Springer Open Journal).

Bibliografie.
1. O. Bottema et. all, Geometric Inequalities, Groningen, 1969.
2. D.M. Batinetu-Giurgiu, D. Sitaru, N. Stanciu, Asupra unor inegalitati din Gazeta Matematica, Sclipirea
Mintii, Nr. 30, 2022, 12-14.
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Pornind de la o problema de clasa a V-a

Daniel Vacaru, Pitesti
Enuntul problemei la care facem referire este urmatorul:

Sa se demonstreze ca suma patratelor a S numere naturale consecutive este multiplu de

Problema a aparut in G.M.2/1960, iar autorul sau este Eugen St.Iacob.
Am cules aceastd problemd de pe site-ul d-lui profesor Stefan Gatachiu, cu link-ul
https://probsapt.blogspot.com/2023/01/gimnaziu-saptamana-2-16012023-22012023.htmI?m=1
Rezolvarea este simpla:
Fie aja+la+3;a+4, acN. Atunci gisim a’+(a+1)*+(a+3)°*+(a+4)* =
=a’+(a’+2a+1)+(a’ +6a+9)+(a*+8a+16) = 5a° +20a+30=>5(a*+4a+6).
Este clar ca acest numar se divide prin 5. Sa incercam s generalizam.
Fie N numere naturale consecutive. Este oare suma patratelor lor un numar divizibil cu n?
Primul contraexemplu este pentru n=2. Avem: 1* +2° =1+4 =5 care nu este divizibil cu 2.
Sa ludm acum un numar prim. El este de forma 6k+1 sau 6k + 5.

n-1 n-1
Atunci a*+(a+1)°+(@+2)° +...+(@a+n-1°= n-a2+2-(2k)-a+( kz):

k=1 k=1

(n=1-n A (n=1)-n-(2n-1) _
6
Sa presupunem ca n este numar prim de forma n = 6k + 1. Atunci ultimul termen este, de

=n-a’+2-

fapt, 6k (6k +lg(12k 1) =k-(6k +1)-(12k +1). Sa consideram acum ca n este de forma n = 6k +

(Bk +5)(6k ; O)A2K+9) _ (6 +5). (k+1)- (12k +9)
Asadar, propozitia este adevarata pentru orice numar prim. Poate cititorul va reusi sa se ocupe de
numerele pare.

5. Atunci ultima fractie este

Patru metode de rezolvare a unei probleme cu numere complexe
Ovidiu Tatan, Rm. Sarat
. . z z .
Enunt: Fie z,z,,z,€Ccu proprietitile —L+-2+-=2=1si |z|=|z,|=]z,|]=1. S& se
z z

calculeze|z, +2-7, +3- 7.

Solutia 1 (algebrica):
1 z, 1z, ) )

— — z
— _ 1 3 _ 2 _ .
2, =—,Z;=—.Cum 2 +2+2=1=727-72,4+7,-2,+2;-2,=2,-2,-2,(1) . Din

Zl 22 Z3 22 Z3 Zl
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1
1:%+
z

|
+
|
+
|
Il
H
U
|
+
|
+
|
Il

2
=2,-23+12,-2) +2,-2; =2, 7, 2,(2), Scazand din (1) relatia (2)si dand factori comuni convenabil,

se obtine: (z,—-2,)(2,—2;)-(z;,—2,) =0, adicd z, =z,5au 2, = z,53U z, = Z,.

Daci 21=22:>%+?:0:>zf+z§=0:>23:i-zlsau Z,=—i-7,.
3 1
AuNGi |z, +2-2, +3- 2, =2, + 2.2, +3i - 7| =2, - (3+3:i)| =[z,|[3+3:i|=3V2.
Dacd z, =2, =17 =1-2,5au z, =—i-Z,si atunci
|2, +2-2,+3-2,|=[5-2, +i-2,| =|z,|[5+i|= 26 .
Dacd z, =2, =2, =1-7,5au z, =—I- i atunci

|7, +2-2,+3-2,|=[4-2,£2-i-7| =|z|-[4+2-i|= 25.

Solutia 2 (algebrica):

Notam cu azi,bzﬁ,CZE.Rezultécé a+b+c=2la-b-c=1si
Z, Z, Z,
. . - 1 - 1- 1
|a| =|b| = |c| =1deoarece|z,| =|z,| =|z,| =1. Obtinem atunci faptul ca a:g,b =0 =1

Din a+b+c:1:>5+5+6:1:>1+%+l=1:> a-b+b-c+c-a=a-b-c=a-b+b.-c+c-a=1.
a Cc

Atunci  a,b,csunt solutiile ecuatiei cu necunoscuta t: t°—t*+t—-1=0 cu solutiile

t =1t, =i,t,=—i sideci a=1b=1i,c=—1 si permutarile acestora.
Z z . Z . .
Rezultici +=1,-2=i,—=2 =—i, adica
ZZ ZS Zl
2,=2,2,=i-2, > =3, +2-2,+3-2,|=[3-2,-3-i-3|=3/2.

Analizand si celelalte cazuri, se obtin si celelate rezultate de la Solutia 1.

Solutia 3 (folosind interpretarea geometrica a numerelor complexe)
. z z Z . A .
Fie a=-t,b=-2,c=-2. Cum [a|=|b|=|c|=1putem considera AABCcu varfurile
Z Zy Z

A, B, C cu afixele a,brespectivcinscris in cercul cu centrul in O cu afixul O si de raza 1. Relatia din anut
se scrie  a+b+c=1. Dar a+b+c=hunde heste afixul ortocentrului AABC, deci h=1, adica
ortocentrul triunghiului se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC, deci triunghiul ABC este
dreptunghic. Rezulta atunci ca una dintre laturile triunghiului este diametru in cercul circumscris.

Fie BC diametru, atunci b, ¢ sunt diametral opuse si deci b+c=0=a=1=17 =7,si
Z,=1-2,50 7, =—i-z;si atunci |1, +2:2,+3- 1| =[g, + 2.2, £3i-|=[z, (3£ 31 =z 3+3-i|=3V2.

Studiind si celelalte situatii care mai pot exista, se obtin aceleasi rezultate ca si in cazul solutiilor
algebrice.

Solutia 4 (folosind scrierea sub forma trigonometrica a unui numar complex)

Fie a,b,c e[0,27z) astfel incat z, =cosa-+isina, z, =cosb+isinb,z, =cosc+isinc. Din

; %+%:1:> cos(a—b)+isin(a—b)+cos(b—c)+isin(b—c)+cos(c—a)+isin(c—-a)=1=
2 3 1

Z

Ly
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cos(a—h)+cos(b—c)+cos(c—a)=1
sin(a—b)+sin(b—c)+sin(c—a)=0
a-b . b-c . c-a

Cum sin(a—b)+sin(b—c)+sin(c—a)=—4sin 5 sin—=sin— obtinem

sina—_b:Osau sinE:O sau sin¥:0. Deoarecea,b,c €[0,27) = a=bsau b=csau c=a.
Dacia=b= cos0+cos(b—c)+cos(c—b)=1= cos(b—c)=0:>b—c=%sau b—c:—%.
Daca b—c:zjc:b—%: zszcos(b—%jﬂsin(b—%j: z, =sinb—icosh =
=z, =—i-(cosh+isinb) = z, =—i-z,.
Daca b—c:—£:>z3:i-zz. Deoarecea=b =z, =z si deci z, =1-z sau z, =—i-Z si se obtine
2,42:2,+37,|=[1,+2-2,£3 7] =[r, (3+3:1) =[5 B3| =32.

Analog se procedeaza si Tn cazurile b=csau ¢ =asi Se obtin aceleasi rezultate de la solutiile

anterioare.
Bibliografie:
https://www.youtube.com/watch?v=RsIm-OFKQUI

Asupra unei inegalitati geometrice
George-Florin Serban, Braila

In revista “Romanian Mathematical Magazin”, domnul profesor Marin Chirciu, publica

urmatoarea problema:
Sa se demonstreze ci in orice triunghi AABC are loc inegalitatea

(h, +r)(h,+1r)(h +r) < ?(4R +1)%,

In cele ce urmeaza vom prezenta noui metode de rezolvare si generalizarea, pentru aceasti
problema. Pentru inceput, vom prezenta notiunile teoretice aplicate.
Notiuni teoretice. Fie AABC, atunci au loc urmitoarele formule, notatiile sunt cunoscute.

2 2 2
1) Inegalitatea lui Doucet p\/§s 4R+r. ; 2)1_[(ha +r,)= b(p +2rR +2Rr).
cyc
3) Inegalitatea lui Gerretsen 16Rr —5r” < p> <4R*+4Rr+3r?. ; 4)Inegalitatea lui Euler, R > 2r.
5)h, <I, <m.. 6)Inegalitatea lui Leuenbergers Zma <4AR+r. 7) 1 + L = hg
cyc L I a
2
8)[[(r.+r)=4Rp> ; 9)12<rr.; 10)Inegalitatea lui Blundon-Gerretsen p* < %
—r

cyc

11)inegalitatea lui Mitrinovic,3\/§r <p<

3*/§R. 12) > h,<4R+r. ; 13) Dr, =4R+r.

2 cyc cyc

2 2
14) Yr, = p 19 ¥h, =20 1) [](0+c)=2p(pF +17 4 2RN)
cyc

cyc cyc
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Metoda 1.
[]®+c)
2p-2a+a 3 3 oy
T +1) = H(z )-SR abc(p—a)(p—b)(p—c)’

cyc cyc cyc a(p_a)

2 2 2
H(ha+ra)= p°r -2p(p +r2+2Rr)= pe(p°+r +2Rr) (4R+1)*(p® +r*+2Rr) din
oy 4Rrp- pr 2R 6R

inegalitatea lui Doucet p~/3 < 4R +r. Aplicam inegalitatea lui Gerretsen p® <4R? +4Rr +3r?,

(4R+1)*(p® +r?+2Rr) (4R+r) (4R* +4Rr +3r° + 1%+ 2Rr) _(4R+1) (4R2+6Rr+4r)
H(h )< 6R 6R 6R

cyc
(4R+1)*(4R* +6Rr +4r? ) 4R
6R
4AR? +6Rr +4r? <8R% 4R*—6Rr—4r>>0, (R-2r)(4R+2r) >0, adevarat, deoarece din inegalitatea
lui Euler,R > 2r deci R—2r >0si4R+2r > 0. Egalitate are loc daca triunghiul AABC este echilateral. n

(4R +1)% Rezulta

final este suficient sa demonstram inegalitatea

concluzie, are loc inegalitatea | J(h, +1,) < 4—(4R +1)°

cyc
Metoda 2. Folosim inegalitatea h, <m,, inegalitatea mediilor M, <M, si inegalitatea lui
Leuenbergers » m, <4R+r.

cyc

2M 2N AR+r+4R+r

[Tth+r)<[T(m, +r) < (=)' <( ; ),

T +1) < [2(4R+ r)] _ 8(42; r)’
8(4R+r)
27

. Este suficient sa demonstram inegalitatea

(4R +r1)°.Rezulta 8R+2r <9R, R > 2r, adevirat inegalitatea lui Euler. Egalitate are loc

4R
daca triunghiul AABC este echilateral. Tn concluzie, are loc inegalitatea H(h +r,)<— (4R +1)°.

cyc

. 1 1 r - . . . .
Metoda 3.  Folosim lema: —+ —=—.Rezulta h, = b Tn continuare folosim lema, inegalitatea
. r. h r,+T,

mediilor, M, < M , inegalitatea lui Cauchz-Schwarz si inegalitatea lui

poucet, [ T(h, +r,) =] ( 2rbr°+r)<H(\/rb_+r) [T +r ) <TI0+ +n),

cyc cyc b cyc cyc cyc

H(h +r )<H\/(I’ +r)(r.+r) = H(r +1.) =4Rp’ <—(4R—H‘) .Egalitate are loc daca triunghiul

cyc cyc cyc

AABC este echilateral. Tn concluzie, are loc megalltateaH(h +r,) < — (4R +r)%

p’r’[Jb+c)  pr’[Jb+c)

2p—-2a+a
Metoda 4, (h,+r)= (_ _) - oyc — oy
I;C[ 1;[ a l;c[ a(p-a) [Ja]J(p-a)  4Rrp-pr?
cyc  cyc
31_[(b+c) p[J(b+c)
[T +r)= - == . In continuare folosim inegalitatea mediilor M, <M, si
oy 4Rrp- pr? 4R

inegalitatea lui Doucet,
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p[J(b+c) > (b+c)

4
H(ha +r)=—*—< L (= ) = 64p _16p° 16(4R )’ . Este suficient sa
oc 4R 4R 3 108R  27R = 243R
demonstrim inegalitatea % — (4R +r)? Rezulta 4(4R+r)? <81R? 8R+2r <9R,

R > 2r, adevarat inegalitatea lui Euler. Egalitate are loc daca triunghiul AABC este echilateral. Tn concluzie,

are loc inegalitatea H(h +r,) < —(4R +r1)%

cyc

Metoda 5. Folosim lema: IZ <rr. Tn continuare folosim inegalitatea h, <I_,lema, inegalitatea lui
2
Cauchy-Schwarz si inegalitatea lui Blundon-Gerretsen p2 < M
2(2R—-r)
[Tt +r) <10+ <TTGmE +1) =TT +Ja ) < TV + o +1),
cyc cyc cyc cyc cyc
4R R(4R+r)* 2R2(4R+r)2
h,+r,) < L+r)(r+r r+r)=4Rp° < . Este
[T+ <TG )G +0) = [T0 +5) = 4R0" < p* <=0 s T
. 2R? (4R+r)

suficient sa  demonstram  inegalitatea

R (4R+r) .Rezulta 3R <4R-72r,

R > 2r, adevarat inegalitatea lui Euler. Egalitate are loc dacé trlunghlul AABC este echilateral. Tn concluzie,

are loc inegalitatea H(h +r,) < —(4R +1)%

cyc

Metoda 6.Aplicdm inegalitatea mediilor M, <M,si inegalitatea lui Gerretsen.

2 2
h+S'r p°+r°+4Rr
2+, AR AR? L ARr+3r%+ 12 +4Rr +8R2 + 2Rr

h+r)<(2&—9 )< 2R i< °
l;c[( )< () = 3 ) <( R )
2 2 2 2\2
H(ha +r,) < (12R +10Rr +4r ) = (6R +5Rr3+ 2r) . Este suficient s3 demonstram inegalitatea
o 6R 27R
2
(6R +§$|;3+ 2r'y’ < ? (4R +1)?.Din inegalitatea lui Euler R > 2r, rezulta ? = X > 2 si inegalitatea

devine 36X (4x+1)* > (6x* +5x + 2)°. Mai intai demonstrim inegalitatea

2
(ax+1)2 > 206X “;SX 2) (9)x> 2. Rezults 64x% +32x+4 > 54x2 + 45% +18, 10x% ~13x—14 >0,

(x—2)(10x+7) >0, adevarat (V)x > 2deoarece X—2 >0 si 10x+7 > 0. Apoi demonstram

2 2 2
inegalitatea 36x* > 4(6x +95X+2) , (V)X > 2.Rezulti 6x° > 2(6x +35X+ 2) , 18x* >12x* +10x +4,
6x° —10x—4>0, (x—2)(6x+2) >0, adevarat (V)X > 2deoarece X —2 > 0 si 6X+2 > 0. Tnmultim cele
doua inegalitati si obtinem inegalitatea
9(6x* +5x+2) 4(6x° +5x+2)°

4 9

cerutd. 36x* (4x +1)* > = (6X* +5x+2)°. Egalitate are loc daca

4R
triunghiul AABC este echilateral. Tn concluzie, are loc megalltateaH(h +r,) < —(4R +r1)%

cyc

Metoda 7. Folosim lema H(ha+,—a): p*(p®+r?+2Rr)

lar apoi aplicam inegalitea lui Gerretsen.
oy 2R
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p*(p?+1° +2Rr) _ (4R*+4Rr+3r’)(AR*+4Rr+3r’ + I* + 2RN)

h,+r,)=
](;ch( a a) 2R 2R
2 2 2 2 2 2 2 2
H(haJrfa)S (4R“+4Rr+3r°)(4R°+6Rr+4r )=(4R +4Rr+3r°)(2R“+3Rr+2r ).Este suficient
oye 2R R
2 2 2 2
sa demonstram inegalitatea (4R7+4Rr+3r )REZR 3R 2r )S§(4R+r)2.Din inegalitatea lui

Euler R > 2r, rezulta % =X > 2si inegalitatea devine 4x*(4x+1)" >3(4x* +4x+3)(2x* +3x+2). Mai

intai demonstram inegalitatea (Ax+1)? > 3(4x* +4x+3), (V)X > 2.Rezulta
16X° +8x+1>12x" +12x+9, 4x* —4x—-8>0, (x—2)(4x+4) > 0,adevarat
(V)x > 2deoarecex—2>0 si 4x+4>0. Apoi demonstram

inegalitatea 4x* > 2x* +3x+2, (V)X > 2. Rezulta
2x% —3x—22>0, (x—2)(2x+1) >0, adevarat (V)X > 2deoarece X —2 >0 si 2x+1> 0.Tnmultim cele doua
inegalititi si obtinem inegalitatea cerutd 4x°(4x+1)° >3(4x* +4x+3)(2x* +3x+ 2). Egalitate are loc daci

triunghiul AABCeste echilateral. Tn concluzie, are loc inegalitatea H(ha+ra)s§(4R+r)2.

cyc
Metoda 8.
Demonstram inegalitatea H (h,+r)< H (r, +r.). Rezulta

cyc cyc

2 2 2
[T, +r)= p"(p +2rR+2Rr)§H(rb+rc):4Rp2, p® +r°+2Rr <8R?, p* <8R*—-2Rr—r*.Aplic
cyc cyc

2

am inegalitatea lui Mitrinovic, p < Rezultda p* < . Este suficient sa aratim ca

27R?

<8R*-2Rr—r’.Rezulti 32R* —8Rr —4r? > 27R?, 5R*—8Rr —4r’ >0, (R-2r)(5R+2r) >0,

adevarat, deoarece din inegalitatea lui Euler, R > 2r deci R—2r >0si 5R+2r >0.

2 Qry (4R+r1)°
Folosim inegalitatea (» X)* >3) xy.Rezulta 1< —& =
5> OIS

cyc

. Inmultim cele doua

2
inegalitati H (h,+r)< Mz—ir) -4Rp® = % (4R+r)?. Egalitate are loc daca triunghiul AABC este
Y

cyc

. N . . . 4R
echilateral. Tn concluzie, are loc inegalitatea | [ (h, +1,) < ?(4R +1)2.

cyc

Metoda 9 si Generalizare.

: 4R
Generalizare. Sa se demonstreze inegalitatea (Ah, + ur,)(Ah, + ur ) )(Ah, + ur)) < 3 (4R+1)* pentru

orice A, u>0cu A+u=2.

Folosim lema Z h, <4R+r si inegalitatea ~ mediilor M, <M,. Rezulta

cyc

ALNHHLE g 4R A+ m)(@R B4R+ 1)’
H(ﬂ’ha+ﬂra)£( cyc 3 cyc )3§[ ( +r);ﬂ( +r)]3:[( +/Ll); +r)]3: ( Z;_r) )
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8(4R+ r)
27
inegalitatea lui Euler Egalitate are loc daca triunghiul AABC este echllateral Tn concluzie, are loc inegalitatea

[J4h, +,ur)<—(4R+r) Pentru A= g =1obtinem [ J(h, +r)<—(4R+r)

cyc cyc
Bibliografie.
[1]“Romanian Mathematical Magazin”, Daniel Sitaru.

[2],.Inegalitati cu linii importante in triunghi”. Marin Chirciu. Editura Paralela 45.
[3],.Inegalitati geometrice”, vol 1-2.Marin Chirciu. Editura Paralela 45.
[4],.Inegalitati trigonometrice”, vol 1-2.Marin Chirciu. Editura Paralela 45.

Este suficient sa aratim ca (4R +1)°.Rezulti8R + 2r <9R, R > 2r, adevirat

profesor C.N.P. ”’D.P.Perpessicius”, Briila

About some problems from

Mathematical Reflections 1/2023
Marin Chirciu , Pitesti

J614. If a,b,c>0,abc=1then Z a > a+b+c . Mircea Becheanu, Canada

\/1+bc(b+c) V3

a >a+b+c a >a+b+c

c(b+c) 3 QZ\/ b+c J3

Solution: Wee have
z \/1+ b

a

a+b+c (a+b+c)va+b+c
> avaz :
<:>Z\/a+b+c 3 = Yava NG

We were considering the function f :(0,0) > R, f (x) = XVX .

We have f (x) = x%, f'(x) :§x%, f"(x) _3 lx_21 Because f"(x) _ 3
2 4x

2 2
function. Using Jensen-s inequality we get:

f(a)+f(b)+ f(c)23f(a+g+cj<:> a a+bJB+cJEz3-a+:+C /a+2+c &
- Za\/az(a+b+c\)/§\/a+b+c |

Remark._The problem can develop.

>0 = f isaconvex

Equality occurs if and only ifa=b=c=1.

If a,b,c>0,abc=1andneN,n>2 then Z a > a+b+c Marin Chirciu
Q/1+bc(b+c) 3
. a a+b+c a a+b+c
Solution: Wee have > =
ZQ/1+bc(b+c) 3 Z\/ b+rc 3
a

a+b+c Z\/_ a+b+c)\”/a+b+c.

>
Z\/a+b+c
We were considering the function f : ( ,oo)—)R,f(X)=XQ/;.

n+l +1 1 =2
”f” A+ 2y,
n () n I‘IX

&

n+l

We have f (x)=x", f'(x)=
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n+1 . . .
Because f"(x) :—x " >0 = fisaconvex function. Using Jensen-s inequality we get:
n?

f(a)+ f(b)+ f(c)>3f (‘”2*0) o aQ/5+bQ/B+cQ/523-a+:+Cn/a+g+c o

a+b+c)Ya+b+c : : .
<:>Za2/52( i +Q)/§ TO*C  Equality occurs if and only ifa=b=c=1.
2
J615. In AABC MM 2a_+he . Nguyen Viet Hung, Vietnam

(m,+m.)°" " 8a*+(b+c)’

2 2 2 2 2
. m:+m? _ 4a“+b“+c
Solution: Lemma InAABC b ¢ >

m,m, 2a* +bc
2 22 2 12, (2
Proof. Using m? _ 20726 A e have m; +m? :Wand 4mm, <2a*+bc =
2 2 2 2 2
— M+ M, 24a +2b *C with equality forb=c.
m,m. 2a° +bc
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Using Lemma T M > 42 +2b MM,y tb LRI PN
m,m, 2a” +bc m,m, 2a° +bc
2 2 2 2
m, +m 4a°+(b+c . . .
( b °) > 2( ) = M, M, < 28 +be > .Equality occurs if and only if b=c.
m,m. 2a’ +hbc (m,+m,)" 8a’+(b+c)
b+c) . .
J616. Ifa,b,c>0,a+b+c=3 then Z—3<3. Nguyen Viet Hung, Vietnam
a(b+c a(3-a)’
Solution: We haveZ—g)s3 SN Z(—?’)SB.
a+

L . x(3-x)* . .
We were considering the function f :(0,3) > R, f (x)= (—3) Using Tangent Line Method we
X+

Y 3 2 B
pve: 1= X5 1= BT y-a v
+ X+

The equation of the tangentin x,=1is: y—f(1)=f'(1)(x-1) < y-1= 41(X e y= _X4+5'

x(3—x)2 —X+5

We have f (x) == —><— & 4X° —23x? +34x-15<0 < (x—-1)° (4x-15)<0,
X+
2 X(3-X)" _—x+5
true because (x—1)" >0 and (4x—15)<0, for0< x <3. From s 572 ,0<x<3, we get:
X+
a(3-a)’ - -> a+l5 — : : .
> (3-3) <> ars_ L = 3+15=3.Equalltyoccurs ifand only ifa=b=c=1.
a+3 4 4 4
[l 1j2
)1
Remark._The problem can develop. _In AABC Z—g;. Marin Chirciu
r+r r
x(y+z)

Solutie: Lema. Ifx,y,z>0,x+y+z=3then > <3.

X+3
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See above. Using £+1+1:1<:>L+L+L=1<:>£+£+£:3,
b r r.r b r (SR A ¢
: - 3r 3r 3r
Wlthsubstltutlon(x,y,z)= —,—,— |we havex+y+z=3. Using Lema
r,nor

3r(3r 3r ’ 1 1 ’
3r 3r 3r r, + +7 1
for(x,y,z) = (r o jweget e o/ 3r > <3<r>z o _F'
r

a

Equality occurs if and only if triangle is equilateral.

a C

1 1
h, h, 1
Remark.  The problem can develop. In AABC Z—S_a'
r+h, 3r
Solutie: See above and i+hi+hi:l.
a b c

J617. AABC is equilateral if and only if 2(a’cos A+b’cosB+c’cosC)=,[3(a’ +b*+c*).
Mihaela Berindeanu, Romania

Solution: Lemma In AABC 2(azcosA+bzcosB+czcosC)s 3(a4+b4+c4).

Proof. 2> a’cosA<,[3) a‘ < 4(ZazcosA)2 <3y a‘.

2 2 _
Using ZazcosAzr(sp 8RR oRr-T )andZa = [ ( —6r? —8Rr)+r (4R+r)2]

the inequality is written:
r?(3p® ~8R? —6Rr —r?)’
R2
& 2r*(3p® —8R*—6Rr —r’ ) [ *(p*—6r®—8Rr)+r? (4R+r)2}c>
< 2r*(3p*—8R* —6Rr —r° )

Sz[pz( p*—6r° —8Rr )+ r2(4R+r)2} =

R?| p?(p?~6r*—8Rr)+r*(4R+1)" | =

p*(3R*—18r®)+ p*(—24R°r + 78R’r* + 72Rr’ +12r*) - r® (80R* +168R%r +125R°r* + 24Rr°® + 2r*) > 0
pz[s p*(R® —6r)+(—24R% +78R*r* + 72Rr’® +12r4)] >r?(80R" +168R°r +125R°r” + 24Rr’ +2r*).

We distinguish the cases:

Casel).lf(R2 —6r2) >0, using Gerretsen Inequality p® >16Rr —5r?, we get:

(16Rr —5r?)[ 3(16Rr —5r”)(R* —6r° )+ r(~24R* + 78R’r + 72Rr* +12r° ) | >
>r?(80R* +168R°r +101R*r* + 24Rr® + 2r") <

&> (16R—5r)| 3(16R—5r)(R® ~6r” )+ (~24R°+ 78R’r + T2Rr’ +12r°) | >
> (80R* +168R°r +101R°r* + 24Rr° + 2r") <

< 19R* +45R°r — 242R%r? +168Rr® —-32r* >0 <
& (R-2r)(19R*+83R°’r —76Rr’ +16r°) > 0 true Euler inequality R > 2r .

Case2).|f(R2 —6r2) <0, using Gerretsen Inequality p® > 4R? +4Rr +3r?, we get:
(16Rr—5r2)[3(4R2 +4Rr +3r?)(R?-6r?)+ r(—24R3+78R2r+72Rr2+12r3)]z
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> r2(80R4 +168R%r +101R?r? + 24Rr® +2r4) PN

(16R—5r)| 3(4R®+4Rr +3r*)(R*—6r° )+ r(~24R* + 78R’r + T2Rr* +12r° ) | >

> r(80R* +168R°r +101R’r* + 24Rr*+ 2r*) <

(16R—5r)(12R* ~12R°r +15R°r* —42r*) > r(80R* +168R°r +101R*r* + 24Rr° + 2r*) <
< 192R° —252R*r +300R%? — 75R?r® —672Rr* + 210r° >

>r(80R* +168R% +101R*r* + 24Rr® + 21" ) <

< 48R° —83R’r +33R%* —44R%r®* —174Rr* +52r° >0 &

< (R- 2r)(48R4 +13R%r +59R%r* + 74Rr?® - 26r4) >0 ,true Euler inequality R > 2r .
Equality occurs if and only if triangle is equilateral.

Using Lema we have: 2(a’cos A+b’cosB+c’cosC) <,/3(a* +b* +c*), with equality if and only if
triangle is equilateral. The conclusion is immediate.

2 p2 o2 4(a’+b*+c’
S615. In AABC & 42 +C—>¥—£.
bc ca ab ab+bc+ca R

a®+b®+c? >4(az+b2+02) 2r
abc  ab+bc+ca R’
Usinga®+b®+c®=2p(p?~3r*—6Rr),a’ +b*+¢’ =2(p’ ~r*—4Rr),ab+hc+ca= p’+r* +4Rr and

Titu Zvonaru, Romania

Solution: Wee have

abc =4Rrp, the inequality is written:

2p(p®-3r*~6Rr) N 8(p°~r’—4Rr) 2r  p?-3r’—6Rr 2r N 8(p*—r’—4Rr)
L

4Rrp T p*+rf+4Rr R 2Rr R pl+r’+4Rr
2402 8( p*>—r>—4Rr
o PHrZORry (Fl . )<:> p*+ p?(2r® —18Rr)+r*(40R* +14Rr +1°) >0, (*).
2Rr p +r°+4Rr
Lemma In AABC p4>2p2r(10R—r)—r2(4R+r)(16R+r).
Solution Using r, = % ibecomes equivalent:
1 1 1 p—a 1 2
22— — & _— — = — >— —a) &
azra ZRZraz Zaz' S 2R s Y sZ a’ 2R822(p )
p-a p_a
p a_ 2 . . _
Z abc (p-a) <:>Z >22 (p—a)’. With Ravi substitutions

a=y+z, b =Z+XC=X+VY,XY,2>0, mequallty becomes equivalent:

2 y+2 >22X QZ{ _ZXZ}ZOQZ LU Z)>0,(Schur

y+1z
Inequality extended).
Note. Because inequalitieS'

Za;lr > 21R e (1) si p*(p*+2r* =20Rr )+ 1 (4R+1)(16R+1) 20, (2)

are equivalent and inequality (1) is true , then (2) is true. We get (2)
& p?(p®+2r*=20Rr)+r°(4R+r)(16R+1)>0 <

& p*+p®(2r*=20Rr)+r°(4R+r)(16R+1)>0 <
p*(p*+2r* —20Rr )+ 1 (4R+r)(16R+1)2 0 <

X(x+Yy)(x+2z) X+Y)(x+2)

V+12
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< p*=2p°r(10R-r)—r?(4R+r)(16R+r).

Equality occurs if and only if triangle is equilateral.
Using Lemma to demonstrate inequality (*).
It is enough to show that:

2p%r (10R—r)—r®(4R+r)(16R+r1)+ p?(2r* ~18Rr )+ r*(40R* +14Rr +1%) 20 &

Lema

& p?(2r(10R—r)+2r* —18Rr)+r?(40R* +14Rr +r° —r* (4R +r)(16R+r)) <
< p*(2Rr)= r2(24R2 +6Rr) & p®>12Rr +3r?, wich result from Gerretsen-s Inequality:

p® >16Rr —5r7.

It remains to show that: 16Rr —5r? >12Rr +3r* <> R > 2r ,(Euler-s inequality).
Equality occurs if and only if triangle is equilateral.

0615. If a,b,c>0, a+b+c=3 then abc(§/§+§/5+$/5)£3. Tran Tien Manh, Vietham

Solution Using AM-GM we have: 3=a+b+c>33/abc = abc <1.
It is enough to show that: ¥/a + /b +%/c <3, wich result from Holder-s Inequality:

Ya+¥o+c=>Ya11<8>a->1.>1=%3.3.3=3.

Equality occurs if and only if a=b=c=1.
Remark. The problem can develop.

If a,b,c>0,a+b+c=3 then abc(Q/EH/BH/E)S& Marin Chirciu

Proof. Using AM-GM we have: 3=a+b+c>3%abc = abc<1.
It is enough to show that: Q/5+Q/B+Q/E£ 3, wich result from Holder-s Inequality:

Ya+tb+¥c=> fal..1< Ya-d1.-Y1= [3.3....3=3.
n-1 A T T

Equality occurs if and only if a=b=c=1.
Remark. The problem can develop

In AABCQ/B—T F F<3 ,neN,n>2. Marin Chirciu

Solutie. Lemma_Ifx,y,z>0,x+Yy+z=3then_ xyz(k‘/?ﬂ/?ﬂ/?)g&
Proof. Using AM-GM we have: 3=x+y+2>33/xyz = xyz<1.
It is enough to show that: Ux + QN+ %z <3, wich result from Holder-s Inequality:

Px+afly+8z =% [x1 1< Px-Y1....Y1=_[3.3....3=3.
RO W DR XD V) YA

Equality occurs if and only if x=y=2z=1.
Using1+1+£:EQL+L+L:1©£+£+£:3_
r, r, r.r r, L o

3r 3r 3r
R

ra
With substitution(x,y,z) = ( jwe have x+y+z =3.

Using Lemafor(x Y, z (3— sr 3—} et giﬂ(i/‘?:r+§/3—7+n ﬂ}33
rLnr rLori\r r, ‘\/ I,

27r nﬂ n3_r <3 gﬂi n£<rarbrC

rrbrc r. o or’
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SN R

27R? ,
2 - 2
Using Mitrinovic inequality p® < 27R —— Wwe get: p <-4 - SR = 3(%) (2).

o2~ 9r2  4r’
From (1) and (2) results/:+§/3—T §/3—7<3 5
[

Equality occurs if and only if triangle is equilateral.
Remark.
The problem can develop.

INAABC |oF + 2" n—rss(ﬂj,neN,nzz
a b C 2r
Solution.: See above andi+i+i:1.
- hy h h r

_ cos(sin(cosx))—l
U615. Evaluate lim .

e 2
i
2

Solution : The indeterminancy is of form%and we use Hospital rule.

Mircea Becheanu, Canada

cos(sin(cosx))-1 i —sin(sin(cosx))-cos(cos x)-(-sinx)

li N 5 N
=7 [x-T e z(x—nj
2 2

SIS0 (008)-008(008X)-(snx) _ - sinfSin(e0sx)

2(x-7) 7 ox-]
2 2

:“mnsin(sin(cisx)) :“msin(sin(cosx)) _ sin(cosx)_l‘“msin(cosx):
32 Z(X—Zj

: . |m =
ot sin(cosx) ot Z(X_ﬁj x> Z(X_T‘j
2 2

. sin(cosx) .. cosx . COSX . COSX 1. —sinx -1
=lim -lim =1-lim —_I ——=—lim—=—
oF  COSX il T oIof () ol (T s 1 2
2 2 2
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O alta generalizare a problemei L 222 din Recreatii Matematice 1/2012

de Gheorghe Ghita, Buzau
Articolul prezintd o generalizare a inegalitatii: Daca a,b,ce R*, si me [1;00) atunci
a[im+imj+b[i+imj+c( 1m iszml Recreayii Matematice-1/2013 de Dumitru
b™ ¢ c" a a" b (a+b+c)
M. Batinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu, Buzau, care, la randul ei, este o generalizare a problemei
L222: Pentru a, b, c numere reale pozitive, demonstrasi inegalitatea
1 1 1 1 1 1 18 .. . .
a| 5+ [+b| 5+ |[+¢| 5+ |2———. Recreasii Matematice-1/2012 de Florin
b ¢ c” a a b a+b+c
Stanescu, Gaesti.

Generalizarea este urmatoarea: Daca a,b,c)0; m)0, k,n>0, atunci

n n n n n n m—n—k+1
ak [b_+C_J+bk(C_m+a_mJ+ck [a—+b—]2Lmnk . Gheorghe Ghifa, Buzau
C a C

™o p" b™ a" ) (a+b+c)™
n n n~k KAn  MA-MG NAKRpkan n+k MA-MG
Solutie. Y ak(b_“g_mj:z—b‘: LU A LGP (LA
C a a a

(bc)n+k (abC)Z(n+k) (abc)n+k 6 MA MG 2. 3m—k—n+1
>2.3. [V =630 .4 .
a" (abc)" (abc)™ 3/(abc)m k-n (@a+b+c)" ™"

In prima inegalitate, egalitatea este realizati € b"c® = b*c”, c*aF = Fa® i
a*b* =a*b"e n=k sau a=b=c¢ n a doua inegalitate are loc
& be=ca = ab © a = b= c iarinatreiainegalitate a mediilor = a¢ =b = c.
Din generalizarea prezentata se obtin inegalitati cunoscute.
1. Pentru m=2,n=0k=1 sau pentru m=2,n= 1,k =0 se obtine inegalitatea din
problema L222 din Recreatii Matematice-1/2012 de Florin Stanescu, Gdesti.
2. Pentru m = 1,n =0,k = 1 se obtine inegalitatea din Recreatii Matematice-1/2013 de

Dumitru M. Batinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu, Buzau.
3. Pentru m=n=k=1> Ea(§+§)22[a+b+cj{=}
E rzl:bz +|::2:|

be

=2la+b+c) o alb?+ bl +cfa’>abela+ b+ ).

I"u'r

4. Pentruk=m=1ln=0saum=n=1k=0= E( )
=

— — = 1.1 3
5.Pentru:rn—1Jn—k—0=:~E(b+c)3E+b+ Sa+b+c %4_;4_;
6.Pentrum=2Jn=k=1=:~Ea(c%+b—z)—22 }6{:}2
7. Pentru m=n=k=§=? EJ—( ) 2l — ad == 2/3(at+ b+ c) &

ab+ b+ ca = J3abcla + b + ).
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Asupra unei inegalititi date la A.P.M.O, 2004

D.M.Batinetu-Giurgiu, Bucuresti,
Nicolae Papacu, Slobozia, lonel Tudor, Calugareni

La AP:O.M, 2004 a fost propusd de citre HOJOO LEE inegalitatea algebrica
(@ +2)(b* +2)(c* +2) >9(ab+bc+ca), Va,b,c)0, (H. L). O generalizare a acestei inegalititi a fost
datda de ARKADY M. ALT in Octogon Mathematical Magazine, Vol. 27, Nr. 1/Aprilie 2019, pag.

229:  Daci X,Y,z,t) 0, are loc inegalitatea (xz+t2)(y2+t2)(22+t2)2%t4(x+ y+12)°, (A.A)

Pentru t =+/2, inegalitatea ( A. A) devine (X +2)(y? +2)(z? +2) > %22(x+ y+12)° =

=3(X+y+2)?>3-3(Xy + Yz + 2X) = 9(Xy + Yz + 2X) , adici inegalitatea ( H. L)

Ne propunem noi generalizari ale inegalitatilor ( H. L) si (A. A)

1. Dacii a,b,x,y) 0 atunci: (a+x)(b*+y) > %~((a\/§+b\/§)2 + xy) (1)
Demonstratie: (1) < 4a%h® +4(a’y +b?x) +4xy > 3a’y +3b?x + 6ab,/xy +3xy <
(2ab—\xy)?* +(a\/y -b/x)?>0, evident si cu egalitate dacdi si numai daca

2ab =[xy, a/y =bJ/x.

Daca x =Yy =t2, ineg. (1) devine (a2 +t?)(b? +t?) z%t2 ((a+b)*+t?) 2)
din care pentru t =+/2, rezulta (a? +2)(b*+2) > 3((a+ b)? + 2) (3)
2) Dacii a,b,x,y) 0 atunci: (8> +x)(b? +y) > (a\/y +bv/x)? (4)

Demonstratie: (4) < a’b® +a%y +b?x+xy >a’y +b’x+ab/xy < (ab—\/ﬁ)2 >0

adevarat, cu egalitate dacd si numai daca ab = /xy .

Daci in (4) considerim x=y=t%) 0= (a’+t*)(b* +t*) >t*(a+b)’ 5),

din care pentru t =2 = (2% +2)(b> +t) > 2(a+b)? (6).

3) Daci a,b,c,x,y,z) 0 atunci: (a® +x)(b* + y)(c* +z) > §-(a\/y_Zer\/gﬁtc\/W)z (7)
Demonstratie: Tntr- adevar din (1) i din (4) rezulta:

(@2 +x)(b? + y)(c? +z)>— (ay +bVx) +xy) (@ +2) = = ((a\/_+b\/_)«/_+c\/_)
:%(a\/ﬁ+b\/§+c\/@). Dacid in (7) luim x=y=z=t>=
(a2+t2)(b2+t2)((:2+t2)2%(at2+bt2+ct2)=%t4(a+b+c)z > %t“(ab+bc+ca) (8)

Pentru t =~/2 n (8) obtinem: (a2 +2)(b*+2)(c* +2) >9(ab+bc+ca), adica ineg. (H. L)
Teorema 1.
Daci neN, n>2si t,a, €(0;,0), k= 1n atunci

(3’ +t)-(a) +1)-.o(a,” +1) [) ((a+a, +.ta,)’ +t) (%)

Demonstratie: Daca in (1) luam x =y =t obtinem
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(@ +t?)(b* +t%) > %t((a+b)2 +t). (9). Atunci, utilizand ineg. (9) in mod repetat obtinem:
[T+t =@ +t)@, +)-[]@’+t) = %t((a1+a2)2 +t)-[[@’+t)>
k=1 k=3 k=3

>

>>t. -t((a1+a2+a3)2+t)-ﬁ(ak2+t):Fj -tz((a1+a2+a3)2+t)'(a42+t)-1i[(ak2+t)2 .........

k=4 k=5

Slw
Alow

S

n-2 n-1
2(§j .t”‘2.%t((a1+a2+a3+...+an)2+t) (%) 1" ((a, +@, +a,+..+3,)° +t), rezultand

4
inegalitatea ( *).
Teorema 2.

Daci neN, n>3sit,a,a,,....,a, €(0;0) atunci

n-2
a’+t)-(a° +t).e(@, +t)2 31 a,+a,+...+a,) (¥
e )

Demonstratie: Conform inegalitatii (*) din teorema 1, avem succesiv:

n-1 n-2
H(ak2 +1)> G] A" ((a1 +a,+..+a )’ +t) (10) si atunci
k=1

n n-2 (5) n-2
[T+ > GJ "2 ((a +a, +..+a,,) +t)- (2 +1) 2 (%) "2 t(a +a,+..+a, )2, de aici
k=1

rezultand inegalitatea (**).

Daci in (**) luim n = 3, atunci (a12+t)-(a22+t)~(a32+t)2%t2~(a1+a2+a3)2 (11), 1n care

inlocuind a, = x)0, a, =Yy)0, a, =2)0, t=t*)0 rezulti inegalitatea (A. A).

Pentru a, =a)0, a, =b)0, a, =c)0, t=2,n inegalitatea ( 11), obtinem inegalitatea ( H. L)
Bibliografie:
[1]. Octogon Mathematical Magazine, Vol. 27, No.1, Aprili. 2019.

O demonstratie fara cuvinte pentru rafinarea unei inegalititi celebre

a2+b2+c22ab+bc+ca+%(ja—b|+|b—c|+|c—a|)2
de Dorin Marghidanu, Corabia
a2+b2+cz—ab—bc—ca=%((a—b)2+(b—c)2+(c—a)2)=
1 Bergstrom ]
= Zla—bf +p—cf* +c-a") "> ~<+(a-bl+lp—d+fe-alf -
=%-([a—b|+|b—c|+|c—a|)2

Observatie: a* +b? +c? 2ab+bc+ca+%(|a—b|+|b—c|+|c—a|)2 >ab+bc+ca

Deci, a®+b?>+c®>>ab+bc+ca+ %(|a —b|+|b—c|+|c- a|)2 este rafinarea celebrei inegalitatii

a’+b?+c?>ab+bc+ca.
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» Mai bine sa intelegi bine putin decat sa intelegi gresit tot.”
Anatole France
(1844- 1924)

KN Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. . a o A b . C
G:1118| a) Aflati fractia ™ care este de 4 ori mai mare decat fractia — . b) Care este fractia 3
a

avand ca valoare % din9 ? ¢) Precizati tipurile de fractii obtinute. Ion Stinescu, Smeeni, Buzau
c
2 2
Rezolvare:a)3:4~9, a :4,§:2=2;b)£:1~9, < :E:E—E.
b a \b b 1 d 9c¢c \d 9 d 3

¢) Supraunitara (a), subunitara (b).

G:1119. Ce devine un dreptunghi cu mirimile L = lungime, 1 = litime, dacd verificd relatia

0,(4)-L+0,(3)-1=0,(3)-L+0,(4)-1 ? Ton Stinescu, Smeeni, Buzau
4L 3l L 4l

Rezolvare: ? +% = %4‘5 = 4L -3L=41-3l = L =1, asadar, devine un patrat.

G:1120. Demonstrati ca dacd numerele naturale a, b, ¢ verifica egalitatea 4a+23b=19c, atunci

numirul (a+b)(b+c)(c+a) se divide cu 874. Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare: Din 4a+23b=19c |+19a = 23a+23b=19c+19a < 23(a+b)=19(c+a). Deoarece 23 si
19 sunt prime intre ele, atunci rezulta 23|(C +a) si 19|(a +b). (@

Din 4a+23b =19c|+19b = 4a+42b =19(c +b) = 2(2a-+21b) =19(c+b) . Deoarece 2 si 19 sunt
prime intre ele, atunci rezulta 2 |(C +Db). 2)
Din (1) si (2) rezulta 2-19-23|(a+b) (b+c)(c+a) = 784|(a+b) (b+c)(c+a).

. Determinati numerele abcd, cu cifre distincte si b, c consecutive, pentru care
aa +b%+c?+d? =2022 Nicolae Iviischescu, Canada
Rezolvare:  Cel mai mare numar aa care se poate lua este pentru a = 4 deoarece 5_52 =3025 ) 2022.
Atunci, 44 +b* +c?+d? =2022 = b? +c?+d? =86 cu solutiile: b=1, c=2, d=9 si

b=6, c=7, d=1. Alte situatii nu mai pot aparea. ~ Asadar, abed e {4129; 4671} :

G:1122. Exista n,k e N* astfel incat 29" +1 si se dividd cu 29 —1. Cilina Doina Cristina, Craiova
Rezolvare: Fie n>2 Atunci 29"+1=M,+2, iar pentru k>2, 20 1= M,. Daca n = 1,

29" +1=30nu se poate divide cu 29 —1.
Daca k > 2, 29% —1)18, ceea ce inseamni cd nu existd N,k € N* ca sa aiba loc relatia din enunt.
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G:1123. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia 2(xy +Kky —1) = x+ Kk unde k este un

numar natural dat. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Avem din relatia din ipoteza ca (X+k)(2y—1) =2. Obtinem ca

(x+k;2y-1)e {(1;2),(2;1)} . Convine doar x=2-k e N« k €{0;1;2} si y=1. Asadar, solutia este
s={(2-k; 1)keN,ke{0;12}}.

G:1124| Calculati (xyzt + mnuv):5 daci xn+my =81 si zv+ut =125,

G:1124

Elena Irina Nedelcu, Craiova
10x+n+10m+y= 81|-100 {1000X +100n+1000m +100y = 8100
=

10z +v+10u+t =125 10z +v+10u +t =125

relatii si obtinem: (1000X+100y +10z +t) + (L000m+100n +10u + V) =8225 <> xyzt + mnuv = 8225
asadar, (ﬁ + mnuv) '5=8225:5=1645.

Rezolvare: { . Adunam cele doui

(G:1125 Restul impirtirii unui numér la 8 este egal cu 7, iar al impartirii la 9 este egal cu 3. Aflati
restul impartirii numérului la 72. Elena Irina Nedelcu, Craiova
Rezolvare:  Fie n numarul dat. Atunci, conform datelor problemei obtinem:

n=8c,+7/9 (9n=72c, +63
=
n=9c,+3[-8 |8n=72c,+24
lui nla 72 este 39.

. Scdzand relatiile se obtine n=72(c, —C,)+39 adica restul impartirii

G:1126|. Sa se arate ci numarulabc este divizibil cu 2, 9 si 11 stiind caabc =ab+bc+ca.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Din 100a+10b+c=11a+11b+11c, reducdnd termenii, se obtine 89a=b+10c, sau 89a = cb.
Obtinem a = 1, ch =89, deci abc = 198, care este divizibil cu 2, 9 si 11.

G:1127|. Se considera suma S =3+7+11+15+......+4039+4043. Aritati ci numirul S = este

patrat perfect. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Marim cu 1 fiecare termen al sumei S si atunci obtinem

B+D)+(7+)+(@1+1)+@A5+D) +......+(4039+1)+ (4043+1) = 4+8+12+16+......+ 4040+ 4044
=4(1+2+3+4+....+1011). Asadar, S=4(1+2+3+4+...+1011)-1011-1=

1011-1012 S 1011-2023

=4.———-1011= 1011-2024-1011=1011-2023. = =289=17" ,c.ctd.
2 7077 7-1011

= Clasa a VI-a

(G:1128|. Fie N un numar format din cifrele 2, 3, 7 si 9. Fiecare cifri apare de 43 de ori. Poate fi N
patrat perfect? Catilina Stan, Craiova
Rezolvare: Cum suma cifrelor lui N este egald cu 43-(2+3+7+9)=43-21 care este divizibila cu 3 dar
nu este divizibila cu 9 atunci N nu poate fi patrat perfect.

G:1129. Rezolvati ecuatia x—(%+l+ ....... ! j L

+ = .
6 2021-2022 ) 2022

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
1 1 11 11 1 1 1

Rezolvare: x=i+i+ ....... + + =t ———+...... + — + =1.
. 2-3 2021-2022 2022 1 2 2 3 2021 2022 2022

G:1130. Existi numerele intregi x si y astfel incat 9x* — y* + 6y = 2023?
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elevi Carina Viespescu, Rares Tudorascu, Craiova
Rezolvare: 9x* +6Yy = y*+2023 , 2023 da restul 1 la impirtirea cu 3 rezulta y* trebuie si dea restul 2 la
impartirea cu 3 ceea ce e fals. Asadar, nu exista.

G:1131. Demonstrati c¢i numirul A= [2(3) +3,(4)+4, (2)] . [2, 3(4) +3,4(2) +4, 2(3)] este pitrat

perfect. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Din calcul direct obtinem

23-2 34-3 42-2||234-23 342-34 423-42 (21 31 38 (211 308 381)
A= + + . + + =l —F+—+— || —+—+—|=
9 9 9 90 90 90 9 9 9 90 90 90
90,900
9 90

G:1132. Sai se determine numirul solutiilor intregi ale ecuatiei pxy—x+ pky=p-+k unde k e Z si
p este un numaér natural prim. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Ecuatia datd se scrie X+K)(py-D)=p si atunci avem situatiile:

(x+k;py-1e {(p;l),(— p;-1), (1 p),(—l;—p)}cu rezultatele:
(x;y) e{(p—k;%),(—p—k;O),(l—k;pTH'),(—k —1;1_Tp)}. Cum p este prim si solutiile trebuie sa fie

intregi rezultd pentru p=2 solutiile sunt de forma (2—Kk;1), (—2—k;0) cu k € Z iar pentru p >3 solutia are
forma (—p—k;0), cukeZ.

G:1133. Si se arate cd numirul 111....1 este divizor al numéirului N =111....122....2.
— —_—
2022 de 1 2022 de 1 2022
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare: Numirul n se scrie succesiv:
n=111....122...2=111....1000...0+ 222...2 =111....1-10°% + 2.111....1= 111....1-(102022 + 2) , deci
—_— Yt Y Y~ —_— Y
2022 de 1 2022 2022 de 1 2022 2022 de 2 2022 de 1 2022 de 1 2022 de 1
n:111....1 .
%/_J

2022 de 1

G:1134|. Aritati ca numarul N =111....122....2 se scrie ca produs a doud numere consecutive.
— ) —
2022 de 1 2022
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare: Cum 107 +2 =3+ (102022 —1) =3+9-111....1 rezulti
[———

2022 de 1

2022 de 3

n :lll....l-(3+9-lll....l] =333...3+3%-111..1° = 333....3-(1+ 333....3} care este un produs de doud
— — — — — —

2022 de 1 2022 de 3 2022 de 1 2022 de 3

numere consecutive

2022 de 1

G:1135. 1n triunghiul AABC isoscel cu AB=AC , M este g~
mijlocul lui [AC], N este mijlocul lui [AB], D este simetricul

lui B fata de M, iar E este simetricul lui C fata de N. Aritati ca
E, A, D sunt coliniare.
Ion Stiinescu, Smeeni, Buziu /.
Rezolvare: B

C

Patrulaterele BCDA si BCAE sunt paralelograme deoarece
diagonalele se injumatatesc, atunci AD || BC, AE||BC si cum prin A se poate duce o singurd paralela la
BC rezulta ca E, A, D sunt coliniare.
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. in triunghiul ABC se consideri punctul I, centrul cercului fnscris in triunghi. Stiind ci
masurile unghiurilor AIB, BIC, respectiv AIC sunt exprimate prin numere naturale consecutive, sa se
determine masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Punctul | este, evident, intersectia bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC. Din triunghiul

<A+ <rB) _180° 180° —m(<xC) m(<C)
2

AIB, avem m(<AIB)=180° —m( =90° + si analoagele,

m(<xB)

m(<BIC) =90° +

@, m(«AIC) =90° +

A B .
Pentru simplitatea calculelor, notam X=90+ %, X+1=90+ E, X+2=90+ E . Atunci,

AIB+BIC + AIC =360= X+ X+1+Xx+2=360= x=1109.
Prin tnlocuire, obtinem, m(<«C) =58°, m(<tA) =60°, m(<xB) =62".

= Clasa a VII-a

G:1137. Si se arate ci existi un numar natural n , astfel incat numirul 2%° +2°% £ 2" g3 fie
pitrat perfect. lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu

2
Rezolvare:  Numdrul 27° +27% 42" = (209} 4 2.21%%. 101 4. 27022 1 (20 - 272 ) =

2
(21009 + 21011) + (2” — 22022) este patrat perfect dacd 2" —2%%%? =0 adici in cazul n = 2022.

G:1138| Aritati ci existid X,y €7 astfel incat (a°—a*+1)-(b°—b* +1) =x*+y?, abeZ
Corina lonescu, Gigi Zaharia, Craiova
Rezolvare: Folosind identitatea lui Lagrange (a° +b?)-(c*+d?) = (ac+bd)® + (bc—ad)? se obtine cerinta

dinenunt. (a®—a*+1)-(b° -b*+1) =[ (@' ~1)* +(a*)* |-[ (b* -1)* + (b*)* | =
=[@* -D0* ~D+a?] +[ (@' ~-b*~(b*~D-a’ ] , cctd

G:1139. Fie a,b,c € R. Aritati cii: a) Daci a° +ab+bc+ca ( 0 atunci a® ( b*+c?;
b) Daci b? +c®+ab+bc+ca ( 0 atunci a ) b® +c?;

Ilinca Sebastian, Parscoveni, Olt; Chirita Aurel, Slatina
Rezolvare:

a) a’+ab+bc+ca ( 0[2=2a*+2ab+2bc+2ca ( 0= a* £a2+(a+b+c)2 (b*+c’ = a® (b +c%

b) b*+c’+ab+bc+ca ( 0}2= (a+b+c)’+b*+c’—a” ( 0.

Cum a’<(a+b+c)’+a’ ( a®>-b*-c*+a’*= a’<2a’-b°-c*=b’+c* ( a°.

(G:1140. Aratiti cd existi numerele naturale a, b, ¢, nenule si distincte pentru care

a’+b® =c*+2023. Nicolae Iviischescu, Canada
Rezolvare:  Stim ca (3n—1)° +(4n—4)> —(5n—4)” = 2n+1 identitate care se demonstreazi relativ usor

utilizand formula (a—b)* =a® —2ab+b*.  Cum 2023=2-1011+1=>n=1011, deci
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(3-1011-1)2 + (4-1011— 4)? — (5-1011—4)? = 3032% + 4040% —5051% = 2023 rezulta ci putem considera
a=3032, b=4040, ¢c=5051 sau a=4040, b=3032, c=5051.

G:1141]. Calculati media aritmetica si media geometrici a numerelor a = \/ 21+12+/3 - \/ 31-123 si
b= \/31+ 12\/§ - \/21—12\/5. Codrut-Sorin Zmicala, Sighetu Marmatiei

Rezolvare: Avem

a=v9+123+12 —\J4-123+127  b=+/4+12J3+27 —\J9-123 +12

a=\/(3+2J§)2—\/(2—3J§)2 b:\/(2+3J§)2—\/(3—2J§)2
a:‘3+2\/§H2—3\/§‘ si b=‘2+3\/§H3—2\/§‘
a=3+2\3-(3/3-2) b=2+33-(23-3)
a=5-43 b=5++3.

Atunci ma:a%b:%ZS si m, =\/ﬁ=\/(5—\/§)(5+\/§):«/52_\/-2 _ 2.

G:1142. Determinati numerele prime m si n pentru care /n"* +y/m™* =629,
Cristian Catana, Bailesti, Dolj
Rezolvare: Trebuie ca n+2 si mt+3 sa fie pare, atunci pentru n=2 se obtine

Am™® =629 -4 = m"™* =58 = m="5.

40 - - -
G:1143. Aflati primele 36 de zecimale ale numirului (3«/5 - 26) . Sebastian Ilinca, Parscoveni, Olt

Rezolvare:

38 (%= (W) (%) () (i) () i

Pl 1024 ) \10°

=0,000...01
—_——

36 de 0

G:1144|. Siserezolvein ZxZ ecuatia x> +(p+1)X+0Qy+ p =Xy +0x+ Y, unde p si g sunt numere
prime diferite. Gheorghe Ghiti, Buzau

Rezolvare: Din ecuatia data rezulta

2
_ X O+ X+ px+p  X(X—q+D)+ p(x—q+D+ pq:x+p+ pq eZ= (x—q+1)[pg.
X—q+1 X—q+1 X—q+1
De aici se obtin situatiile: Xx—gq+1e {1; -1,0;-q; p;—P; pPq; — pq} . Rezulta:
(X'y)e{(q; pa+p+a), (A-2,—-pg+p-q+2), (29-L2p+2q-1), (-1-1), }
(p+a-12p+29-1),(-p+q-1L-1),(pa+q-1L pq+ p+q),(-pa+q-L-pq+ p+q-2)

(G:1145. Determinati numerele rationale a si b astfel incat

a| 3= 5(b+2)? =[5 - 43,

Simona Chirita, Craiova
Rezolvare: |a|\/§—|b+ 2|\/§ —4J3-2\5=
(Ja|-4)v3=(jb+2/-2)v/5= |a|-4=0 si |b+2/—2=0. Obtinem a=+4, b=0,b=—4.

(G:1146. Se considera 2 axe de numere, perpendiculare in O. Pe fiecare se deplaseazi uniform, in sens
pozitiv, cate un corp, unul cu viteza 4 cm /s, al doilea cu 3 cm /s. Notam cu A, C, pozitiile corpului cu
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viteza mare dupa 3, respectiv, 5 secunde. La fel, cu B, D, pozitiile corpului cu viteza mica, dupa aceleasi
intervale de timp. a) Aflati coordonatele mijloacelor pentru segmentele AB. CD. b) Dreptele AB, CD
sunt paralele ?

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: a) OA=v-t=4-3=12= A(12;0), OC =4-5=20=C(20;0), OB=3-3=9= B(0;9),

OD =3.5=15= D(0;15). Atunci, M (1250 O—ZQJ =M (6;4,5). Analog, N (10;7,5).

b) Cum E=g:>AB||CD
20 15

G:1147| Rezolvati triunghiul dreptunghic ABC cu m(<A)=90" si BC = 100, laturile au valori

numere naturale, iar unghiurile ascutite sunt direct proportionale cu catetele opuse.

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Consideram numerele 60, 80, 100 ca fiind lungimile laturilor. Atunci,
m(«C) m(«B) 90° ¢ _60-9° 270° o) _360°

AB AC 140 14:> ( ) 14 7 ( )

G:1148. in interiorul triunghiului echilateral ABC se consideri punctul P, apoi simetricele M, N si Q

ale lui P fata de laturile AB, BC, respectiv AC. Stiind ci PM+PN+PQ= 8+/3cm, si se afle aria
triunghiului ABC. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Miadalina Buliga, Bucuresti

Rezolvare: Notam cu a latura triunghiului ABC si cu hy, hy, respectiv hs distantele de la P la laturile AB, BC,
respectiv AC. Atunci PM+PN+PQ=2(hy+ ha+ ha)= =8+/3 = hy+ hao+ hs=4+/3 =h.

Utilizam proprietatea: suma distantelor de la un punct interior unui triunghi echilateral la laturile acestuia este
constantd, anume egala cu inaltimea triunghiului. In continuare, avem:

zﬁ_a-4d§
a*7y =

=>a=8, iar aria triunghiului este 16 \/§ cm@.

= Clasa a VIII-a

G:1149. Aritati ci oricare ar fi numirul natural n, numirul n° +3n° +3 nu este cub perfect.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Pentru n=0, evident 3 nu este cub perfect.

Pentru n>1, presupunem ci N° +3n° +3 este cub perfect, adica si n°(n® +3n® +3) ar fi cub perfect.
Dar n*(N®+3n*+3)=n’+3n°+3n’+1-1=(n*+1)° -1 nu este cub perfect deoarece doud numere
consecutive nu pot fi simultan cuburi perfecte, (n* +1)%fiind cub perfect.

(G:1150. Gospodarul uneste prestigiul profesional cu farmecul naturii. Anual respectd tiierea
coronara a pomilor. Aflati numarul pomilor din gradina sa, stiind ca este maximul expresiei

E =—4x*—4x+19. Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare: E =—4x*—4x+19=—(4x* +4x+1-20)=20—(2x+1)°.  Diferenta este maximi, cand
scazatorul este minim. Patratul minim este 0 iar maximul expresiei este 20.

G:1151]. Fie a,b,ceR cu a+b+c=Kk. Aflati cea mai mare valoare a expresiei ab+bc+2ac.
lulia Sanda, Calina Doina Cristina, Craiova
Rezolvare: ab+bc+2ac=b(a+c)+2ac=(k—(a+c))(a+c)+2ac=k(a+c)—(a+c)*+2ac=
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2 kz 2 2 kz k 2 k 2 2 2
=——+ka-a’——+kc-Cc*+—+—=——|a——| —| c—— | <—.Ceamai mare valoare este —
4 4 4 2 2 2 2

k
atinsd pentru & =C = E .

G:1152. Daci a,a,,....,a, sunt numere pozitive astfel incat a’+a,’+....+a,>=n aritati ci

L+ ! +ot ! 22. eleva Carina- Maria Viespescu, Craiova
a+l a,+1 a,+1 2
5 1 _5-a? .
Rezolvare: Demonstram relatia —12 g VaeR, cuegalitate pentrua=1.
a+
8>5a+5-a’-a’<a’+a’-5a+3>0« (a-1)*(a+3)=0,Vae[-3;). Atunci,
n-(a’+a’+..+a’ -
L+ ! + .ot 1 25 (@ +3, +..+ n)=5n n=4—n=E,c.c.t.d. Avem egalitate pentru
a+l a,+1 a,+1 8 8 8 2
a=a=..=4a,=1

G:1153. Daci a, b, ¢, d sunt direct proportionale cu patru numere naturale consecutive mai mari sau
a’+b®+c’

egale cu 13, si se calculeze[ P } , unde [X] reprezinti partea intreaga a numarului real x.

Gheorghe Ghita, Buzau
=k, neN, n>13. Atunci,

. . ..a_ b c d
Rezolvare: Din ipoteza scriem — = = =
n n+l n+2 n+3

a’+b’+c®  3n°+9n®+15n+9
d’ n®+9n®+27n+27

a=nk, b=(n+Dk, c=(n+2)k, d =(n+3)k. Obtinem:

3n*+9n? +15n+9
Pentru > 2 searatici N°=n-n>>13-n>=9n +4n-n>

n®+9n?+27n+27

3 3 3
a’+b’+c
}2.

>9n° +52n=9n*+39n+13n ) 9n*+39n+45.  Rezulti {T

G:1154|. Daca a,b,c ) 0 si n,k e N* atunci ab + be + ca < ! -(a+b+c)
na+kb nb+kc nc+ka n+k

Marin Chirciu, Pitesti
ab < ka-+nb

na+kb  (n+k)’

2 . ) . . A .
nk (a - b) >0, evident cu egalitate pentrua =b . Analog, se scrie pentru fiecare fractie si se insumeaza.

Rezolvare: Fie a,b,c ) 0 si n,k e N* . Folosim inegalitatea adevarati din relatia

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c.

. Fie a,b,ceN™*.

a) Ariitati ci ecuatia: x> +Yy” =2z are o infinitate de solutii numere naturale nenule.

b) Aritati ci ecuatia: X* +Yy° +2z° =3t are o infinitate de solutii numere naturale nenule.
Generalizare. Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare:

a) Fie z=keN*. Atunci, x=Kk” si y=k?* sunt solutii.
b) Fie t=k e N*. Atunci, x=k> , y=k* si z=k®suntsolutii.
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Generalizare: Daca a,,a,,.....,a, € N* suntdate (n>2), ecuatia X, + X, +....+ x,™ =ny**-* are 0
infinitate de solutii in N*. Tntr-adevir, daci y=k eN* si p=a,-a,-....-a atunci solutiile vor fi
p p p

X, :k‘;l,x2 :ke‘j,....,xn :kg,

(G:1156.. Suma tuturor muchiilor a doua cuburi este 192 cm si suma ariilor totale este de 816 cm?.
Calculati volumul fiecérui cub. Nicolae Ivischescu, Canada
Rezolvare:

Fie a si b dimensiunile muchiilor cu a)b. Suma muchiilor este 12 a + 12b = 192 iar suma ariilor este
6a’ +6b* =816 adici 6(a’ +b’) =816 =a’ +b* =136.
Cum 12(a+b)=192=a+b=16=a=16—b, atunci prin Tnlocuire n relatia de mai sus rezulta
(16 —b)* +b? =136 cu solutiile b, =10 si b, =6. Atunci, 8 =6 si a, =10.Cum a ) b=>a =10, b=6
iar volumele celor doud cuburi sunt: V, =10° =1000 cm® si V, = 6° = 216 cm®.

G:1157. Se consideri tetraedrul regulat VABC, V = varf. O furnica pleaca din A si ajunge in V,
mergand pe 2 fete care nu includ muchia AV, pe drumul cel mai scurt. Aflati mésura unghiului diedru

al celor 2 fete. Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare:

VO L (ABC) . Furnica merge pe traseul AM, MV unde M este mijlocul lui [BC]. Unghiul plan al
diedrului este <(VMO) .Daca AB = a atunci
VM :a_«/§, oM :ﬁ, cos(\/MO):%:ljm@:VMO):amcosl.

2 6 VM 3 3

G:1158. Piramida patrulatera SABCD are toate muchiile congruente intre ele. Daci M si N sunt

mijloacele muchiilor AB, respectiv SB si aria patrulaterului SAMN este egala cu 12 \/§ cm?, sa se afle

suma tuturor muchiilor piramidei.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

ANMB - 1

Rezolvare: [MN] este linie mijlocie in triunghiul SAB si '\:—g =% , atunci — . Cum

SAB
Asavn=12 V3 cm?, rezulta Asap=16 /3 cm2. Din formula ariei triunghiului echilateral, se deduce SA=8 cm,
iar suma ceruta este 64 cm.

» Clasa a IX-a

L:950. Fie neN, n>2 si numerele strict pozitive X;,X,,.....,X, care verifici inegalitatea

n

1 1 1 L. (11 1 1 1 1 ) =
—+—+.+—2X+X+...+X,. Ardtaticda | —+—+..+— || 5 +—F5+...+—5 |2N". Incecaz

X1 X2 Xn Xl X2 Xn Xl X2 Xn
avem egalitate? Radu Nicolae, Tigae Alina, Craiova
Rezolvare: Utilizand inegalitatea lui Titu Andreescu se obtine:
2
1 1 1 1 1 1
L1 L 2 = —+X—+...+X—
IR L S W, S G B L=
X, X X 1 1 1 1 1 1
? " 3 3 3 st sttt 3
XX X, R X,
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1 1 1 1 1

1 - . . . ,
— +—+...+—5 =2—+—+...+— care inmultita cu inegalitatea din enunt ne da:

XX X, XX X

1 1 1 1 1 1 1 1 1
[—+—+...+—j-(—3+—3+...+—3J2(x1+x2 +ot xn)-(—+—+...+—J2 n’.

XX X, )\ % X, XX X,

Tn ultima inegalitate avem egalitate pentru X, =X, =.....= X, =X)0 si revenind la inegalitatea din enunt
avem x<1.
L:951] Sa se rezolve in R, ecuatia 9x? —1923/9x* +1024=0. lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare:

Ecuatia datd se scrie 9x° +2° +2° =3.3/9x?-2°-2° . Conform inegalitatii mediilor putem scrie:
2 9 9 9

w >3/9x%-2°.2° cu egalitate pentru 9x° =2°)0= x* = % =X, = ilG;/E :

Altfel. Notand t =3/9x* >0, Vx € R, ecuatia devine

t* -192t +1024 =0 < (t—8)° - (t +16) =0 =t = 8)0, etc.

L:952 Fie peN*.Si se arate ci ecuatiile x>+ y**** =z* si x* + y*?"? =2 au fiecare o infinitate de
solutii numere naturale nenule. Emil C. Popa, Sibiu

Rezolvare:

20(n2 1\ P 2p (a2 2
Consideram identitatea {%} +n*rr? :{M

> } , he N*. Este cunoscut faptul ca

o n?+1
ecuatia

=m® < n*—2m* = —1( ecuatia lui Pell, negativi) are o infinitate de solutii numere naturale

n’?(n* -1)

> eN* neN* n=z1l rezultd ca tripleta

nenule. Cum

2p
n“"(n° -1 . . . . . .
(x,Y, z):(%, n, np-m]verlﬁcé prima  ecuatie  din  enunt. Apoi ecuatia

n®-1

2
n*"(n*+1)
2

=0° < n*-2q% =1 ( ecuatie Pell pozitivd) are o infinitate de solutii numere naturale nenule. Cum

2p
. n“+1
e N*, rezulta ca tripleta (X, Y,2) = [np -q,n ,%j, N e N* verifica a doua ecuatie din enunt.

<Z a’x+abc -
>at \/(a2x+b2)(a2x+cz) -

Gheorghe Ghiti, Buzau

L:953. Fie a,b,c,X,y,2)0. Si se demonstreze inegalitatea a

Rezolvare: Se utilizeaza inegalitatea mediilor
a’x +abc S a’x +abc _Ya 2a’x +2bc > a. e _ e Z 12
\/(a2x+b2)(a2x+c2) ~~afx+b’ +afx+c? 2a°x+b*+c* b? +c?
2

2
deoarece 2;’:1 X+22b022 22bC2<:>(b—C)220.
2a°x+b°+c” b°+c

2
Utilizam inegalitatea lui Bergstrom: 2abcz 21 > > 2abc J dabe

+C ZZazzz a?
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3 c-§ 3
a’x+abc - Z a’x+abc :Za-
J@x+b?)(@x+c?) av/x-av/x +bc
Daci a,0,c>0,a+b+c=3¢ 0<A <2, atunci & + b” + ¢ 3
— R LA a*+a+d b*+b+1 ct4c+d A+2]
Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare: ( clasa a XI-a)
2 VL 2
Fie f:(0,0) >R f(X)=— X .Avemf(1)=i, f’(x):LJrz};X,f’(l): 2h >
X*+X+A A+2 (x3+x+k) (A+2)

2 _2x+2-2

Ecuatia tangentei Tn punctul X, =1este y — = X &Y=
K 2 (nr2) (h+2)

2AX+2—A

(}L+2)2

X" +(2-0)X° = (A* + 20+ 4) %P+ (207 = A+ 2)x- 12+ 2020 <
(x—l)z[Mx2 +(3/1+2)x+ﬂ,(2—/1)]20, care rezultd din (x—1)" >0

Searatici: (*) f (X) < adica

cu egalitate pentru X =1si conditia din ipotezi0 <A < 2, care asiguré[Z/”Lx2 +(31+2)x+ (2 —/1)] >0.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt. Folosind (*) obtinem:
sy — & e~ 24a+2-4 _22) a+3(2-4) 22-3+3(2-4) 3(A+2) _
avatd  “ (1+2) (2+2) (2+2)  (2+2)
= 3 =RHS . Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c=1.
A+2
5 . 1 1 i o
L:955,. Daca x,y,z>0,x+y+z=3, atunci Z <—. Marin Chirciu, Pitesti

25x* —20x+91 32
Rezolvare: (clasaa Xl-a)

i 1 -10x+4 -6
Fie f:(0,3) >R f —Avemflz—,f'x: (1) = :
1 ) A+7—6X
Ecuatia tangentei Tn punctul X, =lestey ——— = Xx-l)oy=———
d P %= y A+1 (k+1)2( )=y (7L+1)2

1 k+7 6X
5x2 —4x+k (x+1)

Se aratd ci: f(X)= < 30%° — (51 +59) x> +(10A + 28) X +1-5L < 0 <

= (x—l)2 (30x+1-54)<0, deoarece 0 < x <3siA > % care asigurd(30x+1-51) <0,

cu egalitate pentru X =1. Folosind rezultatul de mai sus rezulta

Lema — 3(A+7)-6 X _ 3(1+7)-6-3
Hs=y_ 1 Ty ArIoOx_ 2x_3(+ -3 _RHs,
OX” —4xX+4 (2+1) (,1+1) (,1+1) A+1

. . . 91 . 1 1
Egalitatea are loc daca si numai daca X =y =z =1. PentruA = — obtinem Z <

25x2 —20x+91~ 32’

L:956, Determinati (sina —cosa)-(sin S —cos £)in functie de a=sin(c+ B) si b=cos(a—f).
Mihaela Stancele, Craiova

Rezolvare: (sina—cosa)-(sin B—cos ) =sinasin f+cosa cos § —(sin a:cos S +sin Bcos ) =

cos(a— ) —sin(a+ ) =b—a.
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L:957. Sa se arate ca in triunghiul ascutitunghic ABC are loc relatia:
3R(s* —r*—4Rr) > (R+r)(r* +4Rr +s%). Florica Anastase, Lehliu — Gara

. o1 1 1 -
Rezolvare: Presupunem ¢ a >b >c, atunci cos A<cosB <cosC si —— < < . Aplicand

sinA sinB sinC
inegalitatea lui Cebasev, obtinem:

2 2
m—ctgA+cth+cth> (cosA+cosB+cosC) ! + ! + _l >
4F sinA sinB sinC
2R 2R 2R ab+bc+ac
-1a —)( R 2R j> (R+ )[—j
3 b c abc
) r . a b c
S-au folosit formulele: cos A+cosB+cosC =1+ — si = = =2R

R~ sinA sinB sinC
De asemenea, cunoastem ca a°+b” +c? =2(s* —r’> —4Rr) si ab+bc+ac=r’+4Rr +s?, atunci,

2 2 2 2
%2%(R+r)w® 3R(s*—r’—4Rr)z (R+r)(r’ +4Rr +s%).
Alti solutie: ( Titu Zvonaru). a® +b*+c* =2(s* —r* —4Rr)si ab+bc+ca=s’+r° +4Rr . Deoarece
- R+r
a’+b*+c® >ab+bc+ca, este suficient sa aratim ci g >2T SR> or.

L:958. Aratati c¢i in orice triunghi ascutit unghic ABC, existi inegalitatea:

2 2 2
[1+ % - cthA] ~ [1+ % : ctngJ : (1+ % : cthC] >3, D.M. Bitinetu- Giurgiu, Bucuresti

a b c

Rezolvare:
. . 2 2 2 3 2 ~
Se foloseste inegalitatea (1+ X )-(1+ y )~(1+ z ) > Z(X +Yy+12)°, VX, Y,2)0 (Arkady Alt) in care se

- a b C :
considera notatiile: X = P CtgA, y= " ctgB, z= " ctgC, astfel ca se obtine
b c

2 2
H [1+%-ctg2AJ2%-(ZE—-CtgAJ (D). Din ( 1) si identitatea Iui C. lonescu — Bujor:

cyc a cyc a

a . . .
Z— -CtgA = 2, se obtine cerinta din enunt.

cye 'l

L:959. Fie ABC un triunghi oarecare de laturia,b,c. Notim cu m_, S, lungimile medianei , respectiv

. . m.m m,m,
simedianei corespunzitoare laturii a, etc . Fie multimea A:{\/ ab ,\/ b J < a}

S.S, | SS. \ SSa
a+b)(b+c)(c+a .
Demonstrati ca max A> ( X X ) >min A Vasile Jigliu, Arad
8abc .
... m  b*+c? 5 s 5
Rezolvare: a) Utilizam — = e’ etc (1) .Sa demonstram urmatoarea :
S C

Lemi : Cu notatiile de mai sus are loc : MaMy | MM | MMy (a+b) (b-zc) (c+a)” 2)

.S, S5, S.S, 64a’b’c’

Intr-adevar , cu formulele (1) avem : (2) < 162 ab(a’® +c?)(b*+c®) =3(a+b)*(b+c)’(c+a)> (3)
Cu substitutiile x=p—a,y=p—-b,z=p—-c  (3) devine echivalenta cu :

16> (Y +2)(X+ 2)((Y +2)% + (X + Y)?)(X+2)* + (X + ¥)*) 2 32X+ Y + 2)* (X + 2y + 2)* (X + Y + 22)°
care devine, dupa efectuarea calculelor , echivalenta cu :
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4% x°+28> X’y +28)> x°z+9)_ x4y’ +9>° x'z° +42) xtyz >
14y X3y’ +42) Xy*z+42)° x3yz° +66x%y?z>
Aceasta rezulta din insumarea urmatoarelor inegalitati , consecinte imediate ale lemei lui Muirhead :
43 x° =4 xCy® ;10> x°y 210> x°y? ;18D x°y 218> x%y?z ; 24) x°z224) x°y’z ;
42> x'yz 2 423" Cyz? ;4 Xy +9> x'y? +9> x'z% > 66x7y*z?

2 2 2
Din lema rezulta : 3max{mamb , My M , MM, > M, M, + My Me + MM, >3 (a+b) (b-lz-Cz) 2(C +a)
.S, S,S. S5, s.;S, S5, S.S, 64a’b’c

si de aici si prima inegalitate din enuntul problemei .
b ) Putem presupune ci laturile triunghiului verifica c>b>a (4)

(a+b)(b+c)(c+a)  [m,m,
8abc “\ s.s,
Cu formulele (1), (5) < (a+b)*(b+c)’(c+a)*> >16ac(a” +b*)(b* +¢?) , fapt care , tindnd cont de (4) ,

rezultd imediat din identitatea

(a+b)*(b+c)’(c+a)’ —16ac(a’ +b?)(b> +c®) =[D_a(b—c)*]* +16ac(c —b)(b—a)(b® +ac) > 0

®)

E suficient sa demonstram ca in aceste conditii are loc :

L:960. Aritati ci in orice triunghi AABC ascutitunghic cu notatiile corespunzitoare, avem:
or r AB BC CA <7r”+3(n—1)

_.3_<

+ + <
7R V4R  A+B B+C C+A 2n
<A, <B,<«C.

, VNe N*, unde A, B, C sunt misurile unghiurilor

Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:

N BC N CA _3(n—1)<A”+B”+Cn
A+B B+C C+A 2n 2n
AB <A +B
A+B 4
Pentru N> 2. avem: Z AB _3(n—1)S A+B+C_3(n—1)S A"+B"+C

5 A+B 2n 2 2n 2n
()< A +B"+C"2n(A+B+C)-3n-D < Y. (A"-nA+(n-1))>0<
cyc
> (A=) -n(A-1)) =D (A-1)(A™ + A"? + ..+ A+1-n)=
cyc cyc
:Z:(A—:I.)Z(An_2 +2A"° 4 3A™ +....+(n—2)A+(n—1))20, adevarata pentru orice N> 2.
cyc

Altfel, se putea folosi pentru (*) relatia A" +n—1= A" +1+1+...+1>nA.

,VneN*, (1)

Se demonstreaza mai intai relatia

< (A-B)? >0 si insumarea cu analoagele.

Pentru n =1 relatia (1) este adevarata din

unde

Relatia (1) se rescrie astfel:
AB N BC N CA _3(n—1)SA +B"+C S(A+B+C) :72'_, neN. @
A+B B+C C+A 2n 2n 2n 2n

Aplicand inegalitatea mediilor si inegalitatea X ) SinX, VX e (O;Ej avem

2

HsinA
AB  BC  CA .. A’B°C’ 13§ Lo _2.3/5_2_1.3/5_2
A+B B+C C+A ~\(A+B)B+C)C+A) e 7 V4R"  zR V4R~

Folosind inegalitatea S* >27r*, avem:
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Z AB  3(n-1) ) ﬂ-SL_S(n—l) 3
<~ A+B 2n 7R \/4R 2n

Din (2) si (3), rezulta ﬂ-SL—3(n_l) { AB + BC + CA 3(n 1)
7R V4R 2n A+B B+C C+A 2n 2n

, c.c.t.d..

= Clasa a X-a

2 2 2
. . A XY 42 X
L:961]. Fie X,y,ze R, astfel incat y—sZ.Arﬁtaﬁ ca —+y+2z<21.
X+2y+4z 2

eleva Carina- Maria Viespescu, Craiova
Rezolvare:

X+ Y +2° <2X+4y+87 & X —2x+Yy* —4y+7°-82<0 <
<:>(x—1)2+(y—2)2+(z—4)2312+22+42:>a2+b2+02§21 (1)  unde

X—1=a, y—2=Db, z—4=c .Trebuie s ardtam ca g+ y+22 SZl@aTH'+b+2+2(C+4)£21

a+1+2(b +22) +4(x+4) < 21. Folosim relatia (1) si inegalitatea C-B-S, rezulta:

(@%+b* +¢)(1® +2° +4°) > (a+2b+4c)*. Dar (8°+b° +¢?)(1 +2° +4%)<21.21= 21> a+2b+4c.

IL:962 Fie z_i Determinati acR astfel incat zeR.

Constantin Dinu, Buziu
a+(a+di

1-/3
Rezolvare: ZeR <> Imz=0< a+a\/§+1:0:a:—\/_.
L:963. Fie ecuatia z° +2+1=0 cu radacinile Z,,Z, Si se arate ci

1-z2)1-2,2) + 1+ 221+ 2}
(-7 )d-2)+@+27)d+2,) eR. Gheorghe Dirstaru, Buziu
ZIZZ

Rezolvare: Observim ci z,, :ﬂ cu |z,| =z,|=1. Atunci,

1.1
M- arir gy & 227 (1+7)(1+ 2)

2 1

2,7, B 11
Zl ZZ
Z 21 Z +1 z, |
2 222 _ (1-2)1-2") +(1+2°)(1+2,°)
;g |
Z, 2,

IL:964] Stiind ca 0,301(Ig2(0,3011 si 0,4771(Ig3(0,4772, si se compare numerele 2 si 3°°
lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu

Rezolvare: Se stie ca pentru @ € N*, numarul cifrelor lui a este egal cu [a]+1. Atunci, numarul 2" are

I:lg 2799] +1=[7991g2]+1 cifre iar numarul 3 are [Ig 3500} +1=[5001g3]+1 cifre.



SCLIPIREA MINTTII 31 -~ PROBLEME REZOLVATE - @

Folosind inegalititile date in enunt obtinem [7991g2]+1=240+1=241cifre iar
[500Ig 3]+1:238+1: 239 cifre. Cum primul numdar are mai multe cifre fatd de al doilea rezulta

2799 > 3500

. Si se rezolve ecuatia 2ax” — ZXW —a=0,unde a=0. Ovidiu Ghita, Buzau
Rezolvare: 2ax’ — ZXW —a=0ca2x’* -1) = ZXW care, prin ridicare la patrat revine la
a’(4x* —4x? +1) =4x*(1-x*) © 4x*(a® +1) —4x*(@* +1) +a’ =0, unde punem y = 2x>si ultima
ecuatie devine (a®+1)y*-2@°*+1)y+a’*=0 cu A'=(a*+1)°-a’(@’+1)=a’+1. Deci
Ca?+1xva?+1 Ja?+1(aZ+141) a®+1+1
" a?+1 a’+1 - Jati1
sz:@. xzz@ prinurmare X, ,4, =% @.
Ja?+1l JaZ+1 e 2Ja? +1

L:966, Determinati a<R , pentru care ecuatia 4*—6-2"+a-2022=0, are solutia

, de unde obtinem

x =log, (3++2022). lonel Tudor, Calugéreni , Giurgiu
Rezolvare:  Ecuatia dati este echivalenti cu 4* —6-2" +9+a—2031=0< (2" —-3)*+a—-2031=0.
*)

Se impune 2031—a) 0= a (2031. Daca X =log,(3++/2022) este solutie, avem

2% —3=219BN22) _3_3, /2022 —3=1/2022 . Dupi inlocuire in (*) se obtine a =9(2031.

_ 5 5 x(y*+2°) 3 15
IL:967. Pentru x,y,z)0 si se arate ca: (:yzc(l+ Yz SZ Eryii -11.

Florica Anastase, Lehliu- Gara
3 3 3 2
s s y jf i3+i3 2[1+1+1j 5(1+1+1] -9
x(y+z):Z yzo Y zHO;’ef Xy z (;)E X y z (i)
oe L+ x)yz’ e 1TX oc ] L 3[3+1+1+1J_3 ’ _
X

Rezolvare:

X y 2

Bergstrom ©)]
Ll L 1) o[ gmifs 27 93 15 )
12 Xy yz X 12\ xy+yz+zx A4\ X" +y +12
t* _5t°-9

Notam: t:1+1+1,atunci avem (1) < > < (t-3)*(t+1)>0,vt>0,
X y 2 t+3 8
1

1 1 1Y_ (1 1 1 1 1.1 1 1
Q| —+—+=| 23| —Ft—+— |+ +FZ—+—+—,

X Yy z Xy yz x X2yt 2 xy yz o o
QB) X+ Yy +2° =Xy + Yz +2X.

Vsin2A 2
L:968. Sa se arate ca in triunghiul AABC ascutitunghic are loc inegalitatea: %—ZA <R- \/; .
sin

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Din teorema cosinusului si inegalitatea mediilor se obtine:
b? +¢* =a’ + 2bccos A> 2a+/2bcos A cu egalitate daca si numai daca
a’ =2bccos A<= a® =b” +¢* —a’ < 2a° =b’ +c’.
Prin adunare cu celelalte doua inegalitati analoage, obtinem:
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D 2ay2bccos A< (b?+c?) < D \2ahccosA<D @’ <

> J2abc-2Rsin Acos A <> 4R’sin* A . Din abc =4RSsi a=2Rsin A obtinem

Z\/smz = [2
D sin? A J_

Z\/8stin 2A < Z4R2sin2 Ao \/glesin 2A<D 2R%*sin* A

cu egalitate dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

3R
02 Ter
Marin Chirciu, Pitesti
~bre
BC® 8a

L:969. Si se arate ca in triunghiul AABC, cu AD, BE,CF , bisectoare are loc relatia z

Rezolvare: Se utilizeaza lema: In AABC, AD, BE,CF bisectoare interioare, exista relatia

Se trece la rezolvarea problemei din enunt.

F2 Lemal b+c Bandllal R 1 3R 3R
LHS = Z = —=—Z( j 82T 8 T “ar - RHS.

Egalitatea are 10c daca si numai daca triunghiul este echilateral.

3
a’b c c’a _ 16
L:970. Aratati ca in triunghiul ABC de arie F are loc inegalitatea —- +— —\/_ F.

h, h. 2 h he 3
D.M. Bitinetu- Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni

Rezolvare: Se folosesc inegalitatile:

a+l a+l a+l
X, X, X, (x1 + X, +. X
Y1

T a a
yn (y1+y2+ +yn)

)a+l

, VX, ¥,)0, )0,  (iineg. Lui Radon) si

a

y,"
ab-+bc+ac>4+/3-F, abc laturile triunghiului, ( ineg lui Gordon).
a’h b’c c’a_ (ab)’  (bc)®  (ac)’ Ragor (ab+bc+ca)’ _ (ab-+bc+ca)’ corden

P 2 2 2 2
h' h’ h’> (bh)  (ch)® (ah)* ~ (bh,+ch, +ah,)’ 36F
(4J3F)°  64-3\3F® 1643F

36F? 36F? 3

2
. L . +zZ
L:971 Daca ABC este un triunghi ascutitunghic si X, y, z numere reale pozitive cu Z (y—j =1,
X

cyc

2 a

2 2
atunci: 9Rr- £+r— <&'A2r2+ﬂ-82rb2 X+y .cr? (4R + 1Y,
R R X y z 4

Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare: Demonstram urmatoarea lemi: Fie X, Y, z)0 sifie f:D — R o functie. Are loc inegalitatea:

Z(yizj f2(a) =25 f(b)F(c).

cyc cyc
Demonstratie: Aplicam inegalitatea lui C-B-S si avem:

Z[yizj f?(a) = Z( £ 1) f2(a) = ZHzH f*(a)-2 f*(a)>
0] L
G -3t (a)= (Zf(a)] -2 f@=22 ) f ().

X+y+12 cyc cyc cyc cyc

>(X+y+2)-
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f(a _f(b) f(c)
X y z
pentru orice XG(O;gj,avem X ) sinx, p* > 16Rr—5r>, R > 2r , >'r,-r,=p? 2p*=27Rr,

cyc

folosind inegalitatea lui Cebasev, pentru tripletele (AB CA, BC) (r,r,,nr.,r.r,), lafel ordonate, avem:

Z(yizj Ar?>2> AB I > ZAB PRASE p .Y sinAsinB.

cyc cyc cyc cyc cyc

Exista egalitate pentru

. Folosind lema si luam f (&) = Ar, . Observam ca,

S sin Asin B = p*+r®+4Rr _ 16Rr+4r’ _4r r> 2p® _27Rr

5 2 > = - > =9Rr.
cyc 4R 4R R R 3 3
2
Zsm AsinB=9Rr | 4, [ — |. Rezulta
cyc R R
2
M.Azraz +ﬂ-82rb2 Xty .C?r” ) 9Rr- [%+I;_j Aplicand inegalitatea C-B-S
X y z

2 2
[M_ a2+ 22 g 2 'Czrczj : Z(VJ’ Z) (AT + B HC ) <
X y z T

4

4
<A'L'+B' +C'r' ((Ar, +B1, +Cr, )4< [%(ra+rb+rc)j =71[—6-(4R+r)4, c.ctd,

= Clasa a XI-a

L:972. Rezolvatiin R ecuatia 9x® —12x% + x+2 =sin3xX. Sebastian Ilinca, Parscoveni, Olt
) . ) . . 1.2 . .
Rezolvare: Ecuatia data se scrie: (3Xx—1)(3x—2)(x—1) =sin3zX cu solutiile x € {——;1;—} . Fie functia

f:R>R, f(x)=9x*—12x*+Xx+2—-sin37X. Daci f(x) ar avea 4 radicini atunci f'(X) ar avea cel
putin 3 radicini , atunci f"(X) ar avea cel putin 2 radacini iar " (X) ar avea cel putin o radicina, dar
f"(x) =54+277%cos3zx ) O deci, contradictie, asadar, ecuatia are 3 radacini.

L:973. Rezolvati ecuatia: x*-lg”> x—4x-lgx—60=0.

lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare: Se arata ca x = 10 este singura solutie a ecuatiei.

Evident, X)0. Observim ci x = 1 nu e solutie. Notim  XIgx =y = y*—4y—-60=0 cu solutiile y, =10 si
y, =—6. Ecuatia x1g X =10 are solutia unici x =10)1 iar ecuatia Xlg X =—6(0 daca ar avea solutie ar
trebui sa fie din (0;1).

xlgx=-6=x"= T (*).  Functia f:(0;1) > R, f(x)=x" este derivabila si are derivata

51 . -
f'(X) =x*@+InX) care se anuleaza pentru X =€ ==& (0;1). Valoarea minima a functiei este € °.
€

1 1
m ———<e ¢, ecuatia (*) nu are solutii pe (0;1).
1000000 ¢ Eeuatia (*) nuare solutii pe (0:1)
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. : . 12022" + x = 2023’
L:974. Rezolvati in RxR sistemul de ecuatii .
2022 +y =2023"

Camelia Dana, Ileana Stanciu, Craiova
Rezolvare:  Fie x(y = 2023" =2022" + x(2022” + y =2023" = y(X, fals.
Fie y(x = 2023 =2022” + y(2022" + x = 2023’ = x(y, fals. Asadar, x =y.
Pentru a rezolva ecuatia 2022" + x =2023” alegem functia f :[2022,2023] — R, f(x)=t* si conform

teoremei lu Lagrange exista C € (2022, 2023) astfel Tncét % =x-¢*" = x=xc*" cusolutiile

xe{0;l} =>x=y=0, x=y=1.

) S 1882 X+140/X+202\2/; ) ) .
L:975. Sa se calculeze limita lim . Dorina Goiceanu, Craiova
x—0
o 2022’X_{_1882/X_|_1@/;
1

i 1882 i @
11 — e 140 1 2021 140
(X T (x4 X222 )10 Jlm X+| X (X222 +1) X 4 x1402022 | y2022 | ]

=lim — =lim — =
1

x—0 11 x—0 1 032 x—0 2032
X)0 X + (X 4 x140 )1882 X0 ﬁ 130 T X0 1 139 40
X+| X (Xl40 + 1) X + Xl40~1882 Xl40 + 1

Rezolvare:

lim

_ 1
1 Jss2
1 140-2021-1 2021 140
¥ 140-2022 (X 1402022y (2022 _,_1)}
1
.| L 14020221882
= ||rTg 7— = 1, dupi ce simplificim cu X 0-20221882
x—0
X)0 _1 (2022
1 14018821 139 882
1401882 [X 1401882 (3140 +1)J

L:976] Fie f:R—>R o functie para si derivabili si o alta functie g:R —> R dati prin relatia
g(x) = (X2 -e* +1)~ f(X)+X. Sise calculeze g'(0). Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: f(x) este para = f(—X) = f(x), VxeR.

f(x) este derivabild = ' (0) = lim— =1 O _ iy 1E0=TO) _ ;i TO=1O) __¢1 g
x—0 X—=0 x—0 X—0 t—0 t-0

Rezulta 2f'(0)=0= f'(0)=0.
g'(x):(xz-ex+1)I A+ e +1)- ' () +x' = g'(0)=f'(0)+1=1.

L:977. Fie a,b,c,m,k)0, m<k? astfel incat a+b+c=23. Si se arate ci:

2kb+mc 2kc+ma 2ka+mb 23(k+m). Gheorghe Ghita, Buziu
a‘+ka+m b +kb+m c +kc+m k+m+1
Rezolvare: Fie f:(0;00) > R, f(t)—; f'(t)=—2t—+k2<0,

P kt+m’ (t* +kt+m)
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6t? + 6kt + 2k? —2m

1 -
= »0. f convexa.
( (t2+kt+m)3
kb +mc kb +mc
=(k+m))> a a
2 a’+ka+m =(krm a0, (k + m)Za f@)
Se utilizeazd formula pentru functie convexa, t, f (&) +t, f (b) +t,f (c) > f (t,a+t,b+t,c) unde
__Ko+me _ ke+ma _ ka+mb Lt kZC+mZb
k+m>a'? (k+rm>da * (k+m)d.a’ 208 (k+m)Za
kb +mc kb +mc D ab
— = f@)>f -a
2 (k+m)> a @ [Z (k+m)Za J (Zaj
ab ab
ZZ Z =1 si f este crescatoare rezultd f Zz >f(@)= " ! 5 Deci,
a a +M+

> >3(k+m)- = .
a-+ka+m k+m+1 k+m+1

Z kb +mc 1 3(k+m)

L:978. Fie (a, )nZl o progresie aritmetici cu S_=3n”+2n+1, suma primilor n termeni ai progresiei.

Aritati ca lim —L = 3 Codrut-Sorin Zmicala, Sighetu Marmatiei
Zak

Rezolvare:

a =S, —S,, =3k*+2k +1—3(k—1)2 —2(k—1)—1=3k2 +2k —3k?*+6k —3—2k +2 =6k -1,

deci Zak Z6k -1) GZk Zl 6- n+1)
=1

3 2
35, =D(3C + 2k +1) = 3Zk2+22k+zl g NN+D)(@n+1) , n(n+y) 20450+ 5n

—n=3n*-n+3.Cum

i1 i1 6 2 2
S
. 5 ,Z__l: ¥ 2n®+5n%+5n Z K 2n*+5n*+5n 2 1
Ob'glnem ca — = 6n2 n+6 | atunci l|1|m n n— = r|'| m g = 5
2a 2a
i1 i1
|
L:979. Consideram sirurile (a,),.,, (b,),,; definite prin a, =In 1—:/\_/_ b, = n n(i Sa se calculeze
- - n n

lim &t 8+t 2,

Emil C. Popa, Sibiu
ey +h, +...+D0,

1 N 2e’ 1
Rezolvare: Aratam ca b,) — pentru n>1. Pentru n = 1 este evident iar pentru n = 2 avem ?> > < eh)2.
n

lan+l
. (n+1)'ne+2 > 1 <:>n!en+1
(n+1) n+1

n+1

Presupunem b”>il y(n+1)". dar n'e")n" asadar nle"Hn" -e si
n+

. . 1Y
trebuie ardtat cd n"-e ) (n+1)" care este echivalentd cu €) (1+ — | ceea ce este
n
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evident. Deci E b >E — — oo si prin urmare sirul X, = E b, este strict crescator si limx, =oo.
n—oo
k=1 k=1 k=1

I 1++/n+1 1

N—/— VL, e
. . . a . J . 1 "
Folosim lema Stolz- Cesaro obtinem: lim —22— = lim n+l _ limin {[H j ] :

n—o0 ¥ — Xn n—oo n—oo /n +1

n+1
I J2(n+1)?%x L
Dar b_,</n+ _(n+1)”+1(r—1n:1)2(n+1);z' (nil) 1 27 . deci !m " _Inev? :%
n+1 n T

+a,+..+a, 1
si IImal

e b 4b, +.tb 27

1
L:980. Daci (»,) . 7,=—Inn+> =, iar (a,) , este un sir convergent de numere reale cu
k=1

lima, =aeR si I|mn(a —a)=DbelR, si se calculeze I|m(a 7, —ay)? nYn!. (}/—llm}/n =0,577...

n—o

este constanta lui Euler- Mascheroni). D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Célugéreni

n+1

: 1
Rezolvare: Se stieca limn(y, —y) = > (GMB 12/2021, pag 547).

Notim /3, = (8,7, ~a7)*nd/n! siavem: 4, = 21" (a7, ~a7)° —QE (v, (@, —2) +na(y, )’

n} | 2
cum lim Y2 =1.Rezult€1 lim g, :l(yb+a-1j .
now e n—ow e 2

= Clasa a XII-a

L:981 Fie (G,)un grup si acG astfel incat pentru orice XeG avem ax’=xa. Si se arate ci

x* =eoricarear fi xeG. Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare:

Pentru x =a avem a° = a® de unde a°® =e. Deci, x* =a’xa, Vx eG. Atunci,

(xa®)* =a*(xa’)a=a’x=x"a’. Deci, (xa*)(xa’)(xa*)(xa’) = x*a*, sau (a’x)(a’x)(a’x) = x* =
(a*xa)(ax)(a’xa) = X* = x*ax’ =x%a, xax’ =a=(a’xa)x’ =e=x’ =e.

L:982. Se consideri ecuatia X* + x> —2023x> —2022x + 2022 =0 . Rezolvati ecuatia si ariitati ci are
toate radicinile reale. lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
Rezolvare: Observam ci functia f 1R >R, f(X)=x"+Xx*>—2023x*> —2022x+ 2022 este continui si are
lim (x)=1im f (x) =oo iar f(~2)=—-2018(0, f(0)=2022)0, f()=-202%0, deci

f(=2)- lim f(x)}0, f(-2)- f(0)0, f(0)- ()0, si f(@)-limf(x)(0. Atunci, ecuatia f(x)=0are
toate solutiile reale: x, € (—0;-2), X €(-0;-2), X, €(-2;0), X, €(0;1), x, €(L0).

—1+5
=t

f(x)=0< (X —2022)(X* +x-1)=0=S :{i\/ZOZZ;
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fn @) >R g ()= 2x+3 _:xe (0;0);meR
X(X+2)(x+2)(x+3)+m

Determinati multimea primitivelor functiei f_(discutie dupi m). Nica Minodora Silvioara, Buzdu

L:983. Fie functia

Rezolvare: [X(x+3)][(x+1)(x+2)]=(x > +3x)(x > +3x+2)

= 2+3 F (x)= v '(X) dX, _ 1, E _ u I(X)
v (X)=x’+3x = F, () I[v(x)+1]2+m2—1 u(x) =v(x) (%) Iu2(x)+m2_1
2
Caz I. Dacd m € (—o0;—1) U (1;00) ,atunci F. ()= 1 arctg X +3X+1+C
Vm? -1 Jm? -1
Caz II. Daca m e (-11),atunciF _(x)= 1 |nX +3x+1-+1-m’

+C
241-m? X2 +3x+1++1-m?

CazIll. Dacame{-1;1} ,atunci F  (X) =- —————
x> +3x+1

L:984. Fiea,b,c,d)0 astfel incatad = bc si se calculeze: I( t))(-SIn ))((+ COSdX )dX, VX e (0;%)
aX+DCOS X)(CX+d COS X

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Deoarece (a—bsinx)(cx+d cosx)—(ax+bcos x)(c—d sin x) = (ad —bc)(sin X+ cos x)

1 (ad—bc)(x-sinx+cosx)dx_ 1 I( a—bsinx_c—dsinxjd
ad —bc “ (ax+bcosx)(cx +d cosx) ad —bc’\ ax+bcosx cx+dcosx

+C

atunci integrala data | =

1 Inax+bcosx
ad —bc cx+dcosx

B
. ? arcctgx - -
L:985. Calculati integrala: j 4dx Vasile Mircea Popa, Sibiu
BVA-X?
3
B B3
3 3
Rezolvari: Notam: | = I de J= I wdx.
MRV BNE-X°
3 3
B3 NE) B3
3 3 3
Avem 1+]= | arccigx +arcig X, o | 1 k- (arcsm j
& NA-X 2 mN4-X° &
3 3

I+J_g( rcsmﬁ—arcmn(—gﬁ, I+J:g-z-arcsingzn-arcsing

Putem scrie: J=0 deoarece functia de sub semnul integrald este impara.

N

Rezulta valoarea integralei din enuntul problemei: | = 7t-arcsin ?
2 4
2x* +10x* +17 5 .
L:986. Demonstrati ca '[ dx <—. Codrut-Sorin Zmicala, Sighetu Marmatiei
1[ X2 +1 (x2+4)] 32

Rezolvare: Din (X —l)2 >0,VXx eR, rezulti ca x> +1>2x, VX € R. Prin urmare,
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1 1 1 1 - 1 1
T Sﬂ’ de unde (XZ +1)2 < ™ ,Vx €[1,2]. in mod analog, (XZ +4)2 < % Vxe[1,2].
Asadar, L + ! < ! + t _5 vxe[12].

(Xz+1)2 (Xz+4)2 4x*  16x*  16x°"

Integrand inegalitatea precedenta pe intervalul [l, 2], se obtine

f 1 1 25 S o2x*4+10x%+17 5% 1 5
! (X2+1)2+(X2+4)2 dx<116X2 dX@'[ _‘1[_2 .

m Pentru ne N, n>2 si X)0 si se calculeze: L—Ilml
n—>oon
x(1+X\/x\/x X-. )

Florica Anastase, Lehliu- Gara

: . 1 1 1 .
Rezolvare: Functia de sub integrala este egala cu X" unde E, = ﬂ +—+....+ - atunci integrala data este
: n:

2!
1
j. j‘ o dx = |nX_M 1
lx(1+x I\ x 1+x5 E =
n n n

n

E,
i@+ (") ol In2
L = lim " n_E = lim E, In(1+—)”"=0.
n

n—oo n

L:988| Calculati: a) Suma S, =1+2C0S2X+2C0S4X+...+2cosnx, neN*si xeR-{kr|k e Z}

2
- sin(2n+1)x e
b)Calculati integrala | J. ( ) . lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
sin x
0

Rezolvare:

a) Avem S, —1= 22c052kx:>(8 ~Dsinx = ZZsmxcoska Z[sin(2k+1)x—sin(2k—1)x]: .......

k=1 k=1
_sin(2n+1)x

=sin(2n+1)x—sinXx. Pentru X#kz, keZ = S .
sin x

,Vne N*,

n

|n(2n +1)x

2
I(1+ 2c052x+2cos4x+...+20032nx)dx.
sin X °

2
Folosind punctul a) gasim SUccCesiv : J.
0

I—x2 22sm2kn T
~ 2k 2
0 0

“ Capatam intelepciune din esec mai mult decat din succes. Adesea descoperim
ce vom face, descoperind ceea ce nu vom face ”. Samuel Smiles ( 1812- 1904)
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» Uitarea si mersul mai departe sunt cea mai mare intelepciune”
Friedrich Nietzche
(1844- 1900)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:1159. Suma a saptesprezece numere naturale consecutive este 2023. Aflati numerele.
Elena Alexie, Laura Zaharia, Craiova

G:1160. Fie numerele X, X,,...., Xy, 0astfel Tncat S=i+ 2 ot 2022 =2023.
X +1 Xx,+1 Xp0po +1

Calculati suma S' = L+ﬁ+....+2022&.
X, +1 X, +1 Xp0pp T1
Ginela Dobrica, Bechet

G:1161). Tntr-un bloc sunt apartamente cu 2 camere, respectiv 3 camere, in total 56 apartamente si
148 camere.
a) Este posibil ca numarul apartamentelor cu cate 3 camere sa fie 40? Justificare.
b) Aflati cate apartamente de fiecare fel sunt.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1162. Pentru neN, si se compare numerele: A=(3-83")°+(5-83")*+(7-83")* i

B=(83")"+(83")" +(3-83")". lonel Tudor, Cilugéreni
G:1163|. Determinati trei numere naturale stiind ca mediile aritmetice ale oricaror doua numere este
egala cu 24. Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1164. Comparati numerele a =2025-2%* si b=800-3"°. Nicolae Ivischescu, Canada
. . 9 o . . X+4
G:1165. Fie x, ye N*. Demonstrati ca, daca suma x+4y este divizibila cu 7, atunci fractia > y
X+Y
este reductibila. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
G:1166|. Si se determine numerele ab pentru care ab = 2a* +5b°. Gheorghe Ghiti, Buziu

G:1167|. Existd numere naturale x si y pentru care x* +y* = 2023? Justificati.
Gobej Adrian, Curtea de Arges
- .. . 14x 9y 3z
G:1168. Determinati cele mai mici numere naturale X, y, z cu proprietatile: —— = —=> = —.
27y Tz 2X

Adrian Stan, Buzau

= Clasa a VI-a

. Doua robinete, deschise simultan, pot umple un bazin in 6 ore. Dacd insd, primul robinet
curge singur 3 ore, dupa care se deschide si al doilea robinet, bazinul se umple acum in 4 ore. Sa se
afle in cate ore ar umple bazinul fiecare robinet curgand singur.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
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G:1170. Gasiti o scriere a numarului 2022 in forma 2022=2x+3y+5z+5t unde Xx,y,z,t si
X+ Yy+z+t sunt numere naturale prime. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:1171]. Determinati numerele de forma 5x3y care dau restul 7 la impartirea cu 12.
elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

G:1172| Aritati cd existd trei numere naturale m, n, p pentru care 99°%° =m®+n® + p®.
Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1173. Determinati numerele intregi nenule a, b, ¢, d pentru care:

CC R . S si (a+b+C)(b+c+d)(c+d+a)(d+a-+b)=1944.
a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b

Nicolae Iviaschescu, Canada
G:1174. Fie a, b, ¢ numere intregi nenule si A=a™.b> .c?"** B=a" - b*" . c?™,
Aratati ca numerele A si B au acelasi semn.
luliana Trasca, Slatina, Olt
1 1 1 1

+ Fot +
G:1175|. Calculati: 5%% 41 57741 5% 41 5% 41 luliana Trasei, Slatina, Olt

G:1176|. Numerele naturale nenule X si y au proprietatea ci numirul X% +x+y? este divizibil cu

xy. Demonstrati cad x este patrat perfect.
Gobej Adrian, Curtea de Arges

. Sa se rezolve in Zx 7. ecuatia Xy + py—X+Yy—1=0 unde p este un numar prim dat.
Gheorghe Ghita, Buzau
. Aratati ca dacd numerele rationale si nenule, X si y verificd relatia 2x* +5xy+3y* =0
AX+y e

Adrian Stan, Buzau
3X+4y

atunci, 3x+4y =0 si

= Clasa a VII-a

G:1179. a) Sa se descompuna in factori primi numarul 240219;
b) Ardtati ca numarul 240219001 este patrat perfect. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

a’+b?> a*+b® a*+b* b+3
+ + = .
2 4 b+1
Adrian Stan, Buziu

G:1180. Determinati numerele naturale a si b astfel incat

G:1181|. Determinati numerele a si b care verifica egalitatea
3a+3b+28=83a+5+61/30—2 si calculati (a—b-1)"".

elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

. Fie numarul A Tn baza trei cu n cifre, A=222....2,; . Scrieti numarul A% Tn baza trei.
Dorina Goiceanu, lulia Sanda, Craiova

G:1183 Si se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia: X* =y + py unde p este un numir

prim impar. Gheorghe Ghita, Buzau
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G:1184,. Calculati \/1+ 2021- \/1+ 2022- \/4 +2022-/1+2025-2027 . Nicolae Iviaschescu, Canada

G:1185. Demonstrati ca pentru a,b>0 si a-b=1 are loc inegalitatea
Ja+2025b ++/b+2025a > 46+/2. Gobej Adrian, Curtea de Arges

G:1186| Se considera trapezul ABCD cu ABICD si punctul O intersectia diagonalelor sale. Se
stie cd AaoptAsoc=0OB-OC. Sa se arate ca trapezul este ortodiagonal.

Daci aria trapezului este egald cu 160 cm?, sa se afle valoarea produsului AC-BD.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1187|. Aratati cd aria S a unui triunghi de laturi a, b, ¢ si inaltimi h,,h ,h, este

1 ab+bc+ca .
S= E 1 1 T Oana Preda, Cilina Doina Cristina, Craiova

+ +
hh  hh  hh

a c a

G:1188. Fie ABCD un trapez cu AD||BC si M mijlocul lui [AD]. Fie {N}=BDNCM . Aritati
cd BC =CN daca si numai dacd AN L BD. Simona Chirita, Grigorie Dan, Craiova

= Clasa a VIII-a

G:1189.  Numerele reale X si y verifici simultan relatiile: x*+24y=6x>—y*+119 si

y* +24x =6y° —x* —151. Calculati x* +y?. Dana Camelia, Ramona Nilbaru, Craiova

a’ —b® = x+/18 + y/8

. Aratatica a-be Q.
a—-b= xy\/i

G:1190. Fie a,b € R—Qcare verifica relatiile {

Adrian Stan, Buzau

G:1191]. Aratati ca numarul A=2023- 2025° —2024-2022° este cub perfect.
Carmen Vlad, Mihaela Daianu, Craiova

G:1192. Rezolvati in Z*Z ecuatia 4x* -y +2(xy* —1) = 2022
Gobej Adrian, Curtea de Arges
G:1193. a) Rezolvati in numere naturale ecuatia: 8(7x° + y*)—7(x—y)* = 40484484 ;

b) Determinati (x;y) e NxN, pentru care 8(7x* +y?)—(7x+y)? este cub perfect.
lonel Tudor, Calugareni

G:1194 Fie x) y ) Oastfel incat x*® + y?® =x—vy . Aritati cd X% +y*? ( 1.
Simona Chirita, Ana Jipescu, Craiova

G:1195 Fie A >Ofixat, - Rezolvati in numere reale (21 +1)/X+Y +/X—y =X+ 2% + 21 +1.

Marin Chirciu, Pitesti

G:1196| Daca nz% si a,b,c>0 astfel incat a+b+c>3 atunci:

Jna® +a+1+ynb? +b+1+~/nc?+c+123/n+2. Gheorghe Ghita, Buziu
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G:1197. Tn tetraedrul regulat VABC aflati suma distantelor de la O (proiectia varfului pe baza) la
fetele acestuia. Ion Stanescu, Buzau

G:1198. Se da prisma dreapta din figura alaturata. Determinati volumul prismei stiind ca aria totala
este 3648 cm 2, Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1199. Tn tetraedrul regulat ABCD, fie M mijlocul muchiei BC si N mijlocul muchiei AD. Stiind

ci MN=4+2 cm, sa se calculeze aria totala a tetraedrului.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1200. Tn tetraedrul ABCD notim cu E si F proiectiile punctelor A, respectiv B pe dreapta
CD. Dacd M este mijlocul segmentului [AB], [AE]=[BF] si MN LCD,N eCD, aritati c

MN L AB. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

= Clasa a IX-a

L:989. Sa se determine functia de gradul intdi f :R — R, stiind ca graficul lui f trece prin punctul
A0;6) sica f(f(x+1)+f(f(x-1))=8x+36, VxeR.
Adrian Stan, Buziu

1 1 1
-L:990. Sasearatecd |1+ —=+—= 4 evreir errnnn + =198
{ V23 \/10000} _

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava
[2x+1] N [x]+1
[X]+1  [2x+1]

L:991. Sa se rezolve ecuatia : =2,XxeR,

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava
L:992. Se considera numerele reale strict pozitive X, X,,..., X,, astfel incat x,-X,-...-X, =1.

Demonstrati cd /X, ++/X, Fo X, X X X
L:993. Fie a,b,c,d e R*, . Aratati ca

Gobej Adrian, Curtea de Arges

a+b b+c c+d d+a 1 1 1 1) -~
5 >+ >+ >+ 232 —+—+—+— . In ce caz avem
a-—ab+b® b°-bc+c° c¢c“—cd+d d-—-da+a a b c d
egalitate ?

Laura Popescu, lulian Micu, Craiova

L:994 Daci a,b,c)0 cu a®+b?+c? <3 atunci a+2b+b+20+0+2a22(a+b+c)—3.
2a+b 2b+c 2c+a

Emil C. Popa, Sibiu

L:995. Daca x,Yy,z>0,x+y+2z=1 atunci, ! + ! + ! 23\/5.
Vi+x  Jlvy l+z 2

Marin Chirciu, Pitesti
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X +1=2[y]

L:996.  Rezolvati in RxRxR sistemul y?+1=2[z], unde [a]reprezintd partea intreagd a
2* +1=2[x]

numarului real a. lonut Ivinescu, Craiova

a’+4<3b+9c
L:997,. Si se rezolve sistemul de inecuatii {b*+2<3c*>  n numere reale pozitive.
c®+27<3a’

Daniel Vacaru, Pitesti
L:998. Sa se determine X € R astfel incat numerele 2°"*, 223" 2% g3 fie termenii

consecutivi ai unei progresii geometrice. Virginia Grigorescu, Daniela Barbu, Craiova

L:999. Aratati ca lungimile a,b,c)0 ale laturilor unui triunghi, verifica inegalitatea:
a’ b? c?
2 2 + 2 2 + 2 2 2
a“—(b-c) b°—(c—-a) c"—(a-—h)

lonel Tudor, Calugareni

L:1000. Sa se arate ca in orice triunghi cu lungimile laturilor a, b, ¢ are loc inegalitatea:
1 1 1 9 — .
[—2 + 2) . (b—z + 2) . (—2 + 2) > R D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni
a c
L:1001]. Sa se arate ca in triunghiul ascutitunghic ABC, are loc relatia:
9a’h’c? ?
Zﬁ >2s [8F (R+ r)] , unde F reprezintd aria triunghiului ABC.
e b +C"—a
Floricia Anastase, Lehliu-Gara

L:1002. Sa se arate cd in orice triunghi are loc dubla inegalitate: 3 < f;—a + ’;—b + /;—C < ,/4R T .
a b c r

Gheorghe Ghita, Buzau
L:1003. Tintriunghiul ABC cu punctele M €[BC], N €[CA], P [AB] au loc relatiile
AB2 AC? _(AB+ AC)? _ BC? BA’ (BC+BA)? . AC? AB? (AC +AB)?
+ < respectiv + < sl + <
MC MB BC NA NC AC PB PC BC
Stabiliti cine sunt punctele M, N, P? Sunt dreptele AM, BN, CP concurente? Daca da, ce reprezinta

punctul de intersectie al acestora? Caracterizati vectorial punctul de intersectie obtinut.
Elena Codeci, Daniel Codeci, Daniel Vicaru, Pitesti

= Clasa a X-a

L:1004. a) Daci m)n=>2 sunt numere naturale, si se scrie numarul (m2 +n* ) : (n2 + mm) ca sumi a

doui pitrate perfecte. b) Descompuneti in factori primi numirul (2° +3°)% +(6° —6)°.
lonel Tudor, Calugareni

L:1005. Rezolvati in R, ecuatia 3Hoo’sx _ 27y, Adrian Stan, Buziu
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L:1006] Aratati ca daca x,Y,z)0, atunci:

(x2y2+1)(y222+1)(22x2+1)( ! ! ! ]>§

+ >—.
(x+y)" (y+2)* (z+x)") 64
D.M. Bitinetu- Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni

L:1007. Se considera functia f :[L+00)—> R, f(X) =X+ v2Xx—1 +x—+/2x-1 .
Calculati f(%) Demonstrati ca Im f = l\/i,+oo)

Ciobica Constantin; Ciobica Elena, Falticeni, Suceava

L:1008. Demonstrati ca log,14 < \/(Iog7 11)-(log,12) fara a utiliza tabelele de logaritmi.
Gobej Adrian, Curtea de Arges

3 3 3
L:1009. Sa se arate ca in triunghiul ABC are loc relatia (ﬁj +(%] +(Ej > ia
bc ca ab 9R

Marin Chirciu, Pitesti

L:1010. Sa se rezolve ecuatia: a(sinx, In(sinx,)+sin X, In(sin x,) +....... +sin x, In(sin x,))
=(1-sinx,)(1+asinx,)+(1-sinx,)(1+asinx,)+.....+(1-sinx, )(1+asinx, ), unde a)0.
Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a XI-a

2
L1011, Sa se caleuleze lim 2X—>X { . 3 ] vx e R\{1;3} unde [x] reprezintd partea
30 2 X°—4x+3
intreaga a lui x. Adrian Stan, Buzau

L:1012. Construiti o functie f : R — R, care este de 2022 ori derivabild pe R si nu este de 2023 de

ori derivabila pe R .
Gobej Adrian, Curtea de Arges

L:1013. Fje A>2 fixat. Daca &b,c>0,a+b+c=3 atunci sa se gaseasca minimul expresiei

E=2k( a_ ., b 4 C ]—(a2+b2+cz). Marin Chirciu, Pitesti
3-a 3-b 3-c
L:1014. Siserezolvein Z , ecuatia 2 +7+8x*+218 = x. lonel Tudor, Ciluggreni

L:1015 Fie k) O si a,b,c) Oastfel incat a+b+c=ab+bc+ac. Sa se arate ca
(b+c)vka? +2ka+k +1+ (C +a)Vko? + 2kb+ Kk +1 + (a-+b)vke? + 2kc +1 > 6/4k +1

Gheorghe Ghita, Buzau

“Intelepciunea Tsi va da putere, dar caracterul iti va da
respect”. Bruce Lee ( 1940 - 1973)
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= Clasa a XII-a

a b
L:1016. Fie multimea G = {b aj‘a,b cRsia’# bz}. Determinati subgrupurile finite ale

grupului (G,-) unde v este Tnmultirea matricelor. elev lonut Florin Voinea, Bucuresti
L:1017. Determinati polinoamele P e C[X] astfel incat P(2023x) = 2022P(x) +x, ¥x e C si
P =1.

Ana Jipescu, Mihaela Daianu, Craiova

L:1018. Se consideri ecuatia X* —6ix’ +8iix+3=0. Aratati ca ecuatia nu are nicio radacina
reala si rezolvati ecuatia Tn numere complexe. lonel Tudor, Calugareni

L:1019. Fiefunctia f: [0;0 )—> R ; f(x):\/x—2\/;+1. Determinati primitiva functiei f

stiind ca graficul primitivei trece prin punctul A( 9;10 ) si aratati ca orice primitiva a functiei f este
crescatoare pe [ 0; o )

Nica Silvioara Minodora, Buziu
1

2 —
L:1020. Sa se calculeze I 2X 22)(:4 —dx . Adrian Stan, Buzau
o (X°+4)"-e " +e

L:1021. Fie f,g:[0;0) — Rindefinit derivabile, g" (0) # 0 si notdm pentru fiecare ne N*;
1

1

a, = 4n.|. f(t*)dt—4f(0), b, = 4n4'[ g(t*)dt —4ng(0)—g' (0). S se calculeze lim % :
0 0

n—oo

Emil C. Popa, Sibiu
L:1022, Calculati I(x+2)-(6x+62+63+....+62x°}dx,XE]R.

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava
L:1023,  Calculati. [ x-[In(2x)+ In(4x)+ ...+ In(LOx)Jdx, x > 0

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava

sin x-cos X - (Sin X + cos X)dx
2(sin x-cos x —1) '

3
L:1024. Sa se calculeze I
0

Adrian Stan, Buzau, Radu Diaconu, Sibiu
4n
X" =1

Xn+1\/x4n+x3n _Xn+1

. Sa se calculeze I

dx, x)0.

Gheorghe Ghita, Buzau
L:1026] Se defineste integrala avand limita superioara infinita prin egalitatea:
® b %In(1+x)
If(x)dx = |Imjf(x)dx . S& se calculeze integrala: _[ 5
" b*)OOa 0 (X +1)
Vasile Mircea Popa, Sibiu

e (x-1
L:1027. Sa se calculeze j %dx : Adrian Stan, Stefan Pirlog, Buzau
5 €7 +X
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» | have no special talent . I am only passionately curious .”
Albert Einstein
(1879 - 1955)

S
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E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before SEPTEMBER, 01,2023.

PROPOSALS - QUICKIES

Q88. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

3 3
Ifa>1then prove that ( %J +£ [%:]] > 2. When does the equality holds ?

Q89. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. Prove that in any triangle ABC is true the
following inequality: m—2+m—2+m—°2 < 3R*
h?  h? h? 16r'
Q90. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. If x,y, z >0, then prove that in
+y N y+zab+z+x
X y
Q91. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabia, Romania. If a,b,c >0, then prove that

(a bj(b c}[c aj
+ + + >1.
b+c c+a/lc+a a+bMNa+b b+c

Q92. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Solve for real numbers the equation

bc? > 84/3F .

. . . . X
any triangle ABC with area F holds the inequality

x° +6* +log, (x° +6x) = x* - 3" + x* - 2" +log, (x* - 3" + x* - 2%).
SOLUTIONS - QUICKIES

Q82. Proposed by Dorin Mirghidanu , Corabia, Romania. If a,b,C are strictly positive real numbers,

ab C}>M,where Alx, y,zk%, G,[x. y.z]=3/xyz, x,y,2>0.

that: ——,— |2
provetha As[b c a] G,lab,c]

Solution 1 by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania and independently by Marian Cucoanes, Marasesti,
Romania. By AM-GM inequality, we have :

a a bavoem aahb 3a b b cAvGM 3ph aAM-GM 3¢
—+—+—- > 33=.—.== —+ -+ > +—- >
b {/abe

c ¢
b b ¢ bbc 3abc ¢ c a W/CEE
C

93} Ajab,c]
c al Gyab,c]

Adding up these three inequalities, we obtain that A{

ol
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Solution 2 by Henry Ricardo, Tappan, New York, USA.
The AGM inequality yields A{ a b} > G [ﬁ a 9} - _2 Similarly
b'b’ *lb'b'c] #abc ’

bbc bbc b cca CCa Cc
— - =1 >2G,|=,—-,=| = and > G,|—,—,—| = .
%L c a} {c c a} 3/abc A‘{ b} {a a b} 3/abc

Adding these three inequalities gives us

abec a+b+c abc Ala,b,c]
SA{b c a} - 3fabc o A{ }2 G,[a,b,c]

b'c'a
Solution 3 by Henry Ricardo, Tappan, New York, USA.
We apply the rearrangement inequality to

L TS O Ot O TR (¥

obtain

a b ¢ /az \/bT /cz \/a3 \/b"’ \/c3 a+b+c
— 4 -4+ = > 33— 4+ 33— + 3Y— = 3 + 3 + 3 = ,
b c a bc ca ab abc abc abc Ifabc

from which the desired result follows.

Solution 4 by author. After a short preparation and then with the application of the weighted AM-GM

a C 2'E+9 2'9+E Z'E EAM—GM
inequality, we have : —+ +—_ b C . C3 a. 33 b >

AM GM b2 c? a+b+c 3-A3[a,b,c]
Voo "1 = . Equalit iff -
\/; \/; ab \/ﬁ G,[a,b,c] quality occurs i

b ¢ a+b+c
—=—=——"=1a=b=c.
c a b+c+a

a
b
Q83. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

If ABC is atriangle with area F , then prove that 7(mZ +m. +m?) > 36F + 32 (a-m,)?
cyc
Solution 1 by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania and independently by Marian Cucoanes, Marisesti,

Romania. Since m> +m? +m? =%(a2 +b?+c?) and am, > ah, = 2F , we obtain
7(m; +my +mg)-3((@-m,)* +(b-my)* +(c-m)*) =
:Zjl(a2 +b? +¢?)-3(a’® +b? +cz)—%(a2 +b? +¢?)+6(am, +bm, +cm,) =

=6(am, +bm, +cm,) > 36F .

Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
7y m?>36F +3) (a-m,) < 7> m?>36F +3(Y.a’-2) am, + Y. m?) <
& 4> m2-3> a’+6) am, >36F < 4%Za2 —3) a*+6) am, >36F <

b%+¢?

= GZ am, > 36F < Zama > 6F , which yields by Tereshin’s inequality m, > R
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Zam TerihmZa b e :ﬁ a(b® +c? ):%-ZD(pZ-H'Z—ZRr):
__p(p 4 —2Rrym§mnp@6Rr—5r+¢ ~2Rr) p(14Rr—4r’) pr(7R-2r) _
2R 2R 2R R

_F(TR-2r)eer

. Equality holds iff triangle is equilateral.
> omi= 3 > a’
Solution 3 by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania. We have 4 and
3 (a—-m,)* =3) a*-6) am, +3> m: . Our inequality becames Y am, >6F , which s true
because m, > h, =am, >ah, =2F = > am, >6F .
Solution 4 by author. Z(a— m,)? = Zaz + st 2> am,
oc

&= Zm +y m? —ZZam +Z(a m,)?

cyc

& 7Zmal =6) am, +32(a— ma) >6) ah, +3) (a-m,)* =36F +3) (a—-m,)’.
cye cyc cyc oy oyc oye
Q84. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

If a> 0, then compute Iim(Q/a -Dy@2n-nh,

Solution 1 by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.

(fwmm (J_l)menl_

‘Ina, vn>2.
“Ina
n
on—1N T 1 n n+l
w/( _lim f(2n 1) (2n+1)l n Iim2n+1[ n j :gand
n~>oo n—w naoo(n+1)”+ (2n ]_)II nso n+1\n+1 e
_ eﬁ'“a_l I|m(J_ 1)/(2n - 1)"——1Ina_2|ﬂ
lim =1. Hence, .
n—o0 1
“Ina
n

Solution 2 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

lim v@n-pt

nfq _ ~——Ina
Since lim \/_ =1, the limit may be rewritten as "~* . Now, by the Stirling formula for
nN—oo n
. Y(@2n=-1n n/(2n)! n/(2n)! 2
the factorial, lim————Ina =lim =lim =—,
n—ow n n—ow nn/ 2n)|| n—o nnln!_zn e
2lna

Therefore, the proposed limitis equal €

Q85. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. Determine all continue functions f :[0,1] & R such

that:  xf(1—X)(x— f(x)+j‘xf L-x)(x— f(x))dx > j(xz f2@1-x)+(x— f(x)*)dx.
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Solution by author. We have: ‘l[ZXf (L—x)(x = f(x))dx > j(x2 f2L-x)+(x- f(x)*)dx =
<3joda—xy4x—f@»fdxsabmjoda—xy4x—fu»fdxza

1
Hence, J(Xf (1-x)—(x=f(x)))dx=0.So, xf(L—x) =x— f(x) and we have to solve the system:
0

Xf(1—x)+ f(x) =xand (1—x) f(x)+ f(L—x) =1—x; by multiplying the second equation with X and
subtracting this equation from the first yields successively (x* —x) f (x) + f (x) = x?,

2
X

(x* —=x+1) f (x) = x* and in conclusion f(x)=———.
X*—=x+1

Q86. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

3 3
How many real solutions has the equation 3x® + Iogz[?’x3 +1J + Iog{Bx3 +1J +1=3x ?
X X

Solution by author. We consider injective function f(t)=10g,t+10g,t+t t >0, and equation is
1 1

f(3x* +1) = £ (3x), s0 3x* +1=3x. We have X, e(o,ij , X, G(E’lj’so X; €R.

Hence, the equation has three real solutions.

Q87. Proposed by Marian Cucoanes, Marisesti, Vrancea, Romania.
Prove that in any triangle ABC with usual notations holds:

Ja?+b?+c?—ab-bc—ca+ p(p—a+p-b+p-c)? <m, +m, +m <

1
s\/B(\/p—a+\/p—b+\/p—c)+§(|a—b|+|b—c|+|c—a|).
Solution by author. We use the following results: (i) If x,y >0, then /x+vy < Ix + ﬁ ; (i) If

2 2 2

2 2 2
X, Y,z € Rwith x+y+z=0 and a,b,c>0,then—+y—+z—22(x ty +27)
a b c a+b+c

m, =1\/2(b2+c2)—a2 =1\/(|o+c)2—az+(b—c)2 =1\/(b+c+a)(b+c—a)+(b—c)2 =
=—\/4p(p a)+(b-c)? < (,/4p(p a) ++(b-c)*)=p(p- a)+—|b c| and other two similar
inequalities, i.e. m, <./p(p—b) +E|c—a|, respectively m, <,/ p(p—c) +E|a—b|.

Hence, m, +m, +m_ <./p(yp—a++p—b +\/p—c)+%(|a—b|+|b—c|+|c—a|), i.e. the right side

. We have that:

of inequality is proved. Also, we have that:

m, = Z4p(p-a)+ (0—0)7 = 4mZ —4p(p-2) = (b-0)" =

2
< m,—4/p(p-2a)= (b-c) and other two analogously, i.e.

4(m, ++/p(p-a)

(c—a)’ , (a—b)?
m, —y/ p(p—b) = , respectively m_ —/p(p—c) = ,
4(m, ++/p(p—Db) 4(m, ++/p(p—c)

Hence, using (ii) we obtain m, —/p(p—a)+ m, —/p(p—-b) + m, —/p(p-c) =
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_ (b-c)’ N (c-a)’ N (a—h)* Q
4(m, +yp(p-a) 4(m, +/p(p—b) 4(m, +p(p-c)
© 2((@a=b)* +(b—c)* +(c—a)?) |
4(m, +my +m, +/p(p—a) +/p(p—b) +/p(p-c))

a®+b?+c?—ab-bc-ca

ma+mb+mc_\/6(\/p_a+\/p_b+\/p_(:)zma+mb+mc+\/6(\/p—a+\/p—b+\/p—c) 0

(m, +m, +m.)? —p(yp—a+,p-b+,p-c)®>a’+b*+c?>—-ab-bc-ca

or

r

Ja?+b?+c2—ab-bc—ca+ p(/p-a+p-b+p—c)? <m, +m, +m,, ie. the left side
inequality is proved.
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,Este intelept nu acel care e preocupat

de ceea ce-i lipseste, ci acel care se bucura de ceea ce are.”
Democrit

(cca 460-360 1.Hr)

I: Caleidoscop matematic

HEXAEDRE

(pseudo definitie)
Rostogolit n plane, printre structuri stabile,
Cu muchii descantate prin ratiuni subtile,
Sau stand pe cate-o fata proptita in patrat,
E gol pe dinauntru, doar rareori dotat.
Salasluind adesea in circumscrise sfere,
Tsi soarbe simetria prin varfuri si unghere.
De-1 méangai la-ntdmplare in vreun punct notat,
Atunci subit doreste alint in vers ritmat.
Distins printre retele, ca orice nerotund
Tn regn de poliedre, nedrept ar fi s-ascund
Ipocrizia-i rece latita-n sase fete,
Brodate, fiecare, in cate patru bete.
impovirat de colturi, nu-i nici mirgea, nici tub,
lar de-i patrata fata, atunci devine cub.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu

"Sprit ,, (vin si apa)
de Kovacs Bela, Satu Mare si Cernea Ivan (llan), Israel

Motto:

Crapa-le-ar Domnul, - Principe, - ficayii
Si setea ogoi-le-ar cu venin ,

Caci n-au pdareche-n lume blestemarii:
Crasmarii care toarnd apa-n vin

" Balada sugubeata despre crasmari " de Francois Villon poet francez din secolul XV in traducerea lui
Romulus Vulpescu.
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Expunerea problemei : Intr-un pahar mai mare, si-1 numim paharul A se afli un decilitru (1dl) de

ViN si in alt pahar la fel de mare si-1 numim paharul B se afld 1 dl de apa. Turnidm o jumaitate din
continutul paharului A cu vin in paharul B cu apa, amestecam bine continutul pand devine omogen
apoi turnam 0.5 dl inapoi in vasul A astfel ca in fiecare vas avem cate 1 dl de solutie.

1. Care raport este mai mare, apa din vin in paharul A sau vinul in apa in paharul B?

2. Repetand procedeul (adicd turnam 0.5 dl din solutia omogena din A in B si apoi dupa
amestecare turnam 0.5 dI din B in A) vom putea ajunge sa avem in cele doud pahare cantitati
egale de vin si apa?

Solutie:

1. Tn urma acestei operatii va ramane in fiecare pahar 1 dl de amestec. In acest caz daci in
paharul A (de vin) avem o cantitate de vin x , in paharul A vom avea si o cantitate de apa 1-X iar in
paharul B restul de vin (1-x) si de apa x. Adica raportul apa vin in vasul A este ca si raportul vin apa
in paharul B. In concluzie , nu conteaza de cate ori repetim procedeul (acesta sau oricare altul) atita
vreme cat cantitatile in cele doua pahare sunt egale rapoartele (vin/apa si apd/ vin) raméan egale.

PAHAR A PAHAR B
VIN=x APA=x
APA=1-x VIN=1-x
2. Vom urmari "traseul™ vinului (vinul este mai interesant decat apa). Vom adauga si concentratia vinului

in paharul B , singura concentratie relevanta pentru rezolvarea problemei. Atunci cand in pahar este 1 dl ,
concentratia vinului este egald cu cantitatea ei.

Paharul A Paharul B Concentratia de vin dupa
adaugare
1 1
_1 +1 1_15=1
2 2 2 3
1 11 1
+— e =
6 2 3 6
2 1
3 3
21 1 1
—— e — —— +—
3 2 3
3 3 3 9
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3

2 14 2
+— [ p—
9 29 9
(2 4
A9 9
15 5 5
= 4+ —
29 18 18
5 13 13 o 13
18 18 18 27
13 B1_ 1
54 27 2 54
) 13
27 27
el 7
27 27
7 20 20 5.4
27 27 21 77 8l
20 _401_ 20
81 81 2 81
i 40
81 81
. . 2514 41 - . : .
Se obtine astfel sirul : 39778 Observam ca numitorul este o progresie geometrica cu termenul

general 3" iar numdritorul este o progresie de diferente geometrice cu termenul general 1+

-1 341

2

Deci putem presupune ca dupa n operatii de turnare din A'in B si din B in A, cantitatea de vin In vasul A este

3"+1
a, =
2.3

VVom demonstra prin inductie matematica afirmatia.

- Se verifica usor pentru n=1.

3n+1 +1
- Presupunand formula adevarata pentrun , vom ardtacd a,, = ——— .
2‘3n+1
Ne Tntoarcem la tabela de mai sus si o continuam de la n la n+1.
Paharul A Paharul B Concentratia de vin dupa adaugare
a, 1-a,
1
—-=-a, +=-a,
2
1 1 1 1 2
—-a 1-—-a l1-—a )+15=(01-—-a,) —
2 " 2 " ( 2 ) ( 2 ") 3
1 1 12 1
+———a, | 755 (l__an)
3 6 " 2 3 2
11
5 += an = a‘n+1
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1 1 1 13 l 23”+3”+1 Sy |
Ay =-t-a, =+t n+l - n+l
Asadar 3 3 3 3 2.3 2-3 2-3 Q.E.D.
Observatii:
1

1. Sirul este descrescator , convergent cu limita 2.
3"-1 341

. - -
2. In paharul B, cantitatea de vin completeaza la 1 dl vinul din cele doua pahare , adica 2-3 fatd de 2-3
Deci 1n paharul A va fi mereu mai mult vin decat in paharul B. Raportul vin apa din paharul A este egal cu

3+1

raportul apa vin din paharul B si e egal cu 3"-1. Acest raport este mai mare decét 1 de aceea cantitatile de
vin si apa nu vor fi niciodata egale in cele doua pahare.

Generalizare
Aceeasi problema dar in loc de a turna de fiecare data 0.5 dl , varsam de fiecare data o cantitate p dl ,

0< p<1. Notam cu X, cantitatea de vin din paharul A dupa n turnari si returnari din A in B si din B in A.

Vom gasi o formula recursiva pentru X”+1.

Paharul A Paharul B Concentratia de vin dupa adaugare

X, 1-x,

-p-X, +p-X,

d=p)-x, -@-p)-x, 1-0-px,

1+p
1-(1-p)x 1-(1- p)x,
+p- d-p)x, _p- d-p)
1+p 1+p
Xn+l
1-(-p)%, _ (=P )% +p-p+p*%, _(A=p)X,+p _1-p . P
X, =A=p)X,+p- =
1+p 1+p 1+p 1+ p 1+ p
Dacid x_, ::I'_—p-xn +L (*) atunci X, :]'_—p.xnil P
T o1+p 1+p 1+p 1+p
e — X 1+ . (x X,1) . Constatdm ca sirul diferentelor X, —X;, X; —X,, ..., X,,; — X, este o progresie

n+1

geometricd cu suma

_X1:

(% ~%): HH‘;] 1}

1+p

=p 4

- 1
Inlocuind X, =1 si X, = 1— (se poate obtine si din formula de recurenta (*) si facand simplificarile de
+p

rigoare obtinem X, .. _1 + - p
2 2

1+p

adica X, —l+—
2 2

Kovacs Bela, Satu Mare, Cernea Ivan ( llan), Israel

1-p i
1+p
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Stiati ¢ ......?

........ Tn 1484, omul de stiinta francez Nicolas Chuqget ( 1445- 1488) prin
manuscrisul sau de algebra, ,Stiinta despre numere in trei parti”, face
cunoscut in Europa primele reguli de calcul cu numere rationale, cu numere
negative, cu radacini irationale si introduce o simbolistica a scrierii numerelor
foarte avansata. El mai introduce exponentii negativi si cei nuli in cadrul teoriei
rapoartelor, insd termenul de ,,exponent” ( ,,exponens”) avea sa fie introdus de
M. Stiefel (1487- 1567) in 1544. ([1]. pag. 466).
! Preocupat de teoria ecuatiilor, Chuquet utilizeaza pentru acestea denumirea de
“epuipolence des nombres” ( “echivalenta numerelor” ) dar care nu a intrat in uz, fiind mai facila
denumirea de “equation”, “ecuatie” care provenea de la latinescul “equatio” si care a fost folosit de
Leonardo Pisano ( Fibonacci) ( 1170- 1250) sau Luca Pacioli ( 1447- 1517).

Insa, Chuquet a adus algebrei o serie de idei noi, a introdus termenii de “milion”, “billion”,
“trilion”, etc . iar teoria ecuatiilor era clar explicata realizand o clasificare a ecuatiilor la patru tipuri

generale, ca de exemplu, ax™ =bx™", ax™ +bx™" =cx™"?", etc.

[1]. A.P. luskevici. Istoria Matematicii in Evul Mediu. Editura Stiintifica. Bucuresti. 1963.

1. STEAUA MAGICA
Amplasati numerele lipsa de la 4 la 12 in cercurile goale, astfel incat suma numerelor de pe orice linie
dreapta sa fie egald cu 26.

CIOXOIC,
SIGNOIQ,

2. HEXAGON MAGIC

Amplasati numerele care lipsesc de la 1 la 14 1in hexagoanele care compun figura aldturatd, astfel incat
suma numerelor de pe oricare linie dreaptd sa fie aceeasi. Pentru a fi mai simplu au fost deja completate
cateva hexagoane, ramanand cele goale de completat. Stiti care este acel numar constant si cum se
completeaza figura?




@. - POSTA REDACTIEI - W

la fel, mintea Tnteleptului nu este tulburata
nici de elogii, nici de insulte”.

Buddha

(cca 623- 5431.Hr)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 31 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii Tn randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreuna, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revistd, constand in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitand materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e-mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate Tn
Word 2003-2007) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si si nu mai
fi fost trimise sau sa mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

(Data finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 32 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” vafi 01 SEPTEMBRIE 2023. Va uram succes si va asteptam.

RASPUNSURI LA CALEIDOSCOP MATEMATIC

1. Steaua Magica 2. Hexagon magic

2. Hexagon magic. Suma celor 19 numere este egala 190 care se imparte exact la 5. Cum exista 5
randuri paralele cu numere care pe fiecare rand trebuie sa dea acelasi numdr constant, atunci
190:5=38 ne da constanta 38. Plecand de aici gasim numerele lipsa.
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