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,, Geometria este un cristal pur cu multe fatete,
— multe au fost cercetate , dar multe inca nu...”

(Gheorghe Titeica)
(1873-1939)

l! Istoria matematicii

GHEORGHE TITEICA SI DIMITRIE POMPEIU
de prof. lonel Tudor si prof. Adrian Stan

Se implinesc 150 de ani de la nasterea lui Gheorghe R. Titeica (16.10.1873-05.02.1939) si
a lui Dimitrie D. Pompeiu(22.09.1873-07.10.1954), doi dintre cei mai mari matematicieni romani,
savanti cu un mare prestigiu international.

Gheorghe Titeica s-a nascut in 4/16 octombrie 1873 1la Turnu Severin.

Parintii au fost Radu Titeica, originar din Cilibia-Buzau (fochist pe vapoare
austriece si apoi mecanic pe vapoarele ,Navigatiei fluviale romane”) si sotia
acestuia Stanca, nascuta Ciolanescu.
Titeica si-a facut studiile primare in Turnu Severin iar liceul 1-a urmat n
Craiova, la Scoala Centrala (actualul Colegiu National Carol 1), unde a fost
elev intern si tot timpul bursier, fiind exceptional la toate materiile. Tn anii
" 1891-1892, liceul avea ,,Revista Scoalei” (a doua revista din tard, dupa
GHEORGHE TITEICA| ,,Recreatii Stiintifice”, de la Iasi,1893-1889), cu o rubricd permanenta de
matematica. Colaboratorul cel mai activ era elevul Titeica, aflat in ultima clasa de liceu. Aici el a
publicat o notd de aritmetica, mai multe probleme de aritmetica, algebra, geometrie si chiar note de
critica literara.

Dupa sustinerea examenului de bacalaureat, unde a excelat si a uimit comisia, in 1892 a
intrat primul la Scoala Normala Superioara din Bucuresti, condusa de Alexandru Odobescu, cu
examene foarte riguroase si unde elevii erau si studenti la diverse facultati din Universitatea
Bucuresti.

Gheorghe Titeica a urmat timp de trei ani Facultatea de Stiinte, sectia matematici, avand ca
profesori pe Spiru Haret, David Emmanuel, Constantin Gogu , Dimitrie Petrescu si generalul
lacob Lahovari. A fost impresionat si atras in mod deosebit de lectiile de mecanica ale lui Spiru
Haret (1851-1912), primul matematician roman cu doctorat la Sorbona si de lectiile de geometrie
descriptiva tinute de profesorul Alexandru Oriscu.

Tn 1895 si-a luat licenta in matematici si este numit profesor la seminarul Nifon . Pregitirea
temeinica si marea sa putere de munca ii confereau lui Titeica dreptul la o cariera universitara.
Atunci nu se putea obtine o calificare pentru invatamantul superior, decat intr-un centru universitar
din occident.

Tn 1896 a plecat in Franta, la Scoala Normala Superioara din Paris (fondati in 1794 si
avand ca director stiintific pe Jules Tannery) si dupa un concurs , la care cu mare greutate era admis
un strain, Gheorghe Titeica , devine coleg si prieten cu Henry Lebesque si Paul Montel, viitori
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matematicieni straluciti francezi. Ca student la Paris, Titeica a avut profesori renumiti ca Emile
Picard, Henri Poincaré, Edouard Goursat, Jacques Hadamard, Emil Borel , Jules Tannery, dar
cel mai mult a fost indrumat si format de marele matematician al vremii Jean Gaston Darboux.

Titeica a ramas in Franta trei ani , ludndu-si din nou licenta Tn matematici (iunie 1897),
reusind primul dintre toti licentiatii francezi si straini, iar la 30 iunie 1899, dupa doi ani de munca
intensa isi elaboreaza si sustine teza de doctorat ,,Sur les congruences cycliques et sur les systémes
triplement conjuguées” (,,Asupra congruentelor ciclice si asupra sistemelor triplu conjugate”),
in comisia prezidata de Gaston Darboux si avand ca membri pe Edouard Goursat si Gabriel Kdenigs.

Teza are la baza proprietatile ecuatiei lui Laplace si se refera la proprietatile unei clase de
sisteme de coordonate curbilinii in spatiu, care generalizeaza sistemele de coordonate carteziene
ortogonale.

Gheorghe Titeica a fost al cincilea matematician roman cu doctoratul la Sorbona, dupa
Spiru Haret (1878), David Emmanuel (1879), Constantin Gogu (1882), Nicolae Coculescu (1895)
si Tnaintea lui Anton Davidoglu (1900).

Bucuros ca 1isi impresionase profesorul si modelul sau in studiul geometriei (Gaston
Darboux), Titeica se (fintoarce 1in tara chiar in ziua sustinerii tezei de doctorat.
Tsi incepe bogata activitate de dascil si savant in scoala superioara romaneasca, la Facultatea de
Stiinte a Universitatii din Bucuresti, unde Tn 1899 tine cursul de calcul diferential si integral iar din
1903 este numit profesor titular la catedra de geometrie analitica si trigonometrie sferica, succedand
fostului sau profesor Constantin Gogu si unde a functionat aproape 40 de ani, trecand prin toate
gradele (suplinitor, agregat, definitiv). Tn perioada 1927-1939 a mai functionat si la Scoala
Politehnica din Bucuresti, ca profesor de analiza. A fost decan al Facultatii de Stiinte din Bucuresti
(1919-1923).

Profesorul Gheorghe Titeica era si un pedagog de mare faima, cursurile sale atrigeau
numerosi tineri studiosi. Expunerile lui Titeica cuprindeau fraze precise si clare, erau insotite de
figuri Tngrijite si conduceau asistenta intr-o lume a elegantei si perfectiunii. Printre studentii lui
Titeica amintim pe Dan Barbilian (1895-1961; din 1926 pana in 1932 fiind asistent la catedra lui
Titeica iar Tn 1929 sustine doctoratul avand in comisie pe Gheorghe Titeica , Dimitrie Pompeiu si
David Emmanuel), Traian Lalescu, Gheorghe Vranceanu, Victor Valcovici, Grigore Moisil, Gabriel
Sudan, Alexandru Froda, Nicolae Mihdileanu care au ajuns si el mari matematicieni ai tarii.

Opera stiintifica a lui Titeica cuprinde 96 de memorii stiintifice, majoritatea din domeniul
geometriei diferentiale proiective si afine, unde Titeica este considerat un precursor de cétre
matematicienii strdini. El descopera in geometria proiectiva suprafetele (1906), curbele (1911) si
retelele (1911) care astdzi poarta numele sdu. A publicat la Paris volumele ,,Géométrie différentielle
projective des réseaux” (in 1923) si ,,Introduction a la Géometrie différentielle projective des
courbes” (in 1931) lucrari care l-au consacrat ca geometru de valoare mondiala.
Tn anul 1926, Titeica a tinut la Sorbona mai multe conferinte dedicate curbelor dintr-un spatiu
proiectiv cu n dimensiuni si care au fost cuprinse si publicate in colectia ,,Mémorial des Scienses
Mathématques”.

Tn anul 1913, profesorul Gheorghe Titeica este ales membru titular al Academiei Romane
(pe locul vacant al lui Spiru Haret) unde, in 1928 devine vicepresedinte iar apoi secretar general Tn
1929.

Dar, Titeica a fost ales membru si al mai multor academii strdine: in 1930 membru
corespondent al Academiei de Stiinte din Maryland (S.U.A), in 1934 membru al Societatii de Stiinte
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din Liege (Belgia), in 1933 membru al Societas Scientiarum Varsviensis iar in 1934 a fost proclamat
Doctor Honoris Causa al Universitatii din Varsovia. Titeica a tinut cursuri de geometrie la Sorbona
(1926,1930,1937 apreciate de matematicienii Paul Montel si Arnaud Denjoy), de asemenea la
Bruxelles si la Roma.

La primul Congres al matematicienilor romani desfasurat inh 1929 la Turnu Severin,
matematicienii Paul Montel si Arnaud Denjoy, au mentionat ca ,,Universitatea franceza se simte
onorata ca numara printre profesorii sai pe savantii romani Titeica si Pompeiu”.

Reputatia internationala a lui Gheorghe Titeica a fost recunoscuta si prin alegerea ca
presedinte al sectiei de geometrie la congresele internationale de matematica desfasurate la
Toronto (Canada Tn 1924), Zirich (Elvetia Tn 1932) si Oslo (Norvegia in 1936).

Titeica a fost si un mare popularizator al matematicilor elementare prin intrarea (la
1.11.1895) in redactia revistei Gazeta Matematica ( aparuta la 15 septembrie 1895 , cu aparitie
neantrerupta pana in prezent si infiintata de un grup de 10 ingineri de la Scoala de Poduri si Sosele
din Bucuresti, dintre care se remarcau lon lonescu , Vasile Cristescu si Andrei loachimescu).
Alaturi de acestia, profesorul Titeica devine redactor si raportorul principal, redactand darile de
seamd la concursurile elevilor .Profesorul inginer Ion Ionescu (unul dintre fondatorii Gazetei
Matematice) spunea despre Titeica; ,,a fost cel mai entuziast dintre noii redactori veniti la Gazeta
Matematica”. La gazeta a publicat 34 articole, 18 note si 121 probleme originale.

Gheorghe Titeica a fost ,,primul doctor, primul profesor universitar si primul academician
al Gazetei Matematice*. Activitatea de 44 de ani a lui Titeica la Gazeta Matematica si in cadrul
Societatii de Stiinte Matematice din Romania, i-a adus binemeritata recunoastere de ,,stalp” al
Gazetei Matematice.

La concursul Gazetei Matematice din 1912, ca raportor al concursului, in prezentarea din
G.M. 8/1912, Titeica scria: In locul intdi se cuvine sa numim pe Domnul Barbilian D.din clasa a
Vl-a la Liceul Lazar , care a indeplinit conditiunile pe care le cerem noi pentru aceasta deosebita
cinste. Cu o lucrare scrisa de Algebra foarte buna , cu o alta de Geometrie elementara excelenta in
care a intrebuintat o metoda ingenioasa admirabila , cu raspunsurile sale sigure si precise , din care
se vedea o gdndire bine condusa si cunostingi ntinse , cu aceste Tnsusiri alese DI.Barbilian si-a
cucerit dintr-o data locul de frunte. Sa-i fie de buna prevestire si pentru concursurile viitoare ”

La sfarsitul raportului la concursul gazetei din 1912 Gheorghe Titeica scria: ,,Inchei
aceasta dare de seama cu dorinta ca din aceste concursuri corespondentii nostri sa atraga doud
foloase, intdi dragostea nestramutata pentru matematica si al doilea , staruinta de a capata cat mai
multa sigurantd in calcul si limpezime Tn gandire ”

La unul din concursurile Gazetei Matematice , cel din 1908 , Titeica propune o teorema
remarcabild prin frumusetea ei :,, Trei cercuri egale {3y, E), C(0,, R} si C(03y, R} care au un
punct comun , luandu-le douda cdte doud se mai intersecteaza in punctele A,B,C. Atunci cercul
circumscris triunghiului ABC este egal cu cercurile date”. Aceasta proprietate gasita intamplator de
Titeica (pe cand desena cercuri cu o moneda de 5 lei), la inceput a ramas cunoscutd sub numele de
,problema piesei de 5 lei” , iar apoi de ,,teorema piesei de 5 lei”. In timp , au fost gésite mai multe
demonstratii , generalizari si legaturi cu alte teoreme si proprietati de geometrie plana ( de exemplu
teorema de,,inchidere” a matematicianului francez Jean Victor Poncelet: ,,Daca exista un poligon
convex sau stelat , nscris intr-o conica I' si circumscris unei alte conice ¥, atunci exista o infinitate
de astfel de poligoane™).

Pentru elevi a publicat culegeri de probleme de geometrie care au ramas de referinta si
s-au reeditat decenii la rand.
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Tn 1901 s-a constituit ,,Biblioteca Gazetei Matematice” care publica carti de matematica si

culegeri 1n sprijinul elevilor care doreau sd adanceasca studiul matematicii.
Prima carte de matematica tiparitd in aceasta biblioteca , a fost ,,Culegere de probleme de aritmetica,
geometrie, algebra si trigonometrie ” avand ca autori pe cei patru ,,stalpi “ai Gazetei Matematice
(lon lonescu, Gheorghe Titeica, Andrei loachimescu si Vasile Cristescu), care apare chiar in 1901
si care contine peste 3000 exercitii si probleme cu raspunsuri si indicatii.
rerrrvevrerrreeewsl  Mai tarziu s-a considerat cad este mai bine ca cele patru parti sa se separe si
vm'm"'%’?" astfel au aparut in biblioteca gazetei patru culegeri, revizuite si cu un continut
< mai bogat. Astfel a doua editie a culegerii de geometrie a lui Titeica apare n
1929, ajungand Tn 1981 la a VI-a editie (Editura Tehnica) cu circa 1400 de
probleme, fiind si acum o lucrare de referinta in domeniu.

Ca un omagiu adus marelui savant, din 1979 s-a infiintat pentru
\ elevii din gimnazii si licee Concursul interjudetean de matematica
atadosenenrine. ,,Gheorghe Titeica”, unde participa anual tot mai multi elevi.

Pentru raspandirea stiintelor, Titeica infiinteaza in anul 1905 , impreuna cu profesorul
G.G.Longinescu revista ,,Natura”, cu aparitie pAna in 1949. In mai multe randuri, Titeica a fost
presedinte al ,,Societatii Matematice din Romania”, presedinte al ,,Societatii romane de stiinte” si
mult timp membru Tn Consiliul superior al Instructiunii Publice, unde si-a spus cuvantul in
problemele de organizare a invatamantului.

Gheorghe Titeica a fost casatorit cu Florence Titeica (nascuta Thierrin) si a avut trei
copii, Radu, Gabriela si Serban, toti urméand cariere universitare 1n tara.

Definind matematica , Gheorghe Titeica spunea: ,, Matematica
este un mod de exprimare a legilor naturale, este cel mai potrivit chip de a
infatisa o lege generald sau curgerea unui fenomen , este cea mai perfectd
limba in care se poate povesti un fenomen natural”.

In tara foarte multe scoli si licee poarti numele marelui
matematician iar Banca Nationald a Romaniei a lansat anul acesta 0 moneda
de argint care s marcheze cei 150 de ani de la nasterea sa.

La 5 februarie 1939, in varsta de 65 de ani si 1n plina activitat, s-a
stins cel mai mare geometru al nostru, profesorul si omul Gheorghe Titeica.

UV T T T TV T YT T T Ty
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Tot anul acesta aniversam 150 de ani de la nasterea lui Dimitrie Pompeiu

. (22.09.1873-07.10.1954), unul dintre primii matematicieni romani de

e A importanta internationala, care au dat un puternic impuls activitatii creatoare
g Tn Romania.

S-a nascut la 22 septembrie 1873 la casa bunicilor din localitatea

Dimacheni, de langd Dorohoi, unde tatdl a functionat un timp ca Invatator

suplinitor iar mai apoi Invatator in comuna Broscauti, tot langda Dorohoi.

Tatal sau era originar de peste Prut si fusese coleg de clasa la Botosani cu
Mihai Eminescu.
Dupa terminarea scolii primare la Dimacheni, in 1885, Pompeiu a intrat la gimnaziul din
Dorohoi. Aici, pe langa preocupari muzicale (canta la vioard) a Inceput sa colaboreze cu rezolvari de
probleme de aritmetici la revista ,,Recreatii Stiintifice” din Iasi. In 1889 a absolvit clasa a IV- a cu
premiul 1.
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Tn perioada 1889-1893 urmeaza Scoala Normald de Institutori din Bucuresti, unde intra
printre primii. La 1 septembrie 1893, Pompeiu este repartizat ca institutor la Galati, dar la 1
octombrie 1893 se transfera la Scoala primard nr.1 din Ploiesti, unde functioneaza pana in iunie
1898.

In aceastd perioada isi aprofundeaza studiile matematice si colaboreaza la scrierea unei
geografii a judetului Prahova si a wunui studiu asupra indicilor de refractie.
Tn anul 1896, la propunerea inginerului si profesorului Andrei loachimescu, este admis ca membru al
societatii »Amicii Stiintelor Matematice” condusa de Constantin Gogu.
La Ploiesti s-a casatorit cu institutoarea Aristia Dragomirescu, cu care a avut cinci copii si care I-a
stimulat si sprijinit in proiectele de plecare la Paris pentru a-si perfectiona studiile matematice.
Sotii Pompeiu au cerut si au obtinut un concediu platit de la catedra (1898-1900) si la 1 septembrie
1898 au plecat la Paris, unde Pompeiu a trebuit sa treacd bacalaureatul francez, deoarece Scoala
Normala de Institutori din Bucuresti nu se echivala cu acest bacalaureat. Cei trei copii micuti i-au
lasat la Ploiesti , la o sora a sotiei.

Tn anul scolar 1898-1899, Pompeiu a urmat clasa de matematici speciale iar in vara anului
1899 a obtinut la universitate acest bacalaureat cu mentiunea ,,trés honorable” dupa care se inscrie la
Sorbona. La aceasta universitate, intre 1899 si 1903 obtine certificatele de calcul diferential si
integral cu Edouard Goursat, cel de mecanica rationala cu Paul Appel, analizd superioara(teoria
functiilor) cu Emile Picard si cel de mecanica fizica experimentald cu Gabriel Kdenigs. A fost
profund impresionat de cursurile lui Henri Poincaré, Emile Picard, Gabriel Kdenigs si Paul Appel
care 7l vor influenta in activitatea didactica si stiintifici. In 1903, Dimitrie Pompeiu devine licentiat
in matematici la Sorbona si se inscrie la doctorat. Cét a stat la Paris i-a cunoscut pe Traian Lalescu,
Petre Sergescu, Florin Vasilescu si Serban Gheorghiu.

Tn acesti ani la Paris, s-au mai nascut alte doui fete ale sotilor Pompeiu. Pentru a-l ajuta ,
sotia lui a revenit la Ploiesti cu cele doud fetite si a profesat Tn continuare ca institutoare.
Pentru pregatirea doctoratului, Pompeiu studia foarte mult, cate 12-14 ore pe zi.

La 31 martie 1905 Tsi sustine la Sorbona teza de doctorat ,,Sur la continuite des fonctions
de variable complexes”(,, Asupra continuitatii functiilor de variabile complexe” , problema studiata
si de marele geometru german Bernard Riemann cu 60 de ani in urma).

Dimitrie Pompeiu si-a sustinut teza Tn fata unei comisii prezidata de Henri Poincare si
avand ca membri pe Gabriel Kéenigs si Edouard Goursat. In tezi , Pompeiu demonstreazi existenta
unor functii analitice avand multimea singulard de masura pozitiva si fiind continue pe aceasta
multime.

Pompeiu este initiatorul teoriei functiilor poligene care constituie o extindere naturala a
functiilor analitice. Tn acest domeniu a introdus notiunea de derivati areolara si a extins celebra
formula a lui Cauchy, prin formula cunoscutd ca formula lui Cauchy-Pompeiu.

Unele rezultate din teza lui Pompeiu au fost extinse mai tarziu de matematicienii romani
Simion Stoilov Grigore Moisil si Nicolae Victor Teodorescu. Descoperirea fundamentala a lui
Pompeiu a condus si la cercetari ale unor matematematicieni straini renumiti precum Arnaud Denjoy,
Paul Painlevé ,Pavel Uryson , Nikolai Luzin , Cazimir Kuratowski, Felix Hausdorff.

Tn lucrarea sa, Pompeiu a construit functia numitd acum ,,functie Pompeiu”, a introdus
riguros 0 notiune noua, distanta dintre doua multimi inchise si a dat un rezultat fundamental nou ,
derivata areolara, privind ecuatiile cu derivate partiale.
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Dupa obtinerea titlului de doctor in matematici, Pompeiu s-a intors in tara si imediat n
1905 este numit conferentiar de calcul diferential si integral la Universitatea din lasi.
Aici, 1n 1907, devine profesor titular la catedra de mecanica pana in 1912, cand vine la Universitatea
din Bucuresti la catedra de mecanica rationala ocupata de Spiru Haret (Se pensionase in 1910), pana
la 1 aprilie 1911 si suplinita de Traian Lalescu pana la venirea lui Pompeiu.

La aceasta catedra Pompeiu a predat pana la 10 octombrie 1930 cand trece la catedra de
teoria functiilor in locul lui David Emmanuel care se pensionase. In locul lui Pompeiu, la mecanica
rationali a trecut profesorul Victor Valcovici. In 1929, dupa decesul prematur al lui Traian Lalescu,
la Scoala Politehnica din Bucuresti, pe catedra de geometrie analiticd ramasa vacanta este numit
titular Dimitrie Pompeiu. Astfel , profesorul Pompeiu a functionat ca titular pe cele doua catedre de
la Universitatea si Politehnica din Bucuresti pana in 1941 céand se pensioneaza.

Tn 1919, Pompeiu va sprijini organizarea Universititii Romane din Cluj, unde timp de 15
ani va tine lunar cel putin o conferintdi, norma de baza fiind la Bucuresti.
La Cluj, a organizat seminarul de matematici al Universitatii,dupa exemplul celebrului seminar de la
College de France, ajutat de Niculae Abramescu, Aurel Angelescu, Gheorghe Bratu si Petre
Sergescu.

Tn 1926, Pompeiu a fost angajat , ca si Titeica , pe bazi de contract , profesor agregat la
Sorbona , unde a predat cate o luna pe an(1926,1929,1931) lectii in special din lucrarile sale. Aici a
prezidat onorific comisia de doctorat la Sorbona pentru teza profesorului roman
Nicolae Teodorescu , comisie condusa de Henri Viellat.

Tn 1931, Dimitrie Pompeiu a tinut cursuri la Universitatea din Poitiers(Franta) si a
organizat un colocviu franco-roman.

Tn 1929, la Cluj a aparut revista de matematici superioare ,,Mathematica” de circulatie
internationala infiintatd de Pompeiu impreuna cu Petre Sergescu si unde Pompeiu cat si Titeica au
fost codirectori. Pompeiu a fost un analist de reputatie internationala, prelegerile sale universitare
erau urmarite cu interes de studentii sdi , dovedind si calitdti de dascal riguros dar accesibil ,
preocupat nu numai de fondul expunerii ci si de forma de realizare a acesteia.Opera lui Pompeiu este
raspandita in peste 129 de memorii aparute in periodice din Franta, Germania, Italia, Statele Unite ,
Japonia,Belgia , Olanda,etc.

Pe langa activitatea de profesor universitar, Pompeiu a indeplinit Tn anumite perioade si
functii administrative Tnalte. Astfel a fost inspector general in Ministerul Instructiunii Publice si
presedinte al Consiliului permanent din Ministerul Instructiunii Publice in anii 1917-1918.
Pe timpul guvernarii lui Nicolae lorga, Pompeiu a fost presedinte al Adundrii deputatilor.
Din 1934 devine membru corespondent al Academiei Romaéne iar din 1948 a fost membru titular.

Tn 1946, cand s-a infiintat Institutul de Matematica al Academiei Roméne, Pompeiu a fost
numit director. Dimitrie Pompeiu s-a bucurat de mare prestigiu si peste hotarele tarii , in 1934
pimind titlul de doctor honoris causa al Universititii din Varsovia iar in 1937 a prezidat al doilea
Congres interbalcanic al matematicienilor, tinut la Bucuresti.

Tn 1946, Pompeiu a fost presedinte al celui de-al treilea Congres al matematicienilor romani
desfasurat la Bucuresti.

Pompeiu, profesor si mare pedagog in predarea matematicii , cu o inclinare spre problemele
teoretice de filozofia matematicii, se oprea si asupra problemelor de matematici
elementare(aritmetica si teoria numerelor, geometrie ,analiza). Astfel in 1937, apare ,,teorema lui
Pompeiu”, cunoscuta de elevi: ,,Distantele de la un punct la cele trei varfuri ale unui triunghi
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echilateral sunt laturile unui triunghi”. Aceasta teorema a primit mai multe demonstratii, generalizari
(in spatiu sau la poligoane cu n laturi) si a dat nastere la numeroase lucrari ale matematicienilor
romani si straini (D.Barbilian, Paul Montel , Harold Hilton, N.Obreschkoff).

Mai exempificam si cu 0 teorema a lui Pompeiu (nota ,,Sur le théoréme des accroissements
finis (premieres notes), publicatd in Ann.Sci.de I’Univ.de Jassy, 1906) cu ajutorul careia se poate
demonstra teorema lui Rolle, fara a utiliza proprietatea valorii intermediare a functiilor continue
definite pe intervale ale axei reale:

Fie a,b ER,a= b f: [a b] = F o functie continui pe [, &]. Atunci exista un ¢ £ [a, b]
si doud siruri (&, uen , (B )nen astfel incét :

i) a<a, <b,<<b | pentruoricen €N’

i lim, ,.a, =lim, . b =c

iii) Flbg-fla,) _ Flel-fla)

ba—an b-g

Pentru cinstirea memoriei lui Dimitrie Pompeiu, anual se desfasoarad la Botosani ,,Concursul

interjudetean de Matematica Dimitrie Pompeiu” pentru elevii din preuniversitar, ajuns anul acesta la a

XXl-a editie datorita unor profesori dedicati printre care domnul inspector scolar de matematica Sebastian

Mihalache, a domnului prof. Toan Ciobénasu- presedinte SSMR Botosani, sau a domnului Artur Balauca iar

la Botosani si Dorohoi in zilele de 12-14 mai 2023, s-a desfasurat a XXV-a Conferinta Anuald a Societatii de

Stiinte Matematice din Romania, dedicata implinirii a 150 de ani de la nasterea marelui nostru matematician

Dimitrie Pompeiu.

, pentru orice t E N

> . B ¥

Matematicianul si savantul romén Octav Onicescu (1892-1983),(originar tot de pe plaiuri
botosanene), student al lui Pompeiu, in cartea ,,Pe drumurile vietii(1981) , Tsi omagiaza maestrul cu mare
admiratie si pretuire: ,,Un Brancusi al matematicii, ale cdarui creatii au fost simple, plastice , globale si
incarcate de semnificarii Tn lumea formelor stiinfei sale agsa cum erau ale sculptorului in lumea

realizarilor lui.”
Marele nostru profesor si matematician s-a stins din viata la 7 octombrie 1954.
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,,Tngeleptul e cel care se mira de orice.”
Andre Gide
(1869 -1951)

PN Articole si note matematice

in legituri cu doui probleme din RMT nr. 3-4/2023
de Titu Zvonaru, Cominesti
Problema O.VI11.535. Daca a,b,C > 0, atunci

2/(@+b)? +(b+c)’ +(c+a)’ =Ja’ +b2+c? +a+b+c.
Neculai Stanciu, Buzau

Solutie: Inegalitatea este adevarata pentru orice numere reale a,b,c.
Avem: (a+Db)> +(b+c)° +(c+a)’> =a®*+b*>+c®+(a+b+c)’.
Aplicand inegalitatea MA —MP obtinem:
J2A@+b)? +(b+c)? +(c+a)’] =/2[(a> +b>+c?)+(a+b+c)’] =

>+/a? +b? +¢? +la+b+( >\a2+b?+c2 +a+b+c,
Avem egalitate dacd si numai daca
a® +b? +c® =(a+b+c)?, adica (a,b,c) = (k,0,0),(0,k,0),(0,0,k),

unde K este un numdr real.

5 .a+b b+c c+a 1 11
Problema O.VI11.537. Daci a,b,c > 0, atunci -2 + " + o’ 2 —+ .
Solutii:
1. Aplicéand inegalitatea MA—MG pentru patru numere obtinem:
a+b b+c c+a 1fa a b b)) 1I(b b ¢ ¢
s vt ot et et 2 Pr RIS I
C a b 2\b® ¢° ¢° a

2 2 2 b2
1( ¢ C a a 1 1 1
to|l St +5+5 22 —+—+—|.
2\a®~ b® b° ¢ c b a

¢ a® a
2. Eliminand numitorii, inegalitatea se scrie:
a’b? +a’b® +b’c® +b*c® +a’c® +a’c® > 2a’b’c + 2a’bc? + 2ab’c?,
si este adevarata cu Muirhead ( (3,2,0) majoreaza (2,2,1) ).
a+b b+c c+a 2(1 1 1}_ a+b 2 b+c 2 c+a 2 _

2

3. Avem: + —+—=+
c? a’ b2 a b c ¢c2 ¢ a* a b* b

a+b—-2c b+c-2a c+a-2b a-c+b-c b—a+c—a c—-b+a-b
= + + = + + =
c? a’ b2 c a’ b2

:(a—b)(iz—iz]+(b—c)[iz—izjﬂc—a)(iz—izj:
b a c- b

a’ ¢
_(a+b)(a—b)? N (b+c)(b—c)? N (c+a)(c—a)?
B a’b? b2c? c?a? '
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Asupra unor noi inegalititi in triunghi
de prof. dr. Mihaly Bencze

Teorema. Daca ABCeste un triunghi, atunci $+25in%sin%scoszgsi alte doua
inegalitati similare.

Demonstragie. Avem: Zsin2§+25innsin§=1; sinzg+sin2%225in%sin%.
Deci, sin2§+Zsin%sin9+25inésinEsinEsl, iar dacd tinem cont de egalitatea

. A. B.C r . . . r . B . C ., A » A .
sin—sin—sin— =——, atunci obtinem ca: ——+2sin—sin— <1-sin“— =cos”— si analog se
2 2 2 4R 2R 2 2 2 2

deduc alte doua inegalitati similare.
Pornind de la teorema de mai sus si folosind unele identitati cunoscute:

2 2 2
ZCOSZA 4R+T 2cos 2E23: p +(4R2+r) 'y 1 A:1+(4R+rj |
16R cos” & p

3 1 _8R(4R+T)

2

, putem obtine noi inegalitati Tn triunghi.

2 A 2 B p
COos“ —cos” —
2 2

lata cateva dintre aceste inegalitati:

1. Zsm—smE<2R 2. L+23inésinE L+23|nBsm p +(4R2+r)
2R 2R 2 2)AZ2R 2 2 16R

2
11 T iosinBsinB <[ 2] 14 3 ' osinBsinB _(4R+r)2—p :
2R 27 2) \4R 2R 272 8R

w

2 2
5. —+23|nésmB £(4R+r) -3p (3R+r);
2
6 —+23|nésmB L+23|nBsm (p +(4R+1)°)’ 416p R(4R+r)
2 2/\R 2 2 256R
A sinS (4R+1)*+ p*(2R+T) .
7. +2(sin—+sin—)sin 1
H( S ey ZJ 32R°
8. H L+2(Sil‘]é+SiI‘IE)SiI‘IE r +2(S|nE+SIn—)S|n 5(4R+r)2 + p
" 2 2 2AR 2 2 16R
L+23inEsin—
0.7 2R" 12" 2(UR+r)-pt),
. ,B_,C p’ ;
cos? —cos? —
2 2
*+2(Slné+sm “)sin—
2R 2 2772 _(AR+1)°+p’(2R+1)
103 . |
cos’ — 2Rp
Bibliografie
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Inegalitati de tip lonescu — Weitzenbdck
si Hadwiger — Finsler intr-un triunghi
prof. univ. dr. Emil. C. Popa, Sibiu
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Abstract. Tn this paper, some inequalities of the lonescu — Weitzenbdck type an of the Hadwiger —
Finsler type are obtained in a triangle.

1°. Inegalitatea lonescu — Weitzenbock se referd la faptul ci in orice triunghi ABC cu notatiile

obisnuite avem a? +b? +¢?>44/3-S. (1)
Teorema 1. Notim $ = o > 2 ( Euler) si avem inegalitatea a® +b*+c* > 26 - S (2
3 3
Demonstratie:  Plecam de 1la R= abc < (a+b+c) ,  apoi § =r= E < M,
4S ~  108S D o 108aS
(a+b+c)’>216aS? si (a+b+c) >6/6aS. (3).

Dar 3(a’ +b”+¢’)> (a+b+c)” asacd @’ +b”+¢* > 2J6a S .
Observatie: Cum « > 2 din inegalitatea obtinuta gasim relatia (1):
Inegalitatea Hadwiger — Finsler este a+b?+¢? > 44/3-S+(a—b)? +(b—c)? + (c—a)>. (4)

Teorema 2. Avem inegalitatea a® +b? +c? > 26« - S +%|:(a—b)2 +(b—-c)*+ (c—a)2] . (5)

Demonstratie: Din (3) rezulti ca a”+b” +¢* >6+/6a -S —2ab—2bc—2ca,
3(a’+b* +c*)266a S +(a—h)’ +(b—c)’ +(c—a)’ |3 rezultdnd c.c.t.d.

Obs. Consideram urmatoarele exemple:

a) In triunghiul ABC cu AB=BC=2, AC=1 gisim S = 7 — sl a= § Prin calcul

10 15

avem a?+b? +c?)4/3-S +(a—b)? + (b—c)? + (c—a)?) 26 - S + +%[(a—b)2 +(b-c)’ +(c—a)2] ;
b) Tn triunghiul ABC cu AB=3, BC=4, AC=5 avem: S =6, rzl,R:g si azg. Dupi calcule

gisim: @’ +b? +¢?)2\/6a - S +%[(a—b)2 +(b—c)’ +(c—a)® )4V3S +(a—b)’ + (b—c)’ + (c—a)’

Teorema 3. Fie P un punct in interiorul triunghiului ABC si notim cu x, y, z distantele de la
punctul P la laturile BC, CA respectiv AB. Avem inegalitatea:

P(n): x-a"+y-b"+z-¢">2———=S", VneN*, (6)
(x+y+2)"

Demonstratie: Pentrun =1 avem: x-a+Yy-b+z-c=2S . Folosim acum inegalitatea C-B-S

(x-a+y-b+z-c) =(&-&a+ﬁ.ﬁb+ﬁ-ﬁc)2 <(x+y+12)-(xa® +yb® +2¢?), de unde:
2

S2.

x-a°+y-b>+z.¢*>
X+y+z

Presupunem acum cd P(n) este adevarata pentru un ne N*,n>2 si avem:

(x-a”+y-b”+z-c”)2 :(\/;-\/;a”+\/§-\/§b”+\/?-\/;c”)z <(x+y+2)-(xa’ +yb*" +2¢™").
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22n
deunde x-a"+y-b"+z-¢">————S*". Acum:
(x+y+2)
) 1 2 1 a1 1 12
(x-a"+yb"+z:c") =|Jx-a2vx-a? +fy-b2\fy-b 2 +z-c2z-c 2 | <(xa+yb+zc)(xa" "+ ybT 4 2c)
22n
deunde x-a*" +y-b*"+z.¢*">—————.8"
(x+y+2)~"

Prin urmare inegalitatea ( 6) fiind adevarata pentru n=2 ea este adevarata pentru n=3 si n=4. Fiind
adevarata pentru n=3 ea este adevarata pentru n=5 si n=6 si fiind adevarata pentru n=4 ca este
adevarata pentru n=7 si n=8, etc.

Deci inegalitatea ( 6) este adevarata pentru orice ne N*.

Obs. Daca P =1 ( centrul cercului inscris) atunci x =y =2z =r. Inegalitatea ( 6) devine:

n

a"+b"+c" >

S". Din inegalitatea lu Mitrinovici, p > 3/3r obtinem r? <—— si deci
3t : P 33

"
4 o
a"+b"+c">2".34 .52, (7)
iar pentru n = 2 regasin inegalitatea lonescu — Weitzenbdck.

D : . <. m n p
Consideram acum multimea M = {m,n, p}, m,n, p e(O;OO) si permutdrile: o, = ,

m n p
mn p mn p
O'2= y O'3= .
n p m p m n
24—-m-n—-p m+n+p m-+n+p

3
Teorema 4. Avem inegalitatea Z(a"i‘m)+b"i‘“’+c"i<p’)z3 2 .2 3 .5 6 (8)
i=1

Demonstratie:

3
> (a%™ +b7 4¢P = @M 4 oM 4 g 4 P70 o) pos() 1 gD gouP) o)
i=1

=a"+a"+a"+b"+b"+b" +c" +c" +cf > 3(3/&"“””’ + o™ 4 Yomener )2

m+n+p m-+n+p m-+n+p ) m-+n+p men+p m-+n+p m-+n+p m+n+p
3fa 3 +b 3 +c 3 |>9-\(abc) ® =9(4RS) s =9-4 ° .(R?) ® .S ° . Din

2 4S
inegalitatea cunoscuti R =373 =

m+n+p

n m+n+p m+n+p
Z(aai(m)+bai(n)+ccri(P))29,4 9 ( 4S j 18 .S 9 =
n 33

24—-m-n-p m+n+p m-+n+p

=3 12 .2 3% .5 % cectd

4-m m
4 2

Observatie: Pentru m=n = p obtinem a" +b™ +c™" >3 4 .2".S

(1).
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Prof. univ. dr. Emil C. Popa, Universitatea Lucian Blaga, Sibiu

si pentru m = 2 regdsim inegalitatea
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Asupra problemei L. 999 din revista Sclipirea Mintii nr. 31
de prof. Marin Chirciu, Pitesti!

L.:999. Tn triunghiul AABC are loc inegalitatea 22—23.
a —_

Ionel Tudor, Calugareni

Solutie.
2
5=y & % (23) (2p)° 4p’ -
a’—(b—c)’ _Z(a ~(b-c ) 2> bc— Za 2(p®+r?+4Rr)-2(p’ —r*—4Rr)
4p® p? O P> o o
= >=3=RHS, unde >3 < p?>12Rr+3r?, care rezulti din
16Rr + 4r? 4Rr+r 4ARY + r2

inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r°.

Rimane si ardtim ci: 16Rr —5r® >12Rr +3r” < R > 2r, vezi inegalitatea lui Euler.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Problema se poate dezvolta.
In triunghiul AABC avem

5 22 ,unde 1< 1<3.
A

Marin Chirciu
Solutie.

Pentru 4 >1avemia® —(b—c)” >

s (Xa) (2
HHS = ZXa ~(b—c)’ _Z(Xaz—(b—c)z)_22bc+(x—2)2az

4p? 4p°
2(p®+r’+4Rr)+(4-2)-2(p*~r*—4Rr) - (24-2) p* +(24-82)Rr +(6-24)r° -
i 2 03
(A-1)p*+(12-44)Rr+(3-A)r* "2~
2p° ™3

unde < (3-2)p?212(3-2)Rr+3(3-4)r?

>=
(2-1) p? +(12—42)Rr+(3-2)r2 ~ 4
care rezultd din ipoteza(3— 1) > O i inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r?.

Riamane si aritam ca: 16Rr —5r° >12Rr +3r? < R > 2r, vezi inegalitatea lui Euler.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Nota.
Pentru A =1se obtine Problema L:999 din Sclipirea Mintii Nr.31/2023.
2
INAABC avem Za—zz&
a’—(b-c)

1. Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Alte rafinari ale unei inegalititi clasice
de Neculai Stanciu, Buziu

Daca a,b,c > 0, atunci este binecunoscuta inegalitatea Z a’> Z ab.

In [1] este prezentata o rafinarea a inegalitatii de mai sus. lata alte trei rafiniri a inegalitatii clasice de mai sus.
. Daca a,b,c >0, atunci 16(> a® - > ab) > 3(Z|a— b|)2
Solutie. Fara pierderea generalitatii putem presupune cd @ <b <c. Fie X,y >0 astfel incat
b=a+x,c=a+x+Yy.
2 l 2 2 2 1 2 2 2 2 2 H
Da —Zabzi((a—b) +(b-c)’+(c—a) ):E(X +y2+(x+Y) ): x% + Xy + y?, atunci

inegalitatea din enunt este echivalenta cul6(X? + Xy + y?) > 3(X+ Y+ X+ y)> < 4(x—y)* >0, evident

adevarata.

Deci, am obtinut rafinarea: » a’® > Zab+%2|a —b|’

Il. Daca a,b,c > 0, atunci \/§Za2 2\/§Zab+2|a—b||a—c|.

Solutie. Analog ca mai sus, fie a<b<c si x,y >0 astfelincit b=a+x,c=a+X+Y.
Inegalitatea din enunt devine: x> + Xy + y? > %(x(x +Y)+ XY+ y(X+Y))
= (\/§ ~1)x? + (\/§ —3)xy + (\/§ —1)y? >0, care este adevirati deoarece discriminantul ecuatiei
(V3 -Dt2 +(/3-3)t+/3-1>0este A=(/3-3)2—4(x/3-1)° =24/3-4<0.
J3

Deci, am obtinut rafinarea: » a” > > ab+ ?32|a —blja-c|

1. Dacd a,b,c >0, atunci 8 a® >8> ab+> (a—c[+|b—c|)’.

Solutie. Analog camai sus, fie a<b<csib=a+Xx,c=a+X+Yy cu x,y>0. Atunci, inegalitatea
devine X% + xy + y? > %((x+2y)2 +(2x+y)? + (x+ y)2)
<> 8x% +8xy+8y?® >6x* +10xy + 6y°
2 3 2
SX-xy+y* >0 (x—%) +% > 0, adevirata.
Deci, am obtinut rafinarea: » a’ > Zab+%2(ja—c| +|b—c|)

Bibliografie
1. Dorin Marghidanu, O demonstrayie fara cuvinte pentru rafinarea unei inegalitati celebre, Sclipirea
Mintii, Nr. 31, 2023, 25.
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Asupra unei inegalitati duble a lui Nicolae Ciorinescu
de Marius Dragan si Neculai Stanciu

In Gazeta Matematica (G.M.), Vol. XLIII (1937-1938) , 1937, nr. 12, pag. 671, Nicolae
Cioranescu a propus
Problema 4993. Daca a, b, c sunt Iungimile laturilor triunghiului ABC , atunci
cpra p+ b L Pte_
4 b +C c + a a+b 2
unde p este semiperimetrul triunghiului.

Problema 4993 nu a fost rezolvata in G.M. dar, a mai fost repetata in G.M. nr.8/1956 (problema
2315) si in G.M. nr.8/1965 (problema 7112). Pentru problema 2315 este publicata solutia autorului.
[atd aici o noua solutie:

Pentru inegalitatea din stanga:
p+a 1 a_ Bergrom 9 3 15
Zb+c Zb+c+zb+c v P brcecratatb 2 4
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.
Pentru inegalitatea din dreapta:

p+a 3a+b+c a
2 =3+3) —<3+3.2=9,
Zb+c Z b+c Zb+c

- : . a
unde am folosit binecunoscuta inegalitate Zb— <2.
+C

Inegalitatea Cioranescu a fost generalizata in [1].
pra, p+b+ p+c_3 3p°-r’
b+c c+a a+b 2 p?*+r?+2Rr

e TInorice triunghi ABC avem egalitatea:

Demonstrayie. Deoarece,
(a+b)(b+c)(c+a)=(a+b+c)(ab+bc+ca)—abc=2p(p*>+r?+4Rr)—4pRr =
=2p(p® +r®>+2Rr)si a® +b® +¢? :(a+b+c)((a+b+c)2—3(ab+bc+ca))+3abc, avem

p+a, p+b+ p+c 1(3a+b+c+3b+c+a+30+a+bj:

brc c+a a+b 2\ b+c c+a a+b
3 3( a b ¢ J_ 3 3 a’+b’+c’+(a+b+c)(ab+bc+ca)  3@3p*-r?)
"2 2lb+c c+a a+b) 2 2 (a+b)(b+c)(c+a) ~2(p?+r2+2Rr)

e TInorice triunghi ABC sunt adevarate inegalitatile:
2
E< 36Rr —12r° Z p+a _ 9R +9Rr +6r*> 9

< <=.
4 9Rr-2r? b+c 2R?*+3Rr+2r> 2
Demonstratie. 15 < M R > 2r, inegalitatea lui Euler.
9Rr —2r?

Folosind inegalititile lui Gerretsen 16Rr —5r® < p® <4R* +4Rr +3r?, avem
36Rr —12!2’ . 15 —R>2r
9Rr —2r 4
3(3p* —r?) . 36Rr —12r?
2(p®+r?+2Rr)  9Rr-2r?
3(3p* -r?) - 9R? +9Rr +6r?
2(p>+r*+2Rr) 2R*+3Rr+2r?

< (p? —=16Rr +5r%)(2r* +3Rr) >0

< (p? —4R?* —4Rr —3r?)(2r* +3Rr) <0
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9R?+9Rr+6r¢ 9
SR 3Rr + 21 <E<:>3Rr+2r2 >0.

e Vom gasi cea mai buna constanta k ([2]) astfel incat:
p+aJr p+b N p+c_ 135R + 30kr

b+c c+a a+b 30R+(8k+12)r’

este adevarata in orice triunghi ABC .

3p?—r? __ 45R+10kr
p>+r2+2Rr ~ 15R+(4k +6)r

2 2
Deoarece functia f :(0,00) > R, f(p)= 23p+r , '(p)= irp(BZR +2r) > >
pe+r°+2Rr (p°+r°+2Rr)

este crescatoare conform inegalitatii lui Blundon’s avem

45R +10kr
f(p)< f < .unde p2 =2R?+10Rr —r? +2/R(R=2r)*.
(p) < f(p,) 15R + (4K + 6)r P, ( )

Inegalitatea se scrie g

. R . . i
Notam x = —, si obtinem succesiv

r
45x +10k 6x% +30X —3+64/x(x—2)° -1 45x +10k
f(p,(x)) < & — - <
15x+4k+6  2x2 110x —1+2,x(x—2)° +1+2x 15x+4k+6

<§.9x—2—6,/x(x—2) B
T2 X+244/x(x-2) -

. . . . 9 . .
Deci, cea mai mare valoare a parametrului k este k, = min g(x) = 7 si obtinem:
X2

<k

g(x), ¥x=>2.

Z p+a_ g 2R+
5w b+Cc 4 R+r
e In orice triunghi ascutitunghic ABC este adevirati inegalitatea:
pra, p+b+ p+c 9R? +36Rr +12r? |
b+c c+a a+b 2R*+10Rr +4r’
3(3p° -r?) N 9R? +36Rr +12r? -
2(p°> +r?+2Rr)  2R?*+10Rr +4r?
< (p*—2R?*—8Rr —3r*)(2r* +3Rr) >0, adevirat conform inegalititii lui Walker pentru
triunghiuri ascutitunghice: p* > 2R +8Rr +3r”.

e Nota: Rezultatele de mai sus au fost prezentate la sectiunea problemistica la a XXIV-a
Conferinta anuala a SSMR, Bucuresti, 28 octombrie 2022, si de asemenea au fost
publicate in [3], dar, aici sunt obtinute intr-un mod ’elementar’” - pentru care fi
multumim in mod special dlui Titu Zvonaru.

Demonstrayie.

Bibliografie
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2. M. Driagan, N. Stanciu, Cea mai bund constanta pentru unele inegalitati geometrice, Gazeta
Matematica-B, nr. 12/2018, pp. 571-577.
3. M. Dragan, N. Stanciu, Asupra unei probleme din Gazeta Matematicd, Gazeta Matematica Didactica
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- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE- - ;
m SCLIPIREA MINTII 32

Asupara unei inegalitati a lui Adil Abdullayev
de Gheorghe Ghita, Buzau
Articolul prezinta cateva remarci asupra inegalitatii lui Adil Abdullayev.

Tn triunghiul A ABC este adevirati inegalitatea:

(e e [Ledol)pdeiae

a rb IFc

(*)
Adil Abdullayev —Azerbaijan

i+ijzg(a+b)(a+c)(b+c)
rr 8abc

- . . 1
1)Tn A ABC are loc inegalitatea: (I, + L1, + rcra)~[—+
rLonr

a c

Soluria 1. Utilizand egalitatile cunoscute Tn triunghi:

Dorn =p?, Z—:4R+r [T(a+b)=2p(p>+r®+2Rr), abc=4pRr, inegalitatea se rescrie:

4R+r>9(p +r? +2Rr)
pr 16Rr
Gerretsen

9p® < 36R*+36Rr+27r”si 36R” +36Rr +27r° <64R*—2Rr —-9r* <

Euler

(R-2r)(14R+9r) > 0. Egalitatea are loc dac si numai daca triunghiul este echilateral.
Soluria 2. Aplicénd egalitatile cunoscute in triunghi:

B o S
a a'b a

2)In A ABC are loc inegalitatea: 9(aer)(aJrC)(bJFC)z(hahb+hbhc+hcha)-[ L + L + L ]

<> 9p® <64R*—2Rr —9r” adevirati, pentru ci

8abc h,n, hh  hh
Solurie. Aplicand egalitatile cunoscute in triunghi :

2 2 2
hh = 2P " L _por +4Rr’ [1(a+b)=2(p®+r?+2Rr), abc=4pRr, inegalitatea se
a'b

R h.h, 4p°r?
2 2 2 2 Gerretsen
rescrie p”+r +2RI’)2 p”+1” +4Rr &> p? >14Rr —r?, adevarata, pentruca p° > 16Rr—5r?
16Rr 2Rr

Euler

16Rr —5r?>14Rr —r? & R > 2r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

= . . R 1 1 1
3)InA ABC are loc inegalitatea: 9R >(rL+ L+ ) —+—+—
2r rn nr rr

a

Solurie. Aplicand 1), 2) si egalitatile cunoscute in triunghi, inegalitatea se rescrie
9R 4R +r Euler

2 < R > 2r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
r r

i+ij29(a+b)(a+c)(b+c)
rr

- 9R 1
4)In A ABC au loc inegalité‘gile:—Z(rarb +1r, +rcra)- —+
2r 8abc

r-arb r-brc
Solutie: Se aplica 1), 2), 3) si inegalitatea mediilor.
1 +LJ L Ya+b)a+c)b+c)

1
—z(rr +rr +rr)-[—+—
a'b b'c c'a
Le Lrorr 8ahc

>(hh, +hh, +hh,)- Lot
hh hh hh

C
Bibliografie
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Despre numerele lui Anderson
de Ion Patrascu?, lon Cotoi?

Abstract :In this paper we try to show how we can find even and odd Anderson numbers.Then we make
some remarks and a conjecture about these numbers.
Keywords: Anderson numbers, perfect squares, last digit, even numbers, odd numbers.

In Pascal Contest (grade 9), din 28 febr. 2017, Canada, apare problema nr.23, in care este formulata o
cerinta in legatura cu numerele Anderson pare pana la 10000.

In continuare, ne propunem sa determinam numerele lui Anderson pare si impare pana la un miliard,
sa facem cateva observatii si sa formulam o conjectura in legatura cu aceste numere.
Definitie . Un numiar natural K se numeste numar Anderson daca numarul k? se termind cu

numarul K.

Exemplu: 25 este un numar Anderson pentru ca 252 = 625.

1.Incepem cu determinarea numerelor Anderson pare. Clar, existda doud numere Anderson pare si
acestea sunt 0si 6. Intr-adevar: 0> =0 si 62=36.

Determinam al treilea numar Anderson par. Acesta nu poate fi terminat in zero deoarece orice
numar terminat in zero si ridicat la patrat se termina in cel putin doua cifre de zero. Prin urmare nu
exista numere Anderson de doua cifre terminate in zero. Mai mult, nu existd numere Anderson
diferite de zero, terminate in zero. Cautam numere Anderson de doua cifre, terminate in 6. Este
necesar ca

a6?= xaé (1)sau a6’= xyas (2)

Din (1) rezulta: (10a+ 6)> = 100x + 10a+ 6 < 100a? + 120a + 36 = 100x + 10a+ 6=

100a? + 110a + 30 = 100x. Impartind prin 10 rezulta ca 10a + 11a + 3 = 10x.
Pentru a fi posibila aceasta egalitate este necesar ca U( a+3 ) =0.

Am notat cu U(n) ultima cifra a lui n, deci este necesar ca cifraasafie7.
Gasim astfel ca al treilea numar Anderson par este 76.

Intr-adevar : 762 = 5776.

Egalitatea (2) conduce totla a=7.

Cautam al patrulea numar Anderson par. Fie acesta &7&.

Vom avea a76?=xva76 (3)sau a?&2=xyza’é  (4)
Din (3) obtinem ca: ( 100a + 76)> =1000 xy + 100 a + 76 & 100 a2+ 151 a + 57 = xy0

Aceasta egalitate este posibila numai daca U(a+ 7) = 0 deci numai daca a = 3.

Egalitatea (4) conduce de asemenea la a= 3 prin urmare al patrulea numar Anderson par este 376.
Intr-adevar 3762 = 141376. Procedand analog gasim ca al cincelea numar Anderson par este 9376
Intr-adevar 93762 = 87909376

Propozitia 1. Nu exista numere Anderson pare de cinci cifre.

Demonstratie.

Presupunem c exista a cifra nenula astfel incat &#9376? = xvwztua?376 (5)?

Obtinem ca 10 a? + 187520000 a + 87909376 = 10>xyztu + 10%a + 9376

& 10*a® + 18751 a+ 8790 = xyztuo . Aceasta egalitate este posibila numai daca a= 0, ceea ce

este absurd.
Cautand numere Anderson de 6 cifre de forma #0%27& gasim ca exista un singur numar de aceasta

forma si anume 109376. Intr-adevar 1093762 = 11963109376.
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Urmand acelasi procedeu gasim ca numarul Anderson par de 7 este 7109376, iar de 8 cifre este
87109376 .
Intr- adevar:  71093762=50543227108376; 87109376 = 7588043387109376.

De asemenea, procedand in acelasi mod, gasim ca numarul Anderson par de 9 cifre este
787109376.
Intr-adevar 787109376 = 619542169787109376.

2. Trecem acum la determinarea numerelor Anderson impare.

Clar, singurele nunere impare Anderson de o cifra sunt 1 si 5.Am vazut deja ca 25 este numar
Anderson.

Propozitia 2. Nu exista numere Anderson de doua cifre cu ultima cifra 1.

Demonstratie.

Presupunem prin absurd ca exista numere Anderson de forma a1 , evident a cifra nenula.

Atunci al?=xal & 100a’+ 20a+ 1 =100x + 10a + 1 <10a%+ a = 10x . Clar aceasta egalitate

este posibila daca si numai daca a= 0, ceea ce este in contradictie cu ipoteza facuta.

In consecinta, singurul numar Anderson impar de doua cifre este 25 si nu exista numere Anderson
terminate cu cifra 1.

Cautam numerele Anderson impare de trei cifre . Egalitatea 2252 = xvza25 conduce in urma unor

calcule la a= 6. Prin urmare singurul numar Anderson de 3 cifre este 625.

Intr-adevar 6252 = 390625

Propozitia 3. Nu exista numere Anderson impare de patru cifre.

Demonstratie.

Presupunem ca @625 este numar Anderson. Atunci ar fi necesar ca @5252 = xyztas2s

Efectuand calculele gasim ca a = o ceea ce nu convine.
Urmand calea din exemplele anterioare gasim ca:
Singurul numar Anderson impar de 5 cifre este 90625. Intr-adevar 906252 = 8212890625
Singurul numar Anderson impar de 6 cifre este 890625.  Intr-adevar, 890625°= 793212890625
Singurul numar Anderson impar de 7 cifre este 2890625. Intr-adevar, 28906252=8355712890625
Singurul numar Anderson impar de 8 cifre este 12890625.
Intr-adevar, 12890625%=166168212890625.
Singurul numar Anderson impar de 9 cifre este 212890625.
Intr-adevar, 2128906252=45322418212890625.
In legatura cu numerele lui Anderson formulam urmatoarea :

Conjectura

Daca Ai este un numar Anderson impar cu mai mult de 6 cifre, atunci numarul Anderson impar
Ai+1 ( cel care urmeaza dupa A in sirul numerelor Anderson impare) este a4; unde a este prima

cifra care precede pe Ai in numarul A .

De exemplu:

Avem, mai sus, calculat patratul numarului Anderson impar de 9 cifre . Cifra dinaintea ultimelor 9
cifre ale acestui numar este 8. Numarul Anderson impar de 10 cifre este 8212890625.

De asemenea propunem cititorilor gasirea de raspunsuri la urmatoarele intrebari:

1.Exista k numar natural mai mare decat 9 astfel incat sa nu existe numere Anderson cu k cifre?
2.Sirul numerelor Anderson este infinit?

Bibliografie : Pascal Contest (Grade 9) The CENTRE for EDUCATION in MATHEMATICS and
COMPUTING cemc.uwaterloo.ca 2017
1. Profesor, Colegiul National ,,Fratii Buzesti” Craiova
2) Profesor pensionar ,Colegiul National **Carol I'*, Craiova
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Substitutii in integrale

de prof. Ovidiu Tatan?, Rm. Sarat

Ideea acestui material a reiesit din urmatoarele probleme propuse de citre subsemnatul in revistele de
culturd matematica R.M.T. si G.M. si la concursul interjudetean de matematica “Sperange ramnicene”.
Substitutia t=a+b— x

Enunt: Sa se calculeze J.gdx a,b,ceR,c>0.

2x-a-b

Solutie: Notand
t=a+b—-x= dx=-dt,

b b
Xx=a=t=b, sicu | = _[de obtinem: | = ICZXab _[zwbzrab dt =
X= b:>t— a a
b b 2tab 2xab b b—
J‘a+b 2t J. Zt a—bdt:>|+|_J. 2xab [X+I 2xabdx Ildx=b—a:>|= 2
X+ab—-a-b
Substitutia t = ———
x-1
In(x-1
Enunt: Sa se calculeze J‘M
2X+3
. . x+ab—a—b. . . , . .
Solutie: Substitutia t = 1 implica (pe un interval convenabil ales de existenta a fractiei)
. t+1 . 2
x=a=t=Dbsi x=b=t=a. Pentrua=2,b=3=x=——si dx=- s dt.
t-1 (t-1)
Atuncicand x=2=t=3 x=3=t=2 . Obtinem:
In(Hl ]
2 In(x-1 2 t—1 2In2—In(t-1 o1
1= 2( ) x=] t-1 2 2d:jz—()cltzlnz-j240|t—|
5 X —2x+3 2 t+1) 2t+1 3 (t—l) , 1°-2t+3 o1 —2t+3
t-1 t-1
:>I+I—In2..3[;dt:>l—Inz L arctgt 13—'—2 —(arctg 2 —arctgi]—In—z-arctgi
(1 < (2] R BT T
o ab
Substitutia t = —
X
In
Enuny: Si se calculeze 4dx abeR’,ceR,cu x*+cx+ab=0, Vxe[a,b].
> x> +cx+ab
Solurie: Folosind schimbarea de variabila t = ab =>X= ab =dx= _a_? dt si atunci cand
X
x=a=t=b,x=b=t=a obtinem
b b Ina—b b
I 2 I -a—?dt:.[ Inab - ————dt=Inab-1 =
A +cx+ab ( j ab t? +ct+ab
c—+ab
t
=Il+1=Inab- 4dx:>l_ Inab_[ !
° X* +cx+ab X* +cx+ab
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Distingem 3 cazuri:

i) A= ¢ —4ab <0 de unde rezulta ca
b

I_Inab' 2 arctg 2X+C I Inab [arctg 2b+c _ arctg 2a+cC J
2 \4ab-c? Vdab—c?|, Vdab-c? J4ab —c? J4ab —c?
In x
Exemplu . Sa se calculeze integrala: | = Iz—dx .
X°+4x+8

2
Este un caz particular al cazului i) cand a=2,b=4,c=4

8
Folosind substitutia t = — si urmand procedeul de calcul de mai sus se obtine dupa un calcul relativ usor:
X
1 1 1
I =7 In8-(arctg3—arctg2) = | =7 In8-arctg 5

ii) A =c? —4ab = 0 de unde rezulti ci

b b b —
e o
> X*+cx+ab ax2+cx+c4 a(x+cj i (2a+c)-(2b+c)

2

4(b-a) a
(2a+c)-(2b+c)

:>I=1-Inab-
2

4
In x
Exemplu Si se calculeze integrala | = I ——dx.

- X2 +4X+4

Este un caz particular al cazului i) cand a=1,b=4,c=4

1 1 1
Aplicand metoda de mai sus se obtine: | = E-In4~6 == 3 In2

i) A=c’—4ab>0

! dx:f ! dx =

1 b
x2+cx+abdX:J. c c c? 2 2 2
ax2+5x+z+ab—— a(x+cj _[\/C —4ab]

b
Tn acest caz I
a

4

b

2x+C—+/c?—4ab
2X+c++/c? —4ab .

1= nab. In 2x+c—\/c2—4ab|
2 Jei—4dab  [2x+c++/c? —4ab‘

4
Inx
Exemplu . Sa se calculeze integrala | = Iz—dx.
1 X" +5x+4

Este un caz particular al cazului iii) cand a=1,b=4,c=5

= ! -In

\Jc? —4ab

1 1

de unde obtinem ca

b

a

Vom folosi schimbarea de variabila x = ﬂ =dx= —izdt . Cand x=l=t=4 .
t t X=4=t=1

1. Profesor, Colegiul National “Alexandru Vlahutd “,Radmnicu Sarat
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Probleme practice ale matematicienilor antichitatii
de prof. Adrian Stan, Buzau

Problemele practice privind masurarea distantelor, calculul ariilor suprafetelor, determinarea
unor probleme de mosteniri, a calculului dobanzilor pentru Tmprumuturi sau pentru diverse
constructii sau in observarea cerului au constituit din cele mai vechi timpuri preocupari ale oamenilor
care s-au regasit pe cele mai vechi din manuscrisele descoperite in Egipt, Mesopotamia, Grecia, Asia
Mica si Asia Centrala.

In cele ce urmeazi vom da si noi cateva astfel de exemple:

1. La Muzeul Luvru din Paris se giseste o tablitd din Mesopotamia ce dateaza din anul 1700
1. Hr., si pe care s-a putut descifra urmitoarea problemi: “In cit timp se dublezi o sumd de

bani daca este investiti cu o dobdndd anuala de 20 de procente? ([2] pag 21).

Rezolvare:

T Asadar, o problema cu dobanzi in care suma initiala N, se mareste
anual cu 20% si se cauta dupa cat timp, fie X acesta, aceastd suma se
dubleaza, devenind 2N.

Inseamna cid in fiecare an, suma initiala se inmultelte cu factorul

algebra caN-(1+%j . Cum suma initiala se dubleaza obtinem

ecuatia N-1,2*=2-N=12"=2, ceea ce este 0 ecuatie exponentiald care se rezolvad cu ajutorul
logaritmilor, pe care desigur babilonienii nu 1i stiau atunci, dar totusi au reusit sa gaseasca solutia
x=3,7870 care este foarte aproape de valoarea corecta X =3,8018 insemnand trei ani noud luni si
optsprezece zile.

Cum au reusit sa gaseasca aceasta valoare tinand cont ca ei nu cunosteau sistemul zecimal de
astazi ci foloseau sistemul de numeratie sexazecimal care avea baza de numeratie 60?

Tn multe din calculele lor solutiile gasite erau de fapt aproximari cAt mai bune, ca de altfel si
aici. Ei stiau ci 1,2° =1,728 si 1,2* =2,0736 si atunci stiau ci valoarea lui x este intre 3 si 4 iar

pentru a micsora intervalul care il continea pe x, se foloseau de un procedeu pe care astazi il numim

interpolare liniara, ce consta in determinarea unui numar care imparte intervalul de la 3 la 4 in

acelasi raport in care 2 imparte intervalul cuprins intre 1,728 si 2,0736. Asadar, calculele lor in

sistem sexagesimal si cu ajutorul diveselor tabele in care se gaseau puterile numerelor, 1i conduceau
47 13

e : o 0 . < o
la 0 ecuatie liniara cu solutia scrisa sub forma 3+ 50 + 50 + 0 care inseamna aproximativ

3, 7870.
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2. De o parte si de alta a unui rau de latime 40 m sunt doi palmierii A si B, fata in fata de
inaltime 4 m si 12 m pe care stau doud pasari in varfurile lor. Acestea viad un peste la suprafata
apei pe o dreapta ce uneste bazele celor doi pomi si pornesc in acelasi timp spre el si ajung
simultan lael.

Sa se determine la ce distanta de mal se afla pestele si distanta parcursa pana la el.
( Se considera ca pasarile sunt la fel si au aceeasi viteza)
Observatie:
Problema cu date si enunt modificat dar care pastreaza ideea, a aparut 1in cartea ,,Kitab al-kafi fi-I-
hisab”, a matematicianului arab Abu Bakr Muhammed ibn al- Hasan al — karadji in 1019.
Rezolvare:

Notam PC=PD=d si PA= a iar PB= 40 —a deoarece AB =40 m.
Din PC=PD rezulta cu Teorema lui Pitagora:

J4% ra? = \/122 +(40-a)? |()2 =
16+a® =144 11600 —80a+ a2 =
J4% 1 a? = \/122 +(40-a)’ |()2 =
80a=1728=a~21,6m=b=40-21,6=18,4m.

Asadar, pestele se afla la o distanta de 21,6 metri fata de malul unde este A.
Distanta de la fiecare pasare la peste este distanta

d =PC =PD =./16+466,56 ~ 22m

Matematicianul chinez Liu Hui ( 225- 295) este primul matematician dupa Arhimede
(287- 212 1.e.n) care a aproximat mult mai bine valoarea lui pi cu 4 zecimale corecte. Tn cartea sa
“Nine chapter on the Mathematical Art <. Tntr-o alta lucrare de-a sa ,,Sea Island Mathematical
Manual” preocupat de probleme practice cum ar fi calculul diverselor inaltimi ale obiectivelor
inaccesibile si distantelor dintre acestea, gasim urmatoarea problema.

3. infigura alituratii este prezentati o insulii avand forma unui munte care iese din mare iar
in linie dreapti cu baza insulei, pe tirm exista doi stalpi A si B de lungime h = 10 metri iar
distanta dintre cei doi stélpi fiind de d = 2000 m. La o distanti de di = 246 m de primul stalp
si respectiv d2 = 254 m de al doilea stalp privind prin varfurile acestor stalpi se poate vedea
exact varful insulei. Sa se determine care este inaltimea insulei H si distanta de la primul stalp
la baza insulei, I.
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Rezolvare:

-
o I Ag¢C B J D
«————> " d «——>

Sa considerdm H indltimea insulei C si D punctele aflate la distantele d, respectiv d, fata de A

respectiv B. Daca O este centrul bazei insulei si OP este indltimea acesteia, obtinem din aseméanarea
triunghiurilor dreptunghice relatiile:

d :L si % = 1 Atunci, __ . De aici se obtine dupa aplicarea
d+I H d,+d+1 H d,+1 d,+d+l
proprietatii fundamentale a proportiilor ca | = dd 'dé

27 Y

. . d, h A

Din relatia =— scoatem pe H rezultand
d+l H
g+ %9 ).
b (d,+1)-h _ 'd,—d, _ h-d,(d,—-d,)+d,-d-h _ h-(d,—-d,)+d-h .
dl d1 (dz _dl)'dl dz _dl

Dand valorile pentru d =2000, h=10, d, =246, d, =2540btinem

| = 246-2000 _ o 500m =61,5 km si H = 10-8+2000-10 _ 20080 _ 5y, 2,51 km.
254 — 246 8
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Notiunile fundamentale ale MATEMATICII (111)

de prof. Daniel Vicaru, Colegiul Economic “Maria Teiuleanu”, Pitesti
Memoriei tatilui meu, Aurel

Este momentul sa trecem putin si la GEOMETRIE. Ce inseamna termenul in greceste?: mdsurarea
Pamdntului (Geos, Gaia — Pamant, metron, metreia — a misura)

Tn gimnaziu, am auzit cu totii de Thales, Pitagora, Eratostene, Arhimede, Ptolemeu, etc. Ti vom vedea la
lucru pe cétiva.

Si acum un preambul. Tn prima parte a acestei priviri asupra Matematicii si Didacticii sale, spuneam ci
numirul este notiunea primara a Matematicii. Este adevarat, este prima notiune aparuta constient in viata de
zi cu zi a OMULUI, cici avea nevoie sa stie cati pterodactili(?)! duce la pascut, cam céte pietre sau scoici a
strans, etc. Insa la nivel instictual el simte mai intdi grija mamei, vede fata ei frumoasa, cu forme minunate.
Apoi vede Soarele, si toata celelalte. Asadar, omul nu poate sa traiasca fara NUMERE, si fara FIGURI
GEOMETRICE. Si, fireste, toate trebuie sd poarte un nume, asadar are nevoie de comunicare, deci de
LIMBA. ROMANA, in cazul nostru.

Sa ne gandim cu ce numar am putea incepe. As merge de data aceasta inapoi, si as ajunge la 1. Desigur, din
punct de vedere geometric, cu 0 nu prea poti face mare lucru. Este, insd, nevoie de el. Dar cu 0 elemente nu
poti face geometrie. Tn schimb, 1 (unul) este spatiul si punctul. Adica totalitatea mediului in care se desfisoara
geometria (in spatiu), si inceputul ei. Cici GEOMETRIE inseamna puncte, drepte, plane si relatiile dintre ele.

Ca urmare, ne indreptam cu viteza catre 2. Pai, 2 puncte distincte determind un segment si o dreaptd. Dar si
printr — un punct exterior unei drepte trece o singurd dreaptd paraleld cu ea’?. Vom avea nevoie si de
semidreapta.

O sa vorbim si despre relatii. Relatia de determinare a unui segment. Ca si relatia de apartenensa sau de
nonapartenentd. A unui (1) punct la o dreapta(1).

Apare si relasia de ordine, la nivel intuitiv, desigur. Dar, ce-i oare GEOMETRIA fara figuri? Sa
presupunem cunoscute punctele 4, B £ . Notam d dreapta determinata de punctele A si B. Apar trei regiuni,

doua semidrepte si un segment. Asadar, avem
daf

XA E{¥ed|X-¥ -4}
daf daf
apoi, [AB] = {X¥e d|aA—X — B}, si,infinal, (BX = {Yd|E-¥— X}
Fireste, am folosit intuitia, caci am presupus ca A este situat la stanga lui B.

Ce putem face, oare, cu 3 puncte? E simplu, dacé cele trei puncte sunt necoliniare, a aparut primul rock -
star major al GEOMETRIEI, triunghiul®

Dar cu doud semidrepte? Sa presupunem ca se intersecteaza, ca si oamenii. Atunci ele au un punct
comun, si formeaza un unghi. Si urmeaza clasificarile triunghiurilor, anume dupd misura lor.* Si segmentele
au masura, la ele vorbim despre lungimea lor.

! Oare? Sir Conan Doyle scria o poveste frumoasa

2 Graba stricd treaba! Un bob zabava

® Ne reamintim cu totii de cartile regretatului Viorel Gh.Voda
4Nu, nu —i William Shakespeare
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Revenind la unghiuri, acestea sunt ascutite, daca masura lor este mai mica de #0°, drepte, dacd masura lui

este egala cu P07, respectiv obtuze, daca masura lor este mai mare de %07,

c B B, Co
i k

Vorbim, de asemenea, despre unghiuri complementare, dacd suma masurilor lor este 20%, respectiv
suplementare, daca suma masurilor lor este 1807,

Si este momentul sa vorbim despre unghiuri congruente si segmente congruente. Doua unghiuri sunt
congruente dacd impdrtdsesc aceeasi masurd, iar doud segmente sunt congruente, daca au aceeasi lungime L.
Cat despre doua triunghiuri ABC si 4'B’C’, ele sunt congruente daca:

AABC= AA'B'C' & [AB] = [A'R] [BC] = [B'CY] [CAl = [C'A] BAC=F'A'C ABC= A'B'C

BCA = B'C'A'

Si acum, cateva observatii simple.

Unghiul drept este ister foc, caci este congruent cu suplementul sau. Sd vedem de ce? Sa notam cu X
masura unghiului drept. Atunci obtinem, stiind ca el este congruent cu suplementul sdu, frumoasa ecuatie (la
nivel de masuri ale unghiurilor),
¥ +x=180" & 2x = 180° &= x = 207,

Iata din nou un cuvant — cheie: ecuatie. Matematicienii din Grecia antica incercau sa puna toate
problemele sub forma geometrica.

Sa reamintim cazurile de congruenta.

Cazul I (Laturd — Unghi — Laturd). Doua triunghiuri 84 B € si 44'5'C’ sunt congruente daca si numai daca

[BA] = [B'A’),BAC = B'AC [CA] = [C' 4.
Cazul Il (Unghi — Laturd — Unghi) Doud triunghiuri 44 BC si 44'B* C'sunt congruente daca si numai daca
IABC = 4A'B'CY, [BC] = [B'C] si¢ACE = 44" C'R'.
Cazul III (Laturd — Latura — Laturd) Doua triunghiuri A4 BC si AA'B'C* sunt congruente, daca [AE] = [4'B'],
[BC] = [B'C'], [cA] = [C'A1.

Si iatd, este momentul sd vorbim despre ceea ce face diferenta si imbogateste geometria elementara.

Anume, despre relatia de paralelism intre drepte.
dajf

Spunem ca dreptele €y si €2 sunt paralele si scriem &4 || d2 = dy Nds = 0.

Si acum, surle si trambite, aplauze si ovatii pentru axioma paralelor.
Anume, printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singura dreapta paralela cu aceasta. Aici,
dragi elevi, va sfatuiesc sa va uitati prin manualul de clasa a VI-a.

Una dintre cele mai importante consecinte ale acestei axiome este cea asupra sumei masurilor
unghiurilor unui triunghi.
Asadar, in orice triunghi, suma mdasurilor unghiurilor acestuia este 150°

1 Nu-i asa ca avem o limba frumoasa?
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Am contruit prin A paralela la BC'. Atunci, folosind

criteriul de paralelism, pe care am uitat sd — | enunt?, ca
mi«DAB) = m{+ABC) si

c m{IEAC) = m{ZACE). Atunci, 180° (cdci aceasta este

masura unui unghi alungit® ) este descompusa in

180° = migDAR) + m(£BAC)+ m(=EAC) = m(ZABC )+ m{«BAC)+ m(<ACE),

ceea ce incheie demonstratia acestei celebre teoreme.

O altd teorema frumoasa este teorema 30 — 60 - 90*, a carei demonstratie se gaseste Tn orice manual de
geometrie de clasa a VI —a.

Fie un triunghi dreptunghic ABC, cu m{£BAC) = 30° si m(=ACE) = 30°, Atunci AB = B?E_

Sa (mai!) scriem totusi 0 demonstratie, cu ajutorul unei
constructii auxiliare.

Si considerim punctul M & [BC] astfel  Tncat
mi{EBAM) = 60°. Cum mi<E) = 90° — 30° = 40°, triunghiul
BMA este echilateral. De asemenea, m{=CAM) = 30°. Asadar,
cele doud triunghiuri formate ACAM si AEAM sunt isoscele.

Obtinem ca

[€M] = [MA] = [MB],

si, Tn plus, [MA] = [AB] = [ME]. De aici, deducem ca
CE
CE=CM+MEBE=AE+AE {=}F|B=?,

ceea ce era dorinta noastra. Apropo, cine este M, astfel construit?

Tncercati sa contruiti punctul By, simetricul lui B fata de A. Ar fi o altd idee, dar este momentul si cam
Tncheiem povestea!

Promit ca materialul va fi continuat! E putin, foarte putin® Doar clasa a V1-a, si nici ea toata.

1 As fi zis o paraleld, dar... De ce am folosit articolul hotarat?

2 De, maturitatea asta....

% Si pe unghiul nul I —am uitat! Dar voi sunteti isteti, deja ati observat acest lucru, si ati aflat ce masura are el!
# Nu, nu sunt masurile vreunui supermodel!

5 A zis — 0 Dem Radulescu



SCLIPIREA MINTTII 32 - PROBLEME REZOLVATE -

,» Il poti invita pe un elev o lectie pe zi, dar daci-l educi
sd invete din curiozitate, el va continua si invete toata viata.

Clay P. Bedford
(1903- 1991)

N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

G:1159,. Suma a saptesprezece numere naturale consecutive este 2023. Aflati numerele.

Elena Alexie, Laura Zaharia, Craiova
Rezolvare: Fie n al noualea numar. Atunci,
(n=8)+(n=7)+...+(n=D+n+(n+D) +.....+ n+8=2023.

2
Obtinem 17n=2023=n _2023_ 1717 ! =119. Asadar, numerele sunt 111;112;113;.....;126;127 .
G:1160. Fie numerele X,X,,...., X, )0astfel incat S =L+ 2 ot 2022 =2023.

X+l X+l X, 1
X +1 x,+1 Xop0p +1

Rezolvare: Observam ca
S+S'=1+2+3+...42022=1011-2023= S' =1011- 20232023 = 2043230.

Calculati suma S' = Ginela Dobrica, Bechet

G:1161. Tntr-un bloc sunt apartamente cu 2 camere, respectiv 3 camere, in total 56
apartamente si 148 camere.
a) Este posibil ca numéarul apartamentelor cu céate 3 camere sa fie 40? Justificare.
b) Aflati cate apartamente de fiecare fel sunt.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare
a) Daci ar fi 40 apartamente de 3 camere, atunci numarul celor de 2 camere ar fi 56-40=16. In acest
caz, numarul total de camere ar fi 40-3+16-2=152>148. Deci nu pot fi 40 apartamente cu 3 camere.
b) Se utilizeazi metoda falsei ipoteze. Presupunem ci toate apartamentele ar avea cite 2 camere. In
acest caz ar fi 56-2=112 (camere). Apare diferenta 148-112=36 (camere), dar si diferenta 3-2=1. Tn
fine, 36:1=36. Asadar, sunt 36 apartamente cu cate 3 camere si 56-36=20 apartamente cu céte 2
camere.

G:1162. Pentru neN, si se compare numerele: A=(3-83")%+(5-83")°+(7-83")% si
B=(83")" +(83")" +(3-83")". lonel Tudor, Calugireni
Rezolvare:

A=(3-83"")" +(5-83"") +(7-83") = (3 +5° +7%)-83"" =83,

B=(83")"+(83")" +(3-83")" = (1+1+3")-83"" =83""**. Numerele sunt egale.
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G:1163. Determinati trei numere naturale stiind ci mediile aritmetice ale oricaror doua

numere este egala cu 24. Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare:

. a+b b+c c+a :
Din y "5 " =24= a+b=b+c=a+c=48=a+b+c=72. Atunci, a=b=c=24
G:1164, Comparati numerele a = 2025-2%* si bh=800-3"°. Nicolae Iviischescu, Canada
Rezolvare:

a:34 _52 .2224 :34 '52 _25 _2219 Sl b:25 .52 _3150 :25 .34 .52 '3146 cum
2219 — 23'73 — 8 . 273< 32-73 — 9 . 373 — 3146 — a<b
G:1165| Fie x, ye N*. Demonstrati ca, daca suma Xx+4y este divizibila cu 7, atunci fractia

X+4y
2X+Y

este reductibila. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

7|(x+4y), 7|(Tx+7y) = 7| (6x+3y). =7|3(2x+y)dar(7;3)=1=7|(2x+Y).
Rezolvare:
7| (x+4y)

= fractia se simplifica prin 7 = fractia este reductibila.
71(2x+Yy)

G:1166|. Si se determine numerele ab pentru care ab = 2a® +5b?. Gheorghe Ghiti, Buziu
Rezolvare:. Avem: 10+ b =2a?® +5b% & Zala® —5)=b{1—5b). Daca b= 0 atunci
10a=2al =2 a’ =5fals. Dacda b=1=b{1-Cbl<0= 2ala’ -S)<0=2a’-S5<0=
e € {1,2}. Dupa analiza celor doud cazuri obtinem ab = 21.

G:1167| Existi numere naturale x si y pentru care x* +y* =2023? Justificati.

Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare:

Cum VaeN,avem U(a‘)e{0,1,5, 6}, iar din x* <2023 => x <7(7* =2401; 6* =1296)

VVom analiza cazurile:
x=0=>U(y")=3 contradictie.; x=1=>U(y*)=2 contradictie.

x=2=U(y")=U(2023-2")=7 contradictie.; x=3=>U(y*)=U(2023-3")=2 contradictie.
x=4=U(y")=U(2023-4")=7 contradictie.; x=5=>U(y")=U(2023-5")=8 contradictie.
(v)=U

4

4

Xx=6=U (2023— 6“) =7 contradictie. Asadar, ecuatia nu are solutii in multimea NxN.
G:1168|. Determinati cele mai mici numere naturale X, y,z cu proprietitile: lax _9y _3z .
27y Tz 2X

Adrian Stan, Buzau
14x 27y 21z
27y 21z 14x

Rezolvare: Relatia data se mai scrie t=

£ = 14x 27y 21z _
27y 21z 14x

pentru care n este divizibil Tn acelasi timp cu 14, 27, 21.
Numarul n trebuie sa respecte conditia n >c.m.m.c(14,27,21) =126 =

14x>126; 27y >126; 21z >126.Rezultax =9,y =5;z =6.

1= 14x=27y =21z =n e N, unde n este cel mai mic numar natural
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= Clasa a VI-a

. Doua robinete, deschise siimultan, pot umple un bazin in 6 ore. Dacd Insa, primul robinet
curge singur 3 ore, dupa care se deschide si al doilea robinet, bazinul se umple acum in 4 ore. Sa se
afle Tn cate ore ar umple bazinul fiecare robinet curgand singur.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:
Consideram capacitatea bazinului egald cu unitatea si notam cu x si y numdrul de ore in care
primul, respectiv al doilea robinet ar umple bazinul, curgand singure. Daca, in primul caz, ele umplu

o . 5 . : ..o101 01 A -
bazinul in 6 ore, atunci, intr-o ora umplu a sasea parte din bazin, adica —+ — = 5 (1). In mod similar,
Xy

in al doilea caz, avem §+l =%(2). Scazand egalitatea (1) din (2), se obtine 2 :%—%, adica
Xy X

g=i, de unde x = 24 (ore). Apoi, lzl—i inseamna l=1, deciy =8 (ore).
X 12 y 6 24 y 8

G:1170|. Gasiti o scriere a numarului 2022 in forma 2022=2x+3y+5z+5t unde x,y,z,t si
X+Yy+z+t sunt numere naturale prime. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Din 2022 =2(x+z+t)+3(y+z+t)= (x+y+2):2.
Cum x+y+z+t=x+2K, ke N* este prim impar rezulta ca x este prim impar si atunci, fie
x=3=Yy=2l+1=7. Mai departe se aratd ca z=2,t =397 sau z=397,t =2.

G:1171]. Determinati numerele de forma 5x3y care dau restul 7 la impartirea cu 12.
elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

Rezolvare: 5x3y =12k +7, k e N, X, ycifre ;

5x3y =12k +4+3=M, +3 sau 5x3y =12k +6+1=M,+1 .

Cum 5x3y este impar = y e{1,3,5,7,9}

Din 5)(—3y:12k+4+3: M, +3 :>3_ye{31,35,39}:> y €{L,5,9} Se analizeaza cele trei cazuri:
Cazul I y=1=>5x3y =5x31=M, +1<> x+9=M, +1< x e{l, 4,7} = 5131,5431,5731.

Cazul Il: y=5=5x3y =5x35= M, +1< x+13=M, +1 < x e{3,6,9} = 5335,5635,5935.
Cazul Ill: y=9=5x3y =5x39=M,+1< x+17 =M, +1< x e{2,5,8} = 5239,5539,5839.

G:1172| Aritati ci existd trei numere naturale m, n, p pentru care 99 =m® +n®+ p®.

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:

997 = 99772 .99 = (997 )" (2° + 3+ 4%) = 9977 =(997*.2)" +(99°*-3) + (99 -4)", c.ctd
G:1173|. Determinati numerele intregi nenule a, b, ¢, d pentru care:

L 30 B 0 G arbro)brcrd)(crd+a)d+ath)=1944.
a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Notind valoarea comuna a rapoartelor cu k si inlocuind Tn relatia a doua obtinem:

4
E-ﬂ-ﬁ~@:1944:>5——1:> k =5. Pentru k =5 avem

k k k k k*
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a+b+c=3; b+c+d=6; c+d+a=9; d+a+b=12 si adunandu-le rezulta a+b-+c+d =10.
Obtinem: a=4; b=1, c=-2; d =7.

G:1174|. Fie a, b, c numere intregi nenule si A=a™®. b .c?"* B=a" -b* -c*™. Aritati ci
numerele A si B au acelasi semn.
luliana Trasca, Slatina,Olt

2 n?+n +20

2 3 n?
Rezolvare: Avem AB=a" "™ .p """ .¢
B au acelasi semn.

> O pentru ci n* +n este numir par. Deci A si

1 1 1 1
. 572023 1 + 572022 1 Tt 52022 1 + 52023 1 . .
G:1175|. Calculati: + + + +1, luliana Trasca, Slatina, Olt

1 52023

5—2023 +1 52023 +1
Analog se demonstreaza ca suma dintre al doilea termen si penultimul este 1 s.a.m.d.

Rezolvare: , deci suma dintre primul si ultimul termen este egala cu 1.

1 1
Ramane termenul din mijloc egal cu 5 .Rezultatul este 2023+ 3

X . si y au proprietatea ca numarul X~ + X+ ivizibi
G:1176. Numerele naturale nenule X si y au proprietat 1 x%% 2 este divizibil

cu Xy. Demonstrati ca x este patrat perfect.
Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare:

Fie d =c.m.m.d.c (X;y), atuncix=d-a, y=d-b, (a;b)=1. Relatia din enunt devine:

d**a** +da +d’b® d’ab = dabdivide pe d**a™ +a+do® (*) .. o

a‘db sid |a = d =a= x=d?, deci este pitrat perfect.

G:1177|. Sa se rezolve in ZxZ ecuatia Xy + py—X+Yy—1=0 unde p este un numir prim dat.
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: y(X+ p+1)=Xx+1= (X+ p+1)[x+1=(x+ p+1)|(x+ p+1-x-1) =(x+ p+1)|p=

Multumea solutiilor § = {{—1; 00, (—pi —p + 1), (—p— Z;p + 1),(—2p — 1, 2); p momir prim }.

G:1178. Aratati ca daca numerele rationale si nenule, x si y verifica relatia
AX+y

3X+4y

e Z

2x% +5xy +3y? =0 atunci, 3x+4y =0 si

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

Din 2x(x+ y)+3y(x+Yy)=0< (X+y)(2x+3y)=0= x+y=0 sau2x+3y =0.
Dacasi x+y =0 si 2x+3y =0 in acelasi timp rezulta y =2x+3y—2(x+Yy)=0—-0=0 ceea
ce e fals deoarece y este nenul.

4x+y  3X

Fie x+y=0=>y=-x= = -3eZ.
3X+4y —X
4x—gx
Fie 2x+3y=0:>y=—gx:> axty _ 3 =10X=10€Z.

3 3x+4y_3X_4£X X
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= Clasa a VII-a

G:1179. a) Sa se descompuna in factori primi numarul n=240219;
b) Aratati ca numarul a= 240219001 este patrat perfect. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) Nn=240219=3.7.31-41; b) a=1000n+1=10%-3*.7-31-41+1=123.124-125-126+1.
Notind pe 123 cu xse arati cid a=X(X+1D)(X+2)(X+3)+1= (x> +3X)(X* +3x+2) +1=
= (X2 +3%)? +2(x* +3x) +1=(x? +3x +1) . Deci a = (123 +3-123+1) =154992.
G:1180. Determinati numerele naturale a si b astfel incat
a’+b*> a*+b® a*+b* b+3
+ + = :
4 2 4 b+1
Rezolvare:  Dupa aducerea la acelasi numitor in stanga, relatia data se mai scrie
2 3 4 2 3 4 2\2 2\2
a“+2a’+a +b +2b° +b _ b+1+2 - (a+a’) +(b+b ) 14 2 G
4 4 b+1 4 4 b+1
Cum asi a?au aceeasi paritate rezulti a+a’ este un numdr par iar (a+ a’ )2 este multiplu de 4.

Adrian Stan, Buzau

Tn relatia (*) membrul sting este natural, rezultd ca si membrul drept trebuie si fie natural.
Rezulta: 1+bi1 eN= b+1|2 =be{0;1}.
_|_

(a+a?)?

Dand valori lui b obtinem doar solutia b=1= =l—a=1.

G:1181]. Determinati numerele a si b care verifica egalitatea

3a+30+28=83a+5+6/30-2 si calculati (a—b—l)zozz. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
Rezolvare:
5
fa+5z0=a2-3 . 3a+5=x,x>0=>3a=x*-5 _ _
) Notam , Egalitatea devine
3b—2202>b25 '\/3b—2=y,y20:>3b=y +2

X2 +y? +25=8x+6y < (x—4) +(y-3)’ :O:>x:4,y:3:a:b:1—31:

(a_ b _1)2022 _ (_1)2022 1

G:1182 Fie numirul A in baza trei cu n cifre, A=222....2, . Scrieti numirul A n baza trei.

Dorina Goiceanu, lulia Sanda, Craiova
Rezolvare:
A=2.3"142.3"2 +...+2-3+1=2-33—_11: A =(3 —1)2 =3"-2.3"+1=3"(3"-1)-3"+1

A% = 3”(3—1)-(3“’l +3"? +...+3+1)—3” +1= 3"t 2.3 2.3 2.3" 3"+
=222....221000......01; . Numarul A*are n-1 cifre de 2 si n-1 cifre de 0.

G:1183. Si se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia: x* =y*+ py unde p este un
numar prim impar. Gheorghe Ghita, Buzau
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Rezolvare:
Ecuatia datd devine 4X* =4y* +4py < 4x* + p’ = (2y+ p)* < 2y +p)* —(2x)* = p* <
(2y+ p—2x)(2y + p+2x) = p°. Se analizeazi situatiile
(y+p=2%),y+p+2x)) € { p*),(~L—p).(p; p). (=p; P). (p* D). (—p* D)}

G:1184. Calculati \/l+ 2021~\/1+ 2022-\/4+ 2022-+/1+2025-2027 . Nicolae Ivischescu, Canada

Rezolvare: Se calculeaza din aproape in aproape:
\142025-2027 = ([1+ (2026 -1)(2026 +1) = 2026 , /4 + 20222026 = \/4+ (2024 —2)(2024 +2) = 2024 ;

V1+2022-2024 = \[1+(2023-1)(2023 +1) = 2023, Tn final a ramas,
V1+2021-2023 = \[1+ (2022 -1)(2022 +1) = 2022..

G:1185. Demonstrati cia pentru a,b)0 si a-b=1 are loc inegalitatea

Ja+2025b ++/b+2025a > 46+/2. Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare:
Din \/X+y2% VX, Y>0 yyem a+2025b 2—\/57%5%, b-+ 20252 Z—JBD%S*/E

46(~a +/b ) maswe 4. um 2.0
§ ( )MAZMG 46 2\/% =b 1
2 2

[G:1186]. Se consideri trapezul ABCD cu ABICD si punctul O intersectia diagonalelor sale. Se
stie ca Aaop+Asoc=0B-OC. Sa se arate ca trapezul este ortodiagonal.
Daci aria trapezului este egald cu 160 ¢cm?, si se afle valoarea produsului AC-BD.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Se utilizeaza faptul ca triunghiurile AOD si BOC sunt echivalente: intr-devar,
Abas=Acas, avand aceeasi baza AB si inaltimile, din D si C egale. Atunci, din Aaop+tAaos
=ABoctAnaos, rezulta Aaop=Asoc. Acum, Aaop+tAsoc=0B-OC se mai scrie 2- Asoc= OB-OC, sau
OB-0OC

S 4642 , cu egalitate pentru a = b.

Apoc= , ceea ce inseamnd OB L OC, adica trapezul este ortodiagonal.

AC-BD . de unde AC-BD=2-160=320.

Aria unui patrulater ortodiagonal este egald cu Aascp=

G:1187|. Aritati ca aria S a unui triunghi de laturi a, b, ¢ si indltimi h,,h ,h. este

S = 1 1 ab+ blc +ca - Oana Preda, Cilina Doina Cristina, Craiova
2 + +
hahb hbhc hcha
Rezolvare: Cum a-h,=b-h =c-h,=2S= a:i—s, b :i—s, C :Zh—s,gi
a b c

abrbe+ca=4s?| ——+-1 4 1 | deundese obtine relatia ceruti.
hahb hbhc hcha
G:1188. Fie ABCD un trapez cu AD|[BC si M mijlocul lui [AD]. Fie {N}=BDNCM.
Aratati ca BC =CN daca si numai dacd AN L BD. Simona Chirita, Grigorie Dan, Craiova
Rezolvare:
,,—" Fie BC=CN . Atunci, triunghiul BCN este isoscel si <<(NBC) = <«(BNC) =<(MND) .

Cum AD || BC rezultd <¢(NBC) =<(BDM)=> AMND este isoscel cu MN =MD. Cum
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AM =MD = NM =% adicd  triunghiul AND este
dreptunghic in N. Rezulta AN L BD ( mediana este jumatate din latura pe care cade).

,,<" Fie AN LBD=NM este mediand in triunghiul dreptunghic AND. Rezultd
NM = AM = MD = ANMD este isoscel. Rezulta <<(MDN) =<(MND) =<« (BNC) ( opuse la varf).
Cum AD||BC = «<(NDM) =<«(NBC) = <«(CBN)=<«(CNB) = ACBN este isocel cu BC=CN.

= Clasa a VIII-a

G:1189. Numerele reale X si y verifici simultan relatiile: x* +24y =6x°—y* +119 si

y* +24x=6Yy* —x* —151. Calculati x> +y”’. Dana Camelia, Ramona Nilbaru, Craiova
Rezolvare: Adunand cele doua relatii si grupand convenabil obtinem:
(x> —3x—4)* +(y* -3y —4)* =0. Se obtin solutiile x € {14}, ye{-14}. Convine doar
X=-1y=4= X" +y*=17.

: - |a®—b®=x+18+y+/8
G:1190. Fie a,b eRR—Qecare verifici relatiile { yV8

.Aritaticd a-beQ.
a—b= xy\/E

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:  Stimcid (a—b)® =a®—b®—3ab(a—b)
Din relatiile date Tn enunt obtinem (xy~/2)° = x-32 + 22y —3abxy/2 =
3xV2 + 22y — 3y 242 3x+2y-—2x%y°
3xy\/§ N 3xy =Q

G:1191]. Aritati ci numirul A=2023-2025° —2024-2022° este cub perfect.
Carmen Vlad, Mihaela Daianu, Craiova

Rezolvare:  Se arati in general ci expresia A= (a+1)(a+3)°—(a+2)a’, Vae Neste cub perfect.
A=(a+1)(a’+3-3a*+3-3a+3*)—a’ —2a’ =8a’ +36a’ +54a+ 27 = (2a+3)° . Pentru
a=2022=> A=(2-2022+3)’ = 4047"

G:1192 Rezolvatiin ZxZ ecuatia 4x” —y* +2(x’y* —1) = 2022

ab =

Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare: Facem observatia ca 2022 =2-3-337

Ecuatia se scrie: 4x* +2x°y* —y* —2=2022 < 2x*(2+y’) - (2+y*) = 2022 &
& (2x*-1)(y* +2)=2022 Rezulta [X|=13 ,|y|=2= {(-13; -2); (13, 2); (13; -2); (13; 2)}.

G:1193] a) Rezolvati in numere naturale ecuatia: 8(7x? + y?)—7(x—y)? = 40484484 ;
b) Determinati (x;y) e NxN, pentru care 8(7x*+y?) —(7x+ Y)* este cub perfect.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: a) (7x+Y)* =2022° = 7x+Yy =2022 =>6X+X+y=6-337 = (X+Y):6=>x+y =6k, kel
Dupa inlocuire se obtine X =337-k, y=7x-337, Vk e {49, 50, ...,337} .
b) Din a) rezultd 8(7x* + y*) —(7x+ y)*=7(x—Yy)? este cub perfect daci
x=mk®, y=(m-7)k’, me{7:8;..} keN.
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G:1194. Fie x) y ) Oastfel incat x* + y*® = x—vy. Aritati cd x"% +y** ( 1.
Simona Chirita, Ana Jipescu, Craiova

2023 2023 2023 2023 2023 2023
- X7+ X5 —
Rezolvare: y ( y . 1= —y< le
X=y X=y X-y
X2022 + y2022<X2022 + X202l . y + X2020 . y2 44X y2021 + y2022 <1

G:1195, Fie A >Ofixat, - Rezolvati in numere reale (21 +1)\/X+Y +/X—y = X+2A% + 2L +1.

Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare: ~ Conditii de existenta pentru radical: X+y >0,x—y>0.

_at+b?

Jx+y=a {x+y:a2 =
= = ,
JX=y=b

x—y=b? a? —b?
y g &=
o a’+b*—(2h+1)a-2b+417 +40+2=0 = (a-22—1)" +(b-1)" =0 = (ab) = (21 +11).

2 2
a’+b + 202+ 20 +1

Ecuatia se scrie: (21 +1)a+b =

2

2 42
. (20 +1) +1

. B =20 +2h+1 .
Obtinem : 2)2 X @{X 27; 2; . Reciproc(x,y) =(20% + 21 +1,21” + 2).) verifica
2A+1) -1 y= +
=

ecuatia. Deducem ca(X,y)= (27»2 +20+1,207 + 2%) este solutia unicd a ecuatiei.

G:1196. Daca nz% si a,b,c>0 astfel incat a+b+c>3 atunci:

Jna® +a+1+Jnb?+b+1++nc’ +c+1>3/n+2. Gheorghe Ghiti, Buziu
D . 2n+Dt+3 . ..
Rezolvare. Se aplici inegalitatea v/nt” +t+1> @n+1)t+3 pentru t=a,b,csi se aduna relatiile.
2n+2
G:1197. Tn tetraedrul regulat VABC aflati suma distantelor de la O ( proiectia varfului pe
baza) la fetele acestuia. Ion Stanescu, Buzau

Rezolvare:

Suma distantelor este egala cu 30D = 3~% , unde D este proiectia lui O pe planul (VBC).

G:1198. Se da prisma dreapta din figura alaturata. Determinati volumul prismei stiind ca aria
totala este 3648 cm 2. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Observim ci (16x)* +(12x)* = (20x)?, asadar baza este triunghi dreptunghic.

A=A +2A =720x* +2-96x* =912x*. Cum aria totald este 3648 cm ? rezultdi 912x* =3648.
Atunci, x=2=V = A -h=11520cm’.

G:1199. Tn tetraedrul regulat ABCD, fie M mijlocul muchiei BC si N mijlocul muchiei AD.

Stiind ca MN= 42 cm, sa se calculeze aria totala a tetraedrului.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madilina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Notam AB= x. Triunghiul BCN este isoscel, de baza BC. Cum M este mijlocul lui BC,

x+/3

NM este si inaltime. Se aplica teorema lui Pitagora in ABMN: BMzg, iar BN:T s MN=4+/2 .
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Atunci BN?>-BM?=MN?; (X\/—J (2) (4\/—) —-XT—SZ 7—32 de unde x = 8. Aria

totald a tetraedrului este 4- 4—\/_ =64+/3 (cm?).

G:1200. 1Tn tetraedrul ABCD notim cu E si F proiectiile punctelor A, respectiv B pe
dreapta CD. Dacd M este mijlocul segmentului [AB], [AE]=[BF] si MN LCD,N eCD,

aratati ca MN L AB. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

,A=P
Rezolvare: Fie o =(BCD) si Pla }:> pr.,[AB]=[PB]

B=B
Cum M - mijlocul lui [AB] = pr.,M =Q e mijlocul lui [PB] deducem PE L CD (cu reciproca 1

a teoremei celor 3 perpendiculare).
Din BF L. CD, PE L CD = BFEP trapez.

Cum QN _L CD( reciproca 1 a teoremei celor 3 perpendiculare) avem Nl |.3.C | PE} [ N]
Q—mijl.[BP]

linie mijlocie in trapez = N mijlocul [EF ] =[NE]=[NF].

aBFN =2 AEN (cc.) =[AN]=[BN] deci aANB isoscel, [AB] baza si [NM | mediand=> NM

inaltime = NM 1 AB

= Clasa a IX-a

L:989. Sa se determine functia de gradul intdi f:R — R, stiind ca graficul lui f trece prin
punctul A(0;6) sica f(f(x+1))+f(f(x-1))=8x+36, VxeR. Adrian Stan, Buziu
Rezolvare: Fie f(X)=ax+b. Din A(0;6)eG; = f(0)=6=b=6

f(x+D) =a(x+1)+6, f(x-D=a(x-1)+6 = =2a’x+12a+12=8x+36=a=2 = f(X)=2x+6.

L:990. Sa se arate ca [1+

1 1 1
e i + =
V2 3 «/10000}

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava
Rezolvare:

Se aplica inegalitatea 2(\/n +1—\/ﬁ) < i < Z(Jﬁ—\/n —1)§i dand valori lui n de la 1 la 10000

7

se obtine dupa adunarea relatiilor ca 2(+10001-1)<'s <2(100-0) adic [s]=2-99 =198.
[2x+1] .\ [x]+1
[x]+1  [2x+1]

L:991. Sa se rezolve ecuatia : =2,xeR,

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava

—

LB, b)Y
b =2 gy 0= BI=D)

deci[2x+1] = [x]+1= [2x]+1=[x]+1= [2x] = [X]

|_|

a
Rezolvar: Daca

,_|
|_|

cu solutia 0 < X < 0,5 Atunci [2x]=[x]=0.
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L:992. Se considera numerele reale strict pozitive X, X,,..., X
Demonstrati ¢ /X, +/X, +...4+ X, <X, +X, +...+X,.

., astfel incat x,-X,-...-x, =1.

Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare:

X, + X, +o X,

- > X, Xy e Xy =X X, e+ X, 20 (1)
%,—J
=1

Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz
n(xl+x2+...+xn):(12+12+...+12)((\/x_l)2+(\/Z)2+...+(\/Z)2)2 (1% +1%; +t Ly, )
deci 1(%, +, 4.+ %,) 2 (Y, + % +.4 %, ) (2)

Din (2) 5i (1) = (%, +%; +t%, ) 1 (XX, X, ) (X X, + ot X, ) s L
L:993. Fie a,b,c,d e R*,. Aritati ci

Din

—
=

a+b b+c c+d d+a 1 1 1 1) <
> >+ — >+ > +— ><2| —+—+—+—|. Ince caz avem
a-—ab+b® b°-bc+c° c¢c“—cd+d d-—-da+a a b c d
egalitate ?
Laura Popescu, lulian Micu, Craiova
Rezolvare:

Xty x4y 1L
X“—=Xy+Yy Xy Xy
egalitate pentru x =y . Atunci, aplicand relatia (*) pentru fiecare raport obtinem cerinta problemei.
Avem egalitate dacd a=b, b=c, c=d, d=a=a=b=c=d
a+2b b+2c c+2a

L:994. Daci a,b,c)0 cu a®+b*+c® <3 atunci + + >2(a+b+c)-3.
2a+b 2b+c 2c+a

Cum x* —xy+y’ >xy, Vx,yeR= pentru x,y)0=

Emil C. Popa, Sibiu

Rezolvare: {Z\/(a+2b)(2a+b). a+2b} {Z(anb)} =9(a+b+c)’ =

o0 2a+b o0

o0 " 2a+b

(@a+20b)2a+Db)) - 8+20 | S 9(ath+c)l.
2V )

cum Y ({f(a+2b)(2a-+b) )2 = (a+2b)(2a+b) =4(a” +b? +c?) +5(ab+bc +ca).

cyc cyc
Za+2b> 9(a+b+c)?

> >2(a+b+c)—3 deoarece (a+b+c)*>6(a+b+c)—9
oe 2a+b  4(a”+b°+c”)+5(ab+bc+ca)

si ab+bc+ca<a®+b’+c”<3.

L:995. Daca X,y,z>0,X+Yy+z=1 atunci, ! ! >3‘/§

1
+ + > .
VI+x  Jl+y Jl+z 2
Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:

1 | 1 o 1 33
LHS == .,[3+ > x- > = S 1+x- > 9=2 _RHs.
2 2 Z\/1+x 2\/§Z Z\/1+x 23 2
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Egalitatea are loc daca si numai dacix=y=2z= 3 Se poate folosi si inegalitatea mediilor.

X +1=2[y]

. Rezolvati in RxRxR sistemul < y?+1=2[z], unde [a]reprezinti partea intreagi a
2* +1=2[x]

numarului real a. lonut Ivianescu, Craiova

Rezolvare: [a]<a=—[a]>-a. Atunci 0=x*+1-2[y]>x*+1-2y. Analog si pentru celelalte

relatii si prin Tnsumarea lor se obtine 0> (x—1)°+(y-1)°+(z-1)°* =>x=y=z=1.

a’+4<3b+9c
L:997,. Si se rezolve sistemul de inecuatii {b°+2<3c®>  in numere reale pozitive.
¢’ +27<3a’

Daniel Vacaru, Pitesti
Rezolvare:

Din (a-2)°-(a+1)>0=a’+4>3a*, (b-1)°-(b+2)>0=b’+2>3b,
(c=3)*-(c+3)>0=c*+27>3c*+9c. Prin adunarea relatiilor se obtine ci

a’+b®+c*+33>3a*+3¢” +3b+9c iar dacd adunim relatiile sistemului obtinem relatia

a’+b®+¢®+33<3a* +3¢” +3b+9c. Prin urmare existi egalitate intre cei doi termeni si inclusiv la
inegalitatile din sistem. Rezultia=2,b=1, ¢ =3.

Altfel, ( Titu Zvonaru) se poate folosi inegalitatea mediilor:

a® a’ ¢ c?

?+?+423a2 , b*+1+1>3b, —+—+9+—+9+9>3c*+9c. etc.

L:998. Si se determine xR astfel TncAt numerele 25" 2_ 2sinxicosx  9csX o5 fie termenii
consecutivi ai unei progresii geometrice. Virginia Grigorescu, Daniela Barbu, Craiova

- - . . : 2 .
Rezolvare:  Din  conditiile problemei  obtinem (229 ) = 209 2 o

4sinx+cosx _5.25inx+cosx _|_4:0:> yz _5y+4=0 cu y€{1;4} unde y — 25|nx+cosx>0.
Din  2°™*®* =4 = sinx+cosx =2, ecuatia nu are solutii deoarece [sin x+cosx|£\/§ si din

25in X-+C0S X

=l=sinx+cosx=0=tgx=-1=Xxe {—%+k7z|k € Z}_
L:999. Aratati ca lungimile a,b,c)0 ale laturilor unui triunghi, verifica inegalitatea:
a’ b? c?

2 2 + 2 2 + 2 2 2
a“—(b-c) b°—(c—-a) c"—(a-—hb)
Rezolvari: Inegalitatea data este echivalenta cu

2 2 2
a N b N C
(a—b+c)(a+b-c) (b-c+a)(b+c—a) (c+b-a)(c+a-Db)
a(b + ¢ si analoagele, atunci notdim cu X =—a+b+c)0 si analoagele y=a—b+c)0, z=a+b—-c)0.
(y+zj2 (z+xj2 (x+yj2
Inegalitatea data devine 2 + 2 + 2
yz Xz Xy

(X+ V)’ 2+ (Y +2)°X+(z+X)?y >12xyz , adevirati cu (X+ y)*z > 4xyz si analoagele.

lonel Tudor, Célugareni

>3. Cum intr-un triunghi avem

>3
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Sa se arate ca in orice triunghi cu lungimile laturilor a, b, ¢ are loc inegalitatea:
1 - .
j (—2 j ( + 2) :2 . D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni
Rezolvare: Folosim inegalitatea (x> + 2)(y2 + 2)(22 +2)>3(x+y+2)% XY,2)0 (HOJO LEE), pentru
1 11
X= 1 y= 1 Z= 1 sl inegalitatea —+—+—2= ﬁ ( Constantin — lonescu —Tiu).
b C a b c R

m Sa se arate ca in trlunghlul ascutitunghic ABC, are loc relatia:

3 3 3
Z% >2s [8F (R+ r)] , unde F reprezinta aria triunghiului ABC.

b’ +c?-a’
Florica Anastase, Lehliu-Gara
Rezolvare:
sinA>sinB>sinC
Presupunem ca a>b>c, atunci 1 N 1 N 1 . Aplicam inegalitatea lui Cebasev

cosA cosB cosC

cosAcosB
tgA+th+th2%(3inA+sinB+sinC)( L + ! + 1 jZEZsinA. 2

cosA cosB cosC 3 cos AcosBcosC
Cunoastem ca sin A+sinB+sinC =i, 1 >8 si tgA=%
R cosA-cosB-cosC b*+c —a

4F 8s 8s
Z—z TR ZcosAcosB>—(cosA+cosB+cosC) =
e b°+Cc"—a OR
zﬂm 1 ) o 3 IR e (Rer) oot
~b*+c*-a® R ~b>+c*-a’ P

m Si se arate ci n orice triunghi are loc dubla inegalitate:
_a _b _C 4R + r
h, h, h,

Rezolvare: Pentru prima parte a dublei inegalitati, avem:

T By [Esgy |l [B. [k _g [REL g 3¢ _3 4R 53,
ha hb hc ha hb hc hahbhc (p a)(p b)(p C) 88 2r

(1. Euler) iar pentru partea a doua avem:
Lauwchy —Lehwars

(mwmwm)(( V@ @) 2 (B
(*J

[TE+T1’+Tﬂj(h ' + ::: -'\||ha. 'qlhh D
(4R+rj-32 {T—“+ {i+@ o [y [y oo M7 inde
¥ fy fa ey ke v

(¢lir,+r,+ 71, =4R + 7, h— + = + —= % Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.

Gheorghe Ghiti, Buzau

L:1003. Tn triunghiul ABC cu punctele M €[BC], N e[CA], P e[AB] au loc relatiile
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AB® AC’ _(AB+AC)’ ., BC® BA’ (BC+BA)’ . AC’ AB’ _(AC+ABY
respectiv + i + <
MC  MB  BC NA NC~  AC PB  PC BC

Stabiliti cine sunt punctele M, N, P? Sunt dreptele AM, BN, CP concurente? Daci da, ce
reprezinta punctul de intersectie al acestora? Caracterizati vectorial punctul de intersectie
obtinut.
Elena Codeci, Daniel Codeci, Daniel Vicaru, Pitesti
Rezolvare: Inegalitatea adevarata intotdeauna, conform inegalitatii Cauchy — Buniakowski —
AB? Ac2 _ (AB+AC)’
MC BC
AB AC AB MB
= P =
MB MC  AC
Analog N este piciorul bisectoarei din B, iar P este piciorul bisectoarei din C.
Utilizand teorema lui Ceva, deducem concurenta dreptelor AM, BN, CP.

Schwartz este

. Deducem ca avem proportionalitatea

. Asadar, M este piciorul bisectoarei din A.

= Clasa a X-a

L:1004. a) Daci m)n>2 sunt numere naturale, si se scrie numéirul (m2 + nm)-(n2 +m* ) ca

suma a doua patrate perfecte. b) Descompuneti in factori primi numaéirul
(2° +3°)? +(6° - 6)°. lonel Tudor, Cilugdreni
Rezolvare: Considerdm numerele complexe z, =m® +nisi z, =n°+mi. Avem

z,-z, =(mn)° —mn+(m°®+n®)i si din egalitatea |z, - z,| = |2,|-|2,| rezulta

2 o ) ]
M +n? An +m? = \/[(mn)5 —mn | +(m®+n®)* , Ridicand la puterea a doua se obtine cerinta
b)Tna)seiam=2sin=3.
L:1005. Rezolvatiin R, ecuatia 349X = 27x. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare:  Logaritmam ecuatia in baza 3:  log, (34"°gz3x) =log, (27x)=

4-log’, x =log, 3’ +log, X = Notim log,x=t= 4-t* +t-3=0= te{—%;l}:

. 3 1
log, x=1=x=3 sl Iog3x:—Z:>x:427.
L:1006. Fie x,y,2)0. Aritati ci (x*y* +1)(y*z* +1)(z°x* +1) L —+ L - L - -8l
x+y)" (y+2)" (z+x) 64

D.M. Bitinetu- Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni

Rezolvare: Conform inegalitatii lui Arkady M. Altavem [ | (u* +t*) > %t“ (u +v+w)2 , Vt,u,v,w)0.

ciclic

H(u +1)> u+v+w)2, vu,v,w)0. Pentru u=Xxy, V=yz, W=2zuU obtinem

ciclic

H (X*y? +1) > = (xy+ yZ + zx)2 , VX,Y,2)0. Atunci,

ciclic

2,,2

1 >81

3
X +VyZ+ZX) - 2
ciclic ciclic 4 y y ) CICZIIC (X + y)4 64
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deoarece s-a folosit inegalitatea J. Chen: (Xy + yz + 2x) [ L L

+ +
(x+y)* (y+2)° (z+x)°

9
>—, VX, V,2)0
R

L:1007. Se consideri functia f :[L+w0)—> R, f(X)=+/x+v2x -1 ++/x—+2x—1.
Calculati f(%) Demonstratica Im f = l\/E,+OO)

Ciobica Constantin; Ciobica Elena, Filticeni, Suceava

Rezolvare:
\/2x+2\/2x—1 \/2x—1+2\/2x—1+1 (»\/2x—1+1)2 N2x-1+1
X+V2Xx-1 = = - _
2 2 2 J2
\/2x—1— 1_
«/x_m:‘ §_ Vo Atunci,
Analog, V2 \/5
f(X):\/Zx 1+1 va2x-1-1_2y2x- R ( ] 4. __2 18=7 = JI6 4
J2 JE f 2 2

2
Se aratd ca functia [1"'00)_) R, f( ) VAX =2

f este strict crescatoare
= 1Im f =[ f(1),+wx)= [ 2 +oo)

L:1008, Demonstrati ca log,14 < \/(Iog7 11)-(log,12) firi a utiliza tabelele de logaritmi.

Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare:

log,14 - log,12
log,11 log,14

f. f
=N =Tz

Prin ridicare la patrat obtinem . Vom demonstra ca f, <1 si f, >1. (R,)

Cum f, = log, 14 , facem observatia: log,, 7 <log,, 9 < Iog7 Iog9 14 (R,).
0g7 1 9 9
14 11 14 11 . i .
Dar §<7 Iog73< log, = i folosind (R, ) obtinem
Iog9 5 Iog7 14 <log, 1—71 <> logy14-1<log,11-1=logy14 <log,11=f, = log, 14 <1 siprima
7
inegalitate din ( 1) este demonstrata.
Pentru a doua inegalitate din (R;) observim % > % < log, % <log, % <log,, 7>1l09,, 7 s
0] 7
. 12 14 14
(R,) se completeaza log, = > log, ke log, 3 ° log,12-1>log,14-1=> log,12 > log, 14 =
=f,= log, 12 >1 si problema este demonstrata.
log, 14

AGY (BGY (CGY_ 1

L:1009. Sa se arate ca in triunghiul ABC are loc relatia ( j +( j +( j >—.
bc ca ab 9R

Marin Chirciu, Pitesti

: 2 . . .
Rezolvare:  Folosind AG = Ema inegalitatea se scrie
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2m. Y’ (2m, ) (Zm T 1 (Zm j:* 1 (m T 3

21+ + ol = = Ll z2—=< —2 | 2—.

[3bcj (3ca] 3ab/) O9R® ) 3bc) 9R? 2 bc ) 8R®
3

3

Lema: In AABC

Z(bcj “8R®’

m. )’ 3 Y
3 Bergstrom (Zbé) (ZRJ

. 3
Demonstratie —2 > > = . (Ineg. Radon
Z[ j 9 9 8R® (Ineg )
Am folosit: Lema In AABC Z—a>i
bc 2R
b? + c?
Tereshln T 2 AM GM
Demonstratie Z _4rR _ 1 b®+c N Zz__ =i

bc 4R bc
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

- Sa se rezolve ecuatia: a(sin x, In(sin x,) +sinx, In(sin x,) +.......+sin x, In(sin x,) )

=(1-sinx )(1+asinx )+(1-sinx,)(1+asinx, ) +.....+(1-sin x, ) (1+asin x, ), unde a)0.
L Gheorghe Ghita, Buziu
Rezolvare: Ecuatia are sens pentru sinx,)0, k=1n.

n n
ay’ (sin®x +sinx In(sinx,))=>"(asinx, —sinx,)+n.
= k=1

Fie f(0;0) >R, f(x)=ax+alnx, a)0, strict crescatoare si g :(0;0) > R, g(x):a—1+E strict

X
descrescitoare. Cu ajutorul monotoniei obtinem: f(y, )< f())=a=g@)<g(y,), k=Ln. Avem
egalitate pentru y, =1, k=1n.

Atunci, ay, +alny, < a—1+i <ay, Iny, <1-y)1+ay,) k =1n. Dupa inlocuirea lui yk si
k

n n

fnsumarea relatiilor obtinem aZsin X -In(sinx,) < Z(l—sin X, )(L+asinx,) cu egalitate pentru
k=1 k=1

y, =1, k=1n. Adici cand sinx, =1, k=1 n. Ecuatia are solutiile

X1:X2:...:Xn:2k7z'+%, keZ.

= Clasa a XI-a

2 —
L:1011 Si se calculeze lim> SX-[ S 3 } vx e R\{1;3} unde [x] reprezinti partea
38 2 X°—4x+3

intreagai a lui x. Adrian Stan, Buzau
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Rezolvare:

3 3 3 x> —3x x? —3x

> -K| — <— . . Cum
X —4x+3 X°—4x+3 X°—4x+3 2

3X(x=3) _ x? —3x [ 3 } X(4 —xX)x(x—3)

2(x—1D(x=3) 2 X? —4x+3 (x—=1D(x—3)-2

(0, Vx(0;3)rezulta

3% <X2—3X.|: 3 } X(4 — X)X
2(x-1) "~ 2 x? —4x+3 (x-1)-2
3x im X(4-x)x 9

Cum lim = = — rezulta cd limita ceruta este egald cu 9 .
x>3 2(x—1) 38 2(x-1) 4 4

X{(3

L:1012. Construiti o functie f:R — R, care este de 2022 ori derivabild pe R si nu este de
2023 de ori derivabila pe R .

Gobej Adrian, Curtea de Arges

: x*%, x>0 o :
Rezolvare: Functia f:R - R, f(x)= {O 0 este continud si derivabild de 2022 de ori peste
, X<
2022'x, x>0 | . : o
R. Cum f®® (x) = {O 0 , lar aceasta functie este continua pe R, dar nu este derivabila
, X <

in x =0, deci nu e derivabila de 2023 de ori peste R .

L:1013. Fje 222 fixat. Daci &Db,c>0,a+b+c=3 atunci si se giseascid minimul expresiei

Sy b ;_C —(a2+b2+cz). Marin Chirciu, Pitesti
3-a 3-b 3-c
Rezolvare:
a 3L —4)a+2—-Ar
Folosim urmitoarca Lemi: Daca 0<a<3 atunci Zk'ﬁ—azz( )2 )

Demonstratie

Fie functia f :(0,3)>R f(x):zx-ﬁ—xzmxozl. Avem f (1) =1 -1.

34 (3h—4)x+2-1
> :

Ecuatia tangentei Tn punctul x, =leste y —(1—1)= (x-1) < y=

X oo (3h—4)x+2-1
3-X
& (x-1)"(2x+31-6)>0,care rezulta din conditia din ipoteza A > 2, cu egalitate pentrux =1.

Aratam ca: f (x)=21- < 2 +(31L-10)x* +(14-61)x+31-6>0 <

Sa trecem la rezolvarea probleme1 din enunt.
Folosind Lema obtinem:
tema  (3h—4)a+2-1 (3h—4)D a+3(2-1)

— . a — 2 =
E_Z(% 15-a ajzz 2 2

_ (37L _4)'3;3(2 _}‘) - 3(% —1) . Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c=1.

Deducem cd min E =3(A—1)pentru(a,b,c)=(111).
L:1014, Si se rezolvein Z , ecuatia /%2 +7 +3/x* +218 = x. lonel Tudor, Clugireni
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Rezolvare: Evident, X)0. Se aratd ca ecuatia are solutia unica 5.
Fie f: (O; oo) ->R, f(x)= E/X2 +7+ E/X2 +128 — X care este derivabild cu derivata
_ 2X N 2X X a: X
5{’/(x2 +7)* 55/(x2 +128)* O+ (% +128)*

' (x)(0, ¥x)0, deci f(x) este strict descrescitoare pe (0;o0) . Rezultd ci ecuatia data are cel mult o solutie,

—1,vx)0. Se aratad ca (1 adica

adica x = 5 este solutie unica.

L:1015 Fie k) O si a,b,c) Oastfel incat a+b+c=ab+bc+ac. Sa se arate ci
(b+c)vka? + 2ka+k +1 + (c+a)vkb? + 2kb+ k +1+ (a+b)vke? + 2kc +1 > 6/4k +1 .

Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: f :(0;00) > R, f(x):\/kX2+2kx+k+1,

I k(x+1) I K
F1(x) = i (x) =
) VK + 2kx + K +1 ) \/(kx2+2kx+k+1)2

Y0 = feste convexa.

f ecnwexa

Avem: X(b + c)vka? + 2ka+ k+ L =XZ(b+c)fla) =2(a+ b+ )L —2 _fla) =

Ma+b+e]
b+e _ eb+ae _
2[a+ b+ cjf(z 2la+b+e) a,) o 2[a+ b+ ij(z 2(ﬂ+b+c)) -
( ) Ye=kLabk
2a+ b+ )f (B 2 a(a+ b+ e)f(1)=2(a+ b+ VAR + 1=
2la+b+el
ZEE:EEE? i . Eel=Teb
py g Gl R =Ny s s SN P Lo 2L S SN 7y
a+b+e eb+beten ek

= Clasa a XII-a

a b
L:1016] Fie multimea G :{(b aj‘a,b cRsia’# bz}. Determinati subgrupurile finite ale

]
grupului (G,-) unde °  este inmultirea matricelor. elev lonut Florin Voinea, Bucuresti

Rezolvare:
Se stie ca subgrupurile finite sunt partile stabile ale lui G in raport cu operatia de inmultire pe G.

a b
Daca A= (b j € G, folosind metoda inductiei matematice obtinem ca
a

(@a+b)" +(a—b)" (a+b)"—(a—h)"

A" = 2 2  ¥n>1. Fie H=@, HcG o parte stabili finitd si
(@a+h)"—(a=b)" (a+b)"+(a—b)"
2 2

AeH . Atunci {A; A% A";..} < H si cum H-finita, rezultd cd existd i, j e N*, i( ] astfel incat
A=Al Cum det A=a® —b® %0, obtinem ci matricea A este inversabild si din A' = A se obtine ci
A =1,. Deci exista k e N* astfel incat A =1, = (a+b)“+(a—b)" =1si (a+b)—(a—b)"=0.
Astfel, obtinem ca a+b=41si a—b=41 cu a==+b de unde



- PROBLEME REZOLVATE - - :
@ SCLIPIREA MINTII 32

0 1 0 -
A=<1:-1,, X . Se verifica usor ca partile stabile finite cautate sunt
21 0)l-1 0 ’ ’

it gl gl S 3}

L:1017. Determinati polinoamele P e C[X] astfel incat P(2023x) =2022P(x)+ X, Vx e C si
P@) =1. Ana Jipescu, Mihaela Daianu, Craiova
Rezolvare:

x =1= P(2023) = 2023, x=2023=> P(2023°) =2023"; x=2023" = P(2023%) = 2023°, prin
inductie se aratd cd P(2023) = 2023, Vk eN.
Fie Q e C[X] cu Q = P-X se constatd ci are o infinitate de raddcini 1, 2023, 20232, ..., 2023% prin
urmare este polinom identic nul, deci P(X)=X, singura solutie a problemei.

L:1018] Se consideri ecuatia x* —6ix? +8i Jix+3=0. Aratati ca ecuatia nu are nicio radacina
reala si rezolvati ecuatia in numere complexe. lonel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare: Daca ecuatia ar avea o solutie reald x atunci X =X si din

x* —6ix? +8iv/ix+3=x" —6ix* +8iix+3=0 rezult

Xt —6ix? +8iNix+3=0=> x* +6ix +8ix/ix+3=0. (1). Din (1) si relatia din enunt rezulta

x* +6ix? +8ivix +3= x* —6ix? +8i\ix+3=0 adici 4x\/i_(3\/i_x+2—2i) =0= x=0¢e R dar care nu

2\/5 1+i

verifica ecuatia si 3Wix+2-2i=0=x= Ti ¢ R . (S-afolosit \i === ). Deci radacinile

N

ecuatiei sunt toate complexe nereale.

Cu notatiile m=+/i #0si t =— ecuati adatd devine t* +6t> +8t —3 =0 cu solutiile
m

t =t,=t,=1 t, =-3 adica XE{\/i-;—?)\/i-} .Cum \/|_=m putem scrie

2
Xe{£+\/§i__3\/§_3\/§.
’ 2

> > > |} . Ecuatia nu are radacini pur complexe conjugate doua cate doua

deoarece ecuatia nu are toti coeficientii numere reale.

L:1019. Fiefunctia f: [0;0 )—> R ; f(X) =x—2Jx +1  Determinati primitiva functiei f

stiind ca graficul primitivei trece prin punctul A(9;10) si aratati ca orice primitiva a functiei

f este crescitoare pe [ 0; o ) Nica Silvioara Minodora, Buzau
JIX =1 x e [L;00)
Rezolvare: f (x) = {(vx -1)2= Wx -1 = : ;
(X ‘ # 1-/x;x e[0)
2

Zx-+/x—x+c,dacax>1
F(x)= 3 F primitiva a functiei f = F derivabila = Fcontinua
x—§x~\/;+cz,dacaXE[O;1)

2 Ex- X —X+k;dacax>1
:>Cl_§:C21 F(x)= F(9)=10 = k=1

x—gx-\/;+k—§;dacaXG[O;1)
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gx- X—X+1dacax>1

Deci F(x)=

x—gx-\/;+%,dacaXe[0;1)

Fie F o primitiva a functiei fpe [0; © )= F '(x) = f(X)Z‘\/;—l‘ > 0;(V)x €[0;0) =
F este functie crescatoare pe [0; ) .

1 2
L:1020. Sa se calculeze I 5 X 22 X i4 —dx . Adrian Stan, Buzau
o (X*+4) e +e

Rezolvare:

|
(X2 —2x+4)-¢" ( ¢ J
Lry2 ax 1 2 2 NG
I(X 2 2X_2|_4) 23 dX:j 2(X +24) 2x dx =
o (X*+4)" +e 5 (X*+4)" +e

(x* +4)° X? +4
m Fie f,g:[0;0) » Rindefinit derivabile, g" (0) #0 si notim pentru fiecare ne N*;

1

a, = 4n.|. f(t*)dt—4f(0), b, = 4n4jg(t3)dt ~4ng(0)—g'(0). Si se calculeze Iimﬁ.
0 0

nN—oo b

X

o'—.r—\

et 1 e 1
dx arct =arctg——arctg —
J 2+4‘0 g5 g4

Emil C. Popa, Sibiu

3
n“a R N :
Rezolvare: Vom calcula lim——= folosind in mod repetat regula lui L Hospital.

n—mnb

4} f (t°)dt — 4xf (0)

X 3 _ 2¢l 3
lim ijf(t )dt——f(O) =lim 2 im0 =410) i 12X T O 1
0 X9 K0 x* K0 4x° 50 12x°

asadar, !m(n a,)=1'(0)

4} f (t%)dt — 4xf (0)

X 3 3.1
Iim[ifg(t%dt—%g(@—%g'(0)]=nm I _ lim 290) 490 =4x7g (0) _
x=0| ¥ X X x—0 X x—0 X
x)0 X)0 )0

241 241 |
im12X90D =129/ O) | 2410y aqadar, lim (b, )= 24"(0). Tn final lim 2 =77 (@)
00 42x° [ e ~eb,  297(0)

X X

L:1022. Calculati [(x+2):|6*+62+63+...+6% |dx,XxeR.
f(e22) & }

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava
Rezolvare:

f'(x)=6"+62 +63 +..+62 = f(x)=j(6x +6% +6° +...+62°de=

Fx)= 2+ 2 624,420 g2 :i-(esuz-ez +...+20-62°J

In6 In6 In6 In6
9(x)=x+2= g'(x)=1. Aplicam ( fip.):
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|=(x+2)-i. 6" +2-62 +..+20-6% —i-j 6" +2-62 +..+20-6% dx=
In6 In6

In?6

IL:1023. Calculati. Ix-[ln(Zx)+In(4x)+...+In(10x)]dx,x>0

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava

:(X+2)-%-(6X+2-62 +...+20-62°]— L -(auz2 62 +...+ 20 -6mJ+c
n

2
Rezolvare: f'(x)=x= f(x)= jxdx: X?

2 4 10 1 1 1 5
=1In(2x)+In(4x)+...+ In(1 "X)=—+—+..+— =4+ —=—.
g(x) = In(2x)+ In(4x)+... + In(10x) = g'(x) o T T T
de 5 ori
2

. . x? S o X 5 5\ O .2
Aplicam ( fi.p): ?-[In(2x)+In(4x)+...+|n(10x)]—z-x +c:?-ln(2 -5lx )—Z-x +C

2 i .
L:1024. S se calculeze jsmx COSX (sinx+cosx),
0 2(sinx-cos x—1)

Adrian Stan, Buzau, Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:

T—sin X-C0S X - (Sin X + cos X)dx _ T (sin x + cos x)(1—sin X - cos xX) — (sin X + cos X)dx B
2(1—sin x-cos Xx) 0 2(1—sin x-cos Xx)

0

(sin x+cosx)d sin X + COos X

2 2
:_[ X—I - dx =
5 2 o 2(1—sin x-cos x)
2 (i 2 :
:I(S|nx+cosx)dx_j _ smx:cos?( dx —
0 2 o 1+sin® X +cos” x —sin X -Ccos X)
z 3
=1-—arctg(sin x—cosx)|2 =1—arctgl+arctg(—1)=1—%+Tﬂ=1+§.
0

x™" -1
Xn+l\/x4n_+_x3n_xn +1

L:1025. Si se calculeze j dx, x)0.

Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare:

n n 1 n+l n-1 l
(X2n _1)(X2n +1) X (X —F)X (X +

Xn+l) dX _

-]

1 n
== X X dx . Notam x“——n=t:>dx:(nx“1+ det:
X X
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1 t 1 2t+l 1
== | ——=dt = \/t +t+2——|n(t+ +At? +t+2j +C.
r1".\/t2+t+2 2”'[\/t +t+2 2

O —x" 41 1 In X2 4 X" =24/ X3 — X" +1+C
4x" 2n X"

m Se defin6ste integrala avand limita superioara infinita prin egalitatea:

1+X
If (X)dx = IImJ.f (X)dx . Si se calculeze integrala: j (41)5)d
Vasile Mircea Popa, Sibiu
= In(1+x) L L
Rezolvare: Notam: |= jﬁdx Integrala se poate calcula folosind integrarea prin parti,
X+
adaptata situatiei din problema noastra (limita superioaré de integrare tinde la infinit).
Utilizdm formula cunoscuta: .[udv ‘ jvdu
1 1
Avem: u=In(1+x); dv= dx ; du——dx -—
(x +1)° 1+X 4(x+1)
- . In(1+x %
Deci: | - 1L M 1j—d Deoarece Ilm(—4):0 - Izij%dx.
(x+1)* 45 (x+1)° X (x+1) 49 (x+1)
Pentru a calcula aceasta integrala folosim primitiva functiei de sub semnul integrala.
j 1 - dx:—%+C: F(x)+C
(x+1) 4(x+1)

Utilizdm formula Leibniz-Newton adaptata situatiei din problema noastra (limita superioard de integrare tinde

la infinit). j%)sdx = limF(x)-F(0) =%
X+ o

< 1 + x
Rezulta valoarea integralei din enuntul problemei: _[ 5 = — Astfel, problema este rezolvata.
0 X +

Observatie
Integrala se mai poate calcula folosind primitiva functiei de integrat din enuntul problemei (formula
Leibniz-Newton) adaptata situatiei din problema noastra (limita superioara de integrare tinde la infinit).

x—1
L:1027. Sa se calculeze I ( ) Adrian Stan, Stefan Pirlog, Buziau
0 7+ x?
Rezolvare:
e —x)' (e +x)—(e—x)(Ee +x)'

L2e*(x-1 1 e e 1 X 2
I%Z)dx J. X = J. X (e2+X)x 2 dx =
RACHED S ) (e +x) +(e 5 (e*+x)"+(e"—x)

(e +x)?

= arctg el arctgl=arctg el z

(eX_XZ B ex+x‘0 e+l e+l 4
1+ —
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,intreaga problemi a lumii noastre este ci
prostii si fanaticii sunt foarte siguri pe ei,

n timp ce inteleptii au intodeauna indoieli.”
Bertrand Russell

(1872- 1970)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:1201]. Aratati ca nu exista un numar de patru cifre abcd astfel incat abcd =5-a-b-c-d.
Cornelia Neacsu, Laura Zaharia, Craiova

G:1202. Aritati ci numirul a = 4 094 552" + 2023"! — 2024" — 2023, n € N'*, este compus.
Ion Stinescu, Smeeni, Buziu

G:1203. Functia Smarandache este definita astfel: S(n) este cel mai mic numar intreg m astfel incat
factorialul sau m! se divide la n. ( Exemplu: S(6) = 3 deoarece 3! = 1-2:3 = 6, iar 6 se divide la 6,
iar 3 este cel mai mic cu aceasta proprietate, deoarece 2! = 1:2 =2 nu se divide la 6.)

Sa se calculeze S(7) si S(8).
Nicolae lvaschescu, Canada

G:1204. Se considera un numir natural abc scris i baza 10.
Care din cele trei cifre trebuie suprimata astfel inct numarul obtinut sa fie de 11 ori mai mic decat

abc? In cazul cand b=3, si se afle numerele abc.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madilina Buliga, Bucuresti
G:12085|. Determinati raportul cu cea mai mare valoare, format dintr-un numér natural de 3 cifre,
scris n baza 10 si suma cifrelor sale.
Gobej Adrian, Curtea de Arges

G:1206|. Aratati ca existd o infinitate de numere naturale n astfel incat n! se divide cu n+1.
b) Aratati ca exista o infinitate de numere naturale n astfel incat n! nu se divide cu n+1.
(n'=1-2-3-...-n, ne N*, 0!=1). Mihaela Diianu, Craiova

G:1207|. Determinati neN astfel incdt A=nl-39 sa fie patrat perfect (n!'=1-2-3-....-n  pentru

neN* 0!=1). Alexie Elena,Craiova

G:1208|. Sa se determine multimea A= {ﬂ: ‘% =a+ bc°} . Gheorghe Ghita, Buzau

e N 2n
G:1209. Aratati ca exista o infinitate de numere naturale n astfel incat ¢(n) = e unde ¢(n)

reprezinta indicatorul lui Euler ( numarul de numere prime cu n si mai mici decét n).
Simona Chirita, Carcea, Ginela Dobrica, Bechet

G:1210]. Sa se arate ca dacd numerele 2+ ab si 2- ab, sunt rasturnate unul celuilalt, atunci numarul

ab , este numar prim. lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
G:1211]. Daca A=333.....333 si A=666.....666 , determinati a 2022-a cifra numarand de la stanga
—_———— —_————
2021 de 3 2021 de 6

si @ 2022-a cifra numarand de la dreapta in produsul A-B. Neculai Stanciu, Buzau
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G:1212|. Aritati cd nu existd n e N astfel incat numarul A=28"+19" +10" +3"" +5 si fie patrat

perfect Veronica Popescu ,Craiova
(G:1213|. Aratati ca existd o scriere a numarului 2022 ca suma a unui numar minim de numere
naturale nenule si ca produsul acelor numere naturale. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:1214 Reconstituiti inmultirea p® - pg-nn = pmpr stiind ci p, g, r sunt consecutive.
Nicolae Ivaschescu, Canada

= Clasa a VI-a

. Un numar natural n impartit la 7 da restul 3, iar Impartit la 4 da restul 1. Ce rest se obtine la
impartirea lui n la 28? Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madilina Buliga, Bucuresti
G:1216|. Ariatati cd ecuatia 8x* —5y* =7 nu are solutii in multimea numerelor naturale.

Ileana Stanciu, Craiova
G:1217]. Demonstrati ¢ pentru orice numir natural nenul n are loc inegalitatea

1+2% +3" <6 . Constantin Nicolau , Curtea de Arges
G:1218|. Aratati ca nu exista neN astfel incat n-S(n) =n+2023 unde S(n) reprezinta suma
cifrelor numarului natural n. Grigorie Dan,Craiova

2022 °

T . : .1
G:1219, Determinati primele 605 zecimale dupa virguld ale numarului Pr

Gobej Adrian, Curtea de Arges
G:1220|. Cate numere naturale sunt divizibile cu 2022 si au exact 2022 divizori naturali ?
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin si Neculai Stanciu, Buziu

. Determinati numarul natural a(a—4)(a—3) stiind ca el este egal cu cubul sumei cifrelor
sale. Nicolae Iviischescu, Canada
G:1222]. Aratati ca ecuatia y? = 25x? +26 nu are solutii numere intregi.
elevi Musat Horia, Vlad Oroviceanu, Craiova
. Saserezolve inZx 7 ecuatia X°+ py+ P =Xy +(2p+1)x _ unde p este un numar prim dat.
Gheorghe Ghita, Buzau
[G:1224] Se consider multimile A={neNni17} si B={neN|(n-22):23}. Aratati

ca2023 e AN B . Aflati cate numere naturale mai mici decat 10000 se gasesc in multimea AN B

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

: ; ISPV - b c y . .
G:1225,. Fie a,b,ceQ’ astfel incat = = . Sa se determine numerele a,b,c stiind
b+c a+c a+b
cd: 22 42" 427 =56, Lizirescu Dragos, Ovidiu Tatan, Rimnicu Sarat

G:1226/. Tn triunghiul AABC se cunosc AB=7cm si AC=4cm. Perpendiculara dusa prin mijlocul

D al lui BC, pe bisectoarea unghiului <A, intersecteaza aceasta bisectoare , in punctul M. Daca
ABNDM ={E}si ACNDM ={F} sise calculeze BE i AF.

lonel Tudor , Célugareni, Giurgiu
G:1227|. Fie ABCD un dreptunghic cu AB =1, BC =2l si M un punct in interiorul sau astfel incat

m(<MAB) = m(<«MBA)=15°. Determinati masurile unghiurilor triunghiului MCD.

Dan Grigorie, Lucian Tutescu - Craiova
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= Clasa a VII-a

m 8. Sa se afle numerele naturale x, y si z (z=0), stiind ca 269 &X;Z :
VZ +

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

(G:1229. Sa se arate ca numarul \/5 +J§ —\/1_1 este irational.
Radu Diaconu, Sibiu

G:1230. Fie ge N astfel incat (2023 + \/a)(2023+ \/q+1) este numar rational. Aratati ca q = 0.
Lavinia Trincu, Craiova
G:1231]. Determinati numerele prime p astfel incat numarul

A=5" +77 +9” +11” +13" +15" +17" sa se divida cu p. Grigorie Dan,Craiova
m G:1232]. Si se calculeze media geometricd a numerelor
a=[(2+4+6+8+..+4044)1 2023 si b=6-\/(1—3)? +48—243 +

e

Adrian Stan, Buzau
G:1233. Rezolvati inZ , inecuatiile a) (x+1)? <3< (x+2)?, b) (x+2)?<3<x+1)%

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
G:1234|. Aflati cifra x stiind ca: 11(x) + 2,2(x +1) + 3,3(X + 2) + 4,4(x + 3) + 5,5(x + 4) =16,7(X) .
Nicolae Ivaschescu, Canada
1 1 2023
+ +..+ =
1+2 1+2+3 1+2+3+...+x 1012
Gobej Adrian, Curtea de Arges

G:1236|. Aratati ca dacd x, y sunt numere naturale nenule care respecta relatia

G:1235, Rezolvati in N ecuatia 1+

l+1 = i atunci A= (5 —337j(z—337J este numar natural.
X y 2022 6 6
Gobej Adrian, Curtea de Arges
[xv — 0% _
G:1237. Si se rezolve in NxN ecuatia: Vx+ \/ij xy=p°-1 unde p este un numar prim.

Gheorghe Ghita , Buzau
E Pentru un numar K € N* sa se calculeze diferenta K(k +1)(k +2)—(k—1Dk(k +1) si suma

Z k(k +1) . Deduceti formula pentru suma patratelor primelor n numere naturale nenule:
k=1

n(n+1)(2n+1) ns1

6 lonel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
m 9. Determinati aria trapezului ABCD cu laturile paralele AB si CD de lungimi 15 si 30 si
laturile AD si BC de lungimi 9 si 12.

PP+22+3F +..+n° =

Neculai Stanciu, Buzédu
|G:1240). Tntr-un triunghi oarecare ABC ,inaltimea [AN], N < (BC)
se prelungeste cu [ND]=[AN | iar mediana| AM ], M (BC)se prelungeste cu[ ME]=[AM |.

Sa se arate ca :
a) Patrulaterul ABDM este un deltoid convex

b) Patulaterul BCED este trapez isoscel. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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= Clasa a VIII-a

G:1241]. Fie ecuatia x> —Xxy +2x—3y =6.
a) Aratati ca ecuatia nu are solutii numere naturale;
b) Gasiti relatiile Tn numere intregi ale ecuatiei.

Rizvan Lupu, Roxana Vasile, Craiova
G:1242,. Demonstrati ca

2023 2023 2023 2023 2023 2023
(x=y)  (x=z)" +(y-x)" " (y-2z)" " +(z-x)""(z-y) ZO’VX,y,ZeR

Gobej Adrian, Curtea de Arges

abc +9 -6- bc Adrian Stan,

1
Jabc -3 \/ a a

G:1243| Pentru a,b,c)0, +/abc)3, calculati

Buzau

G:1244|. Descompuneti in factori numirul 454950. Aritati cd numdrul m=1+674% 1+674°" este

divizibil cu 454951 lonel Tudor, Calugireni, Giurgiu
. Se considerd ecuatia x° +10x* —80x—801=0. Aritati ci orice solutie reald a ecuatiei este
mai mica decit 9. Rezolvati ecuatia. lonel Tudor , Calugéreni , Giurgiu
(G:1246, Fie X,¥,2eR nu toate egale astfel ncat
X2+ y° + 2% = (pX+qy +rz)” +(qx+ry + pz)° + (rx+ py +qz)°. Aritati cd daci p+q-+r=1 atunci
pg+qr+rp=0. Grigorie Dan, Craiova
. Daca X este un numar real, atunci aflati cea mai mica valoare pe care o poate lua expresia
E(x) = M : Neculai Stanciu, Buzau
VX% +2022
. _ 5a 5b 5c

. Demonstrati inegalitatea 21, va,b,c > 0.

3(2b +3c) 3(3a +2¢) 3(2a +3b)
Neculai Stanciu, Buzau
. Demonstrati ca dacd a e[-21,21],b €[-8,8],c e[-11], atunci:
(a+21)% +(0O+8)* +(c+1)* <2024.
Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1250. Rezolvati n multimea numerelor reale sistemul
{x5 —y* =2022-2023"

5 _ 34 = 2022.2023" eleve Viespescu Carina Maria , Bucuresti, Zetu Caterina , Bucuresti
y>—x* = .

X < <A
m 1. Determinati numerele reale x astfel Tncat expresmT sd fie numdr intreg.
X —3x+

Eleve Viespescu Carina, Militaru-Cismaru Gabriela, Craiova
9a’ +4b? 4a +9b? ab

G:1252. Consideram numerele a,b)0. Aratati ca are loc inegalitatea % 6ab )—
Constantin Nicolau , Curtea de Arges
Xizozs ¥ 2023 2028y 2023
G:1253. Fie X,,%,,...,X, €(=11); n>2 astfel incat ne N oyt K g
X, X3 X, X

a) Pentru n=2024 dati exemple de astfel de numere
b ) Arataticd n este numar natural divizibil cu 4. Grigorie Dan Lucian,.Lupu Rizvan, Craiova
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(G:1254|. Sa se demonstreze inegalitatea
n+1 _ 1 2 3 n <n(n2+5)

< + + +....+ < >y vnz1.
2(n+2) n+1-2 n+2-3 n+3-4 n+n-(n+1) 2(n+2)

Gheorghe Ghita, Buzau
. Intr-o piramida patrulatera regulati VABCD se dau AB = 4+/& , VO (inaltimea piramidei )
=8, M = mijlocul lui VA, N = mijlocul lui VC. Aflati aria triunghiului BMN.
Ion Stanescu, Buzau
[G:1256]. In prisma triunghiulari regulats ABCA'B'C" toate muchiile sunt congruente intre ele si se
noteaza cu M mijlocul muchiei A'B".
Sa se calculeze valoarea sinusului unghiului C'BM.
Daca aria triunghiului C'BM este egala cu 2 V15 cm?, s se afle aria laterald a prismei.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

= Clasa a IX-a

L:1028. Demonstrati ci nu existd numere rationale a si b astfel incat a° = 2.
Oprescu Cristina Diana, Ploiesti

L:1029. Fie Xx,y,zeR, x,y,z ) 2023 astfel incat 1+£+1:i. Sa se arate ca
X y z 2023
JX+Y+2 24x-2023+.]y—2023 ++/2-2023 . Adrian Stan, Buzau

. Fie a, a,eR, a #a, si a,€R. Daca radacinile ecuatiei (x—a)(x—a,)=a sunt
b, b, eR, sib #b, aflati radacinile ecuatiei (X+b)(x+b,)=-a.

Doina Calina, Mihaela Nascu, Craiova
[L:1031] Fie f:R >R, f(x)=2x?+x—1.Rezolvati inecuatia f (f (x))<0.

Lavinia Trincu, Monica Matei, Craiova
. Fie a,, a,,....,a, € Rstrict pozitivecu a,- a,-....-a, =1, (n>2). Aflati minimul expresiei

6 6 6
a a
E:a1+a2+...+an+a1—+ 2 ——

a‘+l a‘f+1

Constantina Prunaru, Luiza Cremeneanu, Craiova
[L:1033. a) Aritati ca nu exista functii f : R — R astfel incat
f(X)-f(y)+ f(Xx+y)+x+y=0, VX,yeR;
b) Gasiti f:R — R astfel incat f(x)- f(y)+ f(Xx+y)=x+y+Xxy, VX,yeR,
Gigi Zaharia, Doina Calina, Craiova
. Fie XY, 2eR, astfel incat XtY+tZ=a X4y +2° = as. Demonstrati  ca

2023 2023 2023 _ 2023 i .
Xty "+ =a Gobej Adrian, Curtea de Arges

L:1035 Fie Oa<a,<...<a, n=3 cu aa ,+aa ,+..+aa =n-1. Sa se arate ca
a,+a;+..+a,2n-1 Emil C. Popa, Sibiu
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L:1036|. Fie b, —-I-—+ ................. +—,Ne N, unde p- numar natural nenul. Sa se arate ca :
p p p
n k
> p 1-p-b SN Zp ........ +p+1-p-b :n(n+1)
k1 ki + +p+1 ket 2
P p’ , p#1iardaca p=1atunci % p* p """" P

Constantin si Elena Ciobica, Falticeni, Suceava
L:1037. Daca %Y+ >O, XYZ=X+Y+Z+2 atunci si se arate ca Y TYZ T 2x212 .
Marin Chirciu, Pitesti
L:1038| Aritati cd numirul 8-2°% +15.3%.5"° este divizibil cu 23.
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu

L:1039. Se considerd ecuatia 6x°—5mx*+(m°+3)x—m=0, meR. Determinati m si rezolvati

ecuatia astfel Incat toate radacinile sa fie reale. Aratati ca ecuatia nu poate avea toate raddcinile
numere ntregi. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L :1040. Daci ABCDeste un patrulater convex cu Asz/g, BC =‘{/§, jiar Oeste un punct

interior astfel incdt OA L OB, OC L OD,0A=0B =1, OC =0D, atunci aflati OC .
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin si Neculai Stanciu, Buzau
L:1041,. Fie triunghiul AABC in care AM - mediana, BD - bisectoare . Sa se arate ca :

AM +BD = -—L.AB+-27% AC. (a=BCH=AC.c=AB).  Constantin si Elena Ciobici, Falticeni
2(a+c)
L:1042, Consideram un triunghi ABC cu A,B,C e (00 ;1200] . S3 se arate ca
N 1 1 1
S>—-min , , ) Emil C. Popa, Sibiu
2 (a‘z +b? b?+c? c’+a’ ) P
a®> b* ¢
L:1043. Sa se arate cd in orice triunghi ABC are loc inegalitatea: — +—+—>3.
ma mb mc
(Notatiile fiind cele cunoscute). Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

L:1044|. Tntr-un triunghi arbitrar de laturi a,b,cnotim cu m_, h, lungimile medianei , respectiv

a’' a

inaltimii aferente laturii a, e.t.c . Presupunand ca laturile triunghiului verifica inegalitatea a>b >c,

. m m,& m
demonstrati ca : h—b +1> h—a - h—° Vasile Jigliu, Arad
b

a C

: N 5 . —a +b" . 1
[L:1045| Fie a,b,c)0 astfel incat abc =k®, k) 0. Sa se arate ci ZFZ\Ik?’ z\/asT+ k

Gheorghe Ghita, Buziu
L:1046. Demonstrati egalitatea: t . 83 2 sinE+sinE .
sin? ™ sin22® 3 9 9
9 9

Vasile Mircea Popa, Sibiu

= Clasa a X-a

L:1047|. Fie p un numar prim. Determinati cel mai mare divizor comun al numerelor a=(p-1)~1
si b=((p-DNHH1. Meda lacob, Craiova
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N . o A n n . _n _
L:1048|. Determinati cel mai mic numar natural nenul n astfel incat d; , #g s {/; sa fie numere

rationale. Ana Dumitru, Dan Grigorie, Craiova

L :1049| Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia 3/x® +1++/X—1++/x-2 ) 5—x.

Eugenia Turcu, Carmen Terheci, Craiova
[L:1050. Fie f:[18] >R, f(x):(logzx)2-[(Iogzx—2)-(|ogzx—3)+logzg] Si se determine
X

valoarea lui x pentru care f sa aiba valoarea maxima. Adrian Stan, Buzau

L:1051, Fie ne N*, n>4. Sa se determine numerele reale X, Y,z €[1;0) stiind c&

1 Xk+1 + yk+l + Zk+1
Ja +43/a2+:‘/a3 +...+a, , +ns <n,unde a, = , k=1n-1.
a‘n—l

X<+ y* 42t
Emil C. Popa, Sibiu
L :1052|. Rezolvati in R inecuatia: 4* —2-5%(10*, elev Bianca Negret, Craiova

L:1053| Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatiile:
X

_ ax4-8x2415 X x10x%48
X4 b) =4
a) X +4 X“+3

Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

X+ W =2
[L:1054]. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul {y +3/z =2.
z+3x =2
Matei Monica, Gigi Zaharia,Craiova
[L:10585]. Determinati toate tripletele (x, y, z) de numere reale astfel incat:
Y2-x+415+y =42y +¥15+2 =42- 2 +{15+x =3,
Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau
. Sa se arate ca in triunghiul AABC jre |oc relatia:

4 2 2
E(E] gZ[ be j gﬂ(ﬁ—6—R+4j. Marin Chirciu, Pitesti

3\R mm, ) 3L r* r

L:1057. Rezolvati ecuatia: sin3x+2cos2x+3sinx+4=0. Popescu Delia, Craiova
sin“x+cos*x _ sin®x+cos® x
. . - 2 s 2
L:1058|. Rezolvati ecuatia 4 4C0s” 2X+sIn° 2X |

L:1059, Fie @>0.a#1 Rezolvati ecuatia x> < a®x?.

Ginela Dobrica , Bechet

lacob Meda, Vlad Carmen, Craiova

L:1060. Fie a)l sifunctia f :IR — R care verifica proprietatea
f@)+f@)+f@>)+f@")=f(@%, vxeR. Verificati daci functia f este injectiva.
Constantin Nicolau, Curtea de Arges
5
% _on
2(n-1)
lonel Tudor, Calugéreni , Giurgiu

L:1061. Sa se rezolve in multimea N\{O;l; 2} , ecuatia tg? 2 i D +1g°
n —
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Ig 1++/5 Igl+\/§ Igl+\/§
2 p= 2 ¢= 2 .
1-log,2" ~ log,3-1"  2log, 3-2log, 2
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L:1062| Si se rezolve ecuatia x* —x” =x°, unde a=

= Clasa a XI-a

[L:1063 Fie n>2,neN si a,a,,...,a numere reale astfel incat X* +Xx** +...4+x™ >n-x", ¥x)0.
Aratatica a, +a, +...+a, =n. Dorina Goiceanu, Elena Alexie, Craiova
. Fiex,yeR i A B,CeM,(R)care comutd 1intre ele astfel 1Incat
det( A’ —XAB — xyBC + 2yAC + x’B” +y°C*) =0, atunci det(A+xB+ yC)=3det(a—xB+yC)
Gheorghe Ghita, Buzau
[L:1065|. Fie AeM,(C) cu det(A)=—2. Aritati ca det(A% —21,)+det(A> — A+21,) =14,
Radu Diaconu, Sibiu
. Fie A, BeM,(C), astfel incat Tr(AB) =Tr(AB)>. Si se arate ca egalitatea (AB)* =1, este

imposibild, unde k e N*. Radu Diaconu, Sibiu
. ; 19 . (21} I
L:1067|. Sa se compare numerele a = Y sib= o) lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L . L - 4 . :
L:1068. Determinati o solutie rationala a ecuatiei 36X—9X—4X:§-X. Aratati ca ecuatia

4 . . L .
36"-In36-9-In9—-4"-In4 = 3 X are o singura solutie reald, care apartine intervalului (0,1).
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L:1069. Daca (a“)nzo, (b“)”zosunt doua siruri de numere reale cu termeni pozitivi definite de

_h — _ — (2 —h —
% _bo_lsi de recurentele a”+1_a“+b“, b, =(n" +n+1)a, +b”, a =b =1 , Yn>1, atunci
calculati Iimri/ b, -b, - ..-b, . D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
=\ (na)-(na,)-...-(na,)

1-f
. Fie f :R —>[0,0)0 functie continud cu proprictatea cd Iim—gnx):

x—0 X

[“ml YT EIYT )T (] |~

1
=, pentru
n

oricene N". Aritati ca lim

n—o0

=—_. Marin Chirciu, Pitesti
Xx—0 X 8

L:1071. Daca n>1 este un numar natural, atunci demonstrati ca existd c e (0,1) astfel

2

n-1
incat| & + c +..+
1 2

c
n-1

} =0, unde am notat cu [x] partea intreaga a numarului real x.

Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

= Clasa a XII-a

2

4

. In x o

L:1072. Sa se calculeze integrala 1= j4dx . Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
5 X°+4-X+8
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L:1073. Sa se determine functia f : R, *— R care verifica conditiile:
a) f(x)-F(4—x)=x-6; b) f(2)=1, unde F este o primitivd a lui fpe R *.
Adrian Stan, Stefan Pirlog, Buzau

|L:1074. Se considerd functia f, :[n,40)—R; f, () = \/n+\/2nx—n2 +\/n—\/2nx—n2 vn>1.

Aritati ca: 2j £, (X)dx = % (3v3-1)

6
Demonstrati ca _fg(x)dx:\/i(g—\/g),unde g(x) :\/x+\/6x—9 +\/x—\/6x—9
3

Constantin si Elena Ciobica, Falticeni, Suceava
L:1075| S se demonstreze cd polinomul P(x) = (x—1)*-(x—6)* +1 nu se poate descompune intr-un

produs de doud polinoame cu coeficienti numere intregi. Radu Diaconu, Sibiu
L:1076| Sa se arate ca daca intr-un inel A avem x* =x, Vx e A atunci:
a) x*=x, VxeA,; b)inelul A este comutativ. Radu Diaconu, Sibiu

31
L:1077. Fie matricea A(a):(_ Je M, (Zg)si multimea M :{an6‘A(a) este inversabild}.
2 a

Determinati multimea M. Rezolvati in M, (Z,) ecuatia A1) X - A(3)=A(5) .
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
L:1078. Se considerd ecuatia 4x* —8(m+1)x+4m’+8m+5=0, meR. Aritati ci pentru orice m

real , ecuatia nu are toate radacinile reale. Aflati radacinile reale ale ecuatiei.
lonel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
L:1079. Fie functia f:[a;b] >R, a(b continud pe [a;b].Sd se arate cd existd c(a;b) astfel

ncat a_[ f(X)dx+D j f (x)dx=c(a+b-2c) f(c). Gheorghe Ghiti, Buzau
b a

Stiati cé ...

....... n teza sa de doctorat din 1905, Dimitrie Pompeiu s-a ocupat cu studiul functiilor analitice,
construind o functie derivata care oscilezd pe anumite intervale si se anuleaza pe altele, fara a fi
identic nula si pe care a denumit-o “functie Kdpcke” dupa numele matematicianului A. Kopcke
care ntre anii 1887- 1899 a avut ideea construirii celor dintai functii derivabile Tn orice punct si care
oscileza in orice interval.

Mai mult, in 1907 a publicat un material in “Mathematische Annallen” 1in care a construit o
clasa de functii continue, strict crescdtoare, cu derivatd marginita si ale carei zerouri formeazad o
multime densa. Sesizand originalitatea autorului roman fata de noua clasa de functii, diferita de cea
a lui Kopcke, matematicienii Ernest Hobson si James Pierpont le-au denumit functii Pompeiu
ramanand astfel cu aceastd denumire in cultura matematica.
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» Itis better to solve one problem five different ways,
than to solve five problems one way.”

George Polya
(1887 - 1985)

IEA QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 01, 2024.

PROPOSALS - QUICKIES

Q93. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Prove that in all triangle ABC with usual notations,
k+1

m
holds the following inequality: Y ———=2———>>"m; forall ke N.
m, +m_—m,

Q94. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
Find lim("J((n+1))*((@n+1)M)° —8/(n)*((2n—1)1)" ), where a+b =1.

Q95. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. Prove that the equation

2010"+2038" = 2024 " doesn’t have solutions in positive integers for N> 2.
Q96. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. Prove that the equation

x* +y* +z* = 2u? has infinite solutions in positive integers.
Q97. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania. If a,,a,,..,8, >0and a, +a, +..+a, =S,
then prove that

1 1 1

(ale‘lazaz ., )5 + (alaz a,”..a," )5 +ot (ala" a,*..a,™" )S <S.

Q98. Proposed by Rovsen Pirkuliyev, Azerbaijan. Prove that in all triangle ABC (with usual notations)
A 2
COS— 1
holds the following inequality: z . 2 2?.

a

SOLUTIONS - QUICKIES

Q88. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

3 3

a [a] .

Ifa >1then prove that H +| +/[— | =2.When does the equality holds ?
a a

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. Using AM — GM, we obtain

( %j +{\/@] >2 (\/%-\/@] :2.Theequalityho|dsifandonlyif%:[%:]@a:[a]'

hence ais a positive integer.
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Solution 2 by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania. [ 1)3 ( ] (\/7 \/ﬁ J( @ - j SO
’ [a] [a] [a] a
by a+1>2Va>O|tfoIIowsthat \/7 \/7 2ad ] —1>1. Hence,
e
[a] [a] a

3, 3)2 2, 2\8
Solution 3 by author. Lemma. If X, y > 0 then (X ;y j 2£X Zy j :

3.3\ 2, 2)\°
Proof. [X ;y j Z(X 42—y j < X =2y +4CY -3y +y° 20 =

< (x- y) (x +2X°y +2xy° +y >O with equality whenx =y .

Using Lemmafor xy {\/7 Jijweobtam
4] A
s o| WL W) o W) LV ) | e o

3
— | =1=RHS
2 2 2 2

o

[i] @22 , with equality for a=[a],a>1 < aeN’. So, we have equality foraeN".
al] a

Also solved by Rovsen Pirguliyev, Sumgait City, Azerbaijan.

Q89. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. Prove that in any triangle ABC is true the following

. it m? . m? . m? _ 3R

inequality: —-+—+—-<
WY 2 T e = g

m R
Solution 1 by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania. By the well-known inequality of Panaitopol —* < o

ha
. . 3R* 3R* . ) )
it suffices to prove that ar? < 16r° < 2r <R, which is Euler’s inequality.
r r

Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Lemma. In all triangles AABC holds:
mZ  p°(p®+10r’ —8Rr)+r’ (4R + r)’

N 8p°r
) 2b? +2¢* —a?
m; 4 1 1
Proof.zh—::z 757 :16szza2(2b2+2c2—a2)= SZ(4Zb2c2—2a“)=
a2

2(p?+10r> —8Rr)+r2 (4R +r)’
= P (p 8p2r2) ( ) . We used:
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> bt =p'+ p2(2r2 —8Rr)+ r2(4R+r)’ ndZa“ =2p*-2p° (8Rr+6r2)+2r2(4R+r)2

2 2 2 4
om: mZom R* Buler 3R
We we prove the following F +h—'2’ +h—§ < i < 136 - » Which is stronger that the given inequality.
X r

2 p*(p®+10r*—8Rr)+r*(4R+r)" 1 r2(4R+r)’

L _ L o2 p10r2—grr 4 LUERHT) ST
h? 8p’r? 8r? p°

Gerretsen 1

< vl 4R% + 4Rr +3r? +10r? —8Rr +
r

r*(4R+1)" | _4R?-3Rr+14r” e 6R? _ 3R’

r(4R+r)’ 8r? To8r: 4r?
R+r
Equality holds iff triangle is equilateral.
1 1 1
Solution 3 by author. Using Chebyshev’ s inequality to (M2, m?,m?) and [Fh—zh—zl we deduce that
a b c

mg  m

. 2 1 Lelbmzl 3 2
h2 h_Z h_Z__Z th_ Z Z ZhZZ

2 2 eibniz 2 2 4 4 itrinovic 4 4
_9R’- 1 _9R® Da’ummigR® 9R’ IR _ 8IR Mt< 8IR* 1 3R

4 ~n 4 482 T 4 4% 16S° 16pr®  16r° 27r° 16r*
Also solved by Rovsen Pirguliyev, Sumgait City, Azerbaijan.

Q90. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. If X, y, Z > 0, then prove that in any

X+ +2 Z+X
triangle ABC with area F holds the inequality y a-+ y ab+ bc? > 843F .
z X y
Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. Using AM — GM inequality and item 4.14 from O.
Bottema, Geometric Inequalities, Groningen, 1969, we obtain

Xty YHZ o ZHX o g \/(x+y)(y+z)(z+x)( bo)? >33/8[ j _8J3F
z X y Xyz J3

Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
X+ +z Z+X, ,AMGM x4+ +1 Z+X
Yas? bc? > 3i/ Ya.y

ab+ ab- bc? =
z X y z X y

LHS =

esaro arlitz
=3i/(x+y)(y+z)(z+x) 2b2 2C> 3’\/8a.2b2C2 —6\/a2b2 2C>t 6 ——8'\/_F RHS

XyZ J3

We used: (X+Y)(y+2)(z+x)>8xyz,(Cesaro) and {a’b’c® > T ,(Carlitz).

The equality holds if the triangle is equilateral and x=y =1z.
Also solved by Rovsen Pirguliyev, Sumgait City, Azerbaijan.

N N
Solution 3 by author. XtY q e Y2 ap 2F X pee > VY yZab+2\/5b02=
z X y z X y
Carllz
—Z(nya+Vyzab+mb02]22-3-3&/"xya Y2 o I o 5320
z X y z X y
Carliz

> 2.43F =8\3F .
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Q91. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabia, Romania. If a,b,c > 0, then prove that

a b b c c a
+ + + >1.
b+c c+alc+a a+bMla+b b+c

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. Using the known inequality
AX+Y)Yy+2)(z+X)=>8(Xx+Yy+2z)(Xy+ yz+zX), Nesbitt’s inequality and AM — GM inequality, we

obtaina+b b+cjc+a>
b+c c+alc+a a+bMla+b b+c)

8( a b c j ab bc ca
>— + + + -+ >
9{b+c c+a a+bA(a+c)(b+c) (a+b)(a+c) (a+b)(b+c)
.8 3 ab(a+b)+be(b+c)+calc+a) 3(ab(a +b) +be(b +¢) +ca(c +a) )+ 6abc
92 (a+b)(b+c)(c+a) B 3(a+b)(b+c)(c+a)
Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. The inequality is equivalent to

=1.

2
l_I(a2 +b? +c(a+b)) > 1_[(a+b)2 .Since a® +b* > @ it suffices to prove that :

H[(a+2b) c(a+b J>H a+b) @H(—+CJ>H (a+b)
< [J(a+b+2c)>8] J(a+b) < 2> a*+7) ab(a+b)+16abc >16abc+8) ab(a+b) <
2> a*>> ab(a+b), which yields from a°+b* > ab(a+b)by summing.

The equality occurs if and only if a=b=c.
Solution 3 by author. We have successively using QM-AM, respectively AM-GM inequalities:

1

2 h2 ) “(a+b)* +c(a+h)

~a L _ a“+b°+c(a+hb)M AV 2 _
H( " JH broc+ra) 11 (b+o)c+a)

b+c c+a
_H(a+b)(a+b+20) 1—[(a+b)(a+c)+(b+c)]AM oM (a+b)y@+c)b+c)
- 2(b+c)(c+a) 2(b+c)(c+a) N (b+c)c+a)
=11 a+b =1. Equality occurs if a=b=c.

J@+c)b+c)

Also solved by Rovsen Pirguliyev, Sumgait City, Azerbaijan.
Q92. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Solve for real numbers the equation

x° +6* +log, (x° +6x) = x* - 3" + x* - 2" +log, (x* - 3" + x* - 2%).
Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. Using the fact that the function f(t) =log t+t is
strictly increasing, so injective on R’ , we obtain  X° +6* = x*-3* + x> - 2" < (2* —x*)(3* —x*) =0.
Using ,Lambert W function” we obtain that the equation Xx>=2" has the solutions
X =2,%X, =4,%X;, =—-0,76666469, but for the last solution X> +6% <0 . If we consider the function

Int
f(t)= - we deduce that for t > e this function is monotone, so injective. Then the equation x® =3* has

an unique solution X = 3. Hence we obtain the solutions: X, =2,X, =3,X, =4.

Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania and author. Using the fact that the function
f(t)=logyt+t is  strictly increasing, SO injective  on RI, we  obtain
X+6 =X F+x 2 = -x)F-x)=0= X, =2,X, =3,X; =4.

Also solved by Rovsen Pirguliyev, Sumgait City, Azerbaijan.
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»Este adevarat ca un matematician care nu are ceva

de poet in el, nu va fi niciodatd un matematician perfect.”
Karl Weierstrass

(1815-1897)

/////ux'/t%
A Caleidoscop matematic
Metagrama
XXOXXXX

Nu e nicio indoiala

Ca sta doar pe verticala.
O distingi usor in ele:
Si-n matrice si-n tabele.

Printre figuri circulare,
Din doua cercuri apare,

Si ca doud nume sa aiba,
Tehnic, mai este si... saiba.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu
Descoperiti doui notiuni din matematica, ascunse in fiecare strofa.
Nota. Metagrama este o problema de enigmisticd din rebus, 1n care, dat fiind un cuvant, inlocuind o
litera cu o alta litera, se obtine un nou cuvant cu un alt inteles.

Raspuns la pagina 68
DEMONSTRATII FARA CUVINTE
cos(a+b) sina-sinb l1-tgatg btz a-tg b
L L
atb sind-cosa atie tg b
sinb \ tg b .
sin(c-+ ) 1 - cosa
cos b 1
GO
b sina-cosh b tg a
a . 5 |_
cosa-cosh 1
cos(a+b)=cosa-cosb—sina-sinb tg(a+b) = tga+tg b
1-tg a-tg b
sin(a+b) =sina-cosb+sinb-cosa
1+tg’a=

cos® a
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Calendarul matematicienilor romani
Aniversari si comemoriri in anul 2023

de prof. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

In acest an avem mai multe aniversiri si comemoriri ale unor matematicieni si profesori
romani de mare prestigiu.

GHEORGHE TITEICA (16.10.1873-5.02.1939) S-au implinit 150 de ani de la nasterea

— matematicianului si profesorului Gheorghe Titeica , unul dintre fondatorii

scolii roménesti de matematica. S-a nascut la Drobeta Turnu Severin ,unde a
facut si studiile primare. A urmat liceul in Craiova la actualul Colegiu Carol
I, unde a fost elev intern si bursier , exceptional la toate materiile. Tn 1892 a
intrat prin examen la Scoala Normala Superioara din Bucuresti si a urmat
Facultatea de Stiinte , sectia matematici , avand ca profesori pe Spiru Haret ,
David Emmanuel , Constantin Gogu , Dimitrie Petrescu si generalul lacob
Lahovari. A fost impresionat de dascalul si omul Spiru Haret , primul nostru
doctor in matematici la Sorbona si cel mai mare ministru roméan al
invatdmantului.
Tn 1896, Titeica isi sustine examenul de capacitate si devine profesor la liceul
Vasile Alecsandri din Galati , dar in toamna anului 1896 , pleaca la Paris , fara bursa ci doar cu
salariul de la postul din Galati.

La Paris este admis la prestigioasa Scoala Normala Superioara iar in 1899 isi trece din nou
licenta Tn matematici , fiind primul dintre toti licentiatii francezi si strdini. In acelasi an sustine la
Sorbona teza de doctorat in matematici , intr-o comisie prezidata de renumitul matematician francez
Gaston Darboux care i fusese si profesor.

Tntors n tard , incepe activitatea de dascil si savant In scoala superioari romaneasca, la
Universitatea din Bucuresti. In 1903 este numit profesor titular la catedra de geometrie analitica si
trigonometrie in jurul céreia va fonda scoala romaneasca de geometrie .

Tn 1909 devine membru corespondent al Academiei Romane , apoi titular in 1913,
vicepresedinte Tn 1928 si secretar general in 1929.

Dar Titeica a fost membru si al unor academii straine: Academia de stiinte din
Maryland(S.U.A.,1930),Societatea de Stiinte din Liege(Belgia, 1934) ,Doctor Honorius Causa al
Universitatii din Varsovia(1934).

In 1919 Gheorghe Titeica a participat la fundarea Universitatii din Cluj , si a prezidat
numirile profesorilor universitari de matematici.

Opera stiintifica a lui Titeica cuprinde peste 400 de lucrari publicate.Majoritatea sunt legate
de geometria diferentiala creata de Euler(1707-1783), Monge(1746-1818) si Gauss(1777-1855) la
care a mai contribuit si profesorul sau Gaston Darboux.

Titeica a avut preocupari si pentru matematicile elementare, fiind unul dintre ,, stalpii”
Gazetei Matematice( nfiintata la 15 septembrie 1895 , la o zi dupd inaugurarea podului de la
Cernavoda construit de inginerul roman Anghel Saligni), alaturi de inginerul Ion lonescu , inginerul
Vasile Cristescu si inginerul profesor Andrei loachimescu.

Titeica a fost si un mare pedagog, lectiile sale erau fermecatoare , de inalta valoare
pedagogici si educativa . In cultura romaneasca, Titeica nu a fost numai cel mai mare geometru
roman si primul initiator al scolii matematice romanesti , ci si ,,unul dintre cei mai mari profesori pe
care i-a avut universitatea noastra “ , sublinia profesorul George Andonie in lucrarea de referinta
,, Istoria matematicii in Romaénia” (vol I,1965)




SCLIPIREA MINTTI 32

- CALEIDOSCOP MATEMATIC- @

DIMITRIE POMPEIU (22.09.1873-7.10. 1954)

A fost unul dintre cei mai renumiti matematicieni romani ,
profesor la Universitatile din lasi , Bucuresti si Cluj , membru titular
al Academiei Romane.

S-a ndscut in urma cu 150 de ani , la 22 septembrie 1873 in ~Nal
localitatea Broscauti , langa Dorohoi , in judetul Botosani. Scoala
primara si gimnaziul le urmeaza in Dorohoi , apoi la Bucuresti
studiazi la Scoala Normala de Institutori. Inca din scoala primara
colaboreaza cu rezolvari de probleme de aritmeticd la revista
,,Recreatii Stiintifice “ din Iasi (prima revista de matematica din
Romania care a aparut in perioada 15.01.1883-decembrie 1888 ).

Tn anii 1893-1898 a functionat ca institutor la Galati , apoi la
Ploiesti unde s-a casatorit si stabilit.

Fiind pasionat de studiile matematice , Dimitrie Pompeiu si sotia sa (tot institutoare), in anul
1898 obtin un concediu platit si pleacd la Paris , unde isi completeaza studiile secundare in anul
scolar 1898-1899 si trece bacalaureatul francez cu mentiunea ,,tres honorable” .

Se nscrie apoi la Universitatea Sorbona (1899-1903) unde are ca profesori pe renumitii
Henri Poincaré , Emile Picard , Edouard Goursat , Gabriel Koenigs si Paul Appel. Tsi ia licenta In
matematici in anul 1903 si se nscrie la doctorat .

La 31 martie 1905 , Pompeiu sustine la Sorbona , in comisia formata din Henri Poincaré ,
Gabriel Koenigs si Edouard Goursat , celebra sa teza de doctorat ,,Asupra continuitatii functiilor de
o variabila complexa” Tn care a demonstrat existenta functiilor analitice continue pe multimea
singularitatilor lor (numite acum functii Pompeiu).

La revenirea in tara , in 1905 , Dimitrie Pompeiu ocupa un post de conferentiar de analiza
matematici si din 1907 pe cel de profesor de mecanica , la Universitatea din lasi.in 1912 se transfera
la Universitatea din Bucuresti , ca succesor al lui Spiru Haret .In 1930 , dupa pensionarea lui David
Emmanuel devine profesor titular pe catedra de teoria functiilor.
Dimitrie Pompeiu a fost ales in 1934 membru titular al Academiei Romane , iar din 1943 a fost
membru titular al Academiei de Stiinte din Romania.

Opera matematica a lui Pompeiu contine circa 150 lucrari publicate cu numeroase
contributii Tn domeniul analizei matematice , al teoriei functiilor de variabila compexa si al mecanicii
rationale. Pompeiu este creatorul scolii matematice roméanesti de teoria ecuatiilor cu derivate partiale
si a scolii romanesti de mecanicd. Pompeiu a introdus notiunea de derivata areolara si a extins
celebra formula a lui Cauchy , prin formula numita acum formula Cauchy —Pompeiu. De asemenea ,
Pompeiu a introdus notiunea de distanta intre doua multimi si a construit functii reale neconstante , a
caror derivatd se anuleaza in orice interval , denumite functii Pompeiu.

Profesorul Dimitrie Pompeiu si-a adus contributia si la organizarea invatamantului
matematic roméanesc . Astfel in anul 1919 a sprijinit infiintarea Universitatii Roméane din Cluj unde a
organizat un seminar de matematicd dupd modelul celebrului seminar de la College de France. In
anul 1929 , Tmpreund cu profesorul Petre Sergescu a infiintat la Universitatea din Cluj , revista
,Mathematica” cu o larga circulatie internationald. Dimitrie Pompeiu a avut un mare prestigiu
internationl.

In 1934 este Doctor Honoris Causa al Universitatii din Varsovia iar in 1937 a prezidat al
doilea Congres interbalcanic al matematicienilor, la Bucuresti. In 1946 , Pompeiu a fost presedintele
celui de-al trei-lea Congres al matematicienilor romani , desfasurat la Bucuresti.
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GHEORGHE LAZAR (5.06.1779-17.09.1823)

La 17 septembrie s-au Tmplinit 200 de ani de la moartea lui
Gheorghe Lazir , mare pedagog, teolog si inginer roman , considerat
fondatorului invatamantului in limba roméana si al scolii tehnice roméanesti
din Tara Romaneasci. In 1818 a infiintat la Bucuresti prima scoald cu
predare in limba roménd , scoala de la Sfantul Sava .Gheorghe Lazar a fost
primul inginer cadastral roman.

S-a nascut 1n satul Avrig langa Sibiu si a fost fiul unor tarani
instariti. Dupa studiile
primare la Sibiu , a urmat filosofia si dreptul la Cluj. Tn 1806 primeste o
bursa imperiala pentru a studia teologia la Viena , absolvind cu distinctie in
1809.1n paralel a urmat si cursuri la Politehnica din Viena , unde se preda si
matematica.

Tn 1811 revine la Sibiu si este numit profesor la Institutul Teologic nou infiintat.A intrat in
conflict cu episcopul Vasile Moga care era adept al invatamantului in limba slavona si a interzis
tiparirea manualelor scolare in limba romana .

Tn urma unui proces disciplinar in 1815 , este destituit din functia de episcop de citre
guvernatorul Transilvaniei. Gheorghe Lazar vine in anul 1816 la Bucuresti si ajunge cunoscut ca
inginer hotarnic. In acest timp , sprijinit de banul Costache Biliceanu care ficea parte
din Eforia scolilor , obtine actul de intemeiere a Scolii nationale de inginerie a lui Gheorghe Lazar
de la Sfantul Sava la 6 martie 1818, iar in august 1818 se deschide scoala de inginerie hotarnica
romaneasci. Aici erau predate cursuri elementare, secundare si universitare. Insusi Lazir se ocupa
de invatamantul secundar si de cel superior iar ca profesor de matematici preda aritmetica |,
geometria si trigonometria. Dintre elevii lui Gheorghe Lazar sunt de mentionat lon Heliade
Rédulescu , Petrache Poenaru , Teodor Palade si Eufrosin Poteca care au devenit mari personalitati
culturale si sociale in Tara Romaneasca din secolul XIX.

Tn anii 1919 si 1923 s-au tiparit manualele de trigonometrie, respectiv aritmetica aflate in
manuscrisele lui Lazar.Pentru lucrarea sa ,,Aritmetica matematiceasca” , Gheorghe Lazar s-a
inspirat dintr-o lucrare a lui Cristian Wolff din 1713 , tiparita la Halle in limba latind.Din aceasta ,
Lazar a tradus doar acele parti care erau de folos elevilor sai , simplificind unele demonstratii si
adaptdnd problemele la unitatile de masurd din Tara Romaneascd. Manuscrisul de trigonometrie
,, L rigonometria cea dreapta ““ a fost tradus dupa trigonometria lui G.I.Metzburg.

Traducerile lui Gheorghe Lazir reprezintd primele cursuri universitare in limba romana
din Tara Romaneasca. Prin ele , Lazar introduce in limba romana pentru prima data concepte de
matematicd precum linie, punct ,unghi, paralel, triunghi, catetd, ipotenuza, patrat, trapez, cerc,
poligon, prisma, sin, cos, logaritm,etc.

Datorita lipsei dascalilor specialisti , pentru a acoperi programul de instructie , Gheorghe
Lazar a predat si cursuri de istotie si geografie.

Perioada in care Gheorghe Lazar a infiintat scoala cu caracter national,era framantata de
evenimente social-politice care au culminat cu miscarea revolutionara din 1821 , condusa de Tudor
Vladimirescu. Din cauza acesteia scoala romaneasca de la Sfantul Sava a fost inchisa iar Lazar a fost
scos din postul de director si profesor al scolii. in iunie 1823 , ajuns la starea de saricie si grav
bolnav , a fost luat de un frate la Avrig, unde se stinge din viata pe 17 septembrie 1823.

Gheorghe Lazar are meritul de a fi pus bazele invatamantului si in Tara Romaneasca si n
Transilvania, prin Scoala nationala de la Sf.Sava si prin Institutul teologic de la Sibiu , devenit in
urma faimosul seminar al lui Andrei Saguna.

Tn memoria lui s-a instituit premiul ,, Gherghe Lazir” al Academiei Romane , iar data de 5
iunie a fost stabilitd ca ,,Ziua invatatorului”, dupa ziua lui de nastere.
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GRIGORE MOISIL (10.01.1906-21.05.1973)

Anul acesta, la 21 mai, au trecut 50 de ani de la decesul lui
Grigore Moisil , unul dintre marii matematicieni roméani care si-au pus
amprenta pe formarea si dezvoltarea scolii roménesti de matematica si
informatica.

S-a nascut la 10 ianuarie 1906 in Tulcea , intr-o familie de
intelectuali , tatal sau fiind profesor de istorie si director al Cabinetului
Numismatic al Academiei.

Moisil a urmat scoala primara in Bucuresti iar studiile liceale la
Liceul ,,Mihail Kogailniceanu” din Vaslui si Liceul ,,Spiru Haret” din
Bucuresti. In 1923 intrd la Facultatea de Matematica din Bucuresti, unde fi
are ca profesori pe Dimitrie Pompeiu, Gheorghe Titeica , Traian Lalescu ,
Anton Davidoglu.

Din 1924 pana in 1929 devine student si la Politehnica din Bucuresti , pe care o
abandoneaza (desi Tsi trecuse toate examenele pana in anul IV).

Tn anul 1929, Grigore Moisil sustine teza de doctor ,,Mecanica analiticd a sistemelor
continue”, intr-o comisie condusa de Gheorghe Titeica si avand ca membri pe Dimitrie Pompeiu si
Anton Davidoglu. Aceasta tezd a fost publicata la Paris fiind mult apreciata de renumitii
matematicieni Vito Volterra, Tullio Levi-Civita si Paul Lévy.

Tn 1930 , Moisil pleaci la Sorbona si in 1931 Tsi trece docenta, apoi n 1931-1932 merge la
Roma unde studiaza cu matematicianul Vito Volterra.

La Tntoarcerea in tara, in 1932, Grigore Moisil devine profesor provizoriu la Universitatea
din lasi, apoi conferentiar universitar in 1935 si profesor universitar in 1939.A stat la lasi zece ani si
a fost legat Tn mod deosebit de profesorul Alexandru Myller.

La Universitatea din lasi tine primul curs de algebrda moderna din Romania ,,Logica si teoria
demonstratiei” . De asemenea a publicat lucrari in domeniul mecanicii , analizei matematice,
geometriei, algebrei si logicii matematice.

A extins n spatiul cu mai multe dimensiuni derivata areolard a lui Dimitrie Pompeiu , a
introdus algebrele numite de el Lukasiewicz trivalente si polivalente(acum se numesc Lukasiewicz-
Moisil), a elaborat metode noi de analiza si sinteza a automatelor finite si a avut contributii valoroase
in domeniul teoriei algebrice a mecanismelor automate.

Tn anul 1941, este chemat la Bucuresti, la Facultatea de Stiinte a Universitatii, ca profesor de
analiza superioara si logica matematica, calitate in care a functionat pana in 1948( inre 1946-1948 a
fost suplinit, el fiind numit ambasadorul Romaniei la Ankara).

Introducerea invatdmantului informaticii in Romania s-a facut cu spijinul cercetatorilor ce
lucrau in seminarul de Teoria algebrica a mecanismelor automate, cu ajutorul lor a fost infiintat
Centrul de Calcul al Universitatii din Bucuresti, cu un calculator 1BM 360/30,

Tn 1968. Moisil a fost sef de catedrd a primului colectiv de informatici de la Facultatea de
Matematica-Mecanica a Universitatii din Bucuresti si a fost primul director al Centrului de Calcul al
Universitatii din Bucuresti. EI are meritul de a fi fost primul care a introdus informatica in Romania
si de a fi creat scoala roméaneasca de informatica.

Din 1948 a fost membru al Academiei Roméne , dar el a fost si membru al prezidiului
Academiei Poloneze , membru corespondent al Academiei de Stiinte din Bologna si membru al
Institutului International de Filozofie din Paris. Activitatea stiintificd a academicianului Moisil s-a
concentrat in peste 350 manuale, tratate si lucrari.

Grigore Moisil a fost Tn perioada 1949-1973 , presedinte al Societatiide Stiinte Matematice
din Romania , calitate in care a intensificat activitatea de raspandire a matematicii prin
conferinte,simpozioane , colocvii, interviuri la radio, televiziune si presa.Personalitatea lui creatoare
ramane vie in amintirea iubitorilor de matematica. Marele nostru savant s-a stins la 21 mai 1973,
insd omul plin de optimism spiritual si fermecator povestitor , va ddinui.
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CASSIUS 1ONESCU-TULCEA (14.10.1923-6.03.2021)

A fost un profesor si matematician roman nascut la Bucuresti n 14
octombrie 1923, deci in 2023 am avut centenarul nasterii sale. A urmat
Facultatea de Stiinte a Universitatii din Bucuresti in perioada 1942-1946.Dupa
luarea licentei a devenit cadru didactic al Facultatii de Stiinte din Bucuresti,
mai intdi la catedra de teoria probabilitatilor condusa de profesorul Octav
Onicescu, iar din 1952 profesor la catedra de analiza matematica condusa de
profesorul Miron Nicolescu, ajungand sef al acestei catedre in 1957.

La Universitatea din Bucuresti a functionat 11 ani, iar printre studentii
remarcabili ai profesorului lonescu Tulcea au fost viitorii profesori de renume
Ciprian Foias, Nicolae Dinculeanu, George Ciucu, Radu Theodorescu si
Robert Langlands.

Intre anii 1947 si 1957 a lucrat si ca cercetitor la Institutul de Matematica al Academiei
Romane.

Tn anul 1957 lonescu-Tulcea emigreazi in S.U.A, in urma invitatiei Universitatii Yale.

Tn anul 1959 obtine doctoratul la aceastd universitate americani in domeniul analizei
functionale ocupandu-se de semigrupurile de operatori. La randul lui, tot la Universitatea Yale
profesorul lonescu —Tulcea a condus teza de doctorat a lui Robert Langlands, devenit unul dintre cei
mai proeminenti matematicieni din lume.

Profesorul lonescu —Tulcea a mai predat in S.U.A la Universitatea Pensylvania, apoi la
Universitatea Illinois si in final la Universitatea din Evanston, unde a ramas profesor emerit pana la
sfarsitul vietii.

A scris numeroase articole si carti avand cercetdri in analiza functionala, teoria
probabilitatilor cu aplicatii Tn teoria jocurilor de noroc .

In teoria probabilitatilor teorema extensiei poarti acum numele de teorema Ionescu Tulcea.
In anul 1969, impreuni cu sotia sa Alexandra lonescu-Tulcea a scris lucrarea ,, Topics in the Theory
of Lifting”’ , publicata in patru editii si citatd de sute de ori in literatura de specialitate.

La varsta de aproape 98 de ani, matematicianul profesor Cassius lonescu-Tulcea, a decedat
la 6 martie 2021.

Tot in anul 2023 au avut loc o serie de aniversari ale unor matematicieni straini pe care 1i vom

aminti in numarul urmator al revistei printre care:
- renumitul matematician, filozof, astronom si poet persan Omar Khayyam nascut in orasul Nisapur la
data de 18.05.1048, de la a carui nastere au trecut 975 de ani. A avut o contributie importantd in
reformarea calendarului persan, el stabilind un calendar care avea o eroare de o zi la 5000 de ani ;
- la 19 februarie 2023 s-au aniversat 550 de ani de la nasterea astronomului, matematicianului,
fizicianului si medicului polonez Nicolaus Copernic considerat fondatorul astronomiei moderne;
- la 19.06. 2023 s-au aniversat 400 de ani de la nasterea in 1623 a ilustrului matematician, filozof si
fizician Blaise Pascal, cunoscut prin precocitatea sa Th multe domenii, autodidact si autor al constructiei
primei masini de calcul in 1642.

De asemenea, trebuiesc amintiti si matematicienii Leopold Kronecker (n. 07.12.1823) si
respectiv Tullio Levi- Civita (n. 28.03.1873) de la a caror nastere se implinesc 200 si  respectiv 150 de
ani.
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,,Arta este cea mai inaltda expresie a unei aritmetici interioare si inconstiente”.
Gotfried Leibniz

,Matematicile pun in joc puteri sufletesti care nu sunt mult diferite de cele solicitate de
poezie si de arte”.

Dan Barbilian
,.Natura vorbeste Tn limba matematicii: literele acestei limbi sunt cercuri, triunghiuri si
alte figuri matematice”.

Galileo Galilei
»ldeea de a exprima toate numerele numai cu cateva cifre, dandu-le acestora in afara
de valoarea dupa forma si valoarea dupa loc, este atat de simpla incat tocmai din cauza
acestei simplitati e greu de apreciat cat este de uimitoare.”

Pierre Laplace
,universul este un cerc al cdrui centru e pretutindent, iar circumferinta nicaieri”.

Blaise Pascal
,Matematicile, la fel ca celelalte activitati omenesti, ridica probleme de stil care nu pot
fi indiferente filozofilor culturii”. Simion Stoilov

“Nu este pe lume un studiu care sa puna mai armonios in actiune facultatile spiritului
decat cel al matematicilor”. James Joseph Sylvester

,Matematicienii, ca si poetii, au preferat totdeauna satsi comunice descoperirile lor n
reprezentari directe si rapide, si numai rareori in sinteze care cer forma cartii”.
Octav Onicescu

Stiati c& ...

----- impdratul roman luliu Cezar (104- 44 1.e.n) a contribuit personal la reforma
calendarului cunoscut dupa numele lui, “calendarul iulian?

Tn perioada sec. 1 7.e.n., imperiul roman ajunsese la 0 dezvoltare foarte mare iar
toate domeniile societatii au cunoscut un avant deosebit. Pana in anul 450 i.e.n, anul era
de 355 de zile si de aceea ulterior astronomii adaugau cate o luna in plus la fiecare doi
ani, dar si aceasta avea alternativ 22 sau 23 de zile, ajungandu-se ca unii ani sa fie mai
lungi. S-au creat astfel incurcaturi in stabilirea exactd a cronologiei si chiar dacd au
inceput sa elimine la 24 de ani cate o lund, tot nu s-a putut stabili exactitatea cu cea /
astronomica. Astfel cd, dupa ce in anii 47-48 i.e.n, aflat in Egipt si fiind sfatuit de inteleptul egiptean
Sosigene, Cezar realizeaza in 45 i.e.n lucrarea “De astris” ( Despre astri).

Aici el introduce anul de 365 de zile si cu un an bisect la fiecare an, in care intre 23 si 24 februarie se

intercala o zi In plus.
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,»Viata e ca mersul pe bicicleta;

ca sa-ti mentii echilibrul,

trebuie sa te misti Tn permanenta”.
Albert Einstein

(1879 -1955)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 32 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimita materiale pentru revistd, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e_mail: ady stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate, de preferat
scrise cu programul mathtype( salvate in Word 2003-2007). Materialele primite trebuie sa fie originale si
sd nu mai fi fost trimise sau s mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise
spre publicare, apartine redactiei.

(Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 32 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 MARTIE 2024. Va uram succes si va asteptam.

Rispuns la METAGRAMA : coloana-coroana (circulara).

Flevi rezolvitori

Colegiul Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:

Clasa a Vll-a: Boldea Tania Maria, Buruiana Petru Catalin. Prof. Grigorie Dan Lucian

Clasa a X-a: Maria- Amina Tanasi; Clasa a XlI-a: Florentina Stanca, Gabriel Enache. Prof. Daniel Vicaru.
Liceul Tehnologic ,,Meserii si Servicii”, Buzau:

Clasa a X-a: Gavaneanu Mariana, Voineag Adi Cornel, Sava Gabriela, Ghiran Stefan, Anton Eduardo; Prof.
Adrian Stan.

Liceul Teoretic ,,Alexandru Marghiloman”, Buzau

Clasa a X-a: Zaharia Darius Andrei, Barbunea Daniela Nicoleta, Cazacu Rares Stefan, , . Prof. Stan Adrian
Colegiul National ,,Fratii Buzesti”, Craiova

Clasa a XlI-a: Alexie Mihnea, Turcu Stiolica Alexandru, Boiangiu Vlad; Clasa a Xl1-a: Cascota Dalina,
Rada Andra;  Prof. Tutescu Lucian. Clasa a VIll-a: lana Bianca, Tudorascu Rares, Schwarz Isabella.
Prof. Sanda lulia

Clasa a X-a: Musat Horia, Negret Bianca, Cirstea Stefan, Cernaianu Alex, Colan Mara, Oroviceanu Vlad,
Prof. Moanti Cristian.

Clasa a XI-a: Moanta Stefan. Prof. Goiceanu Dorina

Liceul Energetic Craiova

Clasa a Vll-a: Boldea Tania Maria, Buruiand Petru Citalin. Prof. Grigorie Dan Lucian

Liceul Teoretic Bechet

Clasa a Xll-a: Percea Valentina, Prof. lacob Meda Elena



mailto:ady_stan2005@yahoo.com

Apariyn eanorial@

-

MATEMATICA
R
PENTRU EXAMENE. OLIMPIADE $l
CONCURSURI SCOLARE \
TR, \

|
Clasa a Xza

Cartea prezintd numeroase probleme organizate pe capitolele din materia clasei a X-a
selectate de autor din cadrul colectiei de reviste ,,Sclipirea Mintii”, probleme propuse de
autor sau de catre ceilalti colegi care au contribuit cu probleme in revista de-a lungul celor

16 ani de aparitie a revistei.

De asemenea au fost propuse si probleme date la diverse concursuri judetene sau
olimpiade judetene si nationale, precum si diverse adaptari ale acestora care se pot lucra la

nivelul claselor de elevi care fac dupa programa de matematica M1.

In speranta ca aceasta sintezd de probleme, prin diversitatea si dificultatea lor poate |

aduce un plus in invatarea elevilor care se pregatesc pentru diverse concursuri §i examene, le
recomandam cu Incredere atat elevilor cat si cadrelor didactice parcurgerea acesteia.

Adrian Stan
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