Admitere * Universitatea Politehnica din Bucuresti 2013
Disciplina: Algebra si Elemente de Analiza Matematica
Varianta A

1. S& se determine = € R astfel incat Va2 +5 =z + 1. (5 pct.)
a)r=—-2;b)z=4c)z=0;d)z=2;¢) x=3;f) v =—1.

Solutie. Conditia de existents a radicalului 2 + 5 > 0 este totdeauna satisfacuts, deci nu conduce la
limitarea domeniului necunoscutei z. In schimb, se observd ci pozitivitatea membrului stang al ecuatiei
conduce la conditia  + 1 > 0, deci z € [—1,00). Ridicand ecuatia la patrat, obtinem, dupa simplificari,
2¢ = 4, deci x = 2 € [-1,00), si deci x = 2, deci este unica solutie a ecuatiei. Notd. Se observa
ca subiectul fiind de tip grila, raspunsul corect se putea evidentia prin simpla inlocuire a variantelor de
raspuns in ecuatie (z = 2 fiind singura varianta care satisface ecuatia).

2. Valoarea determinantului

NWH

23
?l,ﬂ este: (5 pct.)
a) 13; b) 18; ¢) 0; d) 11; e) 1; f) 14.

Solutie. Calculul se poate face in multe moduri: aplicand regula Sarrus, regula (echivalenta) a triunghi-
ului, dezvoltand dupa o linie sau dupa o colana sau efectuand in prealabil operatii cu determinanti care
duc la simplificarea formei acestuia (”fabricare” de zerouri pe o linie sau pe o coloana). Spre exemplu,
dezvoltand dupa regula Sarrus, obtinem:

1-1-14+2-2-24+3-3-3—-(1-2-3+1-2-341-2-3)=14+8+27—-3-6=18.

3. Fie functia f : R = R, f(x) = ze®. S& se calculeze f/(1). (5 pct.)
a) 1;b) 3e; c) €2, d) 3+e;e) 1 +¢; f) 2e.

x

Solutie. AplicAdm regula derivarii produsului de functii (g-h)’ = ¢’-h+g-h' pentru produsul f(x) = z-e”.
Obtinem f'(z) =1-e* +x-e® = (z + 1)e*. Deci f'(1) = 2e.

4. Sa se calculeze CY + CZ + C2. (5 pct.)
a) 6; b) 8; c¢) 18; d) 16; e) 24; f) 20.

Solutie. Aplicam regula de calcul a combinarilor C* = (n%k'),k, si conventia 0! = 1. Obtinem

5! 5! 5!
0 2 4 U Y Y _
C5+C5+C5—5!0!+3!2!+4!1!—1—|—10—|—5—16.

Notd. Subiectul se putea rezolva mult mai elegant dacd se cunoagte binomul lui Newton (a + b)" =
n
Z C,’fa"_kbk (folosit pentru a = b = 1,n = 5) si proprietatea C¥ = C"~* (utilizata pentru valorile n = 5,

k=0
k €{0,2,4}). Se obtine

2 =(1+1)°=C0+C5+CZ+C2+C5+C; = (C3 +C5 + C3) + (C2 + C3 + C3) = 2(C + CZ + C3),
de unde rezultd C9 + C2 + C4 = 25/2 = 16.
5. S& se rezolve ecuatia 2773 = 16. (5 pct.)
a)x=1;b)z=-3;c)x=5d) x=—4¢e) x=11;f) v = -1
Solutie. Ecuatia se rescrie 2°+3 = 2% de unde (prin logaritmare in baza 2) rezulta x + 3 = 4, deci z = 1.

+ 4i
. (5 pct.
—g; (8 pet)

6. Sa se calculeze modulul numarului complex z = 2
a) 3;b) 4;¢) 6;d) 3;e) 8 ) 11.
Solutie. Amplificim fractia cu conjugata numitorului, apoi folosim formula |a+1ib| = va? + b2. Obtinem

(3+4i)(6+8i) —14+48i 7+ 24i 724

62+82 100 50 50 500
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10.

11.

12.

13.

Rezulta

|Z|\/49 +576\/625\/T1
V2500 2500 V2500 V4 o2

Notd. Subiectul se putea rezolva mult mai rapid folosind proprietatea modulului: |£

_ |z e
= ol Se obtjine:

o] = 3+4i|  B+4l VFE+42 V25 1
C16-8i| [6+8i v62+8 100 10 27

Produsul solutiilor reale ale ecuatiei |z + 1| = 2 este: (5 pct.)

a) 12; b) 0; ¢) —3; d) 1;e) 4; f) —5.

Solutie. Folosind proprietatea ”|a| = b < (a = b sau a = —b)”, obtinem x + 1 € {+2}, deci z € {1,-3}.
Produsul celor doud solutii este deci 1 - (—3) = —3.

Sa se afle m € R astfel incat = 1 sa fie solutie a ecuatiei 3z +m — 2 =0. (5 pct.)
a)m=0;b)m="T,¢c)m=—-1;d)m=4¢) m=1;f) m=-5.

Solutie. Inlocuind solutia x = 1 in ecuatie, obtinem 3 +m — 2 = 0, deci m = —1.

S se rezolve inecuatia 22 — 3z + 2 < 0. (5 pct.)
a)re0,1;b)ze T ;c)ze(l,2;d) x>5;e) xe[—4,1];f) x € [2,5].

%j—m care produce solutiile ecuatiei de gradul doi az? 4 bz +c = 0

Solutie. Folosind formula z; » =
(a #0), obtinem z € {3£3°=8 V232_8} = {351} = {1,2}. Deoarece a = 1 > 0, valoarea expresiei polinomiale de
gradul doi din enunt este negativa sau nuld (in cazul rad&cinilor reale distincte) d.n.d. x € [z1, z2], unde

s-a presupus 1 < xo. Rezultd z € [1,2].

Daca x; si zo sunt solutiile ecuatiei 222 — 3z + 1 = 0, atunci z; + x5 este: (5 pct.)

a) —1:b) 1;¢) 3;d) —2;¢) 3; 1) 0.

Solutie. Din prima relatie Viéte rezulta direct =1 + x5 = 7_73 = % Nota. Problema se poate rezolva si

determinand efectiv solutiile ecuatiei, {z; o} = {3E2=2 =81 = {1,1}; prin urmare suma acestora este 3.

Fie (ay), o progresie aritmetica astfel incit a; + az = 6 si a3 — a1 = 4. S& se calculeze as. (5 pct.)
a) 15; b) 7; ¢) 10; d) 11; e) —5; ) 9.

Solutie. Suménd cele doua conditii rezulta 2a3 = 10 = a3 = 5; scazandu-le, rezulta 2a; = 2 = a; = 1.
Dar ag = %, deci a5 = 2a3 —ay =2-5—1=29. Altd soluie. Aplicdm formula a, = a1 + (k — 1)r.
Notand a = a1, cele doua conditii formeaza un sistem liniar in necunoscutele a,r, compatibil determinat,
{ 2a4+2r =6

o — 4 ,deci a =1,7 = 2. Prin urmare, a5 =a+4r=1+4-2=9.

S& se rezolve inecuatia 2z — 3 < 4z. (5 pct.)

a)x € (0,00); b))z € F;c)ze(—1,2);d) x € [-2,+00);e) z € (%,+OO); f) z € (0,1).

Solutie. Inecuatia se rescrie succesiv: 20 — 3 < 4r < 2x > -3 < x > —% S e [—%, 00).

_ 2

Fie f: R = R, f(z) = arccos o2 + arcsin 1522

Si se calculeze S = f(—v/3) + f(—=In2) + f(1) + f(In3). (5 pct.)

a) 9 b) 5 c) B d) Te) 4 f) A

Solutie. Se poate verifica folosind tabloul de variatie al functiilor corespunzatoare, ca expresiile }jr—iz si
2z

T7.> lau valori in intervalul [—1, 1], deci functia f este bine definita pe toatd axa reala. Fiind compunere

de functii continue, f este functie continua. Mai mult, se observa ca f = fi + f2, unde fi2 : R = R,
2 . . v 4 .. . .
fi(z) = arccos 1152 si fo(x) = arcsin 1122. Se constata ca ambele functii sunt continue. Derivatele f] ,
ale acestora coincid in domeniul D = (—oo, —1)U(0, 1), deci pe fiecare din cele doud intervale ale reuniunii,
3

cele doua functii difera printr-o constanta. Mai exact, pe intervalul (—oo, —1) avem f(—2) = arccos = =

T — arccos% =7 — arcsin% =7+ arcsin%‘l =7+ fo(=2), deci f1 =7+ fo 51 f(z) = 2f1(x) — 7. Pe
intervalul (0,1) avem f1(3) = arccos 2 = arcsin 1 = fo(z), deci fi(z) = fo(2) si f(z) = 2f1(2).
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15.

16.

Pentru z € (—1,0) U (1,00) avem f}(x) = —f4(x) = f/(x) =0, deci pe R\D = [-1,0] U [1,00) =

(—=1,0) U (1, 00), functia continua f este constantd pe fiecare interval al reuniunii. Mai exact, pe intervalul
[—1,0] functia f are valoarea f(—1) = arccos (1) + arcsin(0) = 0 iar pe intervalul [1,00) f are valoarea
f(1) = arccos (0) + arcsin(1) = . Prin urmare,
.2
2 arccos T2 ™ pentru = € (—oo, —1)
0, entru z € [—1,0
fla) = _ g2 P [ ]
2 arccos Tra2 pentru z € (0,1)
T, pentru x € [1,00).
Calculam termenii sumei cerute:
V3e(1,2) = -3¢ (-2,-1) C (o0, —1) = f(—=V/3) =2 arccos (%) — =
g _ T
3 3
Inl<ln2<lne=—-In2€(—Ine,—Inl) C[-1,0] = f(—1In2)=0
1el,00) =f()=mn
Ine<In3 <Ilne? =1n3 € (1,2) C [1,00) = f(lne) =m.

deci S=Z+0+nm+m="1IT.
Fie polinomul f = X2 — 5X2 44X si fie T suma patratelor radacinilor sale. Atunci: (5 pct.)
a) T=15b) T=17;¢) T=14;d) T=0;e) T = —11; f) T = 11.
Solutie. Notam cu x; 2 3 cele trei radacini ale polinomului. Folosind egalitatea
(T + 23 + 23) = (21 + 22 + 23)” — 2(2172 + T2 + T371)

si primele doua relatii Viéte

T —+ T2 —+ T3 = 7%5

T1X9 + ToZ3 + X321 = %
rezulta

T=(x1+x2+ .7}3)2 — 2(:E1.%'Q + xox3 + x371) = 52 -2.4=1T7.
Nota. Subiectul se putea rezolva si altfel, afland efectiv radécinile polinomului f. Dand factor comun X
si afland ridAcinile factorului de grad 2, obtinem succesiv f = X(X? —5X +4) = (X —0)(X —1)(X —4).
Deci cele trei radécini ale polinomului f sunt 0, 1,4, iar suma pétratelor lor este T = 0% + 12 4 42 = 17.
Si se calculeze E =1g®5 +1g® 20 +1g 8 -1g0,25. (5 pct.)
a)E:i;b)E:7;C)E:13;d)E:2;e)E:%;f)E:5.
Solutie. Notam a = 1g5, b = 1g2. Observam ca a + b = lgh +1g2 = lg10 = 1. Folosind proprietatile
logaritmilor si relatia u3 + v3 = (u + v)(u? — uv + v?) pentru u = a si v = a + 2b, obtinem succesiv
E =a®+ (a+2b)%+ (3b) - (—2b) = [a + (a +2b)] - [a® — a(a + 2b) + (a + 2b)?] — 6b>
= [2(a+b)] - [(a + b)? + 3b%] — 6b% = 2(1 + 3b?) — 6b% = 2.

t

1
Sa se calculeze ¢ = tlgrolo ! mdﬂ:. (5 pct.)

a)l=1Db){=1+In2c)l=1;d) (=3In2;e) (=1L 1) {=InV2
Solutie. Se observa ci ridicarea la patrat ¢ : [1,00) — [1,00), ¢(z) = 22 este bijectie si cd avem ¢(1) = 1,
lim ¢(x) = oo. Putem folosi prin urmare schimbarea de variabild u = 2. Integrala se rescrie succesiv

xTr—r 00
b 1t o2 17 1
ol = 2 de=c | —— du= 1
/1 z(x?+1) o 2/1 x2(z? 4+ 1) * 2/1 u(u+1) “=am

1 2 1 1 22
= (lnh——-In=)==ln—.
2 2 +1 2 271241

+2
€T

r+1

1
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Atunci

(=1 t 1 d li 11 24> 11 2=1Inv?2
= 1im ——ar = 11Im —InN ——— = —1n = In .
t—oo [; x(x2+1) t—oo 2 1241 2

Fie A= (§ 7%); s& se calculeze determinantul matricei A%. (5 pct.)

a) 1; b) 0;¢) 3;d) 2;e) 4; f) —1.

Solutie. Obtinem A% = ({ 72)-(§ 12) = (¢ 7*). Atuncidet A =1-1—0-(—4) = 1. Notd. Rezolvarea se
scurteaza, evitdnd calculul produsului matriceal, daca se folosegte proprietatea det(A;-As) = det A;-det A
pentru A; = Ay = A. Obtinem det(A?) = (det A)? = (1-1-0-(-2))?=12=1.

1 X
Fie S multimea solutiilor reale si strict pozitive ale ecuatiei x + — = / e’ dt. Atunci: (5 pct.)
z 0

a) SCN;b) S=;¢) SC(2,3);d) SN(0,1) #Fie) SN(1,2) #F ;) SN(2,00) # T .

Solutie. Solutiile ecuatiei date sunt punctele de anulare ale functiei f : (0,00) — R,
T 1
f(x):/ edt— x4+ -], Ve (0,00).
0 X
Se verifica relativ usor cd derivata f'(z) = e®® — 1+ % este strict pozitivd pentru x € (0,00) si ca

li{‘% f(z) = —o0, lim f(x) = 4oc0. Rezulta ca ecuatia f(x) = 0 are o singura solutie in intervalul (0, co).
x Tr—r00

Pentru a afla un subinterval care contine solutia, observam ca t? < ¢, Vt € [0, 1], deci

1 1
f)= [ itz [da-a= () -2=c-3 <0,
0 0

deci f(1) < 0. Pe de alta parte, folosind monotonia integralei definite in raport cu intervalul de integrare
pentru integranzi pozitivi si proprietatea t? > t, Vt € [1,2], avem

2 2 2
1
f(2):/ et2dt72752/ etht—2.52/ eldt —25=¢>—e—25> (25)% —3—25=0.75 >0,
0 1 1

deci f(2) > 0. Prin urmare, functia f fiind continud, solutia cautatd se afla in intervalul (1,2). Rezulta

SN(L2)#T.
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