Universitatea Politehnica din Bucuresti 2013
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie
Varianta A

1. Aflati m € R astfel incat vectorii @ = mi + 2j i ¥ = 2i + 45 sa fie coliniari. (5 pct.)

a)m=2b)m=0;c)m=3;d)m=1e) m=3;f) m=—1.

2
Solutie. Coeficientii celor doi vectori trebuie sa fie proportionali, deci % =1 &m=1.

2. Un triunghi isoscel are unghiurile egale de marime F si laturile egale de lungime 1. Atunci inéltimea

corespunzétoare uneia dintre laturile egale este de lungime: (5 pct.)
a) Y2:b) 2;¢) V2 d) L) 1:f) L2,

Solutie. Notam cu £ = 1 lungimea comuna a laturilor egale; fie A si B unghiurile egale ale triunghiului

isoscel. Folosind formula de arie S = % pentru a = b = £ si unghiul C=mr— (121 + B) =m—2% = ?jf,
rezulta aria triunghiului,
(% sin Sl
e 1 2
§=— 4 :fsinzzi7
2 2 4 4
deci lungimea h a inaltimii corespunzatoare uneia dintre laturile egale satisface relatia % = S, deci
b= 25 _ V2
=T 2

3. Numarul solutiilor ecuatiei sinz = 1 din intervalul [0, 27], care verifici inegalitatea cosz < 0 este: (5
pct.)
a) 4; b) 1;¢) 5;d) 2;e) 0; f) 3.
Solutie. Solutiile ecuatiei sinz = % din intervalul [0, 27] sunt % si <F. Dar cos § = ? > 0 iar cos ‘%r =

5
6
—§ < 0. Convine deci doar a doua solutie %", iar numarul solutiilor care satisfac conditia este 1.

4. Se dau vectorii @ i v. Aflati produsul scalar al celor doi vectori stiind ci ||@|| = 2, ||9]] = 3 si unghiul
format de cei doi vectori este 5. (5 pct.)

a) 2; b) —=2; ¢) —1;d) 0; e) 1; f) 4.
Solutie. Produsul scalar cerut are expresia

—

<ﬂ,17>:||11||~||17H-cos(ﬂ,17):2-3~cosg:2~3-020.

5. Distanta dintre punctele A(2,0) si B(1,3) este: (5 pct.)
a) V11; b) V/5; ¢) 2; d) V10; e) 3; f) V7.
Solutie. Distanta cerutd este \/(z5 —24)2 + (ys —ya)2 = /(1 —2)2+ (3-0)2 = /1 +9 = V/10.

6. Calculati expresia £ = 3“13?;4%300. (5 pct.)

a) E=0;b) E=Y3,c) E="2,d) E=~1;¢) E f)E =

(SIS

— 1.
V3’

boj—

2

IS
I

Solutie. Obtinem £ = 25

7. Se da triunghiul ABC in care A= 60°, B = 75° si AB = 2. Atunci raza R a cercului circumscris
triunghiului este: (5 pct.)
a) R=2v2;b) R=3V2;c) R=4;d) R=2;e) R=1;f) R=+2.

Solutie. Calculdm al treilea unghi, ¢ = 180° — (60° + 75°) = 45°. Fie R raza cercului circumscris
triunghiului. Atunci, aplicand teorema sinusului, obtinem:

AB 1 2
- =2Re&R=-—— & R=1V2.
sinC 2+/2/2
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10.

11.

12.

13.

Aflati sin 2 stiind ca x € (0, §) si cosz = @ (5 pct.)
a) —1; b) 2; ¢) 1;d) 0; e) %; f) %

Solutie. Folosind formula trigonometrica fundamentald sin® z + cos?z = 1, rezultd sin®z =1 — 1 = 1,

deci sinz € {ig} Dar z € (0, §) impune conditia sinz > 0 si deci sinz = g

Se dau vectorii @ = 37 +47, v = i +2j, @ = 2i + 2j. Aflati parametrii reali a si b astfel incat a@ + bv = w.
(5 pct.)
a)a=2,b=0;b)a=b=1;c)a=b=-1;d)a=0,b=1;¢)a=-2,b=—-1;f)a=1,b=—1.

Solutie. Egalitatea din enunt se rescrie
at+bv =w & 20+ 25 = a(3i +45) + b(i + 2j) < (3a +b)i + (da + 2b)j = 21 + 2j.

Din unicitatea descompunerii unui vector dupa baza {7, j}, identificaind coeficientii vectorilor 4, j, obtinem

sistemul liniar { iz i gb:*22 in necunoscutele a,b € R, a carui solutie unica este a = 1, b = —1. Alta

solutie. Se observa cu ochiul liber c& & — v = w, deci @ =14+ (—1) - 0. Coeficientii vectorilor @ si ¥ nu
sunt poportionali (% #+ %), deci acesti doi vectori sunt liniar independenti. Prin urmare, descompunerea
semnalata este unica, iar deci cei doi coeficienti ai descompunerii (1 = a gi —1 = b) sunt singurele valori
care satisfac conditia din enunt,.

Fie M multimea solutiilor ecuatiei 1+ cos z —sin® 2 = 0, care apartin intervalului [0 [0, Z]. Atunci: (5 pct.)
a) M ={0};b) M ={5}ic) M={hd) M={5,5he) M={gh{) M={5}.

Solutie. Folosind formula trigonometrici fundamentald sin? z 4 cos? z = 1, ecuatia se rescrie
cos®z + cosz =0 <> cosz(cosz + 1) = 0 & cosz € {—1,0}.

Varianta cosx = —1 nu are solutii in intervalul [0,% , pe cand varianta cosx = 0 admite solutia care
apartine acestui interval x = §. Prin urmare M = {7 }.

Daci m = sin 105° + sin 75°, atunci: (5 pct.)

a)mzl;b)mz—2;c)mz@;d) f+‘[ )m—@;f)m—f

Solutie. Folosim formula sin(a+3) = sin a cos S+sin 8 cos a, pentru cei doi termeni ai sumei m. Obtinem

m = sin(60° + 45°) + sin(30° + 45°) = sin 60° cos 45° + sin 45° cos 60° + sin 30° cos 45° + sin 45° cos 30°
2 3 1 1 3 +
_ V2 (xf V3 ) V2 V24— Ve+v2

2

2 2 2 2

Alta solutie. Folosim formula sina + sin 8 = 2sin a;rﬂ cos &5 ﬂ pentru @ = 105° si 8 = 75°. Obtinem

o
pentru o = 30°, rezultd cos? 15° = 1cosd0 —

f
1+ = 2+f. Dar cos15° > 0, deci cos15° = \/2+T‘f = \/2;7 Aplicim formula Va + Vb =
,/‘”rc \/: vaZ —b), varianta cu plus, pentru a = 2,b = 3 si obtinem ¢ = /22 -3 = 1 si

\/ﬁ: 2H:I:\/> ‘(/'%‘1 Deci cos 15° = ~ 2;\/§ = %7 lar m = 2cos 15° = 2{}1 = \/6-5\/5'

= 2sin90° - cos 15°. Folosind formula cos? g = M

Calculati cateta unui triunghi dreptunghic isoscel a carui arie este 18. (5 pct.)

a) 4; b) 2; ¢) 4v/2; d) 6; e) 2v/2; ) 1

Solutie. Notand cu ¢ lungimea celor doud catete egale ale unui triunghiului dreptunghic isoscel si cu S
aria acestuia, are loc relatia S = % Inlocuind aria data, obtinem 18 = % = ¢ = 6. Altd rezolvare. Doua
triunghiuri identice cu cel din enunt, ”lipite” de-a lungul ipotenuzei lor formeaza un patrat de latura c si
arie 2 - 18 = 36. Deci cateta triunghiului privita ca latura a patratului este de lungime ¢ = /36 = 6.

Fie A(2,1), B(0,3) si C(3,4). Atunci aria triunghiului ABC este: (5 pct.)

a) V2; b) 8 ¢) 2v2; d) 15 ¢) 4; f) 2
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14.

15.

16.

17.

18.

Solutie. Notand cu S aria triunghiului ABC, putem folosi formula cu determinant,

1 TA YA 1 1 2 1 1 1
S=abs(| zp yg 1 |)=-abs(|0 3 1 |)=—abs(-8)=4.
2 2 2
rc Yo 1 3 4 1

Aflati valoarea lui m € R pentru care punctul A(1,m) apartine dreptei de ecuatie 2z +y = 1. (5 pct.)
a)m=—1; b)m:%;c)m=—2; d) m = 0; e)m:% fym=1.

Solutie. Inlocuind coordonatele punctului A in ecuatie, obtinem 2-1+m =1 m = —1.

Distanta de la punctul A(1,2) la dreapta de ecuatie x — y — 2 = 0 este: (5 pct.)

a) 13 b) 3 ¢) 225 d) %25 e) Vi f) ]

Solutie. Folosim formula distantei d de la punctul A(x4,y4) la dreapta de ecuatie ax + by + ¢ = 0,

la-za+b-yat+c [1-1+(=1)-2+(=2)] [—3] 3v2
VTP EEN S Vi
Alta solutie. Distanta ceruta este cea dintre A si proiectia B a lui A pe dreapta data. Aflam B intersectand

dreapta data y = x — 2 a carei panta este m = 1 cu dreapta ce trece prin A de panta —% = —1 i care are
deci ecuatia y —2 = (—1) - (x — 1). Sistemul celor dou ecuatii are drept solutie coordonatele punctului B:

y=x—2 y=z—2 2z =5 T =
= 54 =
y—2=-x+1 y=-x+3 2y =1 y=
deci distanta ceruta este /(5 —24)%2 + (yp — ya)? = \/(%—1)2—#(%—2)2: \/22% = %

Sa se determine valoarea lui m € R astfel incat dreapta de ecuatie mx + 2y + 4 = 0 sa fie paralela cu
dreapta 9z + 6y — 1 =0. (5 pct.)

a)m=1Lb)m=3;c)m=-3;d)m=2;e) m=4;f) m=-1.

d:

NI oot

Solutie. Dreptele sunt paralele d.n.d. rapoartele coeficientilor corespunzatori sunt egale, dar diferite de

raportul termenilor liberi. Aceasta conditie se scrie in cazul nostru g = % %1, in care ultima inegalitate
este satisfacuta, iar egalitatea din stanga conduce la m = % = 3, deci m = 3.

Aflati simetricul B al punctului A(1,2) fata de dreapta de ecuatie v —y = 0. (5 pct.)

Solutie. Fie B(a,b) simetricul cdutat. Cerem ca mijlocul M(“'H b2y al segmentului AB sa se afle pe

dreapta data gi panta m =1 a dreptel date y = x si panta m’' = i’B f;i = ﬁ a dreptei AB sa verifice
conditia de ortogonalitate m - m’ = —1. Cele doua conditii au forma

afl _ 02— a—b=1 a=2

b—2 = =

7 =1 a+b=3 b=1,

deci punctul cautat este B(2,1). Altd solutie. Aflam in prealabil proiectia C'(u,v) a punctului A pe
dreapta, intersectand dreapta data, cu dreapta care trece prin A de panta —%, unde m = 1 este panta

dreptei date si care are deci ecuatia y — ya = f%(x —zaoy—2=(-1)(z- 1). Obtinem sistemul
ale carui solutii sunt coordonatele punctului C, { ;:y_z_gg &S =y = 3, deci C’(27 2) Dar
C este mijlocul segmentului AB, deci satisface conditiile x¢ = M, Yo = %, care se rescriu

=220 —24=3—-1=2,yg =2yc —ya =3 — 2 = 1. Prin urmare avem B(271).

Se considera triunghiul ABC cu laturile AC =5, BC = 10 si C' = 60°. Atunci mérimea laturii AB este:
(5 pct.)
a) 5v/3; b) 3v/3; ¢) V3; d) 5; e) 2v/3; f) 4v/3.

Solutie. Aplicam teorema cosinusului, obtinem

R 1
AB2:Ac2+302—2-Ac-Bc-cosC:52+102—2.5-10-c0560°:125—1005=75,

Enunturi si solutii U.P.B. 2013 * MG - 3



deci AB = /75 = 5v/3. Altd solutie. Notand cu M millocul laturii BC, se observa ci CM = CA
(deci ACM triunghi isoscel), iar unghiul din care pleaca laturile egale este C = 60°. Celelalte dou#
unghiuri egale rezulta tot de 60°, deci ACM triunghi echilateral. Atunci avem AM = AC = AB,
deci 1n cercul de centru M si raza AM, unghiul A subantinde un arc capabil de 180°, deci este unghi
drept. Prin urmare ABC este triunghi dreptunghic cu A = 90°, si din teorema lui Pitagora rezulta

AB = /BC? — AC? = /100 — 25 = V75 = 5V/3.
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