Admitere * Universitatea Politehnica din Bucuresti 2014
Disciplina: Algebra si Elemente de Analiza Matematica
Varianta A

1. Multimea solutiilor ecuatiei v/3z + 1 =z + 1 este: (5 pct.)

a) {~1,3}: b) {1,3}; ¢) {0,1}; d) Fs ) {v2,2}; f) {-1,1}.
Solutie. Existenta radicalului si pozitivitatea membrului stang, care atrage dupa sine pozitivitatea mem-

3r+1>0

brului drept, conduc la conditiile { L1350 S E (—%, o0). Ridicand ecuatia la patrat, obtinem
z =z

1
3x—|—1:(33—}—1)2(:)372—1':0(:)33(:10—1):0<:>:E€{0,1}C(—3,00),

deci multimea solutiilor este {0, 1}.

Altfel.Se testeaza succesiv valorile date de fiecare din cele 6 variante. Existd o singura multime nevida ale
cirei elemente satisfac ambele ecuatia data, {0,1}.

. Fie S =203, — C13. Atunci: (5 pct.)

a) S =2013; b) § = 2012; ¢) S = 2010; d) S = 1012; e) S = 2020; f) S = 2014.

Solutie. Se observa ci C3013 = Cap1q = 23?7%!1! = 2014, deci S = C3,;, = 2014.

. Fie f:(0,00) = R, f(z) =Ilnx — 2. Abscisa punctului de extrem al functiei f este: (5 pct.)
a)z=g5;b)z=Jsc)r=ed z=c}e)rz=21f)a=1

Solutie. Funct;ia este derivabila pe R, deci extremele acesteia sunt printre punctele de anulare a derivatei.

Dar f/(x) == —1=—2=iar f'(z) =0 < z = 1. Tabelul de variatie al functiei f este
T 0 1 00
f(z) || + 0 - -1
f) |- /7 -1 N —x

deci punctul (1, —1) este singurul punct de extrem al functiei f (punct de maxim), iar abscisa acestuia
este x = 1.

. Fie progresia aritmetica 1,4, 7,10, .... S& se calculeze al 2014-lea termen al progresiei. (5 pct.)

a) 5012; b) 6040; c) 6041; d) 1258; e) 6039; ) 5420.

Solutie. Avem a; = 1,a3 = 4,a3 = 7,a4 = 10, deci ratia progresiei aritmetice este r = as — a; = 3.
Atunci pentru n = 2014, obtinem agp14 = a1 + (n — 1)r =14 (2014 — 1) - 3 = 6040.

. Suma solutiilor ecuatiei | 2 328 ’ =0 este: (5 pct.)

a) v2; b) 14+ v/2; ¢) 0; d) 2014; e) 5; f) —

Solutie. Calculdim determinantul, | 2, f; | =2-(—8) — (1) -2?, deci ecuatia se rescrie 22 — 16 = 0 si are
solutiile +4; suma acestora este —4 +4 = 0.

. Fie functia f : R — |R, f(z) = 4z + 3. Si se determine multimea A = {z € R| f(z) > 1}. (5 pct.)

a) A=R;b) A= ;c) A=[-1,00);d) A={-2};e) A= (—%,oo); f) A= (—00,0).

Solutie. Relatia din definitia multimii A se rescrie f(z) > 1 < 4x+3> 1< 40> -2 & 2 > —1, deci
. Modulul numérului complex z = ;i este: (5 pct.)

a) V2; b) 2;¢) 3;d) V3;e) V5 f) 1

Solutie. Amplificand fractia cu conjugata numitorului, obtinem

1—d|  [(1—1d) —9; ~
= =il = 12 =1
‘1+i ‘12—2'2 5 | = IFil= v+ (=D
Altfel. Folosim relatia |ZL| = I22=’ si obtinem ‘1_“ H;il‘ _ \/\1/21-51—1;)2 - % =1
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Sa se calculeze produsul P al solutiilor ecuatiei 322 — 2x — 1 = 0. (5 pct.)
a) P=2;b) P=3;¢c) P=1;d) P=3;¢) P=—3;f) P=—1.

Solutie. Folosind a doua (ultima) relatie Viéte 2122 = £ pentru radacinile z; o ale pohnomulul de gradul

doi az? + bz + ¢ pentru cazul nostru (a = 3,b = —2,¢ = —1) rezultd T1Te = ;1 = —5.

Altfel. Radacinile ecuatiei sunt

—bt Vb2 —dac  2+4/(-2)2-4-3-(-1) 244 142
2a N 2.3 6 37

T2 =

deci 1 = 1, z9 = —z, iar produsul acestora este x1xo = —

1 1
3 3
S& se calculeze termenul care nu-1 contine pe z din dezvoltarea (z + 1)19. (5 pct.)

a) Cfo? b) 01207 c) 2Ow? d) 3; e) 01103 f) C'150~

Solutie. Termenul de ordin & + 1 al binomului (a, +b)" este Tpr1 = Cka"*bk k = 0,n. La noi,
n = 10,a = z,b = %, deci Tyy1 = CFyzt0- k( ) = CF,2197%% &i deci Tjy1 nu contine z doar daci
puterea lui z este zero. Rezultd 10 — 2k = 0 < k = 5, pentru care obtinem Tg = CJ,.

Solutia ecuatiei logy (2% + 1) — logy « = 1 este: (5 pct.)
a)r=4blr=2c)z=vV2;d)z=1¢)x=3;f) x=0.

224+1>0
Solutie. Conditiile de existenta ale celor doi logaritmi sunt { 50 , deci z € (0,00). Ecuatia se
x

rescrie logy 1t = log, 2 < # =22 -22+1=0&(x—-1)2=0s 2 =1 € (0,00), deci solutia
cautata este x = 1.

Multimea solutiilor ecuatiei 32" +2+2 = 9 este: (5 pct.)
a) {_170}1 b) {_272}7 C) {0a4}7 d) @/a e) {173}1 f) {_171}
Solutie. Eecuatia se rescrie

3P g 3ttt _ 82 0 02 4 109l tr=0sa(z+1) =02 e {—1,0}

Fie functia f : R — R, f(x) = 22 + e*. Atunci: (5 pct.)

a) f/(1) =3e;b) f'(1) =2i¢) f'(1) =2+e;d) f(1) =05 e) f/(1) = e f) f'(1) =€
Solutie. Derivata functiei f este f/(z) = 2z + €%, deci f'(1) =2 +e.

Fie matricea A = (12). Atunci A? este: (5 pct.)

a) (§3):D) (541)0) (fod)id) (538)e) (218): ) (1)

Solutie. Avem A2 =A-A=(12)-(12)=(512).

Sa se calculeze integrala I = fo (23 + 27)dx. (5 pct.)
a)I=3b)I=%c)I=3;d)I=Le)I=1%1)1=

| ot

+1=

=
NI

. 1
Solutie. Obtinem I = fol (23 + 2z)dx = (% + x2) )0 =

Fie polinomul P = 2X3 + 4X? — 5X + a. Si se determine a astfel incat polinomul P si fie divizibil cu
X —1. (5 pet.)

a)a=-3;b)a=3;¢c)a=0;d)a=—-1;¢e)a=-2;f) a=2.

Solutie. Conform teoremei Bezout, (x — x)|P < P(z¢) = 0, deci in cazul nostru pentru zo = 1 obtinem
Pl)=0&1+a=0<a=-1.
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17.

Fie f un polinom de gradul 2014 cu radécinile —1, -2, —3,..., —2014. Pentru x € (—2,0), se considerd

x+2
ecuatia: / J;((t)) dt = In(x + 2016) — 22, Daci n este numirul solutiilor negative si m este numérul
x+1

solutiilor pozitive ale ecuatiei date, atunci: (5 pct.)
a)n=0m=2;b)n+m=3;¢c)n=1,m=1;d) 2n+m=4,e)n=0m=1;f) n=1,m=0.
Solutie. Polinomul f are gradul egal cu numéarul de radacini distincte, deci ca o consecinta a teoremei

Bezout, f are forma f(z) = a(z +1)(z +2)(x+3)-...- (x +2014), unde a € R\{0}. Folosind formula de
derivare a produsului de functii, rezulta ca derivata sa este

2014
I () :aZ(a?+1)(x+2)(m+3)~...-(:c+k)~...-(:c+2014),
k=1
Py 2

unde factorul cu circumflex este omis din podus. Atunci

1
0 = Z P deci

z4+2 f’(t) 2014 2014 +2
dt = / —dt In(t + k)|*
L. 76 2, rrEdt T 2 R

+1

2014
=Y (n(z+k+2) —In(z+k+ 1)) = In(z + 2016) — In(z + 2).
k=1

Dupa simplificari, ecuatia din enunt se rescrie

In(z 4+ 2016) — In(z + 2) = In(x + 2016) — 2? < 22 —In(z +2) =0,

deci ecuatia din enunt se rescrie g(x) = 0, unde g(z) = 2? — In(z + 2), z € (—2,00). Atunci ¢'(z) =
Zx—%:%;igl iar ¢'(z) =0 x € {= Zi‘[} Se observa ci =25 ‘f < —2iarz, = _2+‘f € (0; 3).

Tabelul de variatie al functiei g este

—2 0 Ty o)
7@ [ — 05 - 0 + T

si semnaleaza inegalitatea y, < —1 < 0. Functia ¢ fiind continua, schimbarile de semn ale acesteia arata
cd ecuatia g(x) = 0 admite o solutie negativd x_ < 0 si una pozitivd ;. > x, > 0, gi deci m =n = 1.

Fie functia f: (0,00) = R, f(z) = zInz. Daca

M = {x¢ € (0,00) | dreapta tangentd la graficul lui f in punctul de abscisa xq trece prin A(2,1)}

siS = Z xo, atunci: (5 pct.)
xoEM

a) S€(3,4);b) S€(2,2);¢) SE[1,3);d) Se(4,5);e) Se(2,3);f) S € (56).
Solutie. Avem f’(x) =Inz + 1, iar dreapta d din definitia multimii M are ecuatia
d: y— flxo) = f(o)(x —x0) ©y—20lnze = (Inzg + 1) (2 — x0) & y = x(Inzg + 1) — o,

iar conditia A(2,1) € d se rescrie zg — 2lnxg — 1 = 0. Aflarea solutiilor z( ale acestei ecuatii revine la
rezolvarea ecuatiei g(z) = 0, x € (0,00), unde g(z) =  — 2Ilnx — 1. Obtinem ¢'(z) = foQ, iar tabelul de
variatie al functiei g este

x 0 r1 =1 2 3 1z 4 o)
g (x) | | - 0 — 0 + 4+ + + +
g(z) | o0 N\ 0 N Ing A0 S 4oo

unde g(1) =0, g(2) =In§ <0, g(3) =In % <0,9(4) =In$ > 0. Dar g este continud, iar schimbdrile de
semn indicd doud puncte de anulare 1 = 1, 25 € (3,4), care formeaza multimea M = {x1,z2}. Atunci

S = Z xo=x1+x2 =142 € (4,5).
xoEM
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18. Multimea solutiilor reale ale ecuatiei 2¢/2x — 1 = 23 + 1 este: (5 pct.)
3/= _ _ _ 3 _
a) {1, =155} b) {1,158} o) {1, 2250} ) {1, =50 ) e) {1, =595} 1) {1, =20,

Solutie. Notdm uw = /2z — 1. Aceastd egalitate impreuna cu ecuatia din enunt conduce la sistemul

echivalent
ud =2z —1 ud—1=2(z—-1) ud—1=2(z—-1)
& &

2u=2%+1 3 —1=2u-1) ud — 23 = 2(z — u).

A doua ecuatie a sistemului din dreapta - obtinuta prin scaderea ecuatiilor sistemului anterior - se rescrie
(u—x)- (u* +uz+22+2)=0.

Se observa ca a doua paranteza nu se poate anula, deoarece se poate rescrie prin restrangerea patratelor

2
sub forma (u + %)2 + (wTﬂ) +2 > 0. Atunci, din anularea primei paranteze a produsului rezulta egaliatea

u = x, care prin inlocuire In prima ecuatie a sistemului conduce la

x3—1=2($—1)®($—1)(x2+x—1)=0<:>x€{1, 5

—1i\/5}
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