Universitatea Politehnica din Bucuresti 2014
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie
Varianta A

1. Raza R a cercului circumscris triunghiului ABC, in care A = 30° si BC = 5 este: (5 pct.)
a) 6;b) 2;¢)7;d) 1;e) 3;f) 5
Solutie. Din teorema sinusului, avem == = 2R < 1/2 =2R& R=5.

Altfel. Datele problemei revin la a spune ca varful A se afla pe arcul capabil de 30° care subantinde o coarda
de lungime 5. Se observi ci unghiul B satisface (singurele) constrangeri B> 0si B < 180°—30° = 150°,
nefiind fixat de ipotezele problemei, deci R nu depinde de alegerea acestui unghi. Alegand B =90° e
(0°; 150°) triunghiul devine dreptunghic, iar ipotenuza sa AC satisface simultan egalitatile AC = 2R si
sinA = . inlocuind AC' din prima in a doua egalitate, rezulta % deci R =5.

3
2. Aria triunghiului cu varfurile A(0,1), B(1,0) si C(0,0) este: (5 pct.)
a) 2;b) 35 ¢) 35d) £ ¢) 5 1) 3

Solutie. Obtinem aria folosind formula determinantului, A = 1| El)) é % ‘ | = 3|-1| = 1. Altfel. Reprezentand

cel trei varfuri ale triunghiului in sistemul de coordonate carteziene xOy, se observa ca triunghiul ABC

este dreptunghic isoscel, cu cateta de lungime ¢ = 1, deci aria sa este A = % = %

3. In triunghiul ABC se dau A=45°, AB=3 si AC = 4. Atunci aria triunghiului ABC este: (5 pct.)
a) 2v/2; b) V2; ¢) 4; d) 3v/2; ) 5v2; ) 3

Solutie. Obtinem aria folosind formula A = AB'Ag'SinA =2 S =3V2.

4. Distanta dintre punctele A(1,3) si B(4,7) este: (5 pct.)
a) 5;b) 2;¢) 7;d) 4;e) 1; f) 3.
Solutie. Distanta ceruti este \/(z5 — 24)2 + (yp — ya)? = V32 +42 = 5.

5. Fie dreapta d : y = & + 2. Ecuatia dreptei care trece prin O(0,0) si este perpendiculara pe d, este: (5
pct.)
a)y=3x;b)y=-3x;¢) y=2x;d) y=—2x;e) y = —u; ) y = 4.
Solutie. Dreapta data are ecuatia de forma d : y = mx +n cu m = n = 1, deci are panta m = 1. Orice

dreapta ortogonald pe d - deci si dreapta ceruta d’ - are panta m’ = —+ = —1. Folosim faptul ci d’ trece
prin punctul (z.,y.) = (0,0), deci d’ are ecuatiay —y. =m'(z —z,) S y—0=—(z—0) &y = —=x.

Altfel. Dreapta d’ trece prin origine, deci are ecuatia de forma y = m’z. Dar d’ este ortogonali pe d -
a cérei pantd este m = 1. Deci panta m’ a dreptei d’ satisface relatia mm’ = -1 = m’ = -1 = —1.
Rezulta d' : y = —u.

6. In triunghiul ABC se cunosc: AB =4, AC =4 i BC' = 5. Atunci cos A este: (5 pct.)
a) 33 b) 433 ¢) 2:d) §¢) 3 ) 1

. .o . . ~ 2 2_ 2 2 2_ g2
Solutie. Aplicim teorema cosinusului: cos A = ABFACZBCT _ 4744 -5 _ T

2-AB-AC - 2-4.4 — 32

Alifel. Avem AB = AC = 4, deci triunghiul ABC este isoscel. Notand cu M € BC' piciorul inéh;imii

duse din A pe baza BC, AM este inaltime si mediana, deci BM = M B = % Atunci sin % = 54/12 =

2 A 25 _ 7
=1-2-2=

87

cosA=1-—2sin 51 = 33-

Altfel. Avem AB = AC = 4, deci triunghiul ABC este isoscel. Notand cu M € BC piciorul inaltimii duse
din A pe baza BC, AM este naltime gi mediana, deci BM = M B = g Aplicand teorema Pitagora in
triunghiul dreptunghic ABM, rezulta AM = VAB? — AM? = /4% — (5)? = @. Notand cu N € AC
piciorul indltimii duse din B pe latura AC, BN este inaltime, deci scriind aria triunghiului ABC' in doua

R ) . L, 9.5 . . V39 .
moduri diferite, A = AMQBC = BN2A07 rezultd 25— = AJ;M, deci AN = %. Aplicand teorema
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10.

Pitagora in triunghiul dreptunghic ABN, rezultd AN = VAB? — AN? = /16 — 256% = %. Atunci
AN _ 7/8 71

cos A= 5% =35

Altfel. Folosim formula Heron pentru calculul ariei A4 a triunghiului ABC. Avem a = BC = 5,
b = AC = 4, ¢ = AB = 4 si notand cu p = %Hc = 1—23 semiperimetrul triunghiului, obtinem

A= \pp—a)p—D)p—c) =,/ 3.3.5 =549 py

besin A 5v/39 42 sin A . 539
= = =sin A = .

A 2 T4 2 32

Din formula trigonometrici fundamentali sin® A + cos? A = 1, rezult

2 2
costA—1— (239} (T
32 32

deci cos A € {£5}. Dar 5= BC < VAB? + AC? = 4v/2, deci A <90° = cosA>0=cos A= -
Fie vectorii % = ai + j §i ¥ =i — j, unde a € R. Daci % si © sunt perpendiculari, atunci: (5 pct.)
a)a=-2;b)a=2c)a=3;d)a=1;e)a=0;f) a=-1.

Solutie. Ortogonalitatea vectorilor @ i ¥ revine la anularea produsului scalar (4, 7) = a-14+1-(—1) = a—1,
deci a = 1.

Intr-un triunghi ABC se cunosc: A =90°, AB = 3 si AC = 4. Atunci lungimea naltimii duse din A este:
(5 pct.)
a) 5; b) 7; ¢) 1; d) 4; e) 12; f) 1—52

Solutie. Se observa ca triunghiul ABC este dreptunghic in A, deci aplicAnd teorema Pitagora, rezulta

ipotenuza sa, BC = vAB2 + BC? = /32 +42 = 5. Notand cu h lungimea inaltimii duse din A si

expriméand aria triunghiului in dou& moduri diferite, obtinem A = % = @, deci 34 = %, de unde
12

2
rezulta h = .

Se dau dreptele d; : 2z —y+1=0sids: (m+1)xz+y+2=0. Valoarea lui m € R pentru care dreptele
sunt paralele, este: (5 pct.)

a) —1;b) 1;¢) —2;d) 0; ¢) 3; f) —3.

Solutie. Dreptele sunt paralele daci pantele acestora coincid, 2 = —(m + 1) & m = —3. Alifel. Dreptele
sunt paralele daca au coeficientii celor doua variabile x respectiv y proportionali, miﬂ = _Tl & m=—3.
Unghiurile A, B, C ale triunghiului ABC satisfac conditia ctgA+ cth =2ctg C. Atunci laturile a, b, ¢
ale triunghiului ABC satisfac relatia: (5 pct.)

a) 20> = a? +c%; b) 2c2 =a? + 0% ¢) 262 = b2 + % d) 2 =a? +b%e) b2 =a® + 2 f) ab = 22

Solutie. Relatia din enunt se rescrie

A - A cosA  cos B cos ¢
ctgA+ ctgB=2ctgC & —— + —= =2——.
sinA  sinB sin C'
Aplicand teoremele sinusului si cosinusului pentru toate cele trei unghiuri si notand cu R raza cercului
circumscris triunghiului, obtinem

b2+c27a2 c2+a27b2 a2+b2752
220 + 220, -9 2gb = 202 _ a2 + b2.
2R 2R 2R

Altfel. Tinand cont ca

cos Asin B + cos Bsin A = sin(4 + B) = sin(180° — C') = sin C
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

si aplicand teoremele cosinusului pentru C' si teorema sinusului pentru toate unghiurile, relatia din enunt
se rescrie

) . . A B C
ctgA+ ctgB=2ctgC < o8 =~ + 8D _ 9%

. . il - . A @
sinA  sinB sin C'
. A c aerbzfc2
sin C 2cos C BB o 2ab 92 g2
sin A - sin B sin C S 3R

Observatie.  Un exemplu particular de triunghi care satisface conditiile problemei, este triunghiul
echilateral, in care A=B=Cgia=b=c.

Ecuatia dreptei care trece prin punctele M (1,2) si N(2,5) este: (5 pct.)
a)3x—y—1=0;b)y—2x+1=0;¢c)z+y—+1=0; d) —x=2; e)yz—x' f) y ==

Solutie. Ecuatia cerutd este -2—2M_ — YUMoy 21 <:> r—1=%2o3z—y—-1=0.
> TN —TM YN —YM 2—-1

Se dau vectorii @ = 2i + 35 si v = i + j. Atunci 3u — 20 este egal cu: (5 pct.)
a)3i+4j;b) 4i+75;¢)i—j;d)i—Tj;e) Ti—j; f) 3i —
Solutie. Prin calcul direct, obtinem 3@ — 20 = 3(2i + 35) — 2(i + j) = 4i + 7j.

Daca x € [0, 5] si sinz = ¢, atunci: (5 pct )

d) cosz = 2;e) cosx = —2; f) cosx = 2

a) cosz = 2; b) cosx = — s z 5.

¢) cosx =

3
5
_1. 1
5 5 ;
s

Solutie. Conditia z € [0, §] implicd cosz > 0. Tindnd cont de acest lucru, din formula trigonometrica

fundamentali cos? z + sin? z = 1, rezultd cosz = V1 — sin’ z = 21— 5 = g
Multimea solutiilor din [0, 2] ale ecuatiei 2cosz = 1 este: (5 pct.)
) {0,505 5L {5 Thd) 5. Tho s ThD G T

Solutie. Ecuatia trigonometrica fundamentals dati cosz = +

5 are solutia generald

€{2k7r+(1) arccosQ' keZ} {21m+(—1)k%‘ kEZ}:{Zlmig ’ kez},

iar singurele valori din intervalul [0, 27] sunt { 5, 2m — f} { 5 3
Lungimea vectorului sumé @ + v a vectorilor 4 = 3i + j si ¥ = i + 2j este: (5 pct.)
a) 6;b) 1;¢) 4;d) 3;e) 5; f) 2

Solutie. Prin calcul direct, obtinem @ + v = (3i + j) + (i + 2j) = 4i + 33, deci ||u + v|| = ||4i + 3j]|| =
V42 432 =5.

Fie A(-1,0), B(0,3) si C(1,0). Centrul de greutate al triunghiului ABC' are coordonatele: (5 pct.)

a) (270); b) (]-7 1); C) (717 1); d) (272); e) (07 1); f) (072)

Solutie. Centrul de greutate are drept coordonate mediile aritmetice ale celor trei coordonate ale tri-

unghiului, mai exact (£atiptre yatyptyc) — (=LE0EL 0£340) — (0, 1).

Fie punctele A(0,0), B(4,0) si C(4,2). Fie D al patrulea varf al dreptunghiului ABC'D. Atunci punctul
de intersectie al diagonalelor dreptunghiului are coordonatele: (5 pct.)

a) (072); b) (2’0); C) (271); d) (132); e) (*2,1); f) (*330)

Solutie. Dreptunghiul ABCD este unic determinat: D este simetricul varfului B fata de mijlocul M al
diagonalei AC. Se observa ca nu este necesara aflarea In prealabil a punctului D. Intr-adevar, punctul
cautat M se afla la mijlocul diagonalei AC. Deci M injumatateste coordonatele capetelor A si C' ale

segmentului AC, (zar, yn) = (%, %) = (0545 OH) (2,1).
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18. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata: (5 pct.)
a) sin75° = YOHV2. b) §in75° = ¥2: ¢) sin75° = 1; d) sin 75° = —¥%2; €) sin75° = —1; f) sin 75° = 0.
— \/61-\/5 )

Solutie. Avem sin 75° = sin(45° 4+ 30°) = sin45° - cos 30° 4 cos 45° - sin 30° = g? + 21 =

Altfel. Aplicdm formula sin(90° — ) = cos z pentru 2 = 15° gi obtinem

sin 75° = sin(90° — 15°) = cos 15°.

Dar cosz = 2cos? Z — 1 conduce pentru z € [0°,90°] la cos £ = /3L Pentru o = 30°, obtinem

1+ V213
=y

15° =
cos >
Aplicand formula
Va+ Vb= ”a+c 1/ , unde ¢ = /a2 — b, (1)
pentru cazul nostru, unde a = 2,b = 3,¢ = /22 — 3 = 1, rezulti

/72+\/§= /2-;1+ /2;1:\/:’2\51:\/64;/5.

V2+V3 SR G4 Va
Y - .

Prin urmare,

sin 75° = cos 15° =

2 4
Altfel. Din formula cos2x = 1 — 2sin® z rezultd sin®z = % Pentru x = 75°, obtinem cos2x =
(=B G
cos 150° = — cos(180° — 150°) = —cos30° = —@. Prin urmare sin? 75° = % = %. Dar dintre
toate variantele de raspuns, doar M are patratul egal cu aceasta valoare. Deci raspunsul corect este

sin 75° = Yorv2,

Altfel. Ca in rezolvarea anterioari, se obtine sin® 75° = 2%4\/5. Deci sin 75° € {iﬂ;”/g} Dar din (1)

rezultd, ca mai sus, egalitatea \/2 + /3 = M, deci sin 75° € {i%}. Dar 75° € (0°,90°) implica
sin75° > 0, deci sin 75° = Y04v2,
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