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M2 * Varianta A

1. S& se rezolve inecuatia 3z — 1 < 2z + 2. (6 pct.)
a) (1,4); b) (~1,1); ) (2,00); d) (5, 11); ) (10,00); ) (~00,3).

Solutie. Inecuatia se rescrie: 3x —1<2zx+2 <z < 3, deci z € (—00,3). @

2 01
2. S4 se calculeze determinantul | 0 2 3 |. (6 pct.)
1 2 3

a) 4; b) 2; ¢c) —11; d) =3;e) —=2; f) 9.

Solutie. Metoda 1. Scazand dublul liniei a treia din prima linie si apoi dezvoltand dupa prima coloana,
obtinem:
=33 =-124+10=-2.

Metoda 2. Dezvoltam determinantul folosind regula lui Sarrus; rezulta ’ § g é ’ = (124-0+0)—(2+0+12) =
-2. (®
3. Fie f: R = R, f(x) = 2° + 2z. S& se calculeze f'(1). (6 pct.)
a) 3;b) —1;¢) 4;d) 6;e) 7; f) 5.
Solutie. Derivand functia f, obtinem f/(z) = 322 +2, deci f'(1) =3+2=5. @
4. Si se rezolve ecuatia 3271 = 27. (6 pct.)
a)z=4b)z=0c)z=-1;d)z=1e)x=21f) v =-2
Solutie. Logaritmand ecuatia in baza 3, obtinem 3** ' =33 o 2z - 1=3 < 2zr=4c2=2. @
5. S& se rezolve ecuatia log,(z + 1) = 3. (6 pct.)
a)x=4;b)rz=2c)z=1d)xz=5¢e) xz=6f) x=T.

Solutie. Conditia de existentd a logaritmului este x + 1 > 0, deci z € (—1,00). Obtinem succesiv:
logo(z+1)=3e28=z+1=2=7€(-1,00). @

20 —y =7
x4+ 2y =6. (6 pet.)

a)z=4,y=Lbla=1Ly=4c)z=2,y=4d)z=1y=3;e)z=2,y=3;{) z =2,y =2

6. Sa se rezolve sistemul {

Solutie. Metoda 1. Extragand z din a doua ecuatie si apoi inlocuind in prima, obtinem: x = 6 — 2y =
26—-2y)—y=7e —dy—y=7-12 & -5y = =5 & y = 1. Apoi, din a doua ecuatie, rezultd
r=6—-2y=6-—2-1=4. Decix =4,y =1. Metoda 2. Scazand din prima ecuatie dubul ecuatiei a doua,
obtinem 2z —y — (20 +4y) =7—2-6 & —by = —5 & y = 1; inlocuind in ecuatia a doua, obtinem x 42 =
6 < x=4,deciz =4,y =1. Metoda 3. Sistemul are numarul de ecuatii egal cu cel al necunoscutelor, iar

determinantul matricei coeficientilor necunoscutelor este nenul, A = | f _21 | = 5 # 0. Deci sistemul este
ibi i i — Dy _ 1|71 20 _y ; By 1ly27)_5 _
Cramer, compatibil determinat, cu solutiile z = %= = x |6 5 ‘ =T =diary=F=xi§l=2=1,

gsiprinurmare zr =4, y=1. (@

7. S se calculeze suma solutiilor reale ale ecuatiei 2% + 22% — 3z = 0. (6 pct.)
a) —3; b) —1;¢) 3; d) 4;e) 2; f) —2.

Solutie. Metoda 1. Ecuatia se rescrie: 2% + 222 — 3z = 0 < z(2? + 22 — 3) = 0, deci admite solutia

xz1 = 0, iar radacinile polinomului din paranteza sunt z3 = %‘/ﬁ = %ﬂ € {-3,1}. Atunci z; +
o +x3 = 0—3+1 = —2. Metoda 2. Din prima relatie Viete, obtinem z1 + x5 + x3 = —% = 2.
Metoda 8. Polinomul ecuatiei nu are termen liber, deci admite radéacina x; = 0. Acelagi polinom are suma

coeficientilor nula, deci admite radicina 2o = 1. Deci polinomul dat se divide prin z(z — 1) = 22 — .

Dupa efectuarea impartirii (sau aplicAnd repetat schema lui Horner), obtinem céatul z 4 3, deci polinomul
admite gi radécina x5 = —3. Deci 1 + 22 + 23 =0+ 1+ (-3)=-2. @
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8.

10.

Multimea solutiilor inecuatiei 22 — 3z < 0 este: (6 pct.)
a) (3,00); b) [0,3]; ¢) [-1,3]; d) [1,00); €) [2,00); ) (-3, 3).

Solutie. Inecuatia devine 22 —3x < 0 & z(z — 3) < 0, deci x € [21, 2], unde 7 < x5 sunt cele doud
raddcini distincte ale ecuatiei asociate x(x — 3) = 0. Deci z € [0,3]. ®

Sa se determine x € R astfel incat numerele x, 8, 3z + 2 s& fie (in aceastid ordine) in progresie aritmetica.
(6 pct.)

2. 1) 3. ) 5. 1.y 7. ¢) 1
a) 53 b) 1’ C) 35 d) 35 e) 35 f) G
Solutie. Metoda 1. Al doilea numar trebuie sa fie media aritmetica a celorlalte doua valori, deci
8 = w Slb=4dr+2 = % Metoda 2. Ratia este diferenta dintre doi termeni consecutivi ai
progresiei, deci egaldnd cele doud diferente care dau ratia, obtinem: 8 —z = 3z +2) -8 &z = % (@

Fie M = {X € M,(C)

X2 — ( *41 :? ) }’ unde M5 (C) reprezintd multimea matricelor patratice de

ordinul doi, cu elemente in C. Pentru X € M, notam cu S(X) suma patratelor elementelor matricei X.

Sa se calculeze S = > S(X). (6 pct.)
XeM

a) S=3;b) S=4;¢) S=5;d) S=11;e) S=7;1) S=1.

Solutie. Fie X = (‘; g) € M. Atunci egalitatea X2 = (_41 :f) se rescrie ca sistem algebric cu necunos-

a?+bc=—1
bla+d)= -2 . . . . < .
cutele a, b, c, d: . Din a doua si a treia ecuatie rezulta ca b, ¢ si a + d nu pot fi nule.
cla+d)=4
be+d? = -1

Scazand ultima ecuatie din prima, se obtine
d>—a*=0% (d+a)(d—a)=0cd=+a.
Dar d 4 a # 0, deci d = a. impért;ind ecuatia a doua la a treia, obtinem % = 772, deci
c= —2b, (1)
iar sistemul devine 2o — 1
{ ab=—1. 2)

Scizand a doua ecuatie din prima rezultd a®? — ab — 2b% = 0, ecuatie omogens de gradul 2. impér‘gind
ecuatia omogena la b? # 0 si notand k = %, rezulta

kQ—k—2:0<:>k€{—1,2}:>%e{—1,2}<:>b€{—a,2a},

deci distingem cazurile

(i) b= —a, caz in care inlocuind in (2) rezulta b> =1 < b e {—1,1}.

Pentru b = 1 rezultd a = —1 = d iar din (1), obtinem ¢ = —2b = —2 gi avem solutia X; = (:é 711)
Pentru b = —1 rezultd @ = 1 = d, iar din (1), obtinem ¢ = —2b = 2 gi avem solutia Xy = (% _11).
(ii) @ = 2b, caz in care inlocuind in (2) rezultd 2b*> = —1 < b € {f\%, ﬁ}

Pentru b = —%, rezultda a = d = 2b = —2%, iar c = —2b= 2%; avem solutia X3 = —42 (_2 %)
Pentru b = —%, rezulta a =d = 2b = 2%7 iar c = —2b = —2%; avem solutia X, = Lz (_22 %)

in concluzie, M = { X1, Xo, X3, X4} i
1
S=8(X1)+5(X2) +8(X3)+5(Xy)=2-(1+1+4+1)+2- (2) (44+1+4+4)=14-13=1,

deci S=1. ®
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11.

12.

13.

14.

Suma solutiilor reale ale ecuatiei v/2z +1 =12 — 1 este: (6 pct.)
a)4;b)0;c) 1;d) 2;e) 3;f) 5

Solutie. Conditia de existenta a radicalului conduce la 2z +1 > 0 & = > —%. In plus, pozitivitatea

radicalului conduce la x —1 > 0 < x > 1, deci in final € [1,00). Ridicdnd la patrat ecuatia din enunt,
rezultd 2241 = (z—1)? & 22 —4x = 0 & z € {0,4}. Dar singura solutie care satisface conditia z € [1, 00)
este solutia = 4, deci suma solutiilor este 4. (@

ax —y+z=0
S& se determine a € R astfel incat sistemul { 2z 4y — 2z =0 si aibi si solutii nenule. (6 pct.)
r+y+22=0

a)a=-5b)a=5c)a=1;d)a=—-2¢)a=4;1f) a=—4.

Solutie. Sistemul este omogen si admite si solutii nebanale d.n.d. rangul matricei coeficientilor necunos-
cutelor este mai mic decat numarul de necunoscute. In cazul nostru, aceasta conditie revine la anularea

-1 1
determinantului matricei coeficientilor necunoscutelor. Acesta este % 1 -1 ’ =(2a+14+2)—(1—-4—a)=

3a + 6, si se anuleazi pentru a = —2. @

Consideram functia f : [-1,1] — R, f(z) = Z — 2arctg 1+ ', daca x € (—1,1], si f(-1) = —3.
Fie M ={meR | ecuat;la f(zx ) mx are trei solu‘gu reale gi distincte}. Atunci: (6 pct.)

a) M= (0,5];b) M = (5,5]:0) M =[5, 5]:d) M =[0,5];¢) M=[L§); 1) M = (L3].

Solutie. Discutam ecuatia f(x ) max, pentru x € [—1,1]. Se observa ca x = 0 satisface ecautia. Pentru

€ [-1,0)U(0, 1] cautam m € ]R entru care ecuatia are doua solutii distincte. Deoarece x # 0, impartind
prin z, ecuatia se rescrie h(x) = 0, unde

h(sc)—f(x)m—1<7r2arctg 1_x>m

T z \ 2 1+x

Se verifica ugor ca are loc tabelul de variatie:

T -1 0 1
h'(z) — — — | + + +
h(z) | 5-—m N\ 1-m | 1-m / L -—-m

Dorim ca ecuatia h(z) = 0 si aiba solutii in fiecare din intervalele z € [—1,0) si « € [—1,0), ceea ce revine
la0 e (1—-m,5 —m] adica 1 —m <0< § —m, de unde obtinem m € (1,5]. @

Notd. Solutia se simplificd semnificativ, dacd observam ca f(x) = arcsinz, Vo € [-1,1]. Pentru a
arata acest lucru, constatdm cd pentru z € (—1,1], notdnd « = f(x), rezultd tg(f(x)) = ﬁ, deci
f(z) = arctg ﬁ; apol notdnd sint = z rezultd f(xz) = t, deci f(x) = arcsinz pentru = € (—1,1].
Egalitatea are loc pe intregul interval [—1,1] deoarece f(z) si arcsinz sunt continue pe [—1, 1], derivabile
cu aceeagi derivata ﬁ pe (—1,1) si coincid la capetele intervalului [—1,1].

Fie polinoamele f = X3 +aX?+18gi g = X3 +bX +12, unde a, b € R. S& se calculeze S = a + b stiind
ca polinoamele f gi g au doud radécini comune. (6 pct.)

a) S=0;b) S=1;¢) S=3;d) S=-2;e) S=4;f) S=—

Solutie. Fie f = X3 +aX?+18 = (X —m)(X —n)(X —p), g = X3+ bX +12 = (X —m)(X —n)(X —q)
(m,n,p,q € C). Se observa ca f si g au coeficienti reali, deci p,q € R iar m,n sunt fie reale, fie complexe
conjugate. Din egalititile de mai sus rezultd prin scidere f —g = (¢ — p)d = aX? — bX + 6, unde p # q
si a # 0 (altfel se contrazice ultima egalitate). Atunci, asemenea lui d, f — g divide f, deci restul r al
impér@irii lui fla aX? — bX + 6 este identic nul. Prin calcul direct se obtine restul acestei impartiri,

r(z) =12 b+b —bag 4 (2a2 b care este identic nul dn.d. a=1gib=2. Deci S=a+b=3. ©

Notd. Folosind valorile obtinute pentru a si b, se obtin succesiv {m,n} = {1 +iv/5}, p = -3 si ¢ = —2.

Enunturi si solutii U.P.B. 2017 * M2 - 3



15. Pentru a > 0, consideraim functia f : [0,a] = Ry, f(x) =

ﬁ. Daca V(a) este volumul corpului obtinut

prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Oz, si se calculeze lim V(a). (6 pct.)
a—r o0

a) i b) 7% o) i d) o) i)

Solutie. Volumul este dat de formula V(a) = 7 ;' f*(z)dz = [} (Ht-i%)?' Calculam integrala nedefinita
asociatd [ Wii%’ plecand de la arctgz = 1122 si integrand prin parti:

arctgx

dz 1 , x —2x
= ——(@)dr=—— — [z — 4
/1+:c2 /1+x2(m) v 1+ 22 /ﬂlj (1+ 22)? v
x x? x (1+2?) -1
1122 " /(1+x2)2 R i / 1+a22)2

x 1 1
S Y (Y P
1—&-952+ </1+x2 v /(14—:1:2)2 I)

T 1
arctgx = T2 + 2 arctgx — 2/ md:}:7

/ 1 d 1 T n ¢
———dx = - | ———= + arctgx | .
(14 22)? 2\1+42a2 &
Prin urmare

V(a) /a ! dx ! T 4 arctgz
=7 — =7 - —
o (14 22)2 2 \1+4 22 &

deci

de unde rezulta

si deci
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