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Soluţie 
a) Asociativitatea rezultă din ( ) 2 5 ( )x y z x y z x y z= + + + = . 

b) 
5 5

5 5 0
2 2

   
− − = − + = ∈      
   

. 

c) , 5x e e x x x e= = ∃ ∈ ⇔ = − . 

d) ( )3 2
1 2,30 1 0 0, 1x x x x x x− = ⇔ − = ⇒ = = ± . 

e) ( ) ( ) ( )ln 5 ln 5 5 ln 5f x f y x y xy f xy= − + − + = − = . 

f) ' ' 5 ' 5 5 ' 2 5 \x x x x x x x x= = − ⇔ + + = − ⇔ = − − ∈  pentru că x ∈ . 
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Soluţie 
a) Se verifică prin calcul. 
b) Asociativitatea rezultă din ( ) ( 3)( 3)( 3) 3 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = − − − + = ∗ ∗ . 
c) Din definiţia elementului neutru se obţine ( 3)( 3) 3x e x− − + = ⇒ 4e = . 
d) Se ţine cont de punctele precedente, de faptul că legea este peste tot definită ( , 3x y∀ ≠  rezultă 

( 3)( 3) 3 3x y x y∗ = − − + ≠ ) şi că orice element { }3x ∈ −  admite simetricul { }1
3 3

3
x

x
′ = + ∈ −

−
. 

e) Cum 2
2 5 5 (5 3) 3 7x = ∗ = − + = , 2

4 2 2 2( 3) 3 19x x x x= ∗ = − + = , atunci 4 45 ( 3)(5 3) 3 35m x x= ∗ = − − + = . 

f) Cum (5 5) 3 4a = ∗ − = , (5 5 5) 3 8b = ∗ ∗ − = , 2(5 5 5 5) 3 16c b ac= ∗ ∗ ∗ − = ⇒ = ⇒ a,b ,c sunt termenii 
consecutivi ai unei progresii geometrice cu raţia 2. 
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Soluţie 

a) Avem 2 2( 1) 2x x x+ + = + , 2x ≥ − . Prin ridicare la pătrat se obţine ecuaţia 2 2 3 0x x− − = , adică 

{ }1,3x ∈ −  

b) Asociativitatea rezultă din 2 2 2( ) ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + = ∗ ∗ . 

c) Pentru 0x ≥  obţinem 0e = , dar pentru 0x < , 0x e x x x∗ = ∗ = − ≠ . Deci legea nu admite element neutru. 

d) Inegalitatea din enunţ este echivalentă cu inegalitatea ( ) ( )2 22x y x y+ ≤ ∗ , adică ( ) ( )2 2 22x y x y+ ≤ + , 

inegalitate care este echivalentă, după efectuarea calculelor cu ( )20 x y≤ − . 

e) Cum 2(1 1) 2a = ∗ = , 2(1 1 1) 3b = ∗ ∗ =  şi 2(1 1 1 1) 4 1c b a c b= ∗ ∗ ∗ = ⇒ − = − = ⇒ cerinţa din enunţ. 

f) Cum 2(1 7) (1 7) 8 2 7 8 2 7 4 2+ ∗ − = + + − = = , rezultă că afirmaţia din enunţ este adevărată. 
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Soluţie 

a) 2 2 2 2 2 2( 1)( 1) 1 2x y x y x y x y− − + = − − + = ∗ . 

b) Din ,x y G∈ , rezultă 2( 1) 0x − > ,  2( 1) 0y − > , deci 2 2( 1)( 1) 0x y− − >  şi imediat 

2 2( 1)( 1) 1 1x y x y∗ = − − + > . 

c) Asociativitatea rezultă din 2 2 2 2( ) ( 1)( 1) ( 1) 1 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = − − − + = ∗ ∗ . 

d) Din definiţia elementului neutru se obţine 2 2( 1)( 1) 1x e x− − + =  şi imediat 2e = . 

e) Rezultă din punctele precedente şi din faptul că orice element x G∈  admite simetricul 

2

1
1

1
x G

x
′ = + ∈

−
 . 

f) Cum ( )2 22 3 1 1 3 2x x x∗ = − + = − , atunci se obţine ecuaţia 23 2 5x − =  , de unde 2 9x = . Cum 

x G∈ , se obţine 3x = . 
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Soluţie 

a) Cum 2log2 ,xx x G= ∀ ∈ , obţinem ( ) ( )( )2
2 22 2

log log loglog log2 2
y x yy xx y x∗ = = = . 

b) Cum 
( ) ( )2 2

2 2log 2 log 42 2 82 4 2 2
⋅

∗ = = , atunci 8 3 242 2 2a = ∗ = . Analog 
2 3 2 2 5 6 30(2 2 ) (2 4 ) 2 2 2b = ⋅ ∗ ⋅ = ∗ =  şi atunci a b< . 

c) Asociativitatea rezultă din 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2log ( ) (log ) log log (log ) (log ) log ( )( ) 2 2 2 ( )x y z x y z x y zx y z x y z∗ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∗∗ ∗ = = = = ∗ ∗ . 

d) Din definiţia elementului neutru se obţine 2log ex e x x∗ = = , adică 2e = . 

e) 3 38 8 2x x e′ ′∗ = ∗ = = , cu 'x G∈ . Avem 
( ) ( )3

2 2log 8 log38 2 2
x

x
′⋅

′∗ = = , deci ( )29 log2 2x′⋅ = ⇒
1
92x G′ = ∈ . 

f) Se obţine  ( )2
2log2 2x = , adică ( )2

2log 1x =  şi prin urmare { }2log 1,1x ∈ − . Aşadar 
1

, 2
2

x
 ∈  
 

. 
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Soluţie 
a) Se verifică prin calcul. 

b) Avem  0
(1 )(1 )

xy
x y

xy x y
∗ = >

+ − −
 şi (1 )(1 )

( ) 1 0
(1 )(1 )

x y
x y

xy x y

− −∗ − = − <
+ − −

 pentru că ( ), 0,1x y ∈ . 

c) Asociativitatea rezultă din ( ) ( )
(1 )(1 )(1 )

xyz
x y z x y z

xyz x y z
∗ ∗ = = ∗ ∗

+ − − −
. 

d) Legea " "∗ este asociativă. Din definiţia elementului neutru se obţine 
(1 )(1 )

xe
x

xe x e
=

+ − −
, adică 

( )(1 )(2 1) 0, 0,1x x e x− − = ∀ ∈  şi deci 
1

2
e = . 

e) Rezultă din punctele precedente şi din faptul că orice element x G∈  admite simetricul 1x x G′ = − ∈ . 

f) Cum 
1 3

2(1 )3 2
3 3

x
x

x
xx x

∗ = =
− −+

, atunci ecuaţia devine 
1

2 7

x

x
=

−
, de unde 

1

4
x = . 
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Soluţie 

a) Asociativitatea rezultă din 3 3 33( ) ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + = ∗ ∗ . 

b) Folosind definiţia elementului neutru se obţine 0e = . 
c) Se ţine cont de punctele precedente , de faptul că legea este peste tot definită, este comutativă şi că orice 
element x ∈  admite simetricul x x′ = − ∈ . 

d) Distributivitatea se obţine din relaţiile: 3 3 3 3 3 33 3( ) ( ) ( )x y z x y z x y x z x y x z⋅ ∗ = ⋅ + = + = ⋅ ∗ ⋅ . 

e) Se cunoaşte că ( ),∗ ⋅  este grup şi ţinând cont de punctele precedente rezultă că ( ), ,∗ ⋅  este corp. 

f) Avem sistemul 
1

1

x y

x y

∗ =
 + =

⇔
3 3 1

1

x y

x y

 + =


+ =
 cu mulţimea soluţiilor ( ) ( ){ }1;0 , 0;1 . 
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Soluţie 
a) Se verifică prin calcul. 

b) Asociativitatea rezultă din 
1

( ) ( 1)( 1)( 1) 1 ( )
4

x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + − = ∗ ∗ . 

c) Din definiţia elementului neutru, se obţine 1e = . 

d) Dacă 2 1x p= + , 2 1y q= + , ,p q ∈ Z , atunci 
1

( 1)( 1) 1 2( 1)( 1) 1
2

x y x y p q H∗ = + + − = + + − ∈ . 

e) Pentru ,x H∈  se obţine 
4

1
1

x H
x

′ = − + ∈ ⇒
+

{ }( 1) 1, 2 4x + ∈ ± ± ±  şi cum ,x x H′ ∈ , rezultă { }3,1x ∈ − . 

f) Cum 
2( 1)1

1
2

x
x

x x

+∗ = − , atunci 
2 2( 1) ( 1)1

1 2 0
2 2

x x
x

x x x

+ −∗ − = − = ≥ . 
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Soluţie 
a) ( )( )2 2 4 2 2 , ,x y m xy x y m x y x y− − + − = − − + = ∗ ∀ ∈ . 

b) 22009 2009 2007 4 6.m m∗ = + − ⇒ =  
c) ( )( ), 2 2 2, 2x a a x a x x a a x a∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇔ − − = − ∀ ∈ ⇒ = . 

d) ( )3 3 , 2 4 , 6.x x x x x m x x m∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇔ − + − = ∀ ∈ ⇒ =  

e) Pentru 6, 2 2 2, 1 2 ... 2009 2.m x x x= ∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇒ ∗ ∗ ∗ =  

f) [ ) ( )( ), 2, 2 0, 2 0 2 2 4 4 6x y x y x y m m m∈ ∞ ⇔ − ≥ − ≥ ⇒ − − + − ≥ − ⇒ = . 
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Soluţie 
a) Se verifică prin calcul. 
b) Asociativitatea rezultă din ( ) 4( 1)( 1)( 1) 1 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = − − − + = ∗ ∗ . 

c) Din definiţia elementului neutru, se obţine 
3

2
e = . 

d) Dacă ,x y G∈ , atunci ( 1), ( 1) 0x y− − > , deci ( 1)( 1) 0x y− − > ⇒ 2( 1)( 1) 1 1x y x y∗ = − − + > , adică  
x y G∗ ∈ . 
e) Se ţine cont de punctele precedente şi de faptul că din definiţia elementelor simetrizabile,  pentru orice 

x G∈  se obţine
1

1
4( 1)

x G
x

′ = + ∈
−

. 

f) Cum  3 3
4( 1) 1

2
x x x x∗ ∗ = − + =   atunci se obţine 3 1

( 1)
8

x − = ⇒
3

2
x = . 
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Soluţie 

a) Asociativitatea rezultă din 3 3 33( ) 2 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ == + + + = ∗ ∗ . 

b) Folosind definiţia elementului neutru se obţine 3 3 3 1x e x+ + = , adică 1e = − . 
c) Se ţine cont de punctele precedente, de faptul că legea este peste tot definită şi că orice element x ∈  

admite simetricul 3 32x x ′ = − − ∈. 

d) 3 3 33( ) ( ) ( ) 1 1 1E x x x x x= ∗ − = + − + = = . 

e) Presupunem că ,x y ∗∃ ∈  cu 1
yx

y x
∗ = . Atunci 

33
3

3 3
1 1

y yx x

y x y x
∗ = + + = ⇔ 6 6 0x y+ = , imposibil 

pentru că ,x y ∗∈ . 

f) Notând 32 x t= , se obţine 2 2 0t t+ − =  cu soluţiile { }1, 2t ∈ − . Cum 32 0x t= > , avem 1t =  şi deci 0x = . 
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Soluţie 
a) Cum ( 2)( 2) 2x y x y= + + − , atunci ( ) ( 2)( 2)( 2) 2 ( )x y z x y z x y z= + + + − =   şi  prin urmare 
legea ” ” este asociativă. 
b) Folosind definiţia elementului neutru şi faptul că legea ” ” este comutativă, se obţine 

2 2 2xe x e x+ + + = , adică ( 2)( 1) 0x e+ + = , x∀ ∈  şi deci 1e = − . 
c) Cum  2 (3 1) (2 2)(3 1 2) 2 4(6 ) 2 4 22a a a∗ = + + + + − = + − = +  şi 
(2 3) (2 1) (2 2)(3 2) 2 (2 2)(1 2) 2 28a a∗ = + + − + + + − + = +  atunci se obţine 2a = . 
d) Se verifică condiţiile din definiţia grupului (legea este peste tot definită, este asociativă şi comutativă, 
admite elementul neutru 'e a= −  şi orice element x ∈  admite simetricul 2x a x′ = − − ∈ ). 

e) Cum 2( 2) 2x x x= + − , atunci 3( 2) 2x x x x= + − ⇒ 2m = − . 

f) Avem  x x x x∗ = ⇔ 22 2 ( 2) 2x x+ = + − ⇔ ( 2) 0x x + = , de unde { }2, 0x ∈ − . 
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 Rezolvare 

a) 

2

2 22 2 6 2 2 2 2 2 0
a a

a a a a −− −
 
 ∗ − = + − = − ≥
 
 

. 

b) Avem 12 2 3 2 4 16x x x+∗ = ⋅ + = , de unde 2 4x = , adică 2x = . 
c) Asociativitatea rezultă din ( ) 8 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + = ∗ ∗ . 
d) Din definiţia elementului neutru se obţine 4x e x+ + =  adică 4e = − . 
e) Se ţine cont de punctele precedente, de faptul că legea este comutativă, peste tot definită şi că orice 
element x ∈  admite simetricul8x x ′ = − − ∈ . 
f) Pentru 0x >  se notează 2log x t=  şi se obţine ecuaţia 2 4 7t t+ + =  cu soluţia 1t =  şi atunci 2x = . 
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Rezolvare 
a) Se verifică prin calcul. 
b) Asociativitatea rezultă din ( ) ( 6)( 6)( 6) 6 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = − − − + = ∗ ∗ . 
c) Din definiţia elementului neutru se obţine ( 6)( 6) 6x e x− − + =  şi 7e = . 

d) Dacă ,x y G∈ , atunci [ ]( 6), ( 6) 1,1x y− − ∈ − , deci [ ]( 6)( 6) 1,1x y− − ∈ − ⇒  

[ ]( 6)( 6) 6 5, 7x y x y∗ = − − + ∈ , deci  x y G∗ ∈ . 

e) Din 7x x∗ = , rezultă ( )26 1x − =  şi atunci { }5, 7M = . Rezultă că ( ),M ∗  este grup cu elementul neutru 

7e =  şi 5 5′ = . (eventual se poate alcătui tabla operaţiei) 
f) Cum ( 6)( 6) 6x y x y∗ = − − + , atunci relaţia din enunţ devine ( 6)( 6) 1x y− − = . Ţinând cont că ,x y ∈  

se obţin soluţiile 
7

7

x

y

=
 =

 şi 
5

5

x

y

=
 =

. 
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Rezolvare 
a) Se verifică prin calcul. 

b) Din ,x y G∈ , rezultă 2 2( 2)( 2) 0x y− − >  şi 2 2( 2)( 2) 2 2x y x y∗ = − − + >  

c) Asociativitatea rezultă din 2 2 2( ) ( 2)( 2)( 2) 2 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = − − − + = ∗ ∗ . 

d) Din definiţia elementului neutru se obţine 2 2( 2)( 2) 2x e x− − + = , adică 2 2 2( 2)( 2) 2x e x− − = − , 3e = . 

e) Din definiţia elementului simetrizabil, pentru 8x G= ∈ , există x G′ ∈  astfel încât 8 8 3x x e′ ′∗ = ∗ = = . 

Atunci 2(8 2)( 2) 2 3x′− − + =  şi cum x G′ ∈ , 
1 13

2
8 2 6

x G′ = + = ∈
−

.  

f) Cum 2(2 2) 2 4a = ∗ − = , 2(2 2 2) 2 8b = ∗ ∗ − =  şi 2(2 2 2 2) 2 16c = ∗ ∗ ∗ − = , atunci 2b ac=  adică a,b,c sunt 
termeni consecutivi ai unei progresii geometrice. 
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Rezolvare 
a) Cum ( 3)( 3) 3x y x y= − − + , avem  ( ) (( 3)( 3) 3 3)( 3) 3 ( 3)( 3)( 3) 3x y z x y z x y z= − − + − − + = − − − +  
şi ( ) ( 3)(( 3)( 3) 3 3) 3 ( 3)( 3)( 3) 3x y z x y z x y z= − − − + − + = − − − +  deci legea ” ” este asociativă. 
b) Din definiţia elementului neutru se obţine 12x a x+ − = ⇒ 12a = . 
c) Cum ( 3)( 3) 9x y x y a= − − + −  se obţine    2 (3 1) (2 3)(3 1 3) 9 7a a∗ = − ∗ − + − = − . De asemenea 
(2 3) (2 1) ( 9) ( 7) 2 19a a a∗ = − ∗ − = −  şi atunci 7 2 19a a− = − , adică 12a = . 
d) Se verifică condiţiile din definiţia grupului (legea este peste tot definită, este asociativă şi comutativă, admite 
elementul neutru 3e =  şi orice element x ∈  admite simetricul6x x ′ = − ∈. 
e) Pentru 12a = , ( 3)( 3) 3x y x y= − − + , atunci 2( 3) 3x x x= − +  şi 3( 3) 3x x x x= − + , atunci 3m = . 

f) Cum  
2

1

x y

x y

∗ =
 =

⇔
( 3) ( 3) 1

( 3)( 3) 2

x y

x y

− + − = −
 − − = −

, de unde mulţimea soluţiilor sistemului este ( ) ( ){ }1; 4 , 4;1 . 
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Rezolvare 
a) Asociativitatea rezultă din ( ) 6 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + = ∗ ∗ . 
b) Din definiţia elementului neutru se obţine 3x e x+ + = , adică 3e = − . 
c) Se ţine cont de punctele precedente, de faptul că legea este peste tot definită şi că orice element x ∈  
admite simetricul6x x ′ = − − ∈ . 

d) Notând 2log x t= , se obţine ecuaţia 3 0
2

t
t + − =  cu soluţia 2t =  şi 4x = . 

e) Cum 2 2 2 12a = ∗ ∗ = ,  2 2 3 5 17b a a a= ∗ = + + = + =  şi 2 5 22c b b= ∗ = + = , rezultă că  numerele 
a,b,c sunt termenii consecutivi ai unei progresie aritmetică cu raţia 5r = . 

f) Cum 
1

3 2 2
3 2 2

= −
+

 şi 1
3 2 2

3 2 2
= +

−
, atunci  2(3 2 2) (3 2 2) 9 3m = − ∗ + = = . 
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Soluţie 
a) Se verifică prin calcul. 
b) Asociativitatea rezultă din ( ) 9( 2)( 2)( 2) 2 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + − = ∗ ∗ . 
c) Se observă că legea este comutativă. Din definiţia elementului neutru se obţine 3( 2)( 2) 2x e x+ + − = , 

adică 3( 2) 1e + =  şi 5

3
e = − . 

d) Din definiţia elementului simetrizabil, se obţine 
5

3( 2)( 2) 2
3

x x′+ + − = − , 
1 41

2
9( 2) 21

x
x

′ = − + = −
+

. 

e) Cum 23( 2) 2x x x∗ = + −   şi 2 33 ( 2) 2x x x x∗ ∗ = + − , se obţine 2n = . 

f) Cum  ( 1) ( 1) 2 3 2 2 3a = − ∗ − + = − + = , 2( 1) ( 1) ( 1) 2 3 2 2 9b = − ∗ − ∗ − + = − + =  şi 
3( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2 3 2 2 27c = − ∗ − ∗ − ∗ − + = − + = , rezultă că numerele a,b,c sunt termeni consecutivi ai unei 

progresii geometrice cu raţia 3q = . 
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Rezolvare 

a) Cum ( ), 2, 2x y ∈ −  rezultă că ( )4, 4xy ∈ −  şi deci 4 0xy + > . Cum 
2( 2)( 2)

( ) 2 0
4

x y
x y

xy

+ +∗ + = >
+

 şi 

2(2 )(2 )
( ) 2 0

4

x y
x y

xy

− −∗ − = − <
+

, rezultă x y G∗ ∈ . 

b) Asociativitatea rezultă din 
4( )

( ) ( )
4

x y z xyz
x y z x y z

xy yz zx

+ + +∗ ∗ = = ∗ ∗
+ + +

. 

c) Din definiţia elementului neutru se obţine 
4( )

4

x e
x

xe

+ =
+

, adică ( )4 (1 ) 0, 2, 2e x x− = ∀ ∈ −  şi deci 0e = . 

d) Rezultă din punctele precedente şi din faptul că orice element x G∈  admite simetricul x x G′ = − ∈ .  
e) Cum 2( 2)( 2) 2(2 )(2 ) 8( )x y x y x y+ + − − − = +  şi 2( 2)( 2) 2(2 )(2 ) 2(4 )x y x y xy+ + + − − = +  atunci 

2( 2)( 2) 2(2 )(2 )

( 2)( 2) (2 )(2 )

x y x y
x y

x y x y

+ + − − −∗ =
+ + + − −

. 

f) Cum ( , )G ∗  este grup, atunci orice element este simetrizabil şi deci 1' 1= − (punctul d)). Compunând la 

stânga în relaţia dată cu 1' 1= − , se obţine  
4(1 1) 8

1 1
4 1 5

x
+= ∗ = =
+

. 
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 Rezolvare 

a) Cum 
1

( 1)( 1) 1
2

x y x y= − − + , atunci 
1

( ) ( 1)( 1)( 1) 1 ( )
4

x y z x y z x y z= − − − + = . 

b) Folosind definiţia elementului neutru şi comutativitatea legii " " se obţine 
1

( 1)( 1) 1
2

x e x e x= − − + = , 

adică ( 1)( 3) 0x e− − = , x∀ ∈  şi deci 3e = . 
c) Distributivitatea rezultă din 

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) 1 1 1 1 ( )

2 2 2

x y x z x y z
x y x z x y z

− − − − − + −∗ = + + + − = + = ∗ . 

d) Se verifică condiţiile din definiţia grupului (legea este peste tot definită, este asociativă şi comutativă, 
admite elementul neutru 1e =  şi orice element x ∈  admite simetricul2x x ′ = − ∈. 

e) Cum 
1 1 3

( 3)
2 2 2

a a
a x ax a x x

− −= − − + = +  şi a x a=  , x∀ ∈ , atunci 

1
0

2
3

2

a

a
a

− =
 − =


, adică 1a = . 

f) Cum 
3 3 1 3

3 1 1
2

− − += = , 3 1 1 1x x= =  şi 21
( 1) 1

2
x x x= − + , atunci   se obţine 1x = . 
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Rezolvare 
a) Din definiţia elementului neutru şi cum legea este comutativă, avem x e x∗ = , x∀ ∈ Z , adică 

( 2) 2e x e a x+ + + = , x∀ ∈ Z  de unde 
2 1

2 0

e

e a

+ =
 + =

. Deci 2a =  şi 1e = − .  

b) Cum ( 2)( 2) 2x y x y∗ = + + − , asociativitatea rezultă din 
( ) ( 2)( 2)( 2) 2 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + − = ∗ ∗ . 

c) Din egalităţile ( ) ( ) ( )2 4 2 2x y z x y z+ + ∗ = + + + −  şi 

( ) ( ) 2 ( 2)( 2) 2 ( 2)( 2) 2 2 ( 4)( 2) 2x z y z x z y z x y z∗ + ∗ + = + + − + + + − + = + + + −  rezultă că egalitatea 

din enunţ este adevărată. 

d) Din ( 2)( ' 2) 2 1x x x x′∗ = + + − = − , rezultă 1
2

2
x

x
′ = − + ∈

+
Z  pentru x ∈ Z . Atunci ( 2) 1x + , adică 

{ }( 2) 1,1x + ∈ − . Obţinem { }3, 1x ∈ − −  

e) Din 3x y∗ =  se obţine ( 2)( 2) 5x y+ + = , de unde  ( ) ( ) ( ) ( ){ }( 2; 2) 1;5 , 1; 5 , 5,1 , 5; 1x y+ + ∈ − − − −  şi 

atunci mulţimea soluţiilor ecuaţiei este ( ) ( ) ( ) ( ){ }1;3 , 3; 7 , 3, 1 , 7; 3− − − − − −  

f) Cum { }( 3) ( 3) 3 ( 1) ( 1) 3, 1a− ∗ − = − = − ∗ − ∈ − −   atunci se obţine { }0, 2a ∈ . De asemenea 

{ }( 3) ( 1) ( 1) ( 3) 5 3, 1a− ∗ − = − ∗ − = − ∈ − − , adică { }2, 4a ∈ . Prin urmare 2a = .  
 

21/100Subiectul II



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

Rezolvare 

a) Avem 3 32 1x x x∗ = −  şi ecuaţia devine  3 32 1 1x − = , de unde 1x = . 

b) Asociativitatea rezultă din 3 3 33( ) 2 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + − = ∗ ∗ . 

c) Folosind definiţia elementului neutru se obţine 3 3 3 1x e x+ − =  adică  1e = . 
d) Din definiţia elementului simetrizabil, pentru x ∈ , există x′ ∈ , astfel încât 1x x x x e′ ′∗ = ∗ = = . Se  

3 3 32 8 2x x′ = − = − = −  . 

e) Cum  3(2 2) 15a = ∗ = , 3(2 2 2) 22b = ∗ ∗ =  şi 3(2 2 2 2) 29c = ∗ ∗ ∗ = , rezultă că a,b,c sunt termeni 
consecutivi ai unei  progresii aritmetice cu raţia 7r = . 

f) Avem 3 3 3 332 33 32 33 1 64m = ∗ = + − = , adică 24 2m = = . 
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Rezolvare 
a) 2( 3)( 3) 3 2 6 6 15x y xy x y x y+ + − = + + + = ∗  
b) Asociativitatea rezultă din ( ) 4( 3)( 3)( 3) 3 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + − = ∗ ∗ . 

c) Din definiţia elementului neutru se obţine 2( 3)( 3) 3x e x+ + − = , adică 2( 3) 1e + =  şi deci 
5

2
e = − . 

d) Dacă ,x y G∈ , atunci ( )( 3), ( 3) 0,x y+ + ∈ ∞ , deci ( )( 3)( 3) 0,x y+ + ∈ ∞  şi 

( )2( 3)( 3) 3 3,x y x y∗ = + + − ∈ − ∞ , deci  x y G∗ ∈ . 

e) Se ţine cont de punctele precedente şi de faptul că din definiţia elementelor simetrizabile  pentru orice 

x G∈  se obţine 
1

3 ( 3, )
4( 3)

x
x

′ = − + ∈ − ∞
+

 

f) 2 3 32 ( 3) 3 2 ( 3) 3nx x x x x∗ ∗ = + − = + − , x∀ ∈ , de unde 2n = . 
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Rezolvare 

a) 2 2 2 2 2 2( 4)( 4) 4 4 4 20x y x y x y x y− − + = − − + = ∗  

b) Din ,x y G∈ , rezultă 2 2( 4)( 4) 0x y− − >  şi imediat 2 2( 4)( 4) 4 2x y x y∗ = − − + >  

c) Asociativitatea rezultă din 2 2 2 2( ) ( 4)( 4) ( 4) 4 ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = − − − + = ∗ ∗ . 

d) 2 2( 4)( 4) 4x e x− − + =  şi imediat  5e = . 

e) Rezultă din punctele precedente şi din faptul că orice element x G∈  admite simetricul 

2

1
4

4
x G

x
′ = + ∈

−
. 

f) Avem ecuaţia 2 2( 4)( 4) 4 8x y− − + = , de unde 2 2( 4)( 4) 60x y− − = . Cum { }, 0,1, 2x y ∈ −  se 

obţine 

2

2

4

60
4

x d

y
d

 − =



− =

, unde 60d . Cum 2 4x d= + , { }1, 2,3, 4,5,6,10,12,15, 20,30, 60d ∈ convine doar 

{ }5,12,60d ∈ . { }3, 4,8x ∈ , iar { }4,3, 5y ∈ . Deci mulţimea soluţiilor ecuaţiei este ( ) ( ){ }3; 4 , 4;3  
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Rezolvare 
a) Cum ( 5)( 5) 5x y x y= − − + , atunci ( ) ( 5)( 5)( 5) 5 ( )x y z x y z x y z= − − − + = . 
b) ( 5)( 5) 5x e x e x= − − + = , adică ( 5)( 6) 0x e− − = , deci 6e = . 
c) Cum ( ) ( 5)( 5) 5 ( 5)( 10) 5x y z x y z x y z∗ = − ∗ − + = − + − +  şi 
( ) ( ) ( ) ( ) 5 ( 5)( 5) ( 5)( 5) 5 ( 5)( 10) 5x y x z x y x z x y x z x y z∗ = + − = − − + − − + = − + − +  rezultă că se 
verifică cerinţa 
d) Se verifică condiţiile din definiţia grupului (legea este peste tot definită, este asociativă şi comutativă, 
admite elementul neutru 5e =  şi orice element x ∈ Z  admite simetricul10x x′ = − ∈ Z ). 
e) Se folosesc punctele precedente şi se ţine cont că legea  ” ” este peste tot definită. 
f) Se obţine ecuaţia 2 210 30x x x− + = , adică  3x = . 
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Rezolvare 
a) ( )2 2 2 2 2 2 2x y xy x y xy x y∗ = − + + + = − − + + =

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 ,x y y x y x y= − − − + = − − + ∀ ∈ . 

b) ( )( )2 2 2 2 2 2 .x x x∗ = − − + = ∀ ∈  

c) Se demonstrează că ( ) ( ) ( )( )( ), , 2 2 2x y z x y z x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ = − − − . 

d) Se arată că e∃ ∈ astfel încât ,x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . Existenţa elementului e se determină din 

,x e x x∗ = ∀ ∈ de unde se obţine 2 1e = + ∈ . Se demonstrează că legea " "∗  este comutativă pe  

adică , ,x y y x x y∗ = ∗ ∀ ∈ . Deci 2 1e∃ = + ∈ astfel încât ,x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . 

e) Pentru ca structura algebrică ( ),∗  să fie grup este necesar ca orice element al mulţimii să fie 

simetrizabil în raport cu legea " "∗ . Deducem că 1
' 2 , 2

2
x x

x
= + ∈ ∀ ≠

−
, deci 2 nu este 

simetrizabil în raport cu legea " "∗ , de unde rezultă că structura algebrică ( ),∗  nu este grup. 

f) Datorită asociativităţii legii " "∗ , grupând termenii şi ţinând cont de cerinţa b), obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 0 1 3 2 2 2

α

α
 
 − ∗ − ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ = 
  

. 
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Rezolvare 
a) Se verifică prin calcul. 
b) Se demonstrează că ( ) ( ) ( )( )( ), , 2009 2009 2009 2009x y z x y z x y z x y z∀ ∈ = = − − − +  

c) Utilizând proprietatea de asociativitate a legii de compoziţie  obţinem:    
( ) ( )2009 2009 2009 2009 2009 2009 2009= = . 

d) Determinăm dacă e∃ ∈ astfel încât ,x e e x x x= = ∀ ∈ . Existenţa elementului e se determină din 
faptul că ,x e x x= ∀ ∈ de unde se obţine că 2010e = ∈ . Se demonstrează că legea " " este comutativă 
pe  adică , ,x y y x x y= ∀ ∈ . Deci 2010e∃ = ∈ astfel încât ,x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . 

e) ( ) 2, , 2009 , , 2009 2009 2009 2009x y H x y x y H xy x y∀ ∈ ≥ ⇔ ∀ ∈ − + + + ≥ ⇔

( )( ), , 2009 2009 0x y H x y⇔ ∀ ∈ − − ≥ adevărat. 

f) Ecuaţia devine ( )2 1 2 2009 2 2009 0x x− + ⋅ + ⋅ =  ce are mulţimea soluţiilor { }1;4018 .  
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Rezolvare 

a) Se demonstrează că ( ) ( ) ( 1)( 1)( 1) 1
, ,

4

x y z
x y z x y z x y z

+ + + −∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ =  

b) Din x e x∗ =  
( 1)( 1)

1
2

x e
x x

+ +∀ ∈ ⇒ − =  , x∀ ∈ ⇒ ( 1) 1e x x+ = +  , x∀ ∈ 1e⇒ = ∈ . 

c) Pentru a arăta că ( ),∗   nu este grup, este suficient să demonstrăm că există un număr real nesimetrizabil 

în raport cu legea " "∗ . x ∈ este simetrizabil x′⇔ ∃ ∈  a..î. x x x x e′ ′∗ = ∗ = . Din punctul b) şi din faptul 
ca legea " "∗  este comutativă avem că 1e∃ = ∈ , 1 1x x x∗ = ∗ =  x∀ ∈ , deci 1e =  este element neutru al 

legii " "∗ . Din 1x x′∗ =  obţinem 
4

1
1

x
x

′ = − ∈
+

, doar pentru 1x ≠ − . Deci 1−  este nesimetrizabil şi în 

consecinţă ( ),∗ nu este grup. 

d) Deoarece ( ) ( )1 1y y− ∗ = − ∀ ∈ , şi legea ∗  este asociativă pe , obţinem: 

( ) ( ) ( )
201

1 0 1 1 0 1 ... 1 0 1

termeni

− ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 1 0 1... 1 0 1 1 1

y

y − ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ = − ∗ = −  . 

e) Întocmind tabla legii de compoziţie " " pe mulţimea H obţinem în interiorul acesteia doar elementele lui 
H. Deci ,x y H x∀ ∈ ⇒ y H∈ . 
f) Din tablă obţinem elementul neutru 1e = . 
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Rezolvare 

a) Se demonstrează că ( ) ( ) 3
, ,

4

xyz xz yz xy x y z
x y z x y z x y z

+ + + + + + −∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ = . 

b) ( ) 1 1
1 1

2

x x
x

− + − −∗ − = = − , x∀ ∈ . 

c) Deoarece ( ) ( ) ( )1 1 1x x∗ − = − ∗ = − , x∀ ∈ , şi legea ∗ este asociativă pe , obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( )2009 2008 ... 2 1 0 1... 2008 2009
yx

   
   − ∗ − ∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗
     

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1x y x y y= ∗ − ∗ = ∗ − ∗ = − ∗ = − . 

d) Se demonstrează că e∃ ∈ a.î. x e e x x∗ = ∗ = , x∀ ∈ . 
Existenţa elementului e se determină din faptul că x e x∗ = , ,x∀ ∈ de unde se obţine ca 1e = . 
e) Întocmind tabla legii de compoziţie " " pe mulţimea H obţinem în interiorul acesteia doar elementele lui 
H. Deci ,x y H x∀ ∈ ⇒ y H∈ . 
f) Din tablă obţinem elementul neutru 1e = . 
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Rezolvare 
a) Se demonstrează că 1x∀ ≥  şi 1y∀ ≥ , 1x y∗ ≥ ⇔  

2 2 2 2 2 22 1 ( 1)( 1) 0x y x y x y⇔ − − + ≥ ⇔ − − ≥  adevărat. 

b) Se demonstrează că ( ) ( ) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , ,x y z I x y z x y z x y z x z y z x y x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ = − − − + + +  

c) Se arată că e I∃ ∈ astfel încât ,x e e x x x I∗ = ∗ = ∀ ∈ . Se demonstrează că legea ∗  este comutativă pe 
I adică , ,x y y x x y I∗ = ∗ ∀ ∈ . Existenţa elementului e  se determină din ,x e x x I∗ = ∀ ∈ de unde se obţine 

2 2 2e e= ⇔ = ± . Dar este bun doar [ )2 1,e = ∈ ∞ .  

d) ( ) ( )22 2 4 2 2 4 21 1 2 1 2 1x x x x x x x x∗ − = − ⇔ − − + − = − +   adevărat 

e) Se întocmeşte tabla legii de compoziţie " "∗  pe mulţimea H. 

f) Din tablă obţinem elementul neutru 2e =  şi faptul că 0 şi 2  sunt simetrizabile în raport cu legea " "∗  

simetricele lor fiind 2  respectiv 0. 
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Rezolvare 
a) Se arată că e∃ ∈ astfel încât ,x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . Se demonstrează că legea ∗  este comutativă pe  
adică  x y y x∗ = ∗ , ,x y∀ ∈ . Existenţa elementului e  se determină din x e x∗ = ,  x∀ ∈  de unde se 
obţine 2e = ∈ .  
b) Se demonstrează că , ,x y z∀ ∈  ( ) ( ) 4x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + − . 

c) , 3x e e x x x e= = ∀ ∈ ⇒ = . 

d) Fie 2 1x k= + , 2 1y p= + , ,k p ∈ , ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 6x y k p k p= + + − + − + + =  

( )2 2 1 1kp k p H= − − + + ∈ , 2 1kp k p− − + ∈ .  

e) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 6 2 2 4 10x y z x y z x y z x y z xz yz x y z∗ = + − = + − ⋅ − + − − + = + − − − + . 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 6 2 2 6 2 2 4 10x z y z xz x z yz y z xz yz x y z∗ = − − + ∗ − − + = + − − − + . 

f) Se arată că  legea  „ ∗ ”  este asociativă (din b), comutativă (din a), că admite element neutru (din a)) şi că 
orice element este simetrizabil în raport cu legea ∗ . 
Se arată că  legea „ ” este asociativă (prin calcul direct), că admite element neutru (din c)). 
Se arată că  legea „ ” este distributivă faţă de legea  „ ∗ ” (din e)) şi din comutativitatea legii " ". 
Deci ( ), ,∗  este inel. 
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Rezolvare 
a) Tablele legilor de compoziţie " " si " "⊕ sunt: 

 0 1 2 3 4 5 6 7 ⊕
 

0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 7 1 1 2 3 4 5 6 7 0 
2 0 2 4 6 0 2 4 6 2 2 3 4 5 6 7 0 1 
3 0 3 6 1 4 7 2 5 3 3 4 5 6 7 0 1 2 
4 0 4 0 4 0 4 0 4 4 4 5 6 7 0 1 2 3 
5 0 5 2 7 4 1 6 3 5 5 6 7 0 1 2 3 4 
6 0 6 4 2 0 6 4 2 6 6 7 0 1 2 3 4 5 
7 0 7 6 5 4 3 2 1 

 

7 7 0 1 2 3 4 5 6 

b) ( )5 6 7 3 7 5⊕ = = şi ( ) ( )5 7 6 7 3 2 5⊕ = ⊕ = . Deci ( ) ( ) ( )5 6 7 5 7 6 7⊕ = ⊕ . 

c) Din tabla legii deducem că 7 7 1=  si 1 este elementul neutru al legii . 

    Datorită asocitativităţii ( ) ( )
2010 10051005

7 7 ... 7 7 7 ... 7 7 1 1 ... 1 1
cifre cifregrupe

= = =   

d) Fie x M∈ . x este simetrizabil dacă x M′∃ ∈ astfel încât 1x x x x′ ′= = . Obţinem { }1,3,5,7  mulţimea 

elementelor simetrizabile în raport cu legea unde 1 1′ = , 3 3′ = , 5 5′ = , 7 7′ = . 
e) Se întocmeşte tabla legii ⊕  pe mulţimea H şi pentru că ,x y H∀ ∈ , x y H⊕ ∈ se deduce că H   
este parte stabilă a lui M în raport cu legea ⊕ . 
f) G { }1,3,5,7 .= Se întocmeşte tabla legii pe mulţimea G şi se deduce că: 

,x y∀ ∈  G x y ∈ G. Deci G este parte stabilă a lui M  în raport cu legea . 
 Legea fiind asociativă pe M  este asociativă şi pe G M⊂ . 
 Legea  este comutativă pe G deoarece tabla legii pe mulţimea G este simetrică faţă de   
 diagonala principală, deci ,x y∀ ∈ G, x y y x= . 
 1 este elementul neutru al legii şi toate elementele lui G  sunt simetrizabile. 
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Rezolvare 
a) Fie ( ), 1,x y ∈ + ∞ , 3 3 31 log log 1 log 1x y x y xy= + + = + > , pentru că 1xy > şi deci 3log 0xy > . 

b) ( )2 3 4 2 3 4 4 4
3 3 3 3 3(3 3 ) 3 1 log 3 log 3 3 6 3 1 log 6 log 3 log 1458a = = + + = = + + = . 

   ( )2 3 4 2 3 4 2 2
3 3 3 3 33 (3 3 ) 3 1 log 3 log 3 3 8 1 log 3 log 8 log 216b = = + + = = + + = . Deci .a b>  

c) Deoarece 2 3 4(3 3 ) 3 ≠ 2 3 43 (3 3 )  legea „ ” nu este asociativă  pe G . 

d) 3 33 3 1 log 3 log 3 1m n m n m n= + + = + + . 

e) 3 9 10x x = ⇔ 3 31 log 3 log 9 10x x+ + = ⇔ 1 2 10x x+ + = ⇔ 3x = . Deci { }3S = . 

f) 1 2 3 4 5 6 11 12(3 3 ) (3 3 ) (3 3 ) ... (3 3 )S = + + + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12 13
1 2 1 3 4 1 5 6 1 ... 11 12 1 1 2 3 ... 12 6 6 84

2

⋅= + + + + + + + + + + + + = + + + + + = + = . 
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Rezolvare 
a) ( ) ( ) 2 , , , .x y z x y z x y z m x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + + ∀ ∈ .  

b) ( ) ( )6 6 , 6 6x x x x x m x m∗ − = − ∗ = ∀ ∈ ⇔ − + = ⇔ = . 

c) ( )2 2
1 21 0 0, 1.x x x x m x x x x∗ = + + ⇒ + = ⇒ = = −  

d) 2 20 0 1 4 0x x x x m m∗ = ⇒ + + = ⇒ ∆ = − < , dar 0m >  întreg, deci ecuaţia nu are soluţii reale. 

e) ( )( ) ( )( ) 3x x y y m m m− ∗ ∗ ∗ − = ∗ = . 

f) ( ) 2x x m m∗ − = ⇒ = . 
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Rezolvare 
a) ,x y∀ ∈ x y y x∗ = ∗ ( )( ) ( )( )2009 2009 2009 2009 2009 2009 2009 2009x y y x⇔ − − + = − − +  adevărat 

deoarece înmulţirea este comutativă pe . 
b) x y x∗ =   ( )( )2009 2009 2009 2009x x y x∀ ∈ ⇔ − − + = , x∀ ∈  

  ( ) ( )2009 2009 2009 1 0x y ⇔ − − − =  , x∀ ∈   
1

2009
2009

y⇔ = + ∈ . 

c) x z z∗ = , x∀ ∈  ( )( )2009 2009 2009 2009x z z⇔ − − + = , x∀ ∈  

     ( ) ( )2009 2009 2009 1 0z x ⇔ − − − =  , x∀ ∈ 2009z⇔ = ∈ . 

d) Se demonstrează că { }, 2009x y∀ ∈ −  { }2009x y∗ ∈ − ⇔  

     ( )( )2009 2009 2009 2009 2009x y⇔ − − + ≠ ⇔ ( )( )2009 2009 0x y− − ≠  adevărat . 

e) Se demonstrează că legea ∗  este asociativă pe { }2009− , { }, , 2009x y z∀ ∈ − . 

( ) ( ) ( )( )( )22009 2009 2009 2009 2009x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = − − − + . La punctul a) s-a demonstrat că 

legea ∗  este comutativă. Deoarece legea este comutativă, din punctul b) obţinem că 1
2009

2009
e∃ = + ∈  

elementul  neutru al legii " "∗  definită pe { }\ 2009 . Deci legea " "∗ este asociativă, comutativă şi are 

element neutru pe { }\ 2009 . Se demonstrează că orice element din { }\ 2009  este simetrizabil. 

1
2009

2009
x x x x′ ′∗ = ∗ = + . Din 

1
2009

2009
x x′∗ = +  obţinem 

( )2

1
2009

2009 2009
x

x
′ = +

−
. 

{ } { }\ 2009 , \ 2009x x′ ∈ ∀ ∈ . Deci { }( )\ 2009 ,∗ este grup. 

 f) Se alege \a ∈ . De exemplu 2a = . Obţinem ( )( )2 2009 2 2009 2009 2009b b∗ = − − + ∈  

2009 2 2009b⇒ − = +  de unde 2 2 2009b = + ⋅ .   
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Rezolvare 
a) 5 5 2 . (10 ) 0x k u c k∗ = ∗ = = . 
b) Tabla legii de compoziţie ∗  este: 

∗  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
2 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 
3 0 3 6 9 2 5 8 1 4 7 
4 0 4 8 2 6 0 4 2 8 6 
5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 
6 0 6 2 8 4 0 6 2 8 4 
7 0 7 4 1 8 5 2 9 6 3 
8 0 8 6 4 2 0 8 6 4 2 
9 0 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

 
c) Legea ∗ este asociativă deci [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 0

x y

N x y= ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ = . 

d) Elementul neutru al legii ∗  este 1, deoarece  1 1x x x∗ = ∗ = , x M∀ ∈ . 
    Elementele x M∈ simetrizabile sunt acele elemente pentru care exista x M′∃ ∈ a.î. 1x x x x′ ′∗ = ∗ = . 
    Din tablă se obţine că 1,3,7 si 9 sunt simetrizabile simetricele lor fiind 1,7,3 si respectiv 9  
e) Întocmind tabla legii de compozitie ∗  pe mulţimea H  

∗  0 2 4 6 8 

0 0 0 0 0 0 
2 0 4 8 2 6 
4 0 8 6 4 8 
6 0 2 4 6 8 
8 0 6 2 8 4 

se obţine că ,x y H∀ ∈ x y H∗ ∈ deci H este parte stabilă a mulţimii M în raport cu legea ∗ . 

f) ( )3 7 9 3 7 9x x x∗ ∗ = ⇔ ∗ = ⇔ = . 
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Rezolvare 
a) 10 x r∗ =  unde r  este restul împărţirii lui 10 x⋅  la 10.  
    Cum ( )10 :10x x⋅ =  rest 0 obţinem 10 x∗ =0 x∀ ∈  

b) Deoarece ∗  este asociativă, 5 5 5 5 5 5 (5 5) (5 5) 5 (5 5) 5 5 5∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ =   
c) Se scrie tabla legii de compoziţie " "∗  pe mulţimea I  

∗  1 3 5 7 9 

1 1 3 5 7 9 
3 3 9 5 1 7 
5 5 5 5 5 5 
7 7 1 5 9 3 
9 9 7 5 3 1 

 
De aici se obţine că ,x y I∀ ∈ , x y I∗ ∈ . 

d) Din tabla legii de compoziţie " "∗  pe mulţimea { }\ 5I  obţinem că { }, \ 5x y I∀ ∈ { }\ 5x y I∗ ∈ , obţinem 

că legea  “ ∗ ” este comutativă, tabla legii " "∗  fiind simetrică faţă de diagonala principală, că 1 este elementul 
neutru al legii “ ∗ ” pe mulţimea { }5I − şi ca orice element din mulţimea { }5I − este simetrizabil în raport cu 

legea “ ∗ ”: 1 1′ = , 3 7′ = , 7 3′ = , 9 9′ = . Legea “ ∗ ” fiind şi asociativă obţinem că { }( \ 5 , )I ∗  grup comutativ. 

e) Deoarece “ ∗ ” este asociativă pe  avem A = 2 4 6 ... 2010∗ ∗ ∗ ∗ = (2 4 6 8) 10 (12 ... 2010)
x y

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ =  

(10 ) 0 0x y x= ∗ ∗ = ∗ = . 
f) Se presupune că legea de compoziţie  " "∗ , definită pe mulţimea , admite element neutru, adică 
există e ∈  astfel încât oricare ar fi x∀ ∈ , e x x∗ = .  
Pentru 10x > , înseamnă că restul împărţirii lui e x⋅  la 10 este x ceea ce este absurd, restul împărţirii fiind 
mai mic strict decât împărţitorul.  
Deci legea de compoziţie  " "∗ , definită pe mulţimea , nu admite element neutru. 
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Rezolvare 

a) Se arată că 2 , 2n mx M y M∀ = ∈ ∀ = ∈ , 2 2 2n m n mx y M M+⋅ = ⋅ ∈ ⇔ ∈ , adevărat pentru că n m+ ∈ . 
b) Deoarece înmulţirea numerelor raţionale este asociativă şi comutativă şi admite element neutru pe 1 şi 
deoarece M este parte stabilă a lui  în raport cu înmulţirea şi 01 2 M= ∈ obţinem că ( ),M ⋅ este o structură 

comutativă, asociativă şi cu 1 element neutru. Se arată că 2nx M∀ = ∈ , x M′∃ ∈ a.î. 1x x x x′ ′⋅ = ⋅ = . 

Se  obţine 
1

2
2

n
n

x M−′ = = ∈ . Deci ( ),M ⋅  este grup comutativ. 

c) Se demonstrează că 2 2, .x n y m P∀ = = ∈  ( )22 2 .x y n m P n m P⋅ = ⋅ ∈ ⇔ ∈ , adevărat pentru că n m⋅ ∈ . 

d) Fie 2 .x n P= ∈  x este inversabil x N′⇔ ∃ ∈ a.î. 1x x x x′ ′⋅ = ⋅ = .  

Adică 
2

1 1 1
1.x P n

n nn

 ′ = = ∈ ⇔ ∈ ⇔ = ± 
 

Deci mulţimea elementelor inversabile ale lui P este { }1±  

e) Se arată că 1 2 32 2 2 2k k k k P+ + +⋅ ⋅ ⋅ ∈ , k∀ ∈ ⇔  ( )24 6 2 32 2k k P+ += ∈ , adevărat pentru că 2 32 k+ ∈ . 

f) Se demonstrează că 2n∃ = ∈ a.î. 22n n= deci .M P∩ ≠ ∅  
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Rezolvare 
a) 8 8x ∗ = , x∀ ∈ . 

b) Se demonstrează că , ,x y z∀ ∈   ( ) ( ) ( )( )( )28 8 8 8 8x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = − − − + .  

c) Asociind corespunzător termenii obţinem ( ) ( ) ( )8 7 ... 1 0 1 ... 7 8 8 8

x

x
 
 − ∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ =
 
 

. 

d) Se demonstrează că ,x y H∀ ∈ x y H∗ ∈ ⇔ ( )( ) ( )( )8 8 8 8 8 8 8 8 0x y x y− − + ≥ ⇔ − − ≥ adevărat. 

e)Legea " "∗ este comutativă. ( )( ) 1
8 8 8 8 8

8
x e x x e x e H∗ = ⇔ − − + = ⇒ = + ∈ . 

f) ( )( )8 8 8 8.a b a b∗ = − − + Se alege 
1 1 17 33

8 , 8 \ , \
2 4 2 4

a b a b− = − = ⇒ = ∈ = ∈ şi 

1 1
8 8 9

2 4
a b∗ = ⋅ ⋅ + = ∈ . 
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Rezolvare 

a) 10 0x∗ =  pentru că ( )10 :10x x⋅ =  rest 0 , x∀ ∈ . 

b) ( ) ( )6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ = ∗ =  (s-a aplicat proprietatea de asociativitate a legii " "∗ ) 

c) Se demonstrează că ,x y P∀ ∈ , x y P∗ ∈  ceea ce rezultă din tabla legii " "∗ . 
d) Din tabla legii, deoarece este simetrică faţă de diagonala principală, rezultă că legea " "∗ este comutativă.(1) 
Din tabla legii deducem că 6 este element neutru (2) şi că orice element din P este simetrizabil (3): 2 8′ = , 
4 4′ = , 6 6′ = , 8 2′ = . Din punctul c) din faptul că " "∗  este asociativă (ipoteză), comutativă (1) , admite 
element neutru (2) şi orice element este simetrizabil (3)  se deduce că ( ),P ∗  este grup comutativ. 

e) ( )2 4 8 2 2 6x x x P∗ ∗ = ⇔ ∗ = ⇔ = ∈ . 

f) Datorită asociativităţii legii " "∗  
A= ( ) ( ) ( )1 2 3 ... 2009 1 2 ... 9 10 11 ... 2009 10 10 0 0

x y

x y x y y∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ = . 
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Rezolvare 

a) 2 21 1 2 0 ;M= + ⋅ ∈  2 22 0 2 1 M= + ⋅ ∈ ; 2 24 2 2 0 M= + ⋅ ∈ ;  2 26 2 2 1 M= + ⋅ ∈ ; 2 28 0 2 2 M= + ⋅ ∈ ; 
2 29 1 2 2 M= + ⋅ ∈ . Deci x H x M∀ ∈ ⇒ ∈  adică H M⊂ . 

b) Dacă 1a = ∈  şi 0b = ∈ , 2 21 1 2 0= + ⋅ .  
c) Unicul element inversabil din mulţimea M  este 1 şi inversul său este tot 1. 

d) 9 2∗ = u.c. 2(9 ) =1, 2*9 = u.c. ( 92 ) 2= .  Deci  9 2 2*9∗ ≠  
e) Se scrie tabla legii de compoziţie ∗  pe mulţimea H  

∗  1 2 4 6 8 9 

1 1 1 1 1 1 1 
2 2 4 6 4 6 2 
4 4 6 6 6 6 4 
6 6 6 6 6 6 6 
8 8 4 6 4 6 8 
9 9 1 1 1 1 9 

Din tablă se obţine , ,x y H x y H∀ ∈ ∗ ∈ . 

f) Deoarece tabla legii " "∗ pe submulţimea { }1 4,6H H= ⊂ este simetrică faţă de diagonala principală legea 

" "∗  este comutativă pe 1H . 

∗  4 6 

4 6 6 
6 6 6 
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Rezolvare 

a) ( ) 27 7 7 7 7 7 7x x x∗ = − + + + =  , x∀ ∈ . 

b) ( )( ) 27 7 7 7 7 7 7x y xy x y x y− − + = − − + + = ∗ , ,x y∀ ∈ . 

c) Se demonstrează că , ,x y z∀ ∈   ( ) ( ) ( )( )( )7 7 7 7x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = − − − + . 

d) 21 1 1 1 15
6 6 7 6 6 7 7

22 2 2 2
x y M

    ∗ = + − − + + − + + = ∈    
    

. 

e) Se demonstrează că e M∃ ∈ a.î. x M∀ ∈   x e e x x∗ = ∗ = . Se obţine 8e M= ∈ . 
f) Utilizând proprietatea de asociativitate a legii " "∗  şi punctul a) se obţine 1 2 ... 2008 7∗ ∗ ∗ =  
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Rezolvare 
a) Fie 2, 2 , , , ,x a b y c d M a b c d= + = + ∈ ∈  

( ) ( ) 2x y a c b d+ = + + +  şi deoarece a c+ ∈ şi b d+ ∈  se obţine că x y M+ ∈ . 
b) Se demonstrează că ,x y M∀ ∈  x y M⋅ ∈  

Fie 2x a b= +  şi 2y c d= + M∈ , , , ,a b c d ∈  

( 2 ) ( ) 2x y ac bd ad bc⋅ = + + +  şi deoarece 2ac bd+ ∈ şi ad bc+ ∈  se obţine că x y M⋅ ∈  

c) 0 0 0 2 M= + ⋅ ∈  şi 1 1 0 2 M= + ⋅ ∈  deci { }0,1 M⊂ . 

d) Deoarece 1 este element neutru al operatiei " "⋅ definită pe  şi 1 M∈  rezultă 1 este element neutru al 
operaţiei " "⋅  definită pe M. 

5 2−  este inversabil in raport cu " "⋅ 2m p M⇔ ∃ + ∈  astfel încât ( )( )2 5 2 1m p+ − =  

5 0 5

5 2 1 5 5 2 1

p m m p

m p p p

− = = 
⇔ ⇔ ⇔ − = ⋅ − = 

1

23
p = ,

5

23
m = . Dar  

5 1
,

23 23
∈/  deci 2m p M∃ + ∈  astfel încât 

( )( )2 5 2 1m p+ − =  adică 5 2−  nu este element inversabil în raport cu operaţia " "⋅  

e) Ştiind că adunarea pe  este asociativă si comutativă şi admite elementul neutru e = 0 şi deoarece 
{ }0 M⊂ , iar M ⊂  obţinem că adunarea este asociativă si comutativă şi pe M , iar 0 este element neutru 

al acestei operaţii definite pe M . Deci ( ),M +  este grup comutativ. 

f) Fie 2x a b H= + ∈  , 2 22 1a b− = , ,a b ∈ . Elementul x  este element inversabil al lui H  în raport cu 

operaţia " "⋅ 2x a b H′ ′ ′⇔ ∃ = + ∈  astfel încât 1x x x x′ ′⋅ = ⋅ =  Din egalitatea 1x x′⋅ =  se obţine 

2x a b H′ = − ∈ , 2x a b H∀ = + ∈  şi analog din egalitatea 1x x′ ⋅ = , adică orice element al mulţimii H este 
inversabil în raport cu operaţia " "⋅ . 
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Rezolvare 

a) Dacă 2x = şi 2y = − , atunci x y∗ =
( )
( )

2 2 2 4 3

3 22 2 3

⋅ − −
= <

+ − −
.  

b) Fie 1,x y I∈  . Se demonstrează că 1x y I∗ ∈ . 

1
2 2 3 ( 1)( 1)

1 1 0
3 3 3

xy xy x y x y
x y I

x y x y x y

− − − − + − −∗ ∈ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤
+ − + − + −

 adevărat  ( ], ,1x y∀ ∈ −∞ . 

c) Legea " "∗  este asociativă ⇔  ( ) ( )1, ,x y z I x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ . 

( )
2

2
2 2 2 2 63

23 3 3 3 73
3

xy
z

xy xyz x y zx y
x y z z

xyx y xy xz yz x y zz
x y

− ⋅ −
 − − − − ++ −∗ ∗ = ∗ = =  −+ − + + − − − +  + −

+ −

. 

Prin calcul ( ) 2 2 2 6

3 3 3 7

xyz x y z
x y z

xy xz yz x y z

− − − +∗ ∗ =
+ + − − − +

. 

d) 
1 2 2

1 1 1 1
1 3 2

x x
x

x x

⋅ − −∗ = ⇔ = ⇔ =
+ − −

 adevărat ( ],1x∀ ∈ −∞ . Deci mulţimea soluţiilor ecuaţiei este 1S I= . 

e) Presupunem că 1e I∃ ∈  astfel încât 1x I∀ ∈   x e e x x∗ = ∗ = . Din x e x∗ =   1x I∀ ∈  obţinem 
2 3 2 0x x− + =   1,x I∀ ∈  absurd. Deci legea " "∗  nu admite element neutru pe mulţimea 1I . 

f) Datorită asocitivităţii legii " "∗  şi a punctelor b) şi d) 

A= ( 2009) ( 2008) ... ( 1) 0 1− ∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗
1

( 2009) ( 2008) ... ( 1) 0 1 1 1
x I

x

∈

 

 = − ∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗ = ∗ =
 
 

. 
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Rezolvare 

a) Fie 7x = , 5y = , atunci x y∗ = 6 5 7 6 6 5
5

5 27 7

xy

x y

− −= = − >
+ −

. Deci x y I∗ ∈ .  

b) Fie 1,x y I∈  . Se demonstrează că 1x y I∗ ∈ . 

1x y I∗ ∈
( )( )3 36 3 3 9

3 0 0
5 5 5

x yxy xy x y

x y x y x y

− −− − − +⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥
+ − + − + −

 adevărat  [ ), 3,x y∀ ∈ ∞ . 

c) Legea " "∗  este asociativă ⇔  ( ) ( )1, ,x y z I x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  

( )
6

6
6 6 6 6 305

65 5 5 5 195
5

xy
z

xy xyz x y zx y
x y z z

xyx y xy xz yz x y zz
x y

− ⋅ −
 − − − − ++ −∗ ∗ = ∗ = =  −+ − + + − − − +  + −

+ −

. 

Prin calcul ( ) 6 6 6 30

5 5 5 19

xyz x y z
x y z

xy xz yz x y z

− − − +∗ ∗ =
+ + − − − +

. 

d) 
( )3 23 6

3 3 3 3
3 5 ( 2)

xx
x

x x

−⋅ −∗ = ⇔ = ⇔ =
+ − −

 adevărat [ )3,x∀ ∈ ∞  

e) Presupunem că 1e I∃ ∈  astfel încât 1x I∀ ∈  x e e x x∗ = ∗ =  Din x e x∗ =   1x I∀ ∈  obţinem 
2 5 6 0x x− + =   1x I∀ ∈ , absurd. Deci legea " "∗  nu admite element neutru pe mulţimea 1I . 

f) Datorită asociativităţii legii " "∗ şi a punctelor b) şi d) 

  A= 3 4 5 ... 2007 2008∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1

3 4 5 ... 2007 2008 3 3
x I

x
∈

 
 = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ =
  

. 
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Rezolvare 
a) ( ) 2

1 21 1 0 0, 1x x x x x x− ∗ = − ⇔ + = ⇒ = = − . 

b) 0e = . 
c) ( ) ( ) , , ,x y z x y z xyz xy xz yz x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + + + + + ∀ ∈ . 

d) Fie ( )2 , 2 , , . 2 2x p y q p q x y pq p q H= = ∈ ∗ = + + ∈ . 

e) 1a = − . 

f) 
1

' 1 0
1

x x H
x

= − + ∈ ⇒ = ∈
+

 sau 2x H= − ∈ . 
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Rezolvare 

a) Dacă 5x = şi 3y = , atunci x y∗ = 3 5 2 3 5 2 2 3
3

25 3 3 5 5

− −= = − >
+ −

.  

b) Fie ,x y I∈  . Se demonstrează că x y I∗ ∈ . 

x y I∗ ∈
( )( )2 22 2 2 2 6

2 0 0
3 3 3

x yxy xy x y

x y x y x y

− −− − − − +⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥
+ − + − + −

 adevărat  [ ), 2,x y∀ ∈ ∞ . 

c) Legea " "∗  este asociativă ⇔  ( ) ( ), ,x y z I x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ . 

( )
2

2
2 2 2 2 63

23 3 3 3 73
3

xy
z

xy xyz x y zx y
x y z z

xyx y xy xz yz x y zz
x y

− ⋅ −
 − − − − ++ −∗ ∗ = ∗ = =  −+ − + + − − − +  + −

+ −

. 

Prin calcul ( ) 2 2 2 6

3 3 3 7

xyz x y z
x y z

xy xz yz x y z

− − − +∗ ∗ =
+ + − − − +

. 

d) 
( )2 12 2

2 2 2 2
2 3 ( 1)

xx
x

x x

−⋅ −∗ = ⇔ = ⇔ =
+ − −

 adevărat [ )2,x∀ ∈ ∞ . 

e) Presupunem că e I∃ ∈  astfel încât x I∀ ∈   x e e x x∗ = ∗ = . Din x e x∗ =   x I∀ ∈  obţinem 2 3 2 0x x− + =   
x I∀ ∈ , absurd. Deci legea " "∗  nu admite element neutru pe mulţimea I . 

f) Datorită asociativităţii legii " "∗  a punctelor b) şi d) 

A= 2 3 4 ... 2007 2008 2009∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 2 3 4 ... 2007 2008 2009 2 2
x I

x
∈

 
= ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ =  

 
. 
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Rezolvare 

a) Dacă 3x = şi 3y = − , atunci x y∗ =
( )
( )

3 3 6 9
2

53 3 5

⋅ − −
= <

+ − −
. Deci x y I∗ ∈ . 

b) Fie ,x y I∈  . Se demonstrează că x y I∗ ∈ . 

6 2 2 4 ( 2)( 2)
2 0 0

5 5 5

xy xy x y x y
x y I

x y x y x y

− − − + − −∗ ∈ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤
+ − + − + −

 adevărat  ( ], ,2x y∀ ∈ −∞ . 

c)Legea " "∗  este asociativă pe ( ],2I = −∞ ⇔  ( ) ( ), ,x y z I x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  

( )
6

6
6 6 6 6 305

65 5 5 5 195
5

xy
z

xy xyz x y zx y
x y z z

xyx y xy xz yz x y zz
x y

− ⋅ −
 − − − − ++ −∗ ∗ = ∗ = =  −+ − + + − − − +  + −

+ −

. 

Prin calcul ( ) 6 6 6 30

5 5 5 19

xyz x y z
x y z

xy xz yz x y z

− − − +∗ ∗ =
+ + − − − +

. 

d) 
2 6 2( 3)

2 2 2 2
2 5 3

x x
x

x x

⋅ − −∗ = ⇔ = ⇔ =
+ − −

 adevărat ( ],2x∀ ∈ −∞ .  

e) Presupunem că e I∃ ∈  astfel încât x I∀ ∈ ,  x e e x x∗ = ∗ = . Din x e x∗ = ,  x I∀ ∈  obţinem 
2 5 6 0x x− + = ,  ,x I∀ ∈  absurd.  Deci legea " "∗  nu admite element neutru pe mulţimea I . 

f) Datorită asociativităţii legii " "∗ şi a punctelor b) şi d). 

A= ( 2008) ( 2007) ... 0 1 2− ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗
1

( 2008) ( 2007) ... 0 1 2 2 2
x I

x

∈

 
 = − ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ =
 
 

. 
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Rezolvare 
a) Se alege 3x a b= +  ,a b ∈ , 3y m n= + ,m n ∈ . 

( ) ( )3 3x y am mn an bm⋅ = + + +  unde 3 ,am mn an bm+ + ∈  . Deci x y M⋅ ∈  

b) Se alege 3x a b= +  ,a b ∈ , 3y m n= + ,m n ∈ . 

( ) ( ) 3x y a m b n+ = + + +  unde ,a m b n+ + ∈ . Deci x y M+ ∈ . 

c) 0 0 0 3 M= + ∈ ,1 1 0 3 M= + ∈ . Deci { }0,1 M⊂  

d) Operaţia „+” este comutativă pe  şi admite element neutru pe 0. Deoarece  M  este parte stabilă a lui  
în raport cu „+” se obţine că „+” este comutativă şi asociativă pe M  şi cum 0 M∈ , 0  este element neutru al 

operaţiei „+” pe mulţimea M . Orice element 3a b+  are ca opus pe  3a b M− − ∈ . (1) 
Operaţia „ ⋅ ” este comutativă şi asociativă pe  şi admite elementul neutru 1. Deoarece M  este parte stabilă 
a lui  în raport cu „ ⋅ ” se obţine că „ ⋅ ” este comutativă şi asociativă pe M  şi cum 1 M∈  , 1 este elementul 
neutru al operaţiei „ ⋅ ” pe mulţimea M .(2) 
Înmulţirea numerelor reale este distributivă faţă de adunare, deci şi pe M înmulţirea numerelor este 
distributivă faţă de adunare. (3) 
Din (1), (2),(3) se obţine că ( ), ,M + ⋅  este inel comutativ. 

e)Dacă 2 3x = −  atunci simetricul elementului x  în raport cu operaţia „ ⋅ ” este 

( )( )
1 1 2 3 2 3

2 3
4 32 3 2 3 2 3

M
x

+ += = = = + ∈
−− − +

 

f) Deoarece din punctul precedent  ( )( )2 3 2 3 1− + =  alegem 2 3x = −  şi 2 3y = − −    , \x y M∈  

astfel încât { }1 \ 1x y⋅ = − ∈  
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Rezolvare 
a) Se alege 15x a b= +  ,a b ∈ , 15y m n= + ,m n ∈ . 

( ) ( )15 15x y am mn an bm⋅ = + + +  unde 15 ,am mn an bm+ + ∈  . Deci x y M⋅ ∈  

b) Se alege 15x a b= +  ,a b ∈ , 15y m n= + ,m n ∈ . 

( ) ( ) 15x y a m b n+ = + + +  unde ,a m b n+ + ∈ . Deci x y M+ ∈ . 

c) 0 0 0 15 M= + ∈ ,1 1 0 15 M= + ∈ . Deci { }0,1 M⊂ . 

d) Operaţia „+” este comutativă pe  şi admite elementul neutru 0. Deoarece  M  este parte stabilă a lui  
în raport cu „+” se obţine că „+” ete comutativă şi asociativă pe M  şi cum 0 M∈ , 0  este element neutru al 

operaţiei „+” pe mulţimea M . Orice element 15x a b= +  are ca opus pe  15a b M− − ∈ . (1) 
Operaţia „ ⋅ ” este comutativă şi asociativă pe  şi admite elementul neutru 1. Deoarece M  este parte stabilă 
a lui  în raport cu „ ⋅ ” se obţine că „ ⋅ ” este comutativă şi asociativă pe M  şi cum 1 M∈  , 1 este elementul 
neutru al operaţiei „ ⋅ ” pe mulţimea M .(2) 
Înmulţirea numerelor reale este distributivă faţă de adunare, deci şi pe M înmulţirea numerelor este 
distributivă faţă de adunare. (3) 
Din (1), (2),(3) se obţine că ( ), ,M + ⋅  este inel comutativ. 

e)Dacă 4 15x = −  atunci simetricul elementului x  în raport cu operaţia „ ⋅ ” este 

( )( )
1 1 4 15 4 15

4 15
16 154 15 4 15 4 15

M
x

+ += = = = + ∈
−− − +

. 

f)Deoarece din punctul precedent  ( )( )4 15 4 15 1− + =  alegem 4 15x = −  şi 4 15y = − −    

, \x y M∈  astfel încât { }1 \ 1x y⋅ = − ∈ . 
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Rezolvare 

a) 
( )( )2 2 4 2 2

2 2 0, ,
2 2 2

x y xy x y xy
x y x y x y

− − − − +⊥ + − = + − + − = ∀ ∈ .  

b) Demonstrăm că ( ) ( ) , , ,x y z x y z x y z⊥ ⊥ = ⊥ ⊥ ∀ ∈ . 

Din punctul a) avem 
( )( )2 2

2 , , .
2

x y
x y x y

− −
⊥ = − ∀ ∈  

( )x y z⊥ ⊥ =
( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( )
2 2

22 2 2 2 222 2 2
2 2 4

x y
zx y x y z

z

− −
− − − − − −

− ⊥ = − = −  
 

=

( ) , , ,x y z x y z⊥ ⊥ ∀ ∈ .   

c) Căutăm e ∈  astfel ca , .x e e x x x⊥ = ⊥ = ∀ ∈  
Din , ,x y y x x y⊥ = ⊥ ∀ ∈ , rezultă că legea este comutativă.  

Din 
( )( )2 2

2 ,
2

x e
x e x

− −
⊥ = − ∀ ∈ ⇒

( )( )2 2
2 ,

2

x e
x x

− −
− = ∀ ∈ 0 .e⇒ = ∈  

d) Căutăm  a ∈  astfel ca , .x a a x⊥ = ∀ ∈  Dar 
( )( )2 2

2 ,
2

x a
x a x

− −
⊥ = − ∀ ∈  

Deci  
( )( )2 2

2 ,
2

x a
a x

− −
− = ∀ ∈ 2.a⇒ =  

e) Din 
( )( )2 2

2 2
2

x y
x y x y

− −
⊥ = − ⇒ ⊥ ≠  pentru orice 2, 2x y M≠ ≠ ⇒ este parte stabilă a 

mulţimii numerelor raţionale în raport cu legea " "⊥ . Din punctele anterioare, ( ),M ⊥ monoid 

comutativ. Se demonstrează că ,x M x M′∀ ∈ ∃ ∈  astfel încât 0x x x x′ ′⊥ = ⊥ = . Dar 

( )( )2 2
2

2

x x
x x

′− −
′⊥ = − 4

2 , ,
2

x M x M
x

′⇒ = − ∈ ∀ ∈
−

deci ( ),M ⊥ grup comutativ. 

      f) Folosind punctele b) şi d) se obţine că ( ) ( )8 7 ... 0 1 2 ... 8− ⊥ − ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ =   

          ( ) ( ) [ ]8 7 ... 0 1 2 3 ... 8 2 2 2x y y = − ⊥ − ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ = ⊥ ⊥ = ⊥ =  . 
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Rezolvare 

 
a) Tabla legii este:             
      Se observă că , , avem .x y H x y H∀ ∈ ∈  
 
 
 
 
b) 1 2 3= şi că 2 1 1= , deci 1 2 2 1≠ ⇒ legea de compoziţie nu este comutativă pe .H  
c) ( )2 3 4 1 4 3= = iar ( )2 3 4 2 1 1= = , deci ( )2 3 4 ≠  ( )2 3 4 , deci legea de compoziţie 

„ ” nu este asociativă pe H .  
d) Se observă din tabla legii de compoziţie realizată mai sus că  0 0 , .x x x x H= = ∀ ∈  Deci  legea de 

compoziţie „ ” admite pe 0 element neutru pe H .  
e) Din tablă avem: 0 0 0= , 1 1 0= , 2 2 0= , 3 3 0= , 4 4 0.=  ⇒  0, .x x x H= ∀ ∈  
      Altfel: 0x x x x= − = deoarece , .x x x H≥ ∀ ∈  

f)   ( ) ( )0 1 0 2 1 2 3= = . 

       
 

" " 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 0 3 2 3

2 2 1 0 1 2

3 3 2 1 0 1

4 4 3 2 1 0
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Soluţie 

a) 
1 1 1

9 , , .
3 3 3

x y x y x y
  = − − + ∀ ∈  
  

 Demonstrăm că 1
, .

3
x y x y H≥ ∀ ∈  

Din  ,x y H∈ 1
0

3
x⇒ − ≥ ,

1
0

3
y − ≥  deci 

1 1
9 0

3 3
x y

  − − ≥ ⇒  
  

1

3
x y ≥ , ,x y H∀ ∈  

       b)  
1 1 1

, ; 9
3 3 3

x a a x a x x a x a
  = = ∀ ∈ = − − +  
  

 ⇒
1 1 1

9 , .
3 3 3

x a a x
  − − = − ∀ ∈  
  

1
.

3
a⇒ =  

       c) 
1 1 1

, ; 9
3 3 3

x b b x x x x b x b
  = = ∀ ∈ = − − + ⇒  
  

 
1 1 1

9 , .
3 3 3

x b x x
  − − = − ∀ ∈  
  

4
.

9
b⇒ =  

d)   
4

9
x x x x′ ′= = ⇒

1 1 1 4
9

3 3 3 9
x x

  ′− − + =  
  

⇒
1 1 1

, \
13 3

81
3

x x H
x

 ′ = + ∀ ∈  
   − 
 

. 

1
\

3
x H

 ′ ∈  
 

⇒  
1

\ .
3

A H
 =  
 

 

e)   Din  punctul  a)  obţinem că „ ” este lege de compoziţie. Din  punctul  c)  obţinem că legea de 

compoziţie „ ” admite elementul neutru 
4

.
9

b =   Se verifică prin calcul asociativitatea şi comutativitatea 

legii de compoziţie „ ” pe 
1

\
3

H
 
 
 

.        Din d) obţinem că toate elementele din 
1

\
3

H
 
 
 

 sunt 

simetrizabile în raport cu legea de compoziţie „ ”. 

f) 
1 1 1

9 2
3 3 3

a b
  − − + =  
  

⇒
1 1 5

3 3 27
a b
  − − =  
  

⇒  o alegere ar fi  
1 5

3 9
a − =  şi 1 1

3 3
b − =  ⇒   

8 2
, \

9 3
a b= = ∈  şi 2a b = . 
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Rezolvare 

a) , 0x e e x x x e∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇒ = . 

b) ( ) ( ) 0x y xy x y x y− ∗ − = − − ⇒ + = .  

c) Fie ( ), 2 1, 2 1, , 2 2 2 2 1 1x y H x k y p k p x y kp k p x y H∈ ⇒ = + = + ∈ ⇒ ∗ = + + + + ⇒ ∗ ∈ .  

d) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1 1 1 1x y x y x y z x y z∗ = + + − ⇒ ∗ ∗ = + + + − . 

       e)   ( ) ( )2010 2009 1 2011 2010 0 1 1∗ ∗ − = ⋅ ⋅ − = − . 

       f)   x ∈  şi x simetrizabil 'x⇒ ∃ ∈  astfel încât 
1

' ' ' 1
1

x x x x e x
x

∗ = ∗ = ⇒ = − +
+

 şi ' 0x x∈ ⇒ = sau  

       2x = − . ( ) ( )0 0 0; 2 2 2∗ = − ∗ − = − . 
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Rezolvare 
a) Prin realizarea tablei operaţiei obţinem:                                                                  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se observă că , , avem .x y H x y H∀ ∈ ∈  

b) Legea de compoziţie este comutativă pe H deoarece , , .x y y x x y H− = − ∀ ∈  

c) ( )3 1 4 2 4 2= = iar ( )3 1 4 3 3 0= = , ⇒ ( )3 1 4 ≠  ( )3 1 4 ⇒  legea de compoziţie „ ” nu 

este asociativă pe H .  
d) Se observă din tabla legii de compoziţie realizată mai sus că  0 0 , .x x x x H= = ∀ ∈   
       Deci  legea de compoziţie „ ” admite 0 element neutru pe H .  

e) ( )2 2 21 1 1,x x x x− = + = + ∀ ∈  { }2 9 3,3x x⇒ = ⇒ ∈ −  

f)   1 1 1 1 1 1 1 0 2x x x x≤ ⇔ − ≤ ⇔ − ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤  şi 1 2 30, 1, 2x x x x∈ ⇒ = = = . 

 
 

" " 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 0 1 2 3

2 2 1 0 1 2

3 3 2 1 0 1

4 4 3 2 1 0
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Rezolvare 

a) ( ) ( )
2 2

2 1 4 2 2 2 2 2 1 1 2 1 1

xy xy xy

xy x y xy x y x y y
= =

− − + − − + − − − + ( )( )
2

, ,
2 1 2 1 1

xy
x y A

x y
= ∀ ∈

− − +
. 

b) Fie 
0 1

0
0 1

x A x
xy

y A y

∈ ⇒ ≤ < 
⇒ ≥∈ ⇒ ≤ < 

    (1)     şi 1 0xy x y− − + >      (2) 

Din (1) şi (2) 2 1 0 0 0
2 1

xy
xy x y x y

xy x y
⇒ − − + > ⇒ ≥ ⇒ ∗ ≥

− − +
 

Dar 01 0 | 2 1 0 1
2 1xy

xy
xy x y xy x y xy

xy x y+ >− − + > ⇒ − − + > ≥ ⇒ <
− − +

⇒  1x y∗ <  

c) ( ) ( ) , , ,
1

xyz
x y z x y z x y z A

xy xz yz x y z
∗ ∗ = = ∗ ∗ ∀ ∈

+ + − − − +
. 

d)  Căutăm [ )0,1e ∈  astfel ca [ ), 0,1x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . 

Dar ( )( ) [ )2
, 0,1

2 1 2 1 1

xe
x e e x x x

x e
∗ = ∗ = = ∀ ∈

− − +
1

2
e⇒ = . 

e) Fie x A∈ . Căutăm x A′ ∈ astfel încât 
1

2
x x x x′ ′∗ = ∗ = . Dar ( )( )

2
'

2 1 2 1 1

xx
x x x x

x x

′′∗ = ∗ =
′− − +

 

4 4 2 2 2 1xx xx x x x x′ ′ ′ ′⇒ = − − + ⇒ = − . Dar [ ) [ ) ( ]0,1 1 0,1 0,1x x x′ ∈ ⇒ − ∈ ⇒ ∈  şi 

[ ) ( )0,1 0,1x x∈ ⇒ ∈ ⇒ ( )0,1B = . 

f) Din punctele anterioare am obţinut că { }1
\ 0

2
A∈  este element neutru şi toate elementele din { }\ 0A sunt 

simetrizabile în raport cu „ ∗ ”. Din b) rezultă că „ ∗ ” este lege de compoziţie, iar din c) rezultă 
asociativitatea. Se verifică faptul că legea  „ ∗ ” este comutativă pe { }\ 0A . 

 
 
 

56/100Subiectul II



 
 

Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

Rezolvare 

a) 2 2 2 2 2 2( 1)( 1) 1 1 1 ,  ,x y x y x y x y x y G− − + = − − + + = ∗ ∀ ∈ . 

b) 
( )
( )

( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

1, 1 1 0
1 0 2 1 1, .

1, 1 1 0

x x x
x y x y x y x y x y

y y y

∈ + ∞ ⇒ > ⇒ − > ⇒ − − + > ⇒ − − + > ⇒ ∗ ∈ +∞
∈ + ∞ ⇒ > ⇒ − > 

   c) ( )22 3 1 1x x∗ = − + ⇒ ( )23 1 1 4x − + = ⇒ 2 2 2x x= ⇒ = . 

d) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2( 1)( 1) 1 ( 1)( 1) 1 1 , , ,x y z x y z x y z x y z x y z G∗ ∗ = − − + ∗ = − − − + = ∗ ∗ ∀ ∈ . 

e) 2 2 2 2 2 2x e e x x e x e x e G∗ = ∗ = − − + = ⇒ = ∈ . 

f) 2 2 2 2 2x x x x x x′ ′ ′∗ = − − + ⇒  

( )
( )

( )
22 2 2 2

2 2 2 2 2
2

1 , 1,
2 2 1

1, 1 0 1

xx x x x x
x x x x x

x x x

′ − = ′ = ∈ +∞ ′ ′⇒ − − + = ⇒ ⇒ ⇒ −
 ∈ + ∞ ⇒ − ≠ ′ > 

 

( )
2

, 1,
1

x
x x

x
′⇒ = ∈ +∞

−
. Verificăm 2

2
1 1 0 1

1

x
x G x x

x
′ ∈ ⇔ > ⇔ > − ⇔ > −

−
, adevărat 

⇒ ( ) ( )
2

1, , , 1,
1

x
x x x

x
′ ′∀ ∈ +∞ ∃ = ∈ +∞

−
astfel încât 2x x x x′ ′∗ = ∗ = . 
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Rezolvare 

a) ( )( ) ( )4 4 4 4 20 , ,x y xy x y x y x y− − + = − + + = ⊥ ∀ ∈  

b) ( ) ( )( ) { }1 4 4 3 0 3,4x x x x x⊥ + = ⇒ − − = ⇒ ∈  

c)   ( )( ) [ ) [ )4 4 4. Dar , 4, 4 0, 4 0 4, , 4,x y x y x y x y x y x y⊥ = − − + ∈ +∞ ⇒ − ≥ − ≥ ⇒ ⊥ ≥ ∀ ∈ +∞ . 

d)   Se demonstrează că ( ) ( ) , , ,x y z x y z x y z⊥ ⊥ = ⊥ ⊥ ∀ ∈ . 

      ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )4 4 4 4 4 4 4x y z x y z x y z x y z ⊥ ⊥ = − − + ⊥ = − − − + =⊥ ⊥  . 

e)  ( )( )5 4 5 4 4 ,x x x x⊥ = − − + = ∀ ∈ [ )4,+∞  şi ( )( )5 5 4 4 4 ,x x x x⊥ = − − + = ∀ ∈ [ )4, 5e+∞ ⇒ = . 

f)   Se observă că 4 4 4,x x x⊥ = ⊥ = ∀ ∈ ⇒  

( ) ( )1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 4 4 4x A⊥ ⊥ ⊥ ⊥ = ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ = ⊥ = ⇒ = . 
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Rezolvare 

a) 2
2 1

log
2 2

= − deci 
1

, ,
2

x y x y x y= + − ∀ ∈ . 2 2 2 21 1
0, ,

4 4
x y x y x y

   + + = + ≥ ∀ ∈   
   

. 

b) ( ) ( )1
1 , , ,

2
x y z x y z x y z x y z x y z

 = + − = + + − = ∀ ∈ 
 

. 

c) e ∈  astfel ca 
,

1
1

2
2

x e e x x x
e

x e x e

= = ∀ ∈ 
⇒ == + − 

. 

d) Din b) şi c) rezultă că legea " "  este asociativă şi admite element neutru pe . 
1 1

, ,
2 2

x y x y y x y x x y= + − = + − = ∀ ∈ , deci legea " "  este comutativă. 

, 1x x x′∀ ∈ = − ∈  astfel încât 
1

2
x x x x′ ′= = . 

e) ( )2 2 2 2
2

1 1 1 3 1
log 2 4 4 3 0 ,

4 2 4 2 2
x x x x x x x x x

 = − ⇒ = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ ∈ − 
 

. 

f) 1 1 11 1
2 2 2 2 2 2 6 2 2 1

4 4
n n n n n n n n+ + +   + + = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =   

   
. 
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Rezolvare 

a) ( )( )1 1 1, ,x y x y x y∗ = + + − ∀ ∈ . ( ) ( )( )( ) ( )1 1 1 1 , , ,x y z x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + − = ∗ ∗ ∀ ∈ . 

b) ( )( )1 1 1 , 0x e x x e+ + − = ∀ ∈ ⇒ =  element neutru pe . 

c) ( )( ) { }1
0 1 1 1 1, \ 1

1
x x x x x x

x
′ ′ ′∗ = ⇒ + + = ⇒ = − ∀ ∈ −

+
. Dar ( ) 1 21 1 0, 2.x x x x′ ∈ ⇒ + ⇒ = = −  

d)
( )( ) ( )( )

1 13 3 7 3 1 3 1 8
1 3 1 8

3 0

x x x x

x
t t

t

+ + ∗ = ⇒ + + = ⇒ + + =
= > 

. 2 7
3 4 7 0 ,1 3 1 0.

3
xt t t x

 + − = ⇒ ∈ − ⇒ = ⇒ = 
 

 

e) Se demonstrează că ( ) ( )1 1 1,x x x∗ − = − ∗ = − ∀ ∈ . Deci ( ) ( ) ( )0 1 2 ... 13 1∗ − ∗ − ∗ ∗ − = − . 

f) ( )( )1 1 2x y+ + = ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 0,1 ; 1,0 ; 2, 3 ; 3, 2x y ∈ − − − − . 
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Rezolvare 
a) Demonstrăm că ,x y H∀ ∈  avem x y H∗ ∈ . 

 Fie ( )( ), 1 , 1 0
1 1

, 1 , 1 0

x H x x x x
x y

y H y y y y

∈ ⇒ ∈ ≥ − ⇒ ∈ + ≥ 
⇒ + + ∈∈ ⇒ ∈ ≥ − ⇒ ∈ + ≥ 

şi ( )( )1 1 0x y+ + ≥ ⇒  

     xy x y⇒ + + ∈  şi 1xy x y x y H+ + ≥ − ⇒ ∗ ∈ . 
b) Demonstrăm că ,x y G∀ ∈  avem x y G∈ . 

   Fie ( )( ), 1 , 1 0
1 1

, 1 , 1 0

x G x x x x
x y

y G y y y y

∈ ⇒ ∈ ≤ ⇒ ∈ − ≤ 
⇒ − − ∈∈ ⇒ ∈ ≤ ⇒ ∈ − ≤ 

şi ( )( )1 1 0x y− − ≥ ⇒  

      ( )( )1 1 1x y⇒ − − − ∈  şi ( )( )1 1 1 1x y x y xy− − − ≤ ⇒ + − ∈  şi 1x y xy x y+ − ≤ ⇒∈  şi 
       1x y x y G≤ ⇒ ∈ . 

c) 
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

, , ,
1 1 1 1

x y z x y z
x y z x y z x y z

x y z x y z

= + − − − ⇒ = ∀ ∈
= + − − − 

. 

d) Căutăm e ∈  astfel încât ,x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . Legea este comutativă. 
Din ( )1 0, 0x e x e xe x e x x e∗ = + + = ⇒ + = ∀ ∈ ⇒ = . 

e) 
1 1

1 2 1 3a a
a a

∗ = + + ≥ + =  deoarece 
1

2,a a
a

∗+ ≥ ∀ ∈ . 

f) 22x x x x∗ = + şi ecuaţia devine 22 1 1x x x+ = − ⇒ = − . 
 

61/100Subiectul II



 
 

Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

Rezolvare 
a)  1 9 8 8 1x x x= ⇔ = ⇔ = . 

b) 
1 1 1 1 1

7 7 7
7 7 7 7 7

x y xy x y xy x y x y
  + + − = + + + − = + + =  
  

. 

c) ( ) ( )1 1 1 1
49 , , ,

7 7 7 7
x y z x y z x y z x y z

   = + + + − = ∀ ∈   
   

. 

d) , 0x e e x x x e= = ∀ ∈ ⇒ = . 

e) Fie { }\ 1x ∈  se arată  există { }\ 1x′ ∈  astfel încât 0x x x x′ ′= = . 

1 1 1 1
0,

7 7 7 7
x x x

   − = − = − ≠ ∀ ∈ ⇒ −   
   

 este nesimetrizabil. 

f) 
3 2 1 3 1 1

7 7 7 7 7 7
         − − − = − − = −         
         

. 
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Rezolvare 

a) Se observă că ( )( )5 5 5, ,x y x y x y∗ = + + − ∀ ∈  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

5 5 5 5 5 5
5 5,

5 5 5 5 5 5

x x
x x x

x x

∗ − = + − + − = − ⇒ ∗ − ∗ = − ∀ ∈
− ∗ = − + + − = − 

 

b) 
( )
( ) ( )( ) ( )

5, 5 0
5 5 5 5 5,

5, 5 0

x x
x y x y

y y

∈ − +∞ ⇒ + > ⇒ + + − > − ⇒ ∗ ∈ − +∞
∈ − +∞ ⇒ + > 

. 

c) ( )1
4 5 5,

5
x x x x x

x
′ ′ ′∗ = ∗ = − ⇔ = − + ∈ − +∞

+
. 

d) ( ) ( ) ( )5 5 5,x x x∗ − = − ∗ = − ∀ ∈ . Deci 
6

3
2

E
−= =
−

. 

e) ( ) ( ) ( )( )2 3 2 3log log 5 log 5 log 5 0x x x x∗ = − ⇒ + + = . Deci 1 2
1 1

,
32 243

x x= = . 

f) ( ) ( )5 5,x x x∗ − ∗ = − ∀ ∈ , deci ( ) ( ) ( ) ( )6 5 2009 6 5 5 − ∗ − ∗ = − ∗ − = −  . 
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Rezolvare 

a) 

1 1 5
1 1 52 3 6

1 72 3 71
6 6

+ ∗ = = = 
  +

. 

b) ( ) ( ) ( ) , , ,
1 1

x y z xyzx y
x y z z x y z x y z M

xy xy xz yz

+ + + +∗ ∗ = ∗ = = ∗ ∗ ∀ ∈ + + + + 
. 

c) [ ), 0, 0
1

x e
x e x e x x e M

x e

+∗ = = = ∗ ∀ ∈ ∞ ⇒ = ∈
+ ⋅

este element neutru. 

d) ' 0 0 0
1

x x
x x x x x x x x

xx

′+′ ′ ′∗ = ∗ = ⇔ = ⇒ + = ⇒ = −
′+

. Deci [ ) [ ) ( ]' 0, 0, ,0x x x∈ ∞ ⇔ − ∈ ∞ ⇔ ∈ −∞  

dar [ )0,x ∈ ∞ , deci  0x = este singurul element simetrizabil. 

e) ( )1 1
, , 0,

1 1

x y
x yxy

x y x y
xyx y xy

xy

+
+∗ = = = ∗ ∀ ∈ +∞+ +

. 

f) Din punctul e) avem că: 

1
1 1 2

2
1 1

3 4
13 4

...

1 1
7 8

7 8

E

∗ = ∗ 

∗ = ∗ ⇒ =


∗ = ∗ 

. 
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Rezolvare 

a) ( )2 2
0 2 1

log 2 2 1 log 1 0
0 2 1

y
x y

y

x M x

y M y

∈ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ + − ≥ =
∈ ⇒ ≥ ⇒ ≥ 

. 

b) ( )20 1 log 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1x x x xx x x∗ = + ⇔ + = + ⇔ + = ⋅ ⇔ = ⇔ = . 

c) ( )2log 2 2 1 2 2 1 2 2 1x e x e x ex e e x x x∗ = ∗ = ⇔ + + = ⇔ + + = ⇔ = − , imposibil, deci nu există element neutru. 

d) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2log 2 2 1 log 2 2 1 2 1 log 3 2 2x x x xx x x x∗ ∗ = ⋅ + ∗ = ⋅ + + + = ⋅ + . 

e) ( ) ( )2
1

log 2 2 1 1 2 2 1 2 2 3
2

x x x x x
x

x x − −∗ − = + + ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ + ≥ , adevărat pentru x∀ ∈ . 

f) 23 4 log 25∗ = ;  21 2 log 7∗ = . Dar 2 2log 7 log 251 2 3 42 2 2 2 7 25 32∗ ∗+ = + = + = . 
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Rezolvare 

a) 2 2 2 2a a a a a a a a∗ = + − = = =  pentru 0 0a a a a> ⇒ ∗ − = . 

b) 
2 2

2 2 2 2
2 2

0

0

x a x a
x y a a a a

y a y a

≥ ≥ ⇒ ≥ ⇒ + − ≥ = =
≥ ≥ ⇒ ≥ 

. Deci x y a∗ ≥ . 

c) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22x y z x y a z x y a z a x y z a∗ ∗ = + − ∗ = + − + − = + + − =  

( ) , , ,x y z x y z G= ∗ ∗ ∀ ∈ . 

d) 2 2 2 2 , 0x a x a a x x x a∗ = + − = = ∀ ≥ ≥ . 

Analog a x x∗ = , deci  legea „ ∗ ” admite elementul neutru [ ),e a a= ∈ +∞ . 

e) Fie [ ), , 0x a a∈ + ∞ ≥ . Căutăm [ ),x a′ ∈ + ∞  astfel ca x x x x a′ ′∗ = ∗ = .  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2' 2x x x x x x a x x a a x a x′ ′ ′ ′∗ = ∗ = + − ⇒ + − = ⇒ = − . 

Dar 2 20 2x a x a x′ ′≥ ≥ ⇒ = − . Din [ ) 2 2 2 2 2, 0 2x a x a x a a x a′ ′ ′∈ + ∞ ⇒ ≥ ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒  

⇒  

2 2

0

x a

x a x a

a

≤


≥ ⇒ ≤
≥ 

 şi x a x a≥ ⇒ = . Singurul element simetrizabil este elementul neutru a . 

f) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 0x a a x a x x a x x a x a∗ = ∗ + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ − = sau 

1 23 0 ,
3

a
x a x a x G x a+ = ⇒ = = − ∉ ⇒ = .  
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Rezolvare 

a) 
2 2

0
2 2

G
 
− ∗ = ∈  
 

. 

b) ( )
2

2
1 23

0 0 1 0 0, 1 0
1

x x
x x x x x x G x

x

+∗ = ⇔ = ⇔ + = ⇒ = = − ∉ ⇒ =
+

. 

c) 1 1 1 0, 1 0; 1 1 1 0, 1 0.x x x y y y− < < ⇒ + > − < − < < ⇒ + > − <  Deci 

( )( )1 1 0 1 0 1
1

x y
x y xy x y

xy

++ + > ⇔ + + + > ⇔ > −
+

. ( )( )1 1 0 1 0 1
1

x y
x y xy x y

xy

+− − < ⇔ − − + > ⇔ <
+

. 

d) ( ) ( ) , , ,
1 1

x y x y z xyz
x y z z x y z x y z G

xy xz yz xy

 + + + +∗ ∗ = ∗ = = ∗ ∗ ∀ ∈ + + + + 
. 

e) 0 0 , 0x x x x G∗ = = ∗ ∀ ∈ ⇒  element neutru. 

f) ( ) 0, ,x x x G x G x x G′∗ − = ∀ ∈ ⇒ ∀ ∈ ∃ = − ∈  astfel ca 0x x x x′ ′∗ = ∗ = . 
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Rezolvare 

a) 
( )
( )

2

2
2; 3

2 2 3 2 3 3

x y axy ab x y ab b
a b

x y xy x y

∗ = − + + + ⇒ = =
∗ = − ⋅ + + ⋅ + 

⇒ ( )( )2 3 3 3, ,x y x y x y A∗ = − − + ∀ ∈ . 

b) 
{ }
{ } ( )( ) ( )( )

\ 3 3 0
3 3 0 2 3 3 3 3

\ 3 3 0

x A x
x y x y

y A y

∈ ⇒ − > ⇒ − − > ⇒ − − + > ⇒
∈ ⇒ − > 

{ }\ 3x y A∗ ∈ . 

c) ( )( ) ( )( )
,

2 3 3 3, 3
2 3 3 3

x c c x c x A
x c c x A c

x c x c

∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇒ − − = − ∀ ∈ ⇒ =∗ = − − + 
. 

d) Din b) rezultă că " "∗  este lege de compoziţie pe { }\ 3A . 

( ) ( )( )( ) ( ) { }22 3 3 3 3 , , , \ 3x y z x y z x y z x y z A∗ ∗ = − − − + = ∗ ∗ ∀ ∈  (asociativitatea). 

( )( ) ( )( ) { }2 3 3 3 2 3 3 3 , , \ 3x y x y y x y x x y A∗ = − − + = − − + = ∗ ∀ ∈  (comutativitatea). 

Fie { }\ 3e A∈ astfel ca { }, \ 3x e e x x x A∗ = ∗ = ∀ ∈  ( )( ) { }2 3 3 3 , \ 3x e x x A⇒ − − + = ∀ ∈  

7

2
e⇒ =  element neutru.  Pentru { }\ 3 ,x A∈ căutăm { }\ 3x A′ ∈ astfel ca 

7

2
x x x x′ ′∗ = ∗ = .  

( )( )2 3 3 3x x′− − + = ( ) { }7 1
3 , \ 3

2 4 3
x x A

x
′⇒ = + ∀ ∈

−
. ( ) { }1

3 3 3 \ 3
4 3

x x A
x

′> ⇒ + > ⇒ ∈
−

.  

Deci { }\ 3x A∀ ∈ , există { }' \ 3x A∈ . 

e) ( ) ( ) ( )( )3 6 3 6
3 9 3 9 3log log 3 2 log 3 log 3 0 log 1x x x x x∗ = ⇔ − − = ⇒ =  sau 9

1
log 3

2
x x= ⇒ = . 

f) Cum 3 3x ∗ =  şi 3 3,x x A∗ = ∀ ∈ şi 3log 27 3= ⇒  

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3log 27 log 81 log 243 log 729 3   ⇒ ∗ ∗ ∗ =    . 
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Rezolvare 
a) 2 2 2 21, 1 log 0, log 0 1 log log 1x y x y x y x y G> > ⇒ > > ⇒ + + > ⇒ ∈ . 

b) ( ) ( )2 3 4 4 4
22 2 2 1 2 3 2 6 2 5 log 6a = = + + = = + , ( )2 3 4 22 2 2 2 8 6b = = = . Dar 2log 6 1 a b> ⇒ > . 

c) ( ) ( )2 3 4 2 3 42 2 2 2 2 2≠ ⇒ legea nu este asociativă. 

d) 2 22 2 1 log 2 log 2 1 , ,x y x y x y x y G= + + = + + ∀ ∈ . 

e) 32 8 2 2 4 1x x x x x= = + . Ecuaţia devine 4 1 9 2x x+ = ⇒ = . 
f) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 4 1 ... 11 12 1 1 2 ... 12 6 84S = + + + + + + + + + = + + + + = . 
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Rezolvare 

a) lg lg lg lglg 10 10 10t y t y x yx t x x= ⇒ = ⇒ = = . 

b) ( ) ( )lg 22 10 3 10 3 2 3= = , ( ) ( )lg32 10 3 2 10 2 3= = . 

c) ( ) lg lg10 x yzx yz = . ( )( ) ( )lg lg lglg lg lg lg lg lg10 10 10 10 .x y zx y x z x yzx y x z += ⋅ = = . 

d) lg lg1 01 10 10 1 ,xx x x A= = = ∀ ∈ . 

e) Conform punctului d) ( )1 1
1 2 1

3 2
  = 
 

. 

f) ( )( )2 310 10x x x= . Ecuaţia devine 3 27 3x x= ⇒ = . 
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Rezolvare 

a) (1 2) (3 4) 5 9 16= = . 

b) ( ) ( ) ( )2 4 , , ,x y z x y z x y z x y z x y z= + + = + + + = ∀ ∈ . 

c) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 , 2x x x x x e− = + − + = = − ∀ ∈ ⇒ = −  element neutru. 

d) , 4x x x′∀ ∈ ∃ = − − ∈  astfel ca 2x x′ = − . 

e) 2 2 1
4 2 2 4 1,

2
x x x x x S

 = ⇒ + = ⇒ = − 
 

. 

f) 1 2

1 1
2 1

1, 1.
2 2

x x
x x xx x

x
x x x

= + + ⇒ = ⇒ = = −
= + 
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Rezolvare 

a) ( )22 2 1 1 1,x x x x x x∗ = + = + − ≥ − ∀ ∈ . 

b) ( ) ( )( )( ) ( )1 1 1 1 , , ,x y z x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + − = ∗ ∗ ∀ ∈ . 

c) 0 0 ,x x x x∗ = = ∗ ∀ ∈ ⇒  e = 0 element neutru. 
d) Legea " "∗  este asociativă, comutativă şi 0e =  este element neutru. 

( )' ' ' 1 ' , 1
1

x
x x x x e x x x x x

x
∗ = ∗ = ⇔ + = − ⇒ = − ∀ ≠ − ⇒

+
 pentru 1a = − { }( )\ 1 ,− ∗ este grup comutativ. 

e) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 1x x x x x∗ ∗ = ∗ + = + − . Ecuaţia devine ( )2

1 22 1 2 0, 2x x x+ = ⇒ = = − . 

f) 
( )( )
( )( )

1 2 1 1 3 2 1

4 3 11 3 1 1

x y x y x

x y yy x

 + + − = − = − = −  ⇔ ⇔  − = = −+ + − =  
. 
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Rezolvare 

a) 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2 4 2 2 4 4 4 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2 4 2 8 4

x y x y xy x y xy x y x y x y

x y x y xy x y xy x y xy xy

+ + − − − + + + − + + − + += = = =
+ + + − − + + + + − − + + +

 

( )1
, ,

2
x y x y G= ∗ ∀ ∈ . 

b) ( ) 2

4 4
0,

4

x x
x x x G

x

−∗ − = = ∀ ∈
−

. 

c) ( ), 2,2 0e x x e x x e∗ = ∗ = ∀ ∈ − ⇔ = . 

d) ( ) ( )4 4 4
, , ,

4

x y z xyz
x y z x y z x y z G

xy xz yz

+ + +∗ ∗ = = ∗ ∗ ∀ ∈
+ + +

. 

e) Fie x G∈ . Căutăm x G′ ∈  astfel ca 0x x x x′ ′∗ = ∗ = . Dar 
1

4

x x
x x x x G

xx
′+′ ′∗ = ⇒ = − ∈′

+
. 

f) Se demonstrează că , ,x y y x x y G∗ = ∗ ∀ ∈ . Deci  „ ∗ ” este asociativă şi comutativă pe G  şi 
( ) 0,x x x G∗ − = ∀ ∈ .  0 0 ,x x x x G∗ = ∗ = ∀ ∈ . 

            ( ) ( )
0

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1
... 1 1 ... ... 1 1 0

8 7 2 7 8 8 8 7 7

   − − −                   ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗ − = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − =                                          
. 
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Rezolvare 

a) 
( )( ) ( )1 1 1 2 1

1 3 , ,
2 2 2

x y xy x y
xy x y x y x y A

− − − − + ++ = = − − + = ∀ ∈ . 

b) 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1 1 2
1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 2

1 1 1 1
2 2 2

x y z x y z
x y z x y z

x y x z x y z
x y x z

− + − − − + −
∗ = + − = + = + ⇒

− − − − − + − ∗ = + + + − = + 

 

( ) ( ) ( ) , , ,x y z x y x z x y z A⇒ ∗ = ∗ ∀ ∈ . 

c) 
( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 , 1 1 ,
2 2

x x
x x x x A x x x x x A

− − − −
= + = = + = ∀ ∈ ⇒ = = ∀ ∈ . 

d) Fie 2 1,x A x k k∈ ⇒ = + ∈ . Căutăm , 2 1,x A x k k′ ′ ′ ′∈ = + ∈  astfel ca 3x x x x′ ′∗ = ∗ = . 
1

2 1 3 1 ,kk kk k k
k

∗′ ′ ′+ = ⇒ = ⇒ = ∈ . Dar { }1
|1 1 .k k k

k
∈ ⇒ ∈ ⇒ ⇒ ∈ ± 1 23, 1x x= = − . 

e) ( ) ( ) ( )4
1

1
8

x
x x x x

−
= + ⇒  ecuaţia devine ( )4

1 0 1x x− = ⇒ = . 

f) Conform punctului c)  1 1 1 1,x x x x x A⇒ = = = ∀ ∈ . Deci ( ) ( )3 1 1 1 − − =  . 
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Rezolvare 

a) ( ) 2 2 22 1 2 1 1 ,x x x x x x x x x x− ⊥ = − + + = + + = ∀ ∈ . 

b) ( ) ( )( )( ) ( )1 1 1 1 , , ,x y z x y z x y z x y z= + + + − = ∀ ∈ . 

c) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 ,x x x x− = + − + − = − = − ∀ ∈ . 

d) 1 12 2 2 2 1; 3 1 7x x x x+ +⊥ = + + = ⇒  ecuaţia devine 2 3 6 1x x⋅ = ⇒ = . 

e) ( )
2 2

2 2

3 log 4 log
2

2 log 3 log 1 1

x x
x

x x

⊥ = + ⇒ == + − 
. 

f) 11 2 1− = −  şi ( )1 1, 1x x x a− = − ∀ ∈ ⇒ = − . 
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Soluţie 

a) ( )( )3 1 1
4 2 2 4 2 2 1 2 1 2 1

2 2 2
x y xy x y xy x y x y∗ = − − + = − − + + = − − + . 

b) Pentru , ,x y z ∈  se demonstrează că ( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ ( ) ( ) 3
16 8 4

2
xyz xz yz xy x y z= − + + + + + − . 

c) ,e∃ ∈  astfel încât ,   e x x e x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . Prin calcule se găseşte 
3

4
e = . 

d) 2 2 2 2
1 2

3 9 3 5 3 5
3 0 12 2 6 0 , , nu convine

2 20 10 10
x x x x x x∗ = ⇒ − − + = ⇒ = ⇒ = = − . 

e) ( )221 1
 4 4 1 0 2 1 0

2 2
x x x x x x∗ = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ = ∈ . 

f) ( ) ( )2 3 21
2 2 4 2 2 2 2 2 1 0

2
x x x x x∗ = ⇒ ⋅ − ⋅ − ⋅ + = , iar cu substituţia 2 ,  0x y y= >  rezultă  

    ( )( )3 2 2 21 1 1
4 2 2 1 0 2 1 2 1 0 1,

2 2 2
y y y y y y x y x− − + = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = − .      
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Soluţie 

a) Prin calcul se obţine rezultatul 
23

10
. 

b) 
1 1

, 0
2 2

x x
 ∈ + ∞ ⇒ − > 
 

 şi 1 1
, 0

2 2
y y

 ∈ + ∞ ⇒ − > ⇒ 
 

1 1 1
4 2 2 1  

2 2 2
xy x y x y x y H− − + + > ⇒ ∗ > ⇒ ∗ ∈ . 

c) Pentru oricare , ,x y z ∈  are loc ( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = ( ) ( ) 3
16 8 4

2
xyz xz yz xy x y z− + + + + + − . 

d)  astfel încât ,e x e e x x x∃ ∈ ∗ = ∗ = ∀ ∈  şi prin calcul se obţine 
3

4
e = . 

e) ( ) ( ) ( )23
2 4 2 2 2 2 2 1 0;

2
x x x x x∗ = ⇒ ⋅ ⋅ − − = 22 ,   0 2 1 0x y y y y= > ⇒ − − = ⇒   

     
1

1 0; ,  nu convine
2

y x y⇒ = ⇒ = = − . 

f) ( ) ( )3 3
, 4 2 2 , 2 2 1 2 1 0,

2 2
x a a x a x xa x a a x x a a x∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇔ − − + = ∀ ∈ ⇔ − − − = ∀ ∈ ⇔

( )3 1
2 2 1 0,

2 2
x a x a

 ⇔ − − = ∀ ∈ ⇒ = 
 

. 
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Soluţie 

a) ( )( )5 5 20 5 5 25 5 5 5 5x y xy x y xy x y x y∗ = − + + − = − + + − + = − − + . 

b) ( ),5x ∈ − ∞ şi ( ) ( )( ),5 5 5 0 5 5 25 0y x y xy x y x y G∈ − ∞ ⇒ − − > ⇒ − + + − < ⇒ ∗ ∈ . 

c) Pentru , ,x y z ∈  se demonstrează că ( ) ( ) ( ) ( )5 25 120x y z x y z xyz xy yz xz x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = − + + + + + − . 

d) Prin calcul direct. Rezultă 4 este element neutru. 

e) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 28 7 5 8 5 7 20 63 9 22.E x x x x x x x= − + − + + + − − − = − + −  

     1,27 x∆ = − ⇒ ∉  Se ţine cont de semnul funcţiei de gradul al doilea ( ) 0,E x x⇒ < ∀ ∈ . 

f) Din c) şi din d) rezultă că legea este asociativă şi are element neutru. { }5 24 1
5 \ 5

5 5

x
x

x x

−′ = = + ∈
− −

.  
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Soluţie 

 a) Pentru , ,x y z ∈  se demonstrează că ( ) ( ) ( ) ( )2 4 6x y z x y z xyz xy yz xz x y z∆ ∆ = ∆ ∆ = + + + + + + + . 

 b) , astfel încât   ,  e x e e x x x∃ ∈ ∆ = ∆ = ∀ ∈ . Prin calcul se găseşte  1e = − ∈ . 

 c) ( )3 1 4 1 3x x x∆ − = − ⇒ − − = − ⇒ = −  

 d) ( ) ( ) ( ) 4 2 2 6x y z x y x z xy xz x y z∆ ⊥ = ∆ ⊥ ∆ = + + + + + . 

 e) ( ) ( ) ( )22 22 4 4 2 0 2x x x x x x x x x⊥ ⊥ ⊥ = − + ⇒ + = − ⇒ + = ⇒ = − ∈ . 

 f) Prin calcul direct ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 2 3 42 2 2 2 2 2 2 2 2 2 8 26 36⊥ ⊥ ⊥ = + + ⊥ + + = ⊥ = . 
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Soluţie 

a) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1, ,x y xy x y x y y x y x y∗ = + + + − = + + + − = + + − ∀ ∈ . 

b) Se aplică proprietatea   astfel încât    e x e e x x x∃ ∈ ∗ = ∗ = ∀ ∈ . 
     ( )1 0 0e x x e xe x e x e x e∗ = ∗ = + + = ⇒ + = ⇒ = . 

c) Pentru , ,x y z ∈  se demonstrează că ( ) ( )x y z x y z xyz xz yz xy x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + + + + + . 

d) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 0 1x x x x x∗ = − ⇒ + − = − ⇒ + = ⇒ = − . 

e) ( )2 1 2 1 1 2
2 2

1
(log ) (log ) 1 log 1 log 1 0   şi  2

2
x x x x x x

 
 ∗ = − ⇔ + + = ⇒ = =
 
 

. 

f) 
( ) ( )1 1

2 2 11
2 2

n n n n− −
+ + = , 2

16 0 3n n n− − = ⇒ =  şi 2 2n = − care nu convine, deci 3n = . 
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Soluţie 

a)  Pentru , ,x y z ∈  se demonstrează că ( ) ( ) 2 5x y z x y z x y z= = + + + . 

b) 
5 5

5 5 0
2 2

   
− − = − + = ∈      
   

. 

c)  5e = − . 

d) 3 3
1 2 35 5 0 0, 1, 1x x x x x x x− + = ⇔ − = ⇒ = = − = . 

e) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 ln 5 ln 5 5 ln 5f x f y f x f y x y xy f xy= + + = − + − + = − = . 

f) ' ' 5 ' 5 5 ' 2 5 \x x x x x x x x= = − ⇔ + + = − ⇔ = − − ∈ . 
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Soluţie 
a) Pentru , ,x y z ∈  se demonstrează că ( ) ( ) 2x y z x y z x y z⊥ ⊥ = ⊥ ⊥ = + + − . 

b) 22 4 5 2 2 6 0x x x x⊥ = ⇒ + − = , dar 2 ,  0x y y= > ; 2
1 26 0 2 1, 3 nu conviney y y x y+ − = ⇒ = ⇒ = = − . 

c) 2 1x x⊥ ≤ ⇒ 2 21 1 2 0x x x x+ − ≤ ⇒ + − ≤ . Din tabloul de valori se obţine [ ]2,1x ∈ − . 

d) 
( )1

1 44
2

n n
n n

−
⊥ ⊥ = + 1 10n⇒ = ∈  şi 2 9n = − ∉ . 

e) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 2 2 3 2 1 2 1f x y x y x y x y x y f x f y⊥ = ⊥ − = + − − = + − = − ⊥ − = ⊥ . 

f) ( )2 6 2 3 4 5 6 2 3 4 5 62 2 2 (2 2 2 ) (2 2 2 ) 2 2 2 2 (2 2 2 2) 121⊥ ⊥ ⊥ = ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ = + + − ⊥ + + − = . 
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 Soluţie 
a) Pentru , ,x y z ∈ , ( ) ( ) 2x y z x y z x y z⊥ ⊥ = ⊥ ⊥ = + + − . 

b) Fie 
1

\
3

a = ∈  a. î.  ( )1
0

3
b∗ = ∈ şi prin calcule se obţine 

2
\

3
b = ∈ . 

c) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 3x y z t x y z t x y z t x y z t∗ ∗ ∗ = + − ∗ ∗ = + + − ∗ = + + + − . 

d) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 3 5 6 7 8 3 7 23 29p = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = + + + − ∗ + + + − = ∗ = . 

e) 
( ) ( )
( ) ( )

2 5 3 1 1 2 3 2

7 2 3 2 2 3

x y x y

x y x y

 + ∗ − = + = − ⇔ − ∗ + = − + = 
. Deci ( ){ }13,8S = − . 

f) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 1 2 3 3 5 3 2 3 2f x y x y x y x y x y f x f y∗ = ∗ − = + − − = + − = − ∗ − = ∗ . 
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 Soluţie 
a) ( ) ( ) ( )( ), ,   2 1 1 1 1 1 1 1 1x y x y xy x y xy x y x y y x y∀ ∈ ∗ = − − − − = − − − − − = − + − + − = − + + − .  

b) Pentru , ,x y z ∈ , ( ) ( )x y z x y z xyz xz yz xy x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + + + + + . 

c) ( ) ( )2 1 2 1 ,xe x e x e x x x− − − − = ⇒ − + = + ∀ ∈ 2e⇒ = − . 

d) x x x x e′ ′∗ = ∗ = ⇒  2 2xx x x′ ′− − − − = − ⇒ ,   1
1

x
x x

x

−′ = ≠ −
+

. 

e) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 3 5 2 2 3 2 2 3 2 5x x x x x x+ ∗ − = ⇔ − + − − + − − − = ⇔  

     ( )2
1 22 4 0 2 2 0 0  şi  2x x x x x x⇔ − − = ⇔ − + = ⇒ = = − . 

f) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 1 0 3 1 3 1 2 0x x x x x x− ∗ + ≥ ⇒ − − + − − − + − ≥ ;  2 23 0 3 0x x− + ≥ ⇔ − ≤ . 

     Folosind semnul funcţiei de gradul doi, soluţia inecuaţiei este 3, 3S  = −  . 
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 Soluţie 

a) ( ) ( ) ( )( )3 6 6 12 2 3 2 6 2 2 3 2 2 2,   ,x y xy x y x y y x y x y∗ = + + + − = + + + − = + + − ∀ ∈ . 

b) Legea de compoziţie este asociativă pe  dacă ( ) ( )     , ,x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ ∀ ∈  

     ( ) ( ) ( ) ( )9 18 +36 x+y+z +70x y z x y z xyz xy yz xz∗ ∗ = ∗ ∗ = + + + . 

c) 2 0x M x∈ ⇒ + ≥ şi ( )( )2 0 2 2 0y M y x y∈ ⇒ + ≥ ⇒ + + ≥ . 

      2 2 4 0 3 6 6 12 0xy x y xy x y+ + + ≥ ⇒ + + + ≥ ⇒ 3 6 6 10 2 2xy x y x y x y M+ + + ≥ − ⇒ ∗ ≥ − ⇒ ∗ ∈ . 

d) Aplicând proprietatea: e∃ ∈ astfel încât ,x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈  se obţine 
5

3
e = − . 

e) 2 8 10
3

x
a x x x= ∗ = + +  şi 

23 18 20

2 2

x x x
b x

+ += ∗ = .  

     
2

2 3 18 20
20 8 10 20

2

x x
a b x x

+ ++ = ⇒ + + + =  ( ) 1 2
34

5 34 0 0;
5

x x x x⇒ + = ⇒ = = − . 

f) 1 23 3 19 3 8 3 9 0x x x x−∗ = ⇒ + ⋅ − = . Se face substituţia 3 ,   0x y y= >  2 8 9 0y y⇒ + − = . 

     ( )1 2100 1 3 1 0; 9 0,xy x y∆ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = = − ∉ +∞ . 
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Soluţie 

a) Asociativitatea: , ,x y z∀ ∈  avem ( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ ; ( ) ( ) 2 7x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + − ⋅ . 

b) ( ) ( )7 14 7 7 105x y z x y z xy xz x y z∗ = + − = + − − − + ; 

    ( ) ( ) 7 7 56 7 7 56 7 14 7 7 105.x y x z xy x y xz x z xy xz x y z∗ = − − + + − − + − = + − − − +  

c) 1 1 1
7 7 7 43 7 1 7 57 1

7
x x x x x+ −  ∗ ∗ = ⇒ + + = ⇒ = 

 
. 

d) ( )( )7 7 0 7 7 49 0
x H

x y xy x y
y H

∈ 
⇒ − − > ⇒ − − + > ⇒∈ 

7 7 56 7xy x y x y H− − + > ⇒ ∈ . 

e) ( ) ( )21 7 15 56 0 7,8x x x x x− < ⇒ − + < ⇒ ∈ . 

f) ( ) ( ) ( )1 2 3 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = − . 
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Soluţie 
a) ( ) ( ) 12, , ,x y z x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + − ∀ ∈ . 

b) 6 6 6 6 6 6 ,x x x x x x∗ = + − = = + − = ∗ ∀ ∈ . 

c) 'x este simetricul lui ( )7−  în raport cu legea  „ ∗ ” dacă ,x′ ∈  şi ( ) ( )7 7 6 19x x x′ ′ ′∗ − = − ∗ = ⇒ = . 

d) ( ) ( ) ( ]2 2 2 1
3 1 2 6 0 3 2 1 0 , 1 ,

3
x x x x x x x

 + − ∗ − + ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ ∈ − ∞ − ∪ ∞  
. 

e) 22a x=   
3 12

2

x
b

−=    211c x= − . , ,a b c - termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice 2b a c⇒ = +  

   2 2 23 12 2 11 3 4 0x x x x x− = − ⇒ + − = . Rezolvând ecuaţia 2
1 2

4
3 4 0 49 1,

3
x x x x+ − = ⇒ ∆ = ⇒ = = − . 

f) Folosind a). 
2 7 2 3 4 5 6 7 2 7

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
... 6 6

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

   ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = + + + − ⋅   
   

.  

  Formula 1
1

, 1
1

n

n
q

S a q
q

−= ≠
−

se aplică celor 7 termeni ai progresiei geometrice de raţie 
1

2
q = . 

  

7

7 7

1 1
1

2 2 1 1
36 35 35

1 2 2
2

  −   
     ⇒ − = − − = − + 

 −
. 
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Soluţie 

a) ( )( )2 5 5 5 2 10 10 45x y xy x y+ + − = + + + = x y⊥ . 

b) ( ) ( )( )( ) ( )22 5 5 5 5x y z x y z x y z⊥ ⊥ = + + + − = ⊥ ⊥ . 

c) ( )( ) ( )( )5, 5 5 5 0 2 5 5 5 0x y x y x y> − > − ⇒ + + > ⇒ + + − > . 

d) ( )( ) ( )5 3 2 5 5 3 5 5 5 20 3 5 5 5 10 1.x x x x x x x⊥ = + + − = − + + ⇔ + = ⇔ =  

 e) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 4 2 6 1 5 5 6 1 0 6, 1 .x x x x x x x+ ⊥ − = + + − < − ⇔ + + < ⇒ ∈ − − . 

 f) ( ) ( )3 322 5 5 2 5 5 2.nx x x x x n⊥ ⊥ = + − = + − ⇒ =  
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Soluţie 

a)  ( ) ( ) ( )( )2 6 6 21 2 6 6 18 3 2 3 6 3 3 2 3 3 3x y xy x y xy x y x y y x y∗ = − − + = − − + + = − − − + = − − + . 

b)  ( ) ( ) ( ) ( )4 12 36 105,   , ,x y z x y z xyz xz yz xz x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = − + + + + + − ∀ ∈ . 

c)  2 6 6 21x e e x x xe x e x∗ = ∗ = ⇒ − − + = ⇒
7

2
e = . 

d) Din b) legea de compoziţie este asociativă, din c) are element neutru 
7

2
e = ,  

    elementele simetrizabile sunt de forma ( ) ( )
12 35 1

=3+ ,  3
4 3 4 3

x
x x

x x

−′ = ≠
− −

; comutativitatea este uşor de  

    verificat ⇒  ( )\ {3},∗  este grup comutativ. 

e) 
3 0

, 2 6 6 18 0 2 6 6 21 3
3 0

x
x y G xy x y xy x y x y G

y

− >
∈ ⇒ ⇒ − − + > ⇒ − − + > ⇒ ∗ ∈ − >

. 

f)  ( ) ( )3 3
4 3 3 2 3 3 2nx x x x x n∗ ∗ = − + = − + ⇒ = . 
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Soluţie 
a) ( ) ( ) ( )( ) 3 6 6 12 2 3 2 6 2 2 3 2 2 2x y xy x y x y y x y∗ = − − + + = − − − + = − − + . 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 1 3 6 1 6 3 14 9 3 8 6 3 8 4 9 20x x x x x x∗ ∗ = ∗ ⋅ − ∗ − ⋅ + = − + − − + − = − + . 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 3 6 6 3 14 3 3 4 6 3 4 8 3 3 4 8 9 20x x x x x x x∗ ∗ = ∗ − − ∗ + = − − − + = − − + = − + . 

c) Se arată că ,e∃ ∈ astfel încât ,   e x x e x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . 3 6 6 14x e e x x ex e x x∗ = ∗ = ⇒ − − + = ⇒
7

3
e = . 

d) 23 3 12 11 0x x x x∗ = ⇒ − + = . Se rezolvă ecuaţia şi 3 3
2 ,2

3 3
A

  = − + 
  

. 

e) Se foloseşte a). şi se obţine  ( ) ( )2 2
3 33 log 7 2 2 2    log 7 2    4x x x − − + = ⇒ − = ⇒ = ±

 
. 

f) Se arată că pentru 3,   x x′= ∃ ∈ astfel încât 
7

' 3 3
3

x x′∗ = ∗ = ⇒
7

9 18 6 14
3

x x′ ′− − + = ⇒
19

9
x′ = . 
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Soluţie 

a) Se arată că ( ) ( ) 8x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + −  pentru  , ,x y z∀ ∈ . 

b) ( )( )4 4 4 4 4 20 4 4 16 4 0x y x y xy x y xy x y− − − − = − − + − + + − − = . 

    Rezultă că ( )( )4 4 4,  ,x y x y x y= − − − ∀ ∈ . 

c) Pentru  ,x y∀ ∈  se arată că x y y x= . Operaţiile de adunare şi înmulţire pe sunt comutative 

    ( ) ( )4 20 4 20 4 4 20x y xy x y yx y x yx y x y x= − + + = −+ + = − − + = . 

d) e∃ ∈  a. î. ,   e x x e x x∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇒ 4e = .  a.î. ,   u u x x u x x∃ ∈ = = ∀ ∈ ⇒  5u = . 

    Deci 2 2 2 25 4 25 16 41u e+ = + = + = . 

e) ( ) ( )2 3 2 1 2 14,x x x∗ = − = − +   ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 3 2 4 2 20 6 20 20x x x∗ = − + + ∗ − + =   

    ( )2 12 6 2 14x x= − + ∗ = − + . 

f) Din a) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 10⇒ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = − ∗ − ∗ = − . 
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Soluţie 

a) ( ) ( )x y z x y z= ( ) ( )4 8 16 30xyz xy xz yz x y z= + + + + + + + . 

b) ( ) ( )2 2 2 8 4 4 14x y z x y z xy xz x y z∗ = + + = + + + + + . 

   ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2 8 4 4 14x y x z x y x z xy xz x y z∗ = + + = + + + + + . 

c) Se verifică dacă există u ∈  pentru care ,  u x x x= ∀ ∈ . 

     2 4 4 6u x x ux u x x= ⇔ + + + = ; se obţine  
3

2
u

−= ∉ . 

d) ( )( )2 2 4 4 6 2 2 2 2 0 2 sau 2x y xy x y x y x y= − ⇔ + + + = − ⇔ + + = ⇔ = − = − . 

e) ( ) [ ] { }2 2 1 0 1,0  şi 1,0x x x x x x x∗ ≤ ⇔ + ≤ ⇔ ∈ − ∈ ⇒ ∈ − . 

f) 2 2a x x x= ∗ = + şi 22 8 6b x x x x= = + + . Se înlocuiesc în: 2
2

a b+ = − .   

     Se rezolvă ecuaţia 2 5 4 2x x+ + = −  de unde se obţine 2x = −  sau 3x = − . 
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Soluţie 

a) Fie x H∈  şi 
2 0

2 2 4 0 2 4 4 8 0
2 0

x
y H xy x y xy x y

y

+ ≥
∈ ⇒ ⇒ + + + ≥ ⇒ + + + ≥ ⇒ + ≥

 

2 4 4 6 2xy x y+ + + > − . Deci  2x y x y H≥ − ⇒ ∈ . 

b) ( ) ( )x y z x y z= ( ) ( )4 8 16 30xyz xz yz xy x y z= + + + + + + + , , ,x y z∀ ∈ . 

c) Se demonstrează că ,   e x ∃ ∈ ∀ ∈  a. î. x e e x x∗ = ∗ =  şi se obţine 2e = − . 

d) { }2 2
1 23 0 3 2 0 1, 2 1, 2x x x x x x A∗ = ⇒ + + = ⇒ = − = − ⇒ = − − .  

     { }2
3 40 2 8 6 0 1, 3 1x x x x x x B= ⇒ + + = ⇒ = − = − ⇒ = − , deci { }1A B∩ = − . 

e) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 8 38,x x x x∗ = ∗ = + ∀ ∈ . 

f) 2 2a x= + şi 22 8 6b x x= + +  20 5 4 0
2

a b
x x

+
⇒ < ⇔ + + < ⇒ ( )4, 1x ∈ − − . 
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Soluţie 
a) ( ) ( ) ( )( )3 1 2 = 1 1 2 1 1 2x y xy x y xy x y x y y y x⊥ = − − + = − − + + − − − + = − − + .  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3x y z x y z x y z x yz y z x yz y z⊥ ⊥ = ⊥ − − ⊥ + = − − + − − − − + + =   

      ( ) 2xyz xy xz yz x y z= − + + + + +  

     ( ) ( ) ( ) ( )3 2x y z x y z x y z xyz xz yz xy x y z⊥ ⊥ = ⊥ − ⊥ − + = − + + + + + . 

     Se observă că rezultatele sunt diferite, deci legea de compoziţie nu este asociativă. 

c) 
2

2

52 3
2 5 9 18 0

y xx x y x x y
x y xy x y y y

= − +⊥ = − − = − ⇔ ⇔  ⊥ = − + = − + =   
. Pentru 2 9 18 0y y− + = , 9.∆ =     

     Deci ( ) ( ){ }1 1

2 2

6 1
 1,6 ; 2,3

3 2

y x
S

y x

= ⇒ = −
⇒ = − = ⇒ =

. 

d) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 10 2 2 3 2 10 1 2 10 2 10x x x x x x x x x     ⊥ ⊥ ⊥ = ⇔ − − + ⊥ ⊥ = ⇔ + ⊥ = ⇔ + ⊥ = ⇔       

     2 1 10 3x x⇔ + = ⇒ = ± .  

e) 22 2 3 2x x x x⊥ ≥ ⇔ − + ≥ ( )22 2 1 0 1 0x x x⇔ − + ≥ ⇔ − ≥ , adevărat x∀ ∈ . 

f) ( )( )1 1 2x y x y⊥ = − − + . Alegem 
1 1

1 5, 1 5 1 \ , 1 \
5 5

x y x y− = − = ⇒ = − ∈ = + ∈  

şi 3x y⊥ = ∈ . 
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Soluţie 

a) Se verifică prin calcul direct. 

b) 

1
0

1 1 1 1 12, 0 0
1 2 2 2 2 4

0
2

x
x y M x y xy x y

y

 − >   ∈ ⇒ ⇒ − − > ⇒ − − + > ⇒   
   − >



1

2
x y x y M> ⇒ ∈ . 

c) ( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2
x y z x y z x y z

   = − − − + =   
   

, ,x y z M∀ ∈ . 

d) 
3 1 3

,
2 2 2

x e e x x x e e x M
   ∗ = ∗ = ⇔ − = − ∀ ∈   
   

, deci 
3

2
e = . 

e) 
2 2

1 3 1 1 1 3 1 1
2 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2
x x x x x x

       = − ⋅ ⋅ − + = − ⋅ + = ⇔ − =       
       

 cu soluţia 
3

2
x M= ∈ . 

f) 
2

3 1 1
1

4 2 4
x x x x M

 = ⇔ − = ⇒ = ∈ 
 

. Deci { }1A = .  

 

95/100Subiectul II



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

Soluţie 
a) 2 2 2 1 2 2 2 2 1x y xy x y xy x y∗ = + + + = + + + − ( ) ( )( )(2 2) 1 1 2 1 1 1x y x y= + + − = + + − . 

b) ( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ ( ) ( )4 4 4 3, , ,xyz xz yz xy x y z x y z= + + + + + + + ∀ ∈ . 

c) ( ) ( ) 1
2 2 2 1 2 1 1 ,

2
x e e x x ex e x x e x x x e

−∗ = ∗ = ⇔ + + + = ⇔ + = − + ∀ ∈ ⇒ = ∈ . 

d) ( )( )1 2 1 1 1 1x y x y∗ = − ⇔ + + − = − ⇒  ( )( )2 1 1 0x y+ + = ⇒ 1x = −  sau 1y = − . 

e) Se rezolvă ecuaţia 1x x∗ = ( ) 3 3
1 2 1 22 2 0 0, 2 8x x x x x x⇔ + = ⇒ = = − ⇒ + = − . 

f)  ( )( ) { }2 2 1 1 1,  , \ 1x y xy x y y x y∗ = + + + − ≠ − ∀ ∈ − ⇒ operaţia " "∗ este lege de compoziţie pe { }\ 1 .−  

    Din b) ⇒  legea este asociativă. Din c)
1

2
e⇒ = −  element neutru.  

1
2 2 2 1

2
x x e xx x x

−′ ′ ′∗ = ⇔ + + + = ⇔ ( ) ( )3 4
2 1

2

x
x x

− +
′ + =

( )
( ) { } { }3 4

1 \ 1 , ' \ 1
4 1

x
x x x

x

− +
′⇔ = ≠ − ⇒ ∀ ∈ − ∃ ∈ −

+
.  

   ( ) ( )2 2 1 2 2 1 , ,x y xy x y yx y x y x x y∗ = + + + = + + + = ∗ ∀ ∈ ⇒ legea este comutativă. 
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Soluţie 
a) ( ) ( ) ( ) ( )5 2 3 2 5 2 3 2 2a b a b∗ − ∗ = + − − + − = . 

b) ( )( ), , , , 1 0, , 1x y y x x y x ay b y ax b x y x y a x y a∗ = ∗ ∀ ∈ ⇔ + − = + − ∀ ∈ ⇔ − − = ∀ ∈ ⇒ = . 

c) 1a x y x y b= ⇒ ∗ = + − . 2009 2009 2009 , 2009 2009e x x x x x b x b= ⇔ ∗ = ∗ = ∀ ∈ ⇔ + − = ⇒ =  

d) 1a x y x y b= ⇒ ∗ = + − . ( ) ( )2 , , ,x y z x y z b x y z x y z∗ ∗ = + + − = ∗ ∗ ∀ ∈ . 

e) ( ), , 1 0, 1x x b x x ax b b x x a x a∗ = − ∀ ∈ ⇔ + − = − ∀ ∈ ⇔ + = ∀ ∈ ⇒ = − . 

f) ' 'x x x x e∗ = ∗ = . Din punctul c) rezultă că 2009e = , iar din b) rezultă că legea este 
comutativă ' 2009 ' 2009 2009 ' 4018x x x x x x⇒ ∗ = ⇔ + − = ⇔ = − ∈ . Deci pentru orice x ∈  există  

'4018x x= − ∈ . 
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Soluţie 

a) Fie , ,x y z ∈ , ( ) ( ) ( ) ( )1 1x y z x y z ax b y z a x y bz∗ ∗ = ∗ ∗ ⇔ + ∗ − = ∗ + − . 

     2 21 1,  , ,ax aby b z b a x aby bz a x y z+ + − − = + + − − ∀ ∈ ⇔  

     ( ) ( )
2

2 2 2

0

0, , , 0

0

a a

a a x b b z b a x y z b b

a b

 − =
− + − − + = ∀ ∈ ⇒ − =
 − =

; 0a b= =  nu convine,  

     deci 1a b= = ⇒ 1x y x y∗ = + − . 
b) Se demonstrează că ,x y∀ ∈  avem  x y y x= . 

     ( )2 2 2 3 2 2 3x y xy x y xy x y= − − + = − + + ( )2 2 3yx y x y x= − + + = . 

c) Se determină elementul neutru pentru legea „ ∗ ”. e ∈  astfel încât ,x e e x x x∗ = ∗ = ∀ ∈ . 
     Din 1 1e x x e x x e x e∗ = ∗ = ⇒ + − = ⇒ = ∈ . 
     Deci x′  simetricul lui 1 1 1 2x x x x x x x′ ′ ′⇒ ∗ = ⇒ + − = ⇒ = − ∈ . 
     Deci 2x x x′∀ ∈ ⇒ ∃ = − ∈  simetricul lui x  în raport cu legea „ ∗ ”. 
d) Căutăm e ∈  astfel încât ,e x x e x x= = ∀ ∈ .  

     ( ) ( ) 3
2 2 2 3 2 1 3 1 , .

2
x e e x x ex e x x e x x x e= = ⇒ − − + = ⇒ − = − ∀ ∈ ⇒ = ∈   

e) ( ) ( ) ( ) 2 2 4 2 2 5x y z x y x z xy xz x y z∗ = ∗ = + − − − + . 

f) ( ) 1
1

2
f xy xy= + ; ( ) ( ) 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 2 1 3 1
2 2 2 2 2

f x f y x y x y xy
      = + + − + − + + = +      
      

. 
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Soluţie 
a) ( ) ( ) ( )2

1 20 2 1 1 0 2 0 0, 2x x x x x x x x x x∗ + = ⇔ + + − = ⇔ + = ⇒ = = − . 

b) Din ( ) ( )1 1 , 1x x x x e− = − = ∀ ∈ ⇒ = − .                                    

c) ( ), 2 1, , 2 1, . 2 1 2 1 1 2 1 1x y H x k k y p p x x k p k p H∈ ⇒ = + ∈ = + ∈ ∗ = + + + + = + + + ∈ . 

d) ( ), 2 1, , 2 1, . 4 2 2 1 1 2 2x y H x k k y p p x y kp k p kp k p H∈ ⇒ = + ∈ = + ∈ = + + + − = + + ∉ ⇒ operaţia  

   „ ” nu este lege de compoziţie pe H. 
e) ( ) ( )2 , , ,x y z x y z x y z x y z∗ ∗ = + + + = ∗ ∗ ∀ ∈ . 

f) Din punctul c) rezultă că operaţia „ ∗ ” este lege de compoziţie pe H. Din punctul e) rezultă asociativitatea.  
   Din b) avem 1e H= − ∈ este element neutru. Fie x H∈ . Căutăm 'x H∈  astfel încât ' 'x x x x e∗ = ∗ = .  
   ' ' 1 ' 1 1 ' 2x x x x x x x x H∗ = ∗ = − ⇔ + + = − ⇔ = − − ∈ pentru orice .x H∈  
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Soluţie 
a) ( ) { }2 2 0, \ 0x x x x x x x∗ − = − + − = − < ∀ ∈ . 

b) ( ) ( ) , , ,x y z x y z xyz xz yz xy x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = + + + + + + ∀ ∈ . 

c)  este elementul neutru ,   e x e e x x x∈ ⇔ ∗ = ∗ = ∀ ∈ . Din e x x e x∗ = ∗ =  se găseşte 0.e =  

d) ( ) ( ){ }2 2 2

1 1 11
    0,1 , 3,4

1 2 1 2 1 0 3 0

xy x y xy x y y xx y xy
S

x x y x x y x x y x x

 + + = + + = = − ∗ = +   ⇔ ⇒ ⇔ ⇒ = −   ∗ = − + = − + − + = + =    
. 

e) Din x x x x e′ ′∗ = ∗ =  se obţine { }\ 1
1

x
x

x

−′ = ∈ −
+

.  

f) Din punctul e) avem ( )' 1x x x+ = . Pentru 1 0 1x = − ⇒ = − , fals 1x⇒ = − nu este element simetrizabil în raport 

cu legea ( )" " ,∗ ⇒ ∗  nu este grup. 
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