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PREFATA

Solutia unei probleme trebuie privitd ca o sursé de metode si idei care se
vor dovedi utile gi in alte imprejurari.Dintr-o probleméa elevul trebuie sa obtina si
sa retind cat mai multe informatii .

Pornind de la aceste motive, cartea de fata se adreseaza elevilor care se
pregatesc pentru concursurile de matematica.Problemele selectate sunt
problemele originale ale autorului - in marea lor majoritate publicate — in carti si
reviste de specialitate ca: ,Matematicd de vacantd”, "Gazeta matematicad”,
"Revista matematicad din Timisoara”, "Revista de informare matematica din
Bragov”, ”Sé intelegem matematica” (Bacdu), "Recreatii matematice” (lasi) etc.

Solutiile problemelor sunt clare, concise, imediat dupad enunt.Aceasta
reprezintd de fapt nota de originalitate si factorul de utilitate al céartii.Mai spun ca
lucrarea este utild si prin faptul cad are un caracter complet, unitar, continand
probleme din clasele V — XII.

Berca, 2009 Autorul
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Motto: “Aritmetica si Geometria dispun de resurse bogate de dezvoltare a capacitatii
copilului de a se mira, de a se intreba, de a imagina raspunsuri, de a tatona diferite cai
de rezolvare, de a stabili punti de legatura cu intelegerea naturii, a limbajului, a istoriei
si geografiei.Dar totul trebuie sa se bazeze pe dezvoltarea propriei sale curiozitati, in
asa fel incat el sa accepte ca unica rasplata bucuria, placerea de a intelege, prin pasi
marunti, cdte ceva din lumea care il inconjoara si de a se intelege pe sine.La intrebarea
pe care o auzim mereu, din partea unor elevi, dar §i din partea unor parinti sau
educatori:De ce matematica pentru copii care nu-si propun sa devind matematicieni? le
raspundem: Pentru ca matematica este un mod de gandire cu valoare universala si
pentru cd ea prilejuieste bucurii spirituale la care orice fiinta umana ar trebui sa aiba
acces.In mdsura in care adolescentii vor invita sd se, bucure de frumusetile
matematicii, ale stiintei, ale artei si literaturii si vor simti nevoia de a le frecventa, ei nu
vor mai suferi de plictiseala iar tentatia unor activitati derizorii, uneori antisociale, va
scadea”

Savantul Academician, Solomon Marcus

Problema pentru ciclul primar

La o ord de sport participa elevi din clasa a III-a si elevi din clasa a [V-a, in total 46.
Profesorul aseaza elevii pe un rand astfel incat intre doi elevi de clasa a IV-a sa se afle
doi elevi de clasa a IlI-a.Sa se afle cati elevi sunt in clasa a IlI-a si cati elevi sunt in
clasa a IV-a.

Solutie.Daca notdm cu @ numarul elevilor din clasa a IV-a si cu b numarul elevilor din
clasa a III-a din enunt rezulta relatiile:
a+b=46 si b=2(a—1).Seobtine a =16si b=30.

Problema pentru ciclul primar,

Gasiti numarul abced :2 stiind ca cifrele sale verifica relatiile:
Ma+b+c+d=11,2)b+c+d=7,3)c+d =7,(4)d =2a-2.

Solutie.Daca scadem relatiile (1) si (2) obtinem a =4, apoi scddem relatiile (2) si (3) si
rezultd » =0.Din (4) avem d = 6, iar din (2) ¢ =1.De aici obtinem abcd = 4016.
Numadrul cdutat este 2008.

Problema pentru ciclul primar,

Intr-o scoala, in luna mai 2008, raportul fete:bdieti era de 2:3.In prezent, raportul este
1:2, numarul baietilor a ramas neschimbat, iar numarul fetelor este cu 10 mai mic.Sa se
afle cate fete si cati baieti erau in gcoala in luna mai 2008.

Data la Concursul Sclipirea Mintii - 2008



Probleme rezolvate

Solutie.Notdm cu f numarul fetelor si cu b numarul baietilor.Deoarece in luna mai
2008 raportul fete-baieti era 2:3 ,rezultd f =2k si b =3k .Din datele prezente avem
2(2k—10) =3k, de unde k£ =20.
Deci f =40,b=60.

Data la Concursul “Sclipirea Mintii” 2008

Problema pentru clasaa V -a,

Aratati ca fractia:
a’b+ab®

——>»(Va,b,c,d e N ") este reductibila.Generalizati rezultatul.
cd+cd

Solutie :

Numerele de forma a’°b + ab® = ab(a + b) sunt numere pare.
De aici rezulta ca numaratorul si numitorul fractiei se divide cu 2

si fractia este reductibila.

Generalizare ;

2 2 2 2 2 2
a,’b,+ab ~ +a,”b,+a,b,” +...+a,’b, +ab,
2 2 2 2 2 2
¢’d +cd +c,d,+c,d, +..+c¢c,°d, +c,d,

este reductibila (Va,;,b, e N',c;,d; e N",i e {1,2,...,n},j 5 {1,2,...,m})

Fractia

Problema pentru clasa a V-a

Aratati ca fractia
345" +7°+2d
ab(a+b)
printr - un numar par.
Publicatd in RIM — nr.XIV -2007 (10109)

,(a,be N",c,d € N) nuse simplifica

Solutie:

Se demonstreaza usor ca 3° +5” + 7¢ + 2d este un numar impar
(se calculeazaultima cifrd a sa),

iar ab(a + b) un numar par;deci fractia datd nu se simplifica

printr - un numar par.
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Problema pentru clasa a V-a

Aratati ca fractia
2005 +2007" +1
ab(a +b)
printr - un numar par.
Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9945)

,(a,b € N")nu se simplifica

Solutie:

Se demonstreaza usor ca 2005 +2007" + 1 este un numar impar
(se calculeaza ultima cifra a sa),

iar ab(a + b) un numar par;deci fractia data nu se simplifica

printr - un numar par.

Problema pentru clasa a V-a

Aratati ca fractia
a’b+ab* +7"

cd+cd® +6m°
(Va,b,c,d,ne N;Vme N").

nu se simplifica printr - un numar par

Solutie :

Fractia data se scrie :
ab(a+b)+7"
cd(c+d)+6"
ab(a+b) = par,cd(c+d) = par,6™ = par,7" =impar,

.Tinand cont ca :

obtinem faptul ca numaratorul este un numar impar iar numitorul
un numar par.

De aici rezulta ca fractia nu se simplifica printr - un numar par.

Problema pentru clasa a V-a

Aratati ca fractia
547" +1
ab(a+b)

Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9945); Publicati in RIM — nr.XV -2008 (10295)

,(a,b € N") nu se simplifica printr - un numar par.
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Probleme rezolvate

Solutie:

Se demonstreaza usor ca 5 + 7" + 1 este un numar impar
(se calculeaza ultima cifra a sa),

iar ab(a + b) un numar par;deci fractia data nu se simplifica

printr - un numar par.

Problema pentru clasa a V-a

Sa se afle x §i y numere naturale astfel incat

fractia 3 sa fie echiunitara.
(x-D(y-2)

Solutie :

fractia data este echiunitara daca (x —1)(y —2) = 3.

Avem urmatoarele posibilitati :

lx—-1=1siy—-2=3<x=2s1y=5;

2x—-1=3s1iy-2=1<x=4siy=3.

Deci (x, y) € {(2,5),(4.3)}.

Problema pentru clasa a V-a

Sa se afle x §i y numere naturale astfel incat

Xy-x+2y-2

fractia sa fie subunitara.

Solutie:
Avemxy—x+2y-2=x(y-D)+2(y-1)=(x+2)(y-1).
Valorile posibile ale produsului (x +2)(y —1) sunt 0,1si 2.

Efectuand calculele obtinem solutiile :
=1 =0
1. Y ;2. * .
xeN y=2

Problema pentru clasa a V-a
Aratati ca fractia
4n+6

2
n-+n

(n € N), se poate simplifica.

Solutie:
Numitorul se scrie n(n + 1).Produsul a doua numere naturale

consecutive este par.
Numaratorul se scrie 2(2n + 3), deci este divizibil cu 2.

Fractia se poate simplifica cu 2.
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Problema pentru clasa a V-a
Aratati ca fractia

6
10" —1

,(n € N") se poate simplifica.

Solutie:
Observamca 10" —1=10...0—1=99...9, deci numitorul se divide
cu 3 pentruoricen e N°;

fractia se simplifica cu 3.
Problema pentru clasa a V-a

Aratati ca fractia
2003 +2005" +2007° +2d
ab(a+b)
nu se simplificd printr - un numar par.
Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10109)

J(a,be N",c,d e N)

Solutie:
Se demonstreaza usor ca 2003 +2005” + 2007 + 2d
este un numar impar
(se calculeazaultima cifrd a sa),
iar ab(a + b) un numar par;deci fractia datd nu se simplifica

printr - un numar par.

Problema pentru clasa a V-a

+1 b+2

— a .
Sa se afle suma numerelor de forma ab cu e Nsi e N.

a
Publicata in RMT — nr. 3 /2006 (V1.204.); G.M. — nr. 9 / 2006 (E: 13267)& Crux
M391 — aprilie 2009
Solutie:
Estenecesarcab<a+1sia<b+2,decib e {a -2,a-1,a,a +1}.

a+1€N:>a+1:1+ 3 e N
(D) Pentrub=a-2= a‘i , a-2 a-2
472t 2 N=1eN
a
=a-2e{l3}=



Probleme rezolvate

a+l N a+1:1Jr 2 N
(2)Pentrub=a-1= a_i a_i ?_1 —=aed
N2l —eN
a a a
a+1
eN
(3)Pentrub=a = a a=1=b=1
a+2
eN
a
a+1€N:>leN
(4)Pentrub=a+1= a+; 3 3
A N2 2N
a a a

=
a=3=>b=4
Asadar, ab e {3 1,53,1 1,12,34} sisuma ceruta este 141.

{azl:b:2

Problemi pentru clasa a V-a,

Fie A4=1-2-3-...-2008 .Aflati cel mai mare numar natural » cu proprietatea ca 3"
divide 4.

Publicata in G.M. —nr. 5/2007 (E: 13439)

Solutie. Numarul A4 contine 2008 factori.Notam cu [a] partea Intreaga a numadrului a.

008} =669 sunt divizibili cu 3; [?} =223 sunt divizibili cu

Din cet1 2008 factori [2

32{%}74 sunt divizibili cu 33;[%}

> =24 sunt divizibili cu 3* ’[%} =8

243
2008
729

divizibil cu 37 =2187.Avem in total 669+223+74+24+8+2=1000 factori de
3=n=1000.

sunt divizibili cu 3’ si [ }=2 sunt divizibili cu 3°.Nu avem nici un factor

Problemi pentru clasa a V-a,
In cate zerouri se termind numarul 4 =1-2-3-...-2007 2.

Solutie. Numarul 4 contine 2007 factori.Notam cu [a] partea intreagd a numarului a.

Din cei 2007 factori [g} =401 sunt divizibili cu 5{?} =80 sunt divizibili cu
5° ,{2107057} =16 sunt divizibili cu 5°si [2607057} =3 sunt divizibili cu 5*.Nu avem nici

un factor divizibil cu 5° =3125.Avem in total 401+80+16+3=500 factori de 5= 5°®
divide A4 .Deci A se termina cu 500 de zerouri.
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Problema pentru clasa a V-a

Determinati solutiile naturale ale ecuatiei :
x(x+D(x+7)=2"%

Solutie :

Fiex=2"x+1=2",x+7=2".

Rezultau +v+t =y si 2"-2" =1,respectiv2’ -2" =7

Ultimile doua relatii se maiscriu 2" (2" -1)=1si2“(2"™ -1) = 7.
Urmeazacau =0si2"™ -1=1respectiv2™ -1=7,

deundev =0sit =3.

Prin urmare solutia ecuatieieste : x =1,y = 4.

Problema pentru clasa a V-a,

Rezolvati in NxN ecuatia :
1 N 2007
x+2006 y+2007

Publicata in GM — nr. 11 / 2006 (C:3086.) & data la Olimpada de Matematica Faza
Locala — clasa a VIII — a, Sibiu, 2007; Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9942)

=I,dacax—yeN".

Solutie:
Dinx-yeN =x-y21=x2y+1= x+2006> y+2007

1 < 1

= <
x+2006 y+2007

1 2007 1 2007 2008

Avem + < + =

x+2006 y+2007 y+2007 y+2007 y+2007

1< 208 o

y+2007
De unde y € {0,1}.
Pentru y =0= _ = 0 = nu avem solutie;

x+2006

Pentruy =1= x=2.

Solutiaeste x =2,y =1.

Problema pentru clasa a V-a



Probleme rezolvate

Sa se compare numerele:
20062006 +20072007 Sl 28024 '31003 .74012 +26021 .2232007.

Solutie:

2007 =3%-223;
2° 43% &2°.223 192007 < 2727 .223% 420077
P (1)26021 .2232007 4 20072007.

2006 =2-17-59;
3 4 22 31003 4 22006
49 4 59 P 492006 g 592006 P (2)31003 . 74012 .28024 g 20062006
16417 162006 4172006

Dln (l) Sl (2) = 20062006 + 20072007 > 26021 . 2232007 + 28024 . 31003 . 74012'

Problema pentru clasa a V-a

Sa se compare numerele:
20062006 .20072007 Si 214045 ‘31003 ‘74012 .2232007

Solutie:

2007 =3%-223;
27 43% < 27223 92007 < 2727 .223°%7 42007*"
P (1)26021 . 2232007 g 20072007.

2006 =2-17-59;
3492 31003 52006

49 4 59 P 492006 4 592006 P (2)31003 . 74012 _28024 4 20062006.
16417 162006 4172006

Dll’l (1) Sl (2) — 20062006 . 20072007 > 214045 . 31003 . 74012 . 2232007.

Problema pentru clasa a V-a

Rezolvati in NxN ecuatia :
1 a+1
+
x+a y+a+l
Publicata in RMT —nr. 3 /2007 ( V.229.)

=1I,dacax—yeN",aeN.

Solutie:

10
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Dinx—yeN = x-—y2l=>x>2y+l=>x+a>2y+a+l

1 1
= <
x+a y+a+l

1 a+l 1 a+l a+?2
Avem + < + =
x+a y+a+l y+a+l y+a+l y+a+l

:>1£a—+2:>y§1
yv+a+1

Deunde y € {0,1}.

= (0 = nu avem solutie;

Pentru y=0=
x+a

Pentru y=1=x=2.
Solutiaestex =2,y =1.

Problema pentru clasa a V-a

Sa se gaseascd numerele de forma @bcd divizibile cu 15 care au 15 divizori.

Publicati in RMT —nr. 1/2007 (0.V.167.)
Solutie:
abcd divizibilecu15=> abcd =3" -5" - p* - ...

abcd aul5divizori= 15=(m+1)-(m+1)-(k+1)-...
n+l=3sim+1=5=>n=2,m=4

= Jsau
n+l=5sim+1=3=>n=4m=2

Avem: abed =3° -5 = 5625 sau abed =3* - 57 = 2025.
abed € {2025,5625},

Problema pentru clasa a V-a

Si se giseascd numerele de forma @bcde divizibile cu15 care au 25 divizori.

Solutie:
abcde divizibile cu 15 = abed = 3" -5" - p* ..
abcd au 25 divizori= 25=(m+1)-(m+1)-(k+1)-...
=>n+l=5sim+1=5=n=4sim=4

Avem: abcde=3"-5" = 50625.

abcde € {50625,

Problema pentru clasa a V-a

11



Probleme rezolvate

Sa se gaseascd numerele de forma abcde divizibile cu 35 care au 15 divizori.

Solutie:
abcde divizibile cu 35 = abcd = 5" - 7" - p* - ..

abcd aul5divizori= 15=m+1)-(m+1)-(k+1)-...

n+l=3sim+1=5=>n=2,m=4

= qsau
n+l=5sim+1=3=>n=4m=2
Avem: abcde=5-7" = 60025 sau abcde = 5* - 7% = 30625.
abede € {30625,60025),

Problema pentru clasa a V-a

Sa se afle numerele naturale n i m care verifica conditiile:
i)n=5"-11%;

(i)m=2%-117;

(iii) n are 15 divizori;

(iv) m are 12 divizori.

Publicata in S.G.M - nr. 10 / 2008 (S.E 08 - 72), data la concursul
interjudetean”Jose Marti” —clasa a VI-a- Bucuresti, 2009

Solutie:
y+1=5 x=3
> iXx+l=4=y=4>

{din (i) = (y+1)-(z+1) =15
z+1=3 |z=2

din (iv)= (x +1)- (z+1) =12

din (i) => n=5"-11> =75625
=
din (ii) > m =2 -11> = 968

Problema pentru clasa a VI-a,

Aflati restul impértirii numarului 3 W43 a8,
Publicata in G.M. —nr. 4/ 2007 (25776)
Solutie:

3006 4 32007 _ 32006 074 3y 4. 32006 :4'(32)””’3 —4(8+1)"" =
=4-(M8+1)=MS8+4,decirestul cerut este 4.

Problema pentru clasa a VI- a,

S3 se arate ca 23 divide 3% +5% +15%.

Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10115)

Solutie.Se aplici Mica teoremi a lui Fermat: Va € Z, p = prim,p #a = a’"' = M, +1.

12
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37 +5% +15%=3.3" +5.57 +15-15%=3- (M, + ) +5- (M, + 1) +15- (M, + 1) =
=M, +3+5+15=M,,
Problema pentru clasa a V-a,

Sa se determine multimea A:{xeN/x:y+z,y:3a,z:6b,0<a+2b<4}.

Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10118)

Solutie.(1)x=y+z=3a+6b=3-(a+2b)e N.Din 0 <a+2b <4 si(l)rezulta
12.45_78_1011

2 +2beq—,—1,—,—,2,—,—,3,—,—¢.Din 1 1 2 avem

@ e {33 3°377373 33} s @

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Problema pentru clasa a V-a,

Fie A={xeN/x:y—i-z,y:na,z:an,0<a+2b<4,neN*}.Sé se determine A si

cardA.

Solutie.(1) x = y+ z =na + 2nb = n(a + 2b)
o {1 23 4n-1

xeN=a+2be

R

}Avem A={1,23,.,4n—1} si cardA=4n-1.
n nn n

Problema pentru clasa a V- a,

Aflati restul impartirii numdrului N=ababab +10 la 13.

Solutie. Numarul ababab=10101- ab=M 13 -Obtinem ca restul impartirii numdrului N la
13 este 10.
Problema pentru clasa a V- a,
Aflati restul impartirii numdrului N=ababab +13 pe rand la 21 si 37.
Vezi RMT -1/2009, O.V. 214, si SGMB- mai / 2009 (S:E09.168)

Solutie. Numadrul ababal)ZIOIOI-E:M21 =M,, .Obtinem cd restul Impartirii

numarului N la 21 si 37 este 13.
Problema pentru clasa a V-a,

Fie 4= {xeN/x=y+z,y:na,z:2nb,m <a+2b <p,n,m,peN*}Sé se determine
cardA.

Solutie.(1) x = y+ z =na + 2nb = n(a + 2b)
M
(2) m<a+2b< pe=mn<x=< pnDeoarece x,mn,pne N = cardAd= pn—mn—1.

Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10294)

Problemi pentru clasa a V-a,

Sa se determine multimea A = {x eN/3-5"<x<5"" neN } astfel incat card4 =9 .
Solutie.Primul element al lui 4 este pe de o parte 3-5" +1 si pe de altd parte 5"*' —9.

13



Probleme rezolvate

Deci avem egalitatea 3.5" +1=5""-9<10=5-5"-3-5" <10=2-5" o n=1.
Multimea este 4 = {16,17,18,19,20,21,22,23,24,},

Problemi pentru clasa a V-a,

Sa se determine multimea A = {x eN/3-5"<x<5"" ne N} astfel incat cardA =11..

Solutie.Primul element al lui 4 este pe de o parte 3-5" si pe de altd parte 5" —11+1.
Deci avem egalitatea 3.5" =5"" —11+1<10=5-5"-3-5" < 10=2-5" < n=1.
Multimea este 4 = {15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25}.

Problema pentru clasa a V-a,

Si se rezolve in N x N ecuatia:3* " =372 = 216.
Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10121)

Solutie.Scoatem pe 37*2 factor si avem:

3x2+2 (3)/—1 _ 1) _ 33 . 23

Din cei doi factori din membrul sting unul este multiplu de 3 fard a fi si multiplu de 2
iar,

celalalt este multiplu de 2 fara a fi si multiplu de 3, deci avem:

372 =33 si 3’7 —1=2"In continuare x> +2=3; y—1=2,deunde x=1si y=3.
Problemi pentru clasa a V-a,

Se considera doua numere de cate cinci cifre fiecare in care intra toate cifrele o singura

data .Sa se afle suma acestor doud numere stiind ca este de tipul knmmm,cu n=m—1
si k=2m+1.

Solutie. Suma a doua numere de céte cinci cifre in care sd intre toate cifrele o singurd
data este multiplu de 9, deoarece suma cifrelor este 45.

Din 9 | abcde + fghij = kimmm |, cu n=m—-1 §1 k=2m+1 rezultd cd numarul

cautat nu poate fi decat 72333.
Problema pentru ciclul primar (sau clasa a V-a),

Sa se gaseascd toate numerele de trei cifre care satisfac simultan conditiile:
(1) produsul cifrelor numarului este egal cu triplul sumei cifrelor acestuia ;
(2) una din cifrele numarului este egala cu suma celorlate doua cifre ale numarului.

Solutie.Fie a,b si ccifrele numarului ciutat i, fara a restrange generalitatea ,
presupunem a <b<c.Din abc=3(a+b+c) si c=a+b, rezultd abc =6¢, de
unde ab =6 .Avem (a,b,c) € {(1,6,7),(2,3,5)}.
Obtinem deci solutiile:
abc € {167,176,235,253,325,352,523,532,617,671,716,761}.

Problema pentru clasa a V-a,

Sa se arate ca numarul numerelor naturale mai mici sau egale cu 2008 care se divid cu
3,saucu 5, sau cu 7 este multiplu de 109, iar numarul numerelor naturale mai mici sau
egale cu 2008 care nu sunt divizibile cu 3, nicicu 5, nici cu 7 este multiplu de 17.

14
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Publicata in SM —nr. 1/2008 (G.7.)

Solutie.Fie A- multimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008
divizibile cu 3, B- multimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008
divizibile cu 5, iar C - multimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008
divizibile cu 7.

Atunci cardAz[g}:669, carde{%}=401, cardC={¥}=286,

card(ANB) = 2008 =133, card(BNC) = 2008 =57,
15 35

card(AmC)z{%}:%, card(AmBmC)z[%}:w.

. card(Av BUC) = cardA+ cardB + cardC —
in
—card(ANB)—card(BNC)—
-card(ANC)+card(AN BN C)=1090=M,, .

Acum putem afla si numarul numerelor mai mici sau egali cu 2008 care nu sunt
divizibile cu 3, nici cu 5, nici cu 7.
Acestea sunt in numar de 2008-1090=918=M,,.

Problema pentru clasa a V-a,

Rezolvati in numere naturale ecuatia:
a’b* +a" +b* =89.

Solutie. Avem a’b* +a” +b* =89 < a’b* +a’ +b* +1=90 & (a” +1)(h* +1)=90.
90=1-90=2-5=3-30=5-18=6-15=9-10 si simetricile acestor produse.

a’”+1=9 a’”+1=10

b* +1=10 b +1=9

Se obtin solutiile (a,b) € {(2,3),(3,2)}.

Obtinem solutii pentru { respectiv {

Problema pentru clasa a V-a,

Si se giseasca opt numere naturale distincte pitrate perfecte a cirui produs este 2008° .
Publicata in SM — nr. 3 /2009 (G.84.)

Solutie.Lema.Daca d,,d,,...,d, sunt toti divizorii naturali ai numarului » atunci avem
relatia: (d, - d,-....d,)’ =n".

Demonstratie.Fie l=d, <d, <...<d, =n.Avem
.. n n n . . .
relatiile: d| =d_’d2 = I 7 care inmultite membru cu membru dau relatia
k k-1 1

din enunt.

In cazul nostru 2008=2°-251si are opt divizori iar din lemd rezulta
d,-d,-..-dg)* =2008".

Numerele cautate sunt deci patratele divizorilor numarului 2008, adica:
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Probleme rezolvate

17,2%,4%,8%,2517,502%,1004%,2008" .

Problema pentru clasa a V-a,

Sa se arate ca suma divizorilor naturali ai numarului 2008 este multiplu de 7.

Solutie. Se stie cd suma
o . . - . ) a, a,
divizorilor numarului a = p,”"' - p,”* -...- p, " este

a,+l1 _1 a,+1 _1

a;+1
_1 . 2 . . pn

s=0
p -1 Py —1 p,—1
calculeazi suma divizorilor § =3780=2%-3’.5-7 =M.

.Descompunem numirul 2008 =2’ -251 apoi se

M391.Crux Mathematicorum

Aprilie
2009
. e .oa+l b+2 .
Determine all positive integers a and b for which —— and are simultaneously
a
positive integers.
Solution:

Itisnecesarythatbéa+landaSb+2,sobe{a—2,a—l,a,a+l}.

atl yo el 3
(DForb=a-2= a—g 5 a=2 a=2
ueN:leN
a
a=3=b=1
:a—2e{1,3}:
a=5=b=3
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a+1€N a+l_1+ 2 cN
(2)Forb=a-1=> a_l a_i 611_1 =aecd
at eN at =l+—eN
a a a
a+1
eN
(3)Forb=a=1{ ¢ —a=1=b=1
a+2
eN
a
atl Notew
(HForb=a+1= “*; L
IR VN N e
a a a

=
a=3=>b=4
The sosution are, (a,b) € {(3,1),(5.3),(1,1),(1,2),(3,4)}

{a:l:bzz

Problema pentru clasa a V-a (a VI-a),

Aratati ca daca 2009|2a +12b+7c¢ si 2009|a + b+ ¢ atunci 2009|a + 5b +3c.
Publicata in SM — nr. 3 /2008 (G.90.)

Solutie.Din

20092a +12b+7c  [20092a+12b+7c )
= 2009|105 + 5¢ = 2009|5(2b + ¢)
2009a +b+c 20092a +2b + 2¢

= 2009]2b + ¢, deoarece (2009,5) =1.
Din
200926 + ¢
(+)
2009a+b+c = 20093a+15b+9c = 20093(a + 5b +3c) = 2009|a + 56+ 3c,

20092 +12b +7c

deoarece (2009,3)=1.
Problema pentru clasa a V-a,

Rezolvati in numere naturale ecuatia: x> —5y = 2007 .
Publicata in SM —nr. 2 /2008

Solutie. Vom demonstra ca ecuatia nu are solutii numere naturale.

Ecuatia este echivalentd cu x° =5y + 2007 .

Ultima cifrd a numarului 5y + 2007 este 2 sau 7.Prin urmare nu poate fi patrat perfect.
Problema pentru clasa a V-a,

17



Probleme rezolvate

Determinati multimea 4 = {(x, y)e NxN ‘2006 <x?=2005-y< 2009}.
Solutie.Vom demonstraca 4 =¢.
Deoarece (x,y)e Nx N rezulta x> —2005- y € {2007,2008}.

1. Dacd x> —2005-y =2007 ,avem x* = 2005y + 2007 .Dar, ultima cifri a
numadrului 2005y + 2007 este 2 sau 7.Prin urmare nu poate fi patrat perfect.

2. Daci x* —2005-y =2008 ,avem x° = 2005y +2008 .Dar, ultima cifrd a
numarului 2005y + 2008 este 3 sau 8.Prin urmare nu poate fi patrat perfect.
In concluzie multimea nu are nici un element.

Problema pentru clasa a V-a,
Si se determine numerele naturale x si y stiindci x> -5y e {2,3,7,8}.

Publicata in SM — nr.2 / 2008
Solutie.Vom demonstra ca nu existd numere naturale care respectd conditia din ipoteza.

1.Daci x> —=5-y=2 ,avem x° =5-y+2.Dar, ultima cifrd a numérului 5y +2 este 2
sau 7.Prin urmare nu poate fi patrat perfect.

2..Dacd x> —5-y=3 ,avem x° =5-y+3.Dar, ultima cifrd a numirului 5y +3 este
3 sau 8.Prin urmare nu poate fi patrat perfect.

3.Dacd x> ~5-y=7 ,avem x’ =5-y+7 .Dar, ultima cifrd a numirului 5y +7 este 2
sau 7.Prin urmare nu poate fi patrat perfect.

4. Daci x> —5-y=8 ,avem x’ =5-y+8.Dar, ultima cifri a numarului 5y +8 este 3

sau 8.Prin urmare nu poate fi pétrat perfect.
Problema pentru clasa a V- a,

2006 ; 2007

Aflati cea mai mica fractie cuprinsa Intre S .
2007 ~ 2008

Solutie.Avem (1) 2006 X< 2007 , unde X este fractia cerutd .Relatia (1) este
2007 y 2008 v

X

echivalenta cu (2) 2006 < < 2007 .Deci

y—=Xx y=Xx

—2006+% cua<h si a#0,b+0 Obtinem —— = 2006-b+4d
y—x b y—X b
deducem ca x este minim daca 2006-b+a este minim , adicidaci b=2 si a=1.
Atunci x =2006-2+1=4013.Din y—x=5b,avem y=4015.

este de forma:

X ..
. De aici1

Fractia ceruta este

Problema pentru clasa a V-a (XII),

Rezolvati In multimea numerelor naturale ecuatia:
x> =1024" +15.
Publicata in SM — nr.2 / 2008

Solutie.Vom demonstra ca nu exista solutii numere naturale.
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Cuburile perfecte prin impartire la 7 dau resturile 0, 1 sau 6.
Puterile lui 2 prin impartire la 7 dau resturile 1, 2 sau 4.

Numerele 10247 +15 prin impartire la 7 dau resturile 2, 3 sau 5.
Rezulta ca ecuatia nu are solutiiin N x N .

Problema pentru clasa a V-a (XII),

Rezolvati In multimea numerelor naturale ecuatia:
27x° =8 +15.
Publicata in SM — nr.2 / 2008

Solutie.Vom demonstra ca nu exista solutii numere naturale.
Cuburile perfecte prin impartire la 7 dau resturile 0, 1 sau 6.
Puterile lui 2 prin impértire la 7 dau resturile 1, 2 sau 4.
Numerele 8 +15 prin impartire la 7 dau resturile 2, 3 sau 5.
Rezulta ca ecuatia nu are solutii in N x N .

Problema pentru clasa a V-a sau a VI-a,

Fie N =— ! Eé 2007 .Aratati ca 44<i<2009
2 46 2008 N
1
J— > J—
2
E>— 13 2007 1
Solutie.Din {4 5 ,rezultd N>—.—-. .- ——=——
35 2009 2009
2007 2007
2008 2009
(1)
1
_<_
2
3
<z
Din<4 5 , avem:
w<%(deoarece 2007 -2009 = 2008 —1 < 2008%)
2008 2009
Ne2.2 2008 _p2a 2008) 1 11 e unde
35 2000 (1 3 7 2007) 2009 N 2009
: L 1 . lz,deci:
2009 1936 44
N < 1
44
2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta Q.E.D.
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Probleme rezolvate

Problema pentru clasa a V-a sau a Vl-a,

Aratati ca 44<g-£-§-.. 2010 <2011.
1 35 2009

Solutie. Fie N =lié 2009
2 46 72010

Din<4 5 , rezulta
2009 2009

2010 2011
13 2009 1
35 72011 2011

N>
(1)

Din {4 5 , avem:

2009 2919 (eoarece 20092011 = 2010° —1 < 2010%)

2010 2011
4 2010 (2 4 2010 1 11

— —— . =—. , de unde
5 772011 \1 3 7 2009) 2011 N 2011

1 1 1

< < = "

2011 1936 442

N<i

44
(2)

Din relatiile (1) si (2) rezultd Q.E.D.

N<g.
3

deci:

Problema pentru Gimnaziu,

Sa se rezolve in numere naturale sistemul;

a<c<b, a<d<b,a< T <p,

cd

Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10125)

c+d oy . . y .
= ==, si din ultima relatie rezultd «” <2 ;tindnd
c a

Solutie. Pentru ¢ =d = a, avem

contcd ae N,rezultd a =1.
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= %, si tot din ultima relatie rezultd 1< % < b .Atunci

c+d
Pentru ¢=d =b, avem
c

b<2,sicum l<be N rezulta b=2.

Apoi din primele doud relatii rezulti ¢ € {1,2} si d €{1,2} care indeplinesc si ultima
conditie.

Solutia sistemului este: a =1, b=2, ce {1,2}, de {1,2}

Problemi pentru clasa a VI-a,

Sa se determine toate numerele naturale a,b,c,d care Indeplinesc conditiile:
(1) a<c<b;
2)a<sd<b;

@a<i<p.

Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10125)

: +d 2 oo .
Solutie. Pentru c¢=d =a, avem ¢ 7 ==, deci din (3) rezultdi a’°<2 si
c a

ae N .Rezulta a =1.
c+d 2 . .. y 2 ) )
Pentru ¢ =d =b, avem —d:;, si din (3) rezulta lsgsb.Atunm b<2,si cum
c

l<be N rezulta b=2.

Apoi din conditiile (1) si (2) rezultd c € {1,2} side {1,2} care indeplinesc si conditia
3).

Problemi pentru clasa a VI- a,

Fie x,,z numere intregi nenule §i A =x" - "2 .z72 B =x"*. 2. 20"

Sa se arate ca A si B au acelasi semn.

Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9952)

Solutie.Avem A-B = x" .m0 02 (deoarece n +n,m> +m si pt+ p
sunt numere pare)=> A si B au acelasi semn.

Problema pentru clasa a VI- a,
Fie numirul # = 2006°" +2007°*" Determinati restul impartirii lui n prin 5.

Solutie.Se calculeaza ultima cifrda a lui n , u(n)=9.Avem ca n=M,+9, de unde

rezultd ca restul mpartirii lui n prin 5 este 4.
Problemi pentru clasa a VI- a,

Sa se arate cd numerele 4 =2006""" +2007*" si B =2007*"" +2008°" dau
acelasi rest prin impartirea lor la 5.

Publicata in RMT - nr. 4 /2007 (V.234.)

Solutie.Se calculeaza ultima cifrd a celor doud numere si obtinem u(A)=u(B)=9.

Avem A=M,+9, B=M, +9, de unde rezulta ca restul impartirii lor la 5 este 4.
Problema: pentru clasa a VI- a,

Si se rezolve in Z ecuatia (x +2005)*" = (x +2007)*" .

Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9952)
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Probleme rezolvate

Solutie.
(x +2005)*" = (x+2007)*"" = (x+2005)° = (x +2007)> = x + 2005 = x + 2007 sau

x+2005 =-x-2007 = x =-2006.

Problema: pentru clasa a VI-a,

Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon convex cu 5 laturi.
Sa searateca S> P.

Solutie.Sa notdm cu A4,,4,,4,,A4,, A varfurile poligonului.Poligonul are 5 diagonale:
A A,,AA4,,4,4,,4, 45 s1 A, A, .Se stie (sau se verifica usor ) ca suma diagonalelor unui

patrulater convex ABCD este cel putin egala cu suma a doua laturi opuse,
AC+BD =2 AB+CD
si pentru ca sid avem egalitate este necesar ca punctele A,B,C,D sa fie pe o

dreaptd.Luam acum cate doud diagonale consecutive si obtinem patrulatere convexe
pentru care avem relatiile:

A A, +A,A, =2 A A, + A, A, A A, +A, A, 2 A A, + A A,
A A + A A, 2 A, A, + A; A, ,m

A A+ A)Ag 2 Ay Ay + A Ay, Ay A5+ A, A, > A A, + A A,

de unde deducem, adunand membru cu membru

2§ > 2P care demonstreaza relatia din enunt.Conditia s avem egalitate este ca 3
varfuri ale poligonului sd fie confundate intr-un punct al segmentului determinat de
celelalte doua varfuri.

Problemi pentru clasa a VI-a,
Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon convex cu 6 laturi.

3P
Sa se arate ca S > 7

Publicata in RMT — nr. 4 /2008 (O.VL211)

Solutie. Solutie.Sa notam cu 4,,4,,4,,4,,4;, A, varfurile poligonului.Poligonul are 9
diagonale: A4 ,4,,A4,45,4,A4,,4,A,,4,45,4A,4,, s1 AA,, A, A, A, 4,.Se stie (sau se
verifica ugor ) ca suma diagonalelor unui patrulater convex ABCD este cel putin egala

cu suma a doua laturi opuse,
AC+BD > AB+CD
si pentru ca sd avem egalitate este necesar ca punctele 4, B,C,D sa fie pe o dreapta.

Notamcu S, =4, 4, + A A5 + A, A, + A, Ay + A, A; + A, Ay 51 S, = A/ A, + A, A+ A A
Folosind inegalitatea de mai sus obtinem :

A A, +A,4; 2 A/ A, + A, A,

A, A, + A, Ay =2 A, A, + AsA, , de unde prin adunare rezultd 2S5, > P < (1)S, 2 g
A, A+ A A, 2 A Ay + A, A,

Analog se obtin :

A A+ A, A, > A A, + A4,

A A5+ A, A, = A A, + A, As

A, A+ A Ay 2 A Ag + A, A,

A;As + A Ag 2 A, A, + A A

A As+ A, A, 2 A A, + Ay A,

A, Ay + A, A 2 A, A, + A, A
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care adunate membru cu membru dau 2S5, > 2P < (2)S, 2 P

Prin adunarea relatiilor (1) si (2) tindnd cont cd S =S5, +S, se obtine relatia de
demonstrat.

Problemi pentru clasa a VI-a,

Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex sau neconvex)
cu 5 laturi.

Sa se arateca S <2P.

Publicata in RMT — nr. 4 /2008 (O.VL.211)

Solutie.Sd notam cu 4,,4,,4;,4,, A, varfurile poligonului.Poligonul are 5 diagonale:
A A, A44,,4,4,,4,4; s1 A, A, .Sa ne reamintim acum proprietatea bine cunoscutd ca o
latura a unui poligon este cel mult egala cu suma ceorlalte laturi, egalitatea avand loc
dacd si numai dacd toate varfurile sunt pe latura consideratd (si nu pe prelungirile
acestei laturi).In cazul nostru o diagonala subintinde doua laturi consecutive si o latura
este subintinsa de doua diagonale.

Avem deci inegalitatile:

A A, £ A A, + 4,4,

A A, <A A5+ A A,

A, A, £ A, A, + A, Ay

A, A, £ A, A, + A A,

A A, £ A, A, + A A

o conditie necesard si suficientd ca sa avem egalitate este ca, in afara de permutare
circulard si de sens , punctele A4,,4,,4,,A4,,As sa fie pe o dreaptd In ordinea crescdtoare

a indecilor iar primele 2 puncte precum si ultimile 2 puncte sa fie confundate.

Prin adunarea inegalitatilor de mai sus obtinem S <2P si inegalitatea din enunt este
demonstrata.

Problemi pentru clasa a VI-a,

Fie P perimetrul i S suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex sau neconvex)
cu 6 laturi.

P
Sa se arate ca S < 77

Solutie. . Solutie.Sd notdm cu 4,,4,,4,, 4,, A5, A, varfurile poligonului.Poligonul are 9
diagonale: A4, 4,,A4,4;,4,4,,4,4,, 4,45, 4, 4¢, st A A,, A, A5, A, A;. S& ne reamintim
acum proprietatea bine cunoscuta ca o laturd a unui poligon este cel mult egald cu suma
ceorlalte laturi, egalitatea avand loc daca si numai daca toate varfurile sunt pe latura
considerata (si nu pe prelungirile acestei laturi).In cazul nostru o diagonala subintinde
doua sau trei laturi consecutive .
Vom nota cu:

S =44, + A A, + A, A, + Ay A, + A, A+ A, A 51 S, = A A+ Ay A+ A A
Cu proprietatea de mai sus obtinem:
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Probleme rezolvate

A A, £ A A, + 4,4,
A A5 < AsAg + A A,
A, A, < A, A, + A, A,
A, A, < AgA, + A A,
A, Ay £ A, A, + A A
A Ay < A, A5+ A A
Analog se obtin:

A A, S A A+ AgAs + A A,
A A, S A A, + A4, + A4,
A, Ay < A, A, + A, Ay + A A
A, Ay < A, A, + A, A, + A, A
A, Ag S A A, + A A + A A
A, Ay S A, A, + A, A+ A A

; de unde rezulta prin adunare (1) S, <2P;

Care adunate membru cu membru dau 2§, <3P < (2)S, S37P; Prin adunarea

relatiilor (1) s1 (2) tindnd cont ca S =S,+S, se obtine relatia de demonstrate, cu
egalitate ca, in afard de permutare circulard si de sens , punctele 4,,4,,4,,4,, A4, 4, sa

fie pe o dreaptd in ordinea crescatoare a indecilor iar primele 3 puncte precum si
ultimile 3 puncte sa fie confundate.

Problema: pentru clasa a VI-a,

Daci acele unui ceasornic aratd ora 12%, la ce ord minutarul si orarul fac pentru prima
dat3 unghiul de 33° ?

Data la Concursul Interjudetean de Matematica “ Sperante Rimnicene”, clasa a
VI-a, Rimnicu Sarat, 2008

Solutie.Notdm cu S drumul parcurs de orar.Deoarece minutarul este de 12 ori mai rapid
va parcurge drumul 125 .De aici , unghiul dintre orar si minutar este
(Ha=128-S=11S.

Dar (2) S=30°¢, unde ¢ este timpul misurat in ore.Din (1) , (2) si a =33" rezulta
t =0,1 ore =6 min, deci ora la care cele doud ace fac pentru prima datd unghiul de 33°

este 12,
Problemi pentru clasa a VI-a,

Daci acele unui ceasornic aratd ora 12, la ce ord minutarul si secundarul fac pentru
prima dat3 unghiul de 177° ?
Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10122)

Solutie.Notdm cu S drumul parcurs de minutar.Deoarece secundarul este de 60 ori mai
rapid va parcurge drumul 60S.De aici , unghiul dintre secundar si minutar este
(Da=60S—-85=59S.

Dar (2) S =6°¢, unde ¢ este timpul misurat in minute.Din (1) , (2) si a =177° rezulti
t = 0,5 min =30s, deci ora la care cele doui ace fac pentru prima datd unghiul de 177°

este 127,
Problema pentru clasa a VI —-a
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Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC ), m(£A) = 20° si

D € (AB)astfel incat AD = BC.

Se construieste AADE = ABCA astfel incat AC separa
punctele D si E (D si E sunt de o parte si de alta a

dreptei ACsau sunt in semiplane diferite fata de dreapta AC).

Sa se determine m(£CDE) si m(£DCE).

Publicata in GM (suplimentul cu exercitii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.17)& Publicata in
RIM - nr.XIV -2007 (10127)

Solutie:

AE = BA = AC = DE

m( ZAED) = m( ZBAC) =20°

m( ZDAE) = m( ZCBA) = 80"

m( ZCAE) = m(£ZDAE) —m(Z£DAC) =60°, AE = AC si m( ZCAE) =60° =
AACE -echilatera 1 => AC = CE = EA =

= DE =CE = EA = DE = CE = ADEC -isoscel.

m( ZDEC) = m(ZAEC) -m(ZAED) =60"-20°=40° =

0 400
m( ZDCE) = m(/CDE) = u = 70°,

AABC - isoscel
-
AADE = ABCA

Problema pentru clasa a VI —a
Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) in care m(£A) = 20",
D e(AB)si AD =BC.
Fie M € (AB) cu m(ZBCM) =20° si N € (AC) cu m(ZNMC) = 60°.
Sa se determine m(ZCDN).
Solutie:
Fie D' € (AB) cu m(ZAND') = 20°.
ABCM -isoscel
ACMN - echilateral
Se observa ca . =>BC=MC=MN=ND'=AD'=
ANAD' -isoscel
AMND' -isoscel
= BC =AD'.Dar BC = AD, deci AD = AD', adicaD=D’
si din ANDC -isoscel = m(ZCDN) =10".

Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10312)
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Probleme rezolvate

Problema pentru clasa a VI —a
Se da triunghi ul isoscel ABC (AB = AC), m( LA) =20°,D e (AB) astfel
incat AD = BC.
Se construies te triungh iul echilatera 1 ADE astfel incat AB separa punctele Csi E.
Sa se arate ca CD este bisectoare a unghiului £ ACE.
Solutie

AB = CA
m( ZABC) =m(ZCAE) =80° = (LUL )AABC = ACAE = CE = AC
BC = AE

ED = AD, EC = AC, DC =DC = (LLL) ADEC =ADAC =

m( £LDCE) = m( £DCA) = DC - bisectoare a £ ACE.

Publicata in RMT — nr. 4 / 2007 (V1.234.) , data la Concursul interjudetean
»Cezar Ivanescu”, Tirgoviste, jud. Dimbovita, clasa a VI-a, 2008

Problema pentru clasa a VI -a
Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) in care m(£A) = 20°,

D €(AB)si AD = BC.
Se construieste rombul ACEF, E € BC si AB separa punctele E si C.
Sa se determine m(LEDC).
Solutie :
AB=FA
m(ZFAD) = m(£ZABC) = 80° = AFAD = AABC =
AD =BC
FA=FD=AC=AB=FE
m(ZAFD) = 20°, m(£DFE) = 60° = AFDE - echilateral;
ED = EC = ADEC -isoscel
m(£DEC) = m(£FEC) - m(£LFED) =100° —60° = 40°

T
m(ZEDC) = M =70".

Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10314)

Problema pentru clasa a VI —-a

Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) in care m(£A) = 20°,
D €(AB)si AD = BC.
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Se construies te BCE triunghi  echilatera 1 astfel incat

BC nu separa punctele A si E.

Sa se determine  m( £ EDC).

Solutie : Fie F e (AC), astfel incat EF paralela cu AB.
Din m( ZEFC) =m(ZFCE) =20° =

= AEFC - triunghi isoscel (EF = EC).

Deoarece  AD paralela cu EF si AD = EF.

Asadar m( £ZBDE) =20°,adica ABDE -isoscel (DE = EB).
Rezulta DE = EC, adica ADEC - isoscel.

In concluzie, m( £ZEDC) =10".
Publicata in RMT -2 /2008 (V1.245.)

Problema clasa a VI-a

Aratati ca fractia
n+5

12n° +17n+6

este ireductibila Vn € N.

Publicati in RMT —nr. 1/2006 (VII.187.)
Solutie:

Descompunem numitorul fractiei :

12n° +17n+6 =12n" +9n+8n+6 =3n(4n+3)+2(4n+3) =

=(4n+3)3n+2).
n+5 Tn+5
Avem > =
12n"+17n+6 (4n+3)(3n+2)

d/(Tn+5)=d/4(Tn+5)
d/(4n+3)=d/7(4n+3)
= d/[7(4n+3)-4(Tn+5)|=>d/1=d =1

Fied=(7n+5,4n+3):{

= (1) ("Tn+5,4n+3) =1

d/(7n+5) = d/3(7n+5)
d/(3n+2)=d/7(3n+2)
=d/PB(n+5)-1Gn+2)|=d/1=>d=1=
=2)(Tn+53n+2)=1.

Din (1) si(2) = fractia este ireductibila.

Fie(7n+5,3n+2):d:>{

Problema clasa a VI-a
Aratati ca fractia:
Sn+7

6n* +17n+12
este ireductibila Vn € N.

Solutie:
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Probleme rezolvate

6n> +17n+12=6n"> +9n+8n+12=2n(3n+4)+33n+4) =

=12n+3)3n+4)
Sn+7 Sn+7
Avem 5 =
on" +17n+12 (2n+3)(3n+4)

d/(5n+7)=d/2(5n+17)
d/2n+3)=d/52n+3)
= d/[5Q2n+3)-205n+N]|=d/1=>d=1=

=1 Gn+73n+4)=1.

daca(5n+72n+3)=d = {

d/(5n+7)=d/3(5n+7)
d/(3n+4)=d/53n +4)
dIBGn+7)-5Gn+4)]|=d/1=d=1=
=2)(5n+73n+4)=1.

Din (1) si (2) = fractia este ireductibila.

Problema pentru clasa a VI-a,

Daca(5n+7,3n+4)=d = {

Sa se determine multimea 4 =< (a,b,c)e N"xN " xN*
abc +1

5ab—leN}.

Publicata in SM —nr. 1/ 2008 (G.12.) & Crux Mathematicorum — M399 (mai 2009)
S5ab—1
abc +1

Analizam in continuare cazurile:

Solutie.Din e N ,rezultd Sab—-1>abc+1< ab((5—c)=2,deci c<5.

1) Dacad ¢ =1, atunci notam x = ab si obtinem € N de unde rezulta:

{er 1|5x -1

x+1‘x+l:>x+1|5x+5

x+1

= x+le D, = x {1,2,5}.Din x=abeN avem

solutiile:

(a,b) € {(1.1),(1,2),(2,)),(1,5),(5,1)}.

2)Dacd ¢ =2 , avem € N de unde obtinem ca

2x+1

2x+1|5x —1=> 2x +1[10x - 2
=2x+leD, =>xef3}=

2x+12x+1=> 2x +110x+5
= (a.b) € {(13). 3.}

3) Daca ¢ =3, procedam analog si se avem ca Sx 1

eN.
3x+1

3x+15x—1= 2x+115x -3
Din =3x+leD,=>xe{l}=

3x+13x+1=> 2x+115x+5

= (a,b) € {(1LD)},
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4)Daca c=4, atunci Sx -1 € si
4x+1
4x+1|5x—1=> 2x +1]20x - 4
=3x+leD, =>xe{2}=
4x+1|4x+1=>2x+120x+5 :
= (a,0) {(12),(2.D)}
Cu cele de mai sus se obtine:
P (1LL1),(1,2,1),(2,L,1),(1,5,1),(5,1,1),(1,3,2),
C1(3,1,2),(1,1,3),(1,2,4),(2,1,4) '
Problema pentru clasa a V-a sau a VI-a,
Fie ecuatia aid =4, xeN",yeN".
x+y
a) Aratati cd xsi y nu pot fi simultan mai mari ca opt.
b) Rezolvati ecuatia.
Publicata in GM (suplimentul cu exercitii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.8)
Solutie.
D 4ol 1L
x+y x y 4
1 1
R < p—
) _ |x>8 x 8 1 1 1
Presupunem prin reducere la absurd ca = = —+—<—, ceea ce
y>8 1 < 1 x
Y

contrazice ipoteza.

b) De la punctul a) avem x <8 .Inlocuim pe rind x cu 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 si obtinem
solutiile:

(x,) € {(5,20),(6,12),(8,8),(12,6),(20,5)} .

Problema pentru clasa a V-a sau a Vl-a,

Fie 4= {1,2008',2008%,2008" ...,2008**" | Determinati numérul elementelor lui 4 care

sunt simultan patrate si cuburi perfecte.
Crux Mathematicorum — octombrie 2008 — M358
Solutie.

2008 =2°-251.

Conditia ca 2008" sa fie patrat perfect implica n = 2k .

Conditia ca 2008" sa fie cub perfect implica n=3p.

Pentru ca 2008" sa fie simultan patrat si cub perfect trebuie ca n = 6z .
Rezultd 0 <67 <2009 < 0 <¢<3348...Se obtin astfel 335 de numere.
Problema pentru clasa a V-a sau a VI-a,

Fie 4= {1,2009',2009?,2009° ...,2009*" | Determinati numarul clementelor lui 4 care

sunt simultan patrate si cuburi perfecte.
Solutie.

2009 =77 -41.
Conditia ca 2009” sa fie patrat perfect implica n = 2k .
Conditia ca 2009” sa fie cub perfect implica n=3p.
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Probleme rezolvate

Pentru ca 2009" sa fie simultan patrat si cub perfect trebuie ca n = 6¢.
Rezultd 0 < 6f <2009 < 0 <¢<3348...Se obtin astfel 335 de numere.

Problema pentru clasa a VI-a,
Sa se rezolve In Z x Z ecuatia:
2009 -x—-2008-y =2007.

Solutie. Ecuatiile de tipul ax + by =c, unde a,b,c € Z,ab # 0 se numesc ecuatii
diofantice, si au solutii daca si numai daca d = (a,b) divide c.Solutia acestor ecuatii
este data de:

th ta ) . . :
X=X, +g, Y=, R unde x, si y, sunt solutii particulare ,iar, t € Z .

In cazul nostru, se observa usor ci d = (2009,2008) = 1, deoarece 2008 = 2°-251 si
2009 = 7% - 41, deci ecuatia are solutii, pentru ci 1 divide 2007.Apoi x, = 2007 si
¥, = 2007 este o solutie particulara.

Solutia generala este :

x=2007-2008-¢, y=2007-2009-¢,te Z.
Problema pentru clasa a VI-a,

Sé se rezolve In Z x Z ecuatia:
2009 - x+2008-y =2011.

Publicata in SM — nr.2 / 2008

Solutie. Ecuatiile de tipul ax+by =c, unde a,b,c € Z,ab # 0 se numesc ecuatii
diofantice, s1 au solutii daca si numai dacd d = (a,b) divide c.Solutia acestor ecuatii
este data de:
th ta . . . :

X=X, +;, Y=, 7 unde x, si y, sunt solutii particulare ,iar, t € Z .
In cazul nostru, se observa usor ci d = (2009,2008) =1, deoarece 2008 =2*-251 si
2009 = 77 - 41, deci ecuatia are solutii pentru ca 1 divide 2011.Apoi, intuim x, =3 si
¥, =—2 , solutii particulare.
Solutia generala este : x =3+2008-¢, y=—2-2009-¢,teZ.
Problema pentru clasa a VI - a,

Sa se afle cel mai mic numar N =5"-13"" +5°".13*", ne Z, divizibil cu 250.
Publicata in RIM — nr. IX — 2005 (9175), si SGMB — iunie / 2009 (S:E09.217)
Solutie. N =5"-13"" +5" 13" =5 .13°" (13> +5°) =194 - 65",
Deoarece 194 =2-97 si 65=5-13 , iar, 250 =2-5,(2,5%) =1, rezulta

3—n23 < n<0.Cel mai mic numar N se obtine pentru n=0.
Rezultd N =194-65.

Problema pentru clasa a VII-a,

. .. o a
Sa se afle numerele naturale asi b stiind ca = .
b+5 a+9

Publicata in G.M. —nr. 6 / 2007 (0.G.:460)

Solutie. Din enunt rezulta (*) a(a+9) =b(b+5).

Daci a>b=a’+9a>b>+9b>b> +5b |, fals.

Deci(1)a<b.

Daci b>a+2=b>+5b>(a+2)* +5(a+2)=a’ +9a+14>a” +9a, fals.
Deci(2) b<a+2.
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Din (1) si 2) > a<b<a+2, deci b=a+1, care inlocuite in relatia (*) > a =3 si
b=4.

Numarul cautat este 34.

Problema pentru clasa a VII-a,

2 —
Sé se determine multimea A = {x ez|X J ez } :
x+2
Publicatd in GM - nr. 6 / 2007 (E:13450) & datd la Concursul judetean de
matematica ,,Sperante Rimnicene”, clasa a VII —a , Rimnicu Sarat, 2007 & data la
Concursul Taberei de Matematica Bisoca, clasa a VII —a, 2007.

x*-9 x*-4-5 x*-4 5
: . = = - =x—-2-
Solutie. Scriem  x + 2 x+2 x+2 x+2 x+2
= x+2e D, ={-5-115}
Deci 4 =1{-7,-3,-1,3}.
Problema pentru clasa a VII-a si a VIII-a,

e/ =

Sa se rezolve In NxN ecuatia:
224 o 2001 +2002% +2003% +2004> + 2005> +2006> +2007°

7
Publicata in RMT — nr. 2 /2007 (O.VIL.191.)

Solutie:

Se observd cd: 2001=2004-3, 2002=2004-2, 2003=2004-1, 2005=2004+1,
2006=2004+2 si 2007=2004+3.
Atunci 20017 + 20022 + 2003% +2004% + 2005% +2006% +2007* =

=(2004-3)* + (2004 —2)* +

+(2004 —1)* +2004% + (2004 +1)* + (2004 + 2)* + (2004 + 3)* =
=27-2004° +28 = 7(2004° + 4) = 7(2004> + 2°)

Prin urmare solutia ecuatiei este :

(a,b) € {(2004,2);(2,2004)},

Problema pentru clasa a VII-a si a VIII-a,
Sa se rezolve In ZxZ ecuatia:

A’ b’ = 2001° +2002% +2003% +2004° +2005> +2006° +2007°

7
Publicata in GM —nr. 1/ 2009 (E:13770)

Solutie:
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Probleme rezolvate

Se observd cd: 2001=2004-3,  2002=2004-2, 2003=2004-1, 2005=2004+1,
2006=2004+2 si 2007=2004+3.
Atunci 2001% +2002% +2003° +2004° +2005° + 2006 +2007° =
= (2004-3)? + (2004 — 2)* + +(2004 —1)* +2004> + (2004 +1)* +
+(2004 +2)* + (2004 + 3)* = 27-2004° +28 =
= 7(2004* + 4) = 7(2004> +2?)
Prin urmare solutia ecuatiei este :
(ab) (= 2,-2004); (- 2,2004); (2,-2004 ), (2004,-2);
a,b)e
(—2004,-2); (- 2004,2);(2004,2);(2,2004)

Problema pentru clasa a VII-a,

Fie numerele naturale b si a —1 direct proportionale cu a si b+1.
< < . a : et
Sa se arate ca fractia 3 este ireductibila.

Publicata in RMT - nr. 4 / 2007 (O.VL.182.) & Publicata in GM (suplimentul cu
exercitii) — nr. 4/ 2008 (S:E08.21); Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10324)

Solutie.
. g b a-1 .
Din enunt rezulta —= deci,
a b+1

a’—a=b*+boa’-b*—(a+b)=0= (a+b)(a—b-1)=0< a =—b(fals) sau
a—b—-1=0=a=>b+1 siobtinem ca fractia data este ireductibila.
Problema pentru clasa a VII-a,

Sa se rezolve in Q" ecuatia :{3x+5}+[3x+2}:2’(7)’ unde {x} respectiv [x],
x

x+2 +1

reprezinta partea fractionara respectiv partea intreagd a numarului rational pozitiv x .
Publicata in RMT - nr. 4 / 2007 ( O.VIL.199); G.M. — nr. 4 / 2008 (E:13641.);
Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10323)

Solutie.Deoarece X+ :2(x+2)+x+1 =2+ x+l , sl tindnd seama ca in Q°
x+2 x+2 x+2
0< L o1 rezuita (142X 3L XL
x+2 x+2 x+2

Din 3x+2 = 2xD+x 242 si 0<—2 <1 avem (2){3x+2}=2.

x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

. . . x+1
Cu cele de mai sus ecuatia devine: 5
X+

+2= 2+Z care are solutia x =§.
9 2
Problema clasa a VII-a
Fie un triunghi dreptunghic AOC cu m(£LAOC) = 90°si B € (AC)
astfel incat m(ZAOB) = 30°.Sa se arate ca :
2 1
OA - (————) =4/3.
(OB OC)

Publicata in RMT — nr. 2 /2006 (VII.195.)
Solutie:
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Avem : Aria(OAB)+ Aria(OBC) = Aria(OAC) =

OA -OB-sin30° N OB-0C-sin60° _ OC-OA -sin90° .
2 2 2

= OA~OB~;+OB~OC-\26=OA~OC/:(OB~0C) =

04 3_o04_ RN

2OC 2 OB OB OC

Problema pentru clasa a VII-a
Consideram un patrulater convex ABCD si punctele M, N € Ext(ABCD)

asa incat : m(£ZBAN) = m(£DCA), m(£LABN) = m(£CAD),
m(£ZMAD) = m(£BCA), m(LADM) = m(£BAC).
Sasearateca AB-CD =BC-DA daca si numai daca AANM este isoscel.

Solutie:
Din m(Z/BAN) = m(£DCA) si m(ZABN) = m(ZCAD) =
AABN ~ ACAD = AB_ NA

CA DC
s (1)AN = AB-CD

AC
Din m(ZMAD) = m(£BCA) si m(ZADM) = m(/BAC) =
AADM = ACAB = AD _ M4 —=
- BC

() AM = BC-DA

Necesitatea : AB-CD = BC-DA = din (1)si (2) AN = AM =
AAMN este isoscel.

Suficienta : AAMN esteisoscel = AN = AM =

din (1)si (2) AB-CD = BC- DA.

Problema pentru clasa a VII-a
Fie A,B,C,D e C(O;R), astfel incat m(£BAD) = m(£BCD) =90°.
Daca AB = a, si BC = b sa se calculeze AC in functie de a, b si R.

Solutie:
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Probleme rezolvate

dinipoteza =

BD =2R
/BAC=2/BDC
/BCA = ZBDA

1
@ ABCD = patrulater inscriptibil :>{

FieM =Pr,. B=> (2)AC = AM + MC

AM = ABcos /BAM = ABcos Z/BDC = AB g—g
4R* - b’
TR
din (1)= (3) D
MC =BCcos £ZBCM = BCcos ZBDA = BC.E
:b.ﬂ
2R

Din (2)si(3)= AC = ﬁ(d\/4R2 —b* +bVAR? —a?)
Publicati in RIM — nr.XV -2008 (10326)

Problema pentru clasa a VII-a

Se considera poligonul convex ABCDE in care m(£LABC) = m(ZCED),
m(£BCA) =m(ZECD)
si AB-CE = AC - BE.S3 se arate ca AADE este isoscel.

Solutie:

Din m(£ZABC) = m(ZCED) si m(£BCA) = m(£LECD)
avem AABC = ADEC =
AB _ BC _ CA — (2)ED = AB-CE
DE EC CD
m(£LBCE) =m(£LACD)
BC CE = ABCE =~ AACD =
AC CD
AC-BE

= (1)

BC CE EB
AC CD DA

1=

= (3)4D =

Din(2)si(3):>AD:AC'BE- BC :AC-BE:1:>
ED BC AB-CE AB-CE
= AD = DE = AADE este isoscel.

Problema pentru clasa a VII-a,

Se consideri triunghiul isoscel ABC cu m(£BAC)=150° si M mijlocul lui AB.Si se
arate ca aria triunghiului ABC este egala cu aria patratului AMPQ.
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Solutie.Din datele problemei rezulti ci m(LABC)=m(LACB)=15".Daci AM=a
atunci AB=AC=2a.Considerim D e AB astfel incat m(LCDB)=90° deci,
m(£CAD) =30° si CD=a.Aplicim teorema lui Pitagora in triunghiul ADC si obtinem
AD = a~/3 .In continuare calculim

(2a+a\/§)-a _av3-a _

Aria(ABC)=Aria(BDC)-Aria(ADC)= 5 >

a’ =Aria(AMPQ).

Problema pentru clasa a VII-a,
Se considerd dreptunghiul ABCD in care m(ZADB)=75"si {0} = ACNBD .Sa se

arate ca aria dreptunghiului ABCD este egala cu aria patratului DOMN.
Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10146),& GMB — 9/2008,E:13709

Solutie.

Construim AE 1 BDsi consideram AE=a.Deoarece intr-un triunghi dreptunghic care
are un unghi de 15° 1iniltimea corespunzitoare unghiului drept este un sfert din
ipotenuzd, avem ca BD = 4a .In continuare

(1) Aria(ABCD)=2Aria(BAD)=2- % — a-4a = 4d’

(2) Aria(DOMN)=D0O*=(2a)* = 4a’
Din relatiile (1) si (2) rezulta ceea ce trebuia demonstrat.

Problema: pentru clasa a VII- a,

Sé se calculeze perimetrul si aria unui triunghi dreptunghic ale cérui laturi sunt numere
2
¢ +—+—=1Lsic’=a +b.
ab a b
Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9971) & Crux Mathematicorum — aprilie 2009

(M390)

naturale si verifica relatiile:

Solutie.Ecuatia este echivalenti cu (1) va® +b> +a +b = ab.Din ipotezi avem:
a=x—y x> )

Q) Na*+b* € Z" < b =2xy
x,yeN

Din (1) st Q= y(x—y)=1=>x,=2,y,=1 sau x,=-2,y,=-1=a=3 si

b = 4 Ipotenuza triunghiului este c=5 , deci perimetrul este 12u . si aria 6.
Observatie. Analog se rezolva si urmatoarele probleme:
1. Sa se calculeze laturile unui triunghi dreptunghic stiind ca sunt numere naturale i
aria este egala cu semiperimetrul.

. : : ) I 1 1 . .
2. Fie un triunghi dreptunghic cu —+Z+;= 1, unde a si b sunt catete iar h este

a

inaltimea corespunzatoare ipotenuzei.Sa se afle laturile acestui triunghi stiind cd in plus
sunt numere naturale.

3.Saserezolvein N x N x N sistemul de ecuatii:
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Probleme rezolvate
{a +b+c=ab

c=va*+b*

Problem: pentru clasa a VII- a,

Sa se arate ca daca laturile unui triunghi dreptunghic sunt numere naturale atunci aria si
semiperimetrul acestuia sunt numere naturale.
Publicata in RMT —nr. 1/ 2007 (VII.210.)

Solutie. Intr-un triunghi dreptunghic avem : b* +¢*> = a*> < (b+c¢)* —2bc = a*> <

b+c+a)b+c—a)
A 2 .
Insa produsul bc este numar natural , rezulta atunci ca produsul
(b+c+a)(b+c—a) trebuie sa fie divizibil cu 2, adica unul din factorii (b+c+a), sau
(b + ¢ —a) trebuie sa fie par .Fie k un numar natural :
(1) Sa presupunem ca b+c+a=2k =>b+c—a=2(k—-a), si prin urmare din

Szﬁzk(k—a)eN

& 2bc=(b+c)’ —a’ < (¥)bc =

(*) = bc =2k(k —a) = par =

>

:a+b+c:keN

(2) Sa presupunem ca b+c—a =2k =>b+c+a=2(k+a), si prin urmare din

S:E:k(k+a)eN

(*) = bc =2k(k +a) = par =

pza_'_zﬂ=k+aeN

Din (1) si (2) rezultd ca in ambele cazuri aria si semiperimetrul sunt numere
naturale.

Problema: pentru clasa a VII- a,

Consideram patrulaterul convex ABCD si {O} = AB N CD .Prin punctele A, B, C, D si
O ducem OO,|CC,||DD,, 00,|44,|DD,, 00,|44,|BB,, 0O,|CC,|BB,, unde
0,€CD,0,eAD, O,€AB, 0,€CB; A4,,C,eOD; A4,,C,e0B; B,,D,c04;
B,,D, € OC.

Sa se arate ca:

C,D DO O,C AD D,0 0,4 A,B B0 0,4

CO DC OD A0 D,A 0,0 4,0 BA O,B

C,B B0 OB _, '

Cc,0 B,C 0,C

Solutie. Pentru rezolvarea problemei se aplica urmatoarea:
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Lema (Teorema lui Ceva cu punct impropriu) .Daca prin varfurile triunghiului ABC
ducem AA, HBBO”CC0 , unde A,e€BC,B,e€CA,C,e AB, atunci avem (*)

C,d 4B B,C

C,B 4,C B, A
B,C

Demonstratie. Avem AAA,C =~ AB,BC =(1) C _ BC si
B,A  BA,

C,A  CA,
C,B CB
usor utilizand teorema lui Thales in triunghiurile BCB, si BCC, cu paralela A4, .

Prin inmultirea relatiilor (1) si (2) se obtine relatia de demonstrat.
Pentru rezolvarea problemei propuse se aplica aceasta Lema

ADOC (cu 0O,|CC,||DD, ),ADOA(cu 0O0,|44,|DD, ),ABOA(cu OO;|44,||BB,) si
ABOC (cu 00,||CC,|BB, ).Rezulta relatiile:

AC,CB ~ AAA,B = (2)

. Se observa ca relatiile (1) si (2) se pot obtine mai

¢D DO 0C _, AD D,0 0,4 _ A4,B BO 0,4 G
C,0 DC OD 40 D,A 0,D 4,0 B, A O,B
C,B B,0 O,B

=1 care, prin inmultire demonstreaza relatia din problema.
c,0 B,C 0,C

Problemi pentru clasa a VII-a,

Fie a,b,c,d € Q; astfel incat a,b sunt invers proportionale cu c¢,d .
Sa se arate ca m,(a,b)-m,(c,d)—m,(c,d)-m,(a,b)=0, unde prin
m,(.,.)respectiv,m, (.,.) am notat media aritmeticd respectiv, media geometricd a doud

numere din Q; .

2
. . . . a+b ab . .
Solutie.Relatia de demonstrat este echivalentd cu =— care rezultd imediat
c+d cd
k . k
luind a=—si b=—.
c d

Problema pentru clasa a VII-a,

Se considera dreptunghiul 4ABCD si punctele : M mijlocul laturii 4B, N mijlocul
laturi CD,Q mijlocul lui DN ,{R}= AN NDB, {S}=DM n AQ Daci AB=2a si

AD = av?2 sdse arate cd AARB este dreptunghic 1 AASM este isoscel.

Solutie. Fie {O}= AC N DB .Se observi usor ci AN si DO sunt mediane in triunghiul
ADC , de unde avem ca R este centrul de greutate al triunghiului ADC si de aici

AR=2. aN=2.43, Rozl-Dozl.“*/g, RB:R()Jrozaz2“*/g
3 3 3 3 2
AR’ + RB® = AB® utilizand reciproca teoremei lui Pitagora rezulti ci AARB este

dreptunghic.

.Deoarece
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Probleme rezolvate

Fie {0'}= DM N AN si Q mijlocul lui DN .Observim ci DO’ si AS sunt mediane in
2 2 3a

AADN, cu centrul de greutate S , de unde AS:?AQZE-?:a.Din

AS = AM = a rezulta cd AASM este isoscel.
Problema pentru clasa a VII-a,

Sa se calculeze x+ y daca:
xt=yt 448, X+ =12 six=y+2.
Publicati in SM — nr.2 / 2008

xt -y a8 )
(x> +yHx-y) 122
Problema pentru clasa a VII-a,

Solutie. x + y =

Consideram trapezul ABCD cu laturile paralele AB si CD de lungimi 15 si 30 si
laturile AD s1 BC de lungimi 9 si 12.Determinati aria trapezului ABCD .

Data la Concursul ,,Sperante Rimnicene” 2009
Solutiel. Fie K mijlocul lui DC .Unim K cu 4 si B.Atunci 4B = DK = KC =15.Din
AB =DK si AB paralel cu DK avem AD si BK sunt paralele si egale, deci BK =9.
Din AB=KC si AB paralel KCavem A4K si BCsunt paralele si egale, deci
AK =12.
Atunci, trapezul este impartit in trei triunghiuri, fiecare cu laturile de lungimi 9, 12 si
15.Un triunghi cu laturile 9, 12 si 15 este dreptunghic (9° +12° =15%) si are aria
212 = 54 .Atunci aria trapezului este 3-54 =162 .
Solutie 2. Fie BF paralel cu 4D cu F pe CD.Atunci ABFD este paralelogram cu
BF = AD =9 si DF = AB =15. Deoarece triunghiul BFC are lungimile laturilor 9, 12
si 15, din reciproca teoremei lui Pitagora avem ca BFC este dreptunghic cu aria 54.
Deasemenea, deoarece BF este mediand in triunghiul DBC, aria triunghiului
DBF este tot 54 si este mai departe egald cu aria lui ABD.
Aria(ABCD) = Aria(ABD) + Aria(BDK) + Aria(BKC) =3-54 =162 .
Solutia 3.Fie AM 1 DC, BN L DC cu M si Npe CD.Notdim AM =h si DM =x.

9-12

x> +h’ =81,NC =15-x,(15—-x)*> + h* =144 Rezulti x:% si h :?.

(30+15) 9-12

15 )
Solutia 4. Fie AP L DC, BQ 1 DC cu P si Qpe CD .Inlaturdm dreptunghiul 4ABPQ
din trapez si lipim triunghiurile ADP , respectiv  BCQ pe linia AP respectiv BQ,
astfel cd& DC=15.Se obtine astfel triunghiul DEC cu DE=DA=9 si

CE = CB =12 .Din reciproca teoremei lui Pitagora (9* +12° =15°) triunghiul DEC
este dreptunghic.

Obtinem Aria(ABCD) = 162.

Apoi  sin(ZEDC) = % = % de unde inaltimea trapezului ABCD  este

) 4 36 <
d(E,DC)=ED -sin(£ZEDC)=9- 3 = 5 .Rezulta
Aria(4Bcp)y = 301 95;4 ~162.
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Solutia 5.Fie DANBC={P}.Avem AB paralel cu CD, /PAB=/PDC
ZPBA = ZPCD, de unde triunghiurile PAB si PDC sunt asemenea cu raportul de

asemanare E.Se obtine PA4=9 si PB =12 .Din reciproca Teoremei lui Pitagora

triunghiurile APB s1 DPC sunt dreptunghice cu Aria(PDC) = % =216, respectiv

Aria(PAB) = % =54 . Aria(ABCD) = Aria(PDC) — Aria(PAB) =162.

Solutia 6. Fie DA N BC = {P} .Avem AB paralel cu CD, AB linie mijlocie in A PCD si

mai departe se continud ca in solutia 5.
Problema pentru clasa a VII-a,

Se considerd hexagonul regulat 4,4,4,4,A4;4, cuaria S.

AA,AA, "AA,A,A,=BB,B,B,B.B,, AB BB, "AB,B,B,=C,C,C,C,CsC,.
Calculati aria hexagonului regulat C,C,C,C,C,C;.

Solutie.

Toate hexagoanele regulate sunt figuri asemenea.Se demonstreaza usor ca latura
1
V3

departe ca latura hexagonului C,C,C,C,C,C, este L din latura hexagonului

NG

. |
B,B,B,B,B;B; Rezultd ca latura hexagonului C,C,C,C,C,C, este 3 din latura

hexagonului B, B,B,B,B,B, este din latura hexagonului 4,4,4,4,A4;4, s1 mai

hexagonului 4, 4,4,A4,A4;A, Acum utilizam rezultatul cd raportul ariilor a doud figuri
asemenea este egal cu patratul raportului de asemanare si obtinem ca aria hexagonului

C,C,C,C,C,Cy este g

Problema pentru clasa a VII-a,

Fie a =2 +4> + 6% +...+2008” si b=17 +3% +5% +...+2007".
Arataticd a—b=M,y,.
Publicati in SM — nr.2 / 2008

Solutie. @ —b = (2008 —2007%) + (2006> — 2005 + (2004> —2003) +...+ (2> —1%) =
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Probleme rezolvate

(2008 — 2007)(2008 + 2007) + (2006 — 2005)(2006 + 2005) + (2004 — 2003)(2004 + 2003)
+.. H2-1)(2+1)=1- (2008 + 2007) + 1 - (2006 + 2005) + 1 - (2004 + 2003) + ...+ 1- (2 + 1)=
(1+2008) - 2008

=14+2+3+...+2008 =

=2009-1004 = M, -

Problema pentru clasa a VII —a,

Fie punctele 4, B,C,D asezate in aceasta ordine pe o dreapta d si punctele V'

respectiv, V' in exteriorul dreptei d , in acelasi plan, astfel incét :

m(LAVD) =60°, m(LAVC) =30"si m(LAVB)=15°(sin15° = @).

Se considera in acelasi plan dreptele d' si d" astfel incat :d'NVA= A",

d'AVB=B,d'nVC=C',d'"\VD=D'",d' "VA=A",d' "VB=B",d' nV'C=C"
CA-DB C'A'"-D'B" C"A"-D"B"

,d'""V'D = D" .Calculati rapoartele , , .
CB 'DA CIB! _DIA! CIIBN 'D”A”

Solutie.Notdm cu S(XYZ) aria triunghiului de varfuri X,Y si Z,iar cu & distanta de

la varful V' la dreapta d .
Atunci CA _CA-h _2-S(CVA) _ S(CVA) _ VC-VA-sin(LCVA)
CB CB-h 2-S(CVB) S(CVB) VC-VB-sin(£CVB)'
Analog DB _ VD-VB - 51r.1(LDVB) Obtinem CA-DB _ s%n(LC VA)- s%n(LDVB) _
DA VD -VA-sin(DVA) CB-DA sin(£CVB)-sin(£DVA)
:sin300 -sin 45° 3 3+43
sin15° -sin 60° 3
Procedam ca mai sus si rezulta
C'A'-D'B' _C"4"-D'B" sin30°-sin45" 3+43

C'B'-D'A" C'B"-D"4" sinl5°-sin60° 3

Problema pentru clasa a VII-a (a VIII-a),
Rezolvati in Z x Z ecuatia:

a’+b>-2a+b=5.
Publicata in GM (suplimentul cu exercitii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.24)

Solutie. a® +b*> —2a+b=5|4 = 4a’ +4b> —8a+4b =20 |[+5 =
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= 4a’> +4b> —8a+4b+5=25 = (4a’ —-8a+4)+(4b> +4b+1)=25=
= (2a-2)> +(2b+1)* = 25.Avem cazurile:

2T EEE by e (L (C1-2): B B-2)):
I A GO G R GRHEAVIER

2a—2 =43 .
(2) ,nuare solutiiin ZxZ;
2b+1=44

3)/2472=0 b) e {(1.-3):(1.2)}:
BNy s 1 ps = (@D €10,-350.2));

2b+1=0
Solutiile ecuatiei sunt:
(a,0) € {(-1,-2); (~L1); (1,-3); (12); 3,2 3D}
Problema pentru clasa a VII-a (a VIII-a),
Rezolvati in N x N ecuatia:

a’-b*>+18a-3h=0.

Solutie. a® —b*> +18a—3b=0 < (¥) a’ +18a=h> +3b

Daci a>b = a* +18a>b> +18b>b*> +3b, deci (1) a<b.

Daci b>a+8=b"+3b>(a+8)" +3(a+8) =a’+19a+72>a” +18a, deci
2)b<a+8.

Din(1)5i (2) = bela+la+2,a+3,a+4,a+5a+6,a+7].

Analizam cele 7 cazuri:

2a-2=15 N
4) ,nu are solutiiin Zx Z.

(*)
b=a+1=ae¢N

(*)
b=a+2=a¢N

*)
b=a+3=a=2=b=5

b=a+4=a=4=b=8
)

b=a+5=a=8=b=13
*)

b=a+6=>a=18=b=24

(*)
b=a+7=a=70=>b=77

Solutiile ecuatiei sunt:
(a,b) € {(0,0);(2,5);(4,8);(8,13);(18,24);(70,77)}.

Nota. O altd metoda de solutionare a problemei face apel la ecuatiile de gradul II.
(Relatia din enunt este priviti ca o ecuatie de gradul I in a cu conditia A=k>,ke N .).

Problema pentru clasa a VIII-a
S3 se rezolve in R’ ecuatia :
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Probleme rezolvate

x-y)’x-2 +(-x)-2 ) +(z-x)z-y) +m=0,
undem > 0.
Solutie:

Notam

E(x,0,2) = (x- 1) (x-2) + (1=’ (r=2)* +(z =0’ (z - »)’.
Daca x<y<z,notdma = y—x,b =z— ysiavem
z—=x=a+b,a>0,b>0.

E(x,y,z)=a’(a+b)’ —a’h’ +(a+b)’b’ >0, care este evidentd .
Egalitatea are locdacia =b = 0.

Daca m > 0 = ecuatia nu are solutii.

Dacam=0=>x=y=1z.

Problema pentru clasa a VIII-a

S3 se rezolve in R” ecuatia :
(1=y)(1=2)+(y=1)(y=2)" +(z=1)"(z=y)" =0

Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9983); Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10344)

Solutie:

Notam

E(x,y,2)=(x— )’ (=2 + (7 -2 (r =2 + (2=’ (2 - »)’.
Daca x<y<z,notama=y—-x,b=z—ysiavemz—x=a+b,
a>0,b>0.

E(x,y,z)=a’(a+b)’ —a’h’ +(a+b)’b’ 20,

care este evidenta .

Egalitatea are locdacda =b = 0.
E(x,y,z)=0< x =y =zIncazulnostru x =1

siavemsolutia y =z =1.

Problema pentru clasa a VIII-a

S se rezolve in R ecuatia :
(2007 — )’ (2007 — z)* + (y —2007)* (y — 2)* +

(z—2007)°(z-y)’ =0.
Solutie:

42



Neculai Stanciu, Berca, Buzau

Notam E(x, y,2) = (x—y)’ (x-2) + (v —x)’(y —2) +
(z—x)’(z-y)".

Daca x<y<z,notama=y—-x,b=z—ysiavemz—x=a+b,
a>0,b>0.

E(x,y,z)=a’(a+b)’ —a’h’ +(a+b)’b’> >0, care este evidentd .

Egalitatea are locdacda =b = 0.
E(x,y,z) =0 < x =y = z.In cazul nostru x = 2007

siavemsolutia y = z = 2007.

Problema pentru clasa a VIII-a

Pe planul triunghiului ABC se ridica perpendicularele AA’, BB'si
CC' astfel incat
AA'=a,BB'=b,CC'=c;A'B'=x,B'C'=y,C'A"=zsi
Z((ABC),(A'B'C")) = 60°.

Sa se calculezein functiede a, b, c,X,y,z

volumul corpului ABCA'B'C'.
Solutie:
Fie a = (ABC), S = Aria(ABC),S’ = Aria(A'B'C’) si a = min(a,b,c).
Sectionam prisma ABCA'B'C’ cu un plan o' paralel
cuplanul o aiA'ea’,B,=a'NBB,C,=a'nCC’,AD 1 BC,.
Vol(ABCA'B'C') = Vol(ABCA'B,C,) + Vol(A'B.C,C'B') = Sa + % AD- w -
N S(b+c—-2a) S(a+b+c)

3 3

Sa

X+y+z . . .
Y si determinam S’ cu formula lui Heron -

Dar S = S'cos60” = SE Notam p =

Volumul cerut este :

Vol(ABCAB'C) = {p(p-0)(p- y)(p-2) - °* 2 e,

Problem: pentru clasa a VIII-a,

2 2008 2 2009

. 1A o e .. o . 2007 .
Si se determine resturile impartirii numarului 3> la respectiv la

Publicata in RMT —nr. 4 /2007 (O.VIIL.201)

Solutie.
322007 _ (322007 _ 1) + 1 _ (32_22006 _ 1) + 1 _ [(322006 )2 _ 1] + 1 _
_ 322006 1 322006 _1 1 _
Metoda 1.Scriem ( +2003( 2003 - o 1
=.=3" +D3B* +DBT +D..3° +DB' +DB-DH+1=
= M22009 +1= M22008 +1.

Deci resturile sunt egale cu 1.
Metoda 2. Folosim Teorema lui Euler : dacid a,m € Z, (a,m)=1= a”"™ =1(modm),
unde ¢(m)= numarul numerelor naturale cel mult egale m, relativ prime cu m.
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Probleme rezolvate

Se stie ci dacd m = p" - pi* -...- pi, atunci p(m)=m-(1 —i)-(l —i)-...(l —l).
P,

1 D

Deoarece (3,22%) =1 = 3™ = |(mod 22"*), unde

(p(22008) — 92008 a _%) — 92007 322007 — 1(m0d22008)

Problema: pentru clasa a VIII-a,
x* +6x+8
x2+6x+10"°
(unde x € R) si pentru ce valoare a lui x se realizeaza.
Data la Concursul Judetean de Matematica, ,,Sperante Rimnicene”, clasa a VIII-a,
Rimnicu Sarat, 2007

Sa se determine minimul expresiei E(x) =

(x+3)° -1
(x+3)° +1
Pentru x < -3 si x> -3 = E(x)>-1.

Solutie.Scriem E(x) = = min E(x) = —1 si se realizeazd dacd x =-3.

Problema pentru clasa a VIII-a,

x(y+1) _ y(z+1) _ z(x+1) _6.

Sa se rezolve in N x N x N sistemul :
x—1 y—1 z—1

Solutie.Tindnd seama de faptul cd dacd x = x,,y = y,,z = z,, . orice permutare circulard

a numerelor x,,y,,z, este deasemenea o solutie.Din cele trei ecuatii obtinem:

6:1+y+erl a:y_+1
x—1 x—1

)] 6=1+Z+Z—+i , deducem ca numerele (2)1b = Z+1 trebuie sa fie naturale.
Y= Y=
6:1+x+x+1 c:x+1
z—1 z—-1

_x+l y+1 z+1

Observam ca : a-b-c >1 de unde rezultd ca cel putin unul din

x—1 y-1 z-1
ax1
numerele a,b,c este deci > 1.Sa presupunem, pentru fixarea ideilor <5 > 1
c>2
Aceste inegalitdti se mai potscrie y>x—2,z>2y—-2,x>2z-3
din care deducem x >2(y—-2)-3=2y-72>2(x-2)—7=2x—-11 sau x<11.
Rezulta apoi 11>2z-3,2<7,7> y—2,y <9 .Printr-un numar finit de incercari pentru
x <11,y <9,z <7 obtinem solutiile: (x, y,z) € {(2,2,2),(3,3,3)}.

Problema pentru clasa a VIII-a,
Se considera triunghiul ABC cu lungimile laturilor a, b si ¢ care verifica relatia:

2a+3b+4c=42a 2 +633b -3 +8J/4c—4 —20.
Aratati ca triunghiul este dreptunghic.
Publicata in SM —nr. 3 /2009 (G.105.)
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Solutie.

Relatia din enunt este echivalenta cu
(W2a-2-2)" +(\3b-3-3)> +(J4c—4—-4)* =0 .Seobtine a =3, b=4si c=5.
Conform reciprocei Teoremei lui Pitagora triunghiul este dreptunghic.

Problema pentru clasa a VIII-a (sau a I1X-a),

o |1 3 . . :
Sa se rezolve iInR" ecuatia {—} + [—} =4, unde simbolul [a] reprezinta cel mai mare
x| [x

numadr Intreg mai mic sau egal cu a .
Publicata in SM —nr. 2 /2008 (L.31.)

Solutie.

I. Daca x<0 , atunci l <0, asa ca [l} < l <0 .Analog , {E} <0, deci nu putem
X x| x X

avea {l} + {E} =3 .Rezultaca x> 0.
X X

II. Daca x>0 , avem 1 < i, deci [l} < {i} .Deoarece [l} si [i} sunt Intregi avem
X X X X X

MOENHR

[l :0<:>0£l<1<:>x>1
X X
3: ; ; Sxed.
[— =4 o4 —<5 —<x<—
X | X 4
I1.2. l}:1 si [3}23
| X X
{l :1<:>l£l<2<:>l<x£1
X | X 2 (3 }
- = X e Z,l
{E =3<:>3£§<4<:>§<x§1
X | X 4

Solutia ecuatiei este x € (%,1} .
Problema pentru clasa a VIII-a, a X-a

Fie dreptele a, b, ¢ din spatiu astfelincata " b N ¢ = {O},
Consideram punctele A € a,Be b,Cec

siA' € (OA,B’ € (OB,C’ € (OC astfel incat
OA-OB-OC=0A"-0OB'-0C".

Sa se arate ca vol(OABC) = vol(OA'B'C’).

Publicata in RIM — nr.X -2005 (9433)

Solutie:
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Probleme rezolvate

Fie OABC 5siO A'B’'C’cele doua tetraedre si C,,C, proiectiil

varfurilo r C si C' pe planul
OAB; A ,, 4, proiectiil e varfurilo r A si A'pe dreapta

B - AA -
Avem Vol(OABC) _ 0 60 cc, si
OB'-4'A! .C'C|
6
Din AOC ,C = AOC;C'si AOAA , = AOA'4A, =

cC, OC . AA, o4

VolO A'B'C') =

S1 =
c'c, 0C' A'Al, 04’

Do VOIOABC) OB -44,-CC, _ 04 -OB

OB.

-0C

Vol (OABC )= Vol (OA'B'C")
Problema pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,

Si se rezolve in Z° sistemul :
{xy2 +xy—x—y-1=0

2
xz2—x"—x—z=0

Vol(O A'B'C') OB'-A'd,-C'C., 04'-0B'-0C'

€

Publicata in RIM — nr.XI -2006 (9629) ; Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9990)

Solutie:
X+ x

Adoua ecuatiesescriez(x-1) =x"+x & z = =
x_

apoi scriempe zsub formaz = x +2 + % e’
Rezulta x-1/2,adicax-1=*lsaux-1=42.
Rezulta x € {-1,0,2,3}.

Dptx=-1=2z=0;

Dptx=0=z=0;

ptx=2=2z=6;

YHptx=3=2z=6.

Din prima ecuatie se obtine succesiv :
a)pt.x=-1'=-y* -2y =0siy=osauy =-2;
bptx=0=-y-1=0siy =-1;

3
c)pt.x=2:>2y2+y—3=Osiy=1sauy=-§¢Z;

dptx=3=3y"+2y-4=0siy¢ Z.
Avem deci solutiile :

(x,y,z) € {(-1,0,0),(=1,-2,0),(0,-1,0),(2,1,6)}
Problema pentru clasa a VIII-a
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Demonstrati inegalitatea :
(=) (x-2+ (-2’ (-2 +(z-x)"(z-») 20,
Vx,y,z€R.

Publicati in RMT — nr. 2 / 2007 (O.VIIL.192); Publicati in RIM — nr.XIII -2007
(9983)

Solutie:
Dacd x<y<z,notdima=y-x,b=z—-ysiavemz—x=a+b,

a>0,b>0.

Inegalitatea devine a’ (a + b)’ —a’b’ + (a +b)’ b’ > 0, care este evidentd .

Egalitatea are loc daca a=b=0.
Problema pentru clasa a VIII-a

Sa se demonstreze inegalitatea:

I 1 1 1 1 1
e ——+—— <02
4 5 6 7 2005 2006
Solutie:
Notam § :l,l+l,l+n_,17+;
4 5 6 7 2005 2006

Conform identitati i Botez - Catalan :

1 1 1 1 1 1 1 1
l-—+———+..——= + + +..+—,avem :

2 3 4 2n n+1 n+2 n+3 2n

1 1 1 1 1 1 1 1 1
l-—+———+..+ - = + + +.o+ + ,rezulta :

2 3 4 2005 2006 1004 1005 1006 2005 2006

1 1 1 1 1 1 1 1003 *
l-—+—-|-S = + + +..+ + >
2 3 1004 1005 1006 2005 2006 1004 +1005 +...+ 2006

1003

1505
(s - a utilizat inegalitat ea mediilor
(a,+ay+..+ a")(L+L+ +L) >n?)

1 aZ an
Decié—SD 1003 = 85« 1507 <1l=0,2.
6 1505 6-1505 5

Problema pentru clasa a X-a (sau a VIII-a)
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Probleme rezolvate

Rezolvati ecuatia ;

(x+2) —x’—-128 21 e . 29725 -4
— = —, apoi simplificati fractia — —.
(x+2)y -x"-32 5 29" -25" -4

Solutie;

Se utilizeaza formulele:

(x+y) =x" =y  =5xp(x+ Y)(x* +xy+ y?)

(x+ ) =x" =y =Txy(x+ y)(x* +xp+y*)’

7-x-2(x+2)(x> +2x+4)° 21
5x2x+2)(x> +2x+4) 5

x*+2x+4=3,x>+2x+1=0,x =—1.

Luam y = 2 si ecuatia data devine

5

Pentru simplificarea fractiei se utilizeaza aceleasi formule ca mai sus,
29°-25" -4

29" 25" 4"
_5:25-4-(25+4)(25° +25-4+4°) 5
7.25-4-(25+4)(25% +25-4+4%)> 5187

respectiv luam x = 25si y = 4 si obtinem

Problem: pentru clasa a VIII-a,

2x? —8x+17

S se determine maximul expresiei: £(x) = —; .
x*—4x+7

Data la Concursul Interjudetean de Matematica, ,,Sperante Rimnicene”, clasa a
VIII-a, Rimnicu Sarat, 2008

Solutie.Expresia se mai scrie:
2

(x2 4x—i—7)—i—3:2+ : 3 P 32 .
x°—4x+7 x*—4x+7 (x=2)"+3

Deci E(x) este maximi cand (x—2)° +3 este minimi si aceasta se intimpld cand

E(x) = 2

x = 2 .Rezulta cd maximul expresiei este 3.

Problemi pentru clasa a VIII-a,
. o o 20+ 2n .
Si se arate cd pentru orice numdr natural 7 > 0 numirul 2> +2° +1 nu este prim.

Solutie. Fie x> =2, deci x* =2%"" .Atunci putem scrie :
27 42 pl=xt x4 1= (P + L+ (2 +1-X)
si fiecare din cei doi factori este diferit de 1 (c.c.t.d).

Problema: pentru clasa a VIII-a,
Si se arate ci pentru orice numar natural >0 numarul 2% —2%" +2"" —1 nu este
prim.

Solutie.Fie x = 2".Atunci putem scrie:
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20m 22 42" 1=x —xP 4 2x—1=x —(x=1)’=(x" +x-1)(x’ —x+1)

si fiecare din cei doi factori este diferit de 1 (c.c.t.d).

Problema pentru clasa a VIII-a,

Se considera un cub pentru care volumul (in m*) plus perimetrul bazei (in m) este egal
cu aria laterald (in m?).

Cati m are lungimea diagonalei cubului dat?

Publicata in GM (suplimentul cu exercitii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.33.), Publicata in
SM —nr.2 /2008

Solutie.Dacd latura cubului este a , atunci conditia implici a’ +4a=4a’ , sau
a(a’ —da+4)=a(a—2)* =0.Deci a =2, si diagonala are lungimea 2+/3 m.
Problema pentru clasa a VIII-a (a IX-a),

Aritati ci 2009 divide 17°7 +2°%7 +...+2008*" .

Solutie.Din  identitatea  x" +y" = (x+ y)(x"" —x"Cy+x"y’ - —x" P+ "),
valabila pentru orice n impar avem ca x+ y divide x" + y".Acum, deoarece fiecare
dintre numerele 1*°” +2008%"7 ,2°%7 +2007*",...,1004>”" +1005*""" se divide cu 2009
rezultd concluzia.

Problema pentru clasa a VIII-a,

Aritati ca 2009 divide 1° +2° +...+ 2008’ .

Solutie.Din identitatea x’ + 3’ =(x+y) (x> —x y+y?), avem ci x+y divide
x* + 7y’ .Acum, deoarece fiecare dintre numerele
1’ +2008°,2° +2007°,...,1004° +1005° se divide cu 2009 rezulta concluzia.

Problema pentru clasa a VIII-a,
Rezolvatiin N ecuatia:

2" =x? +x+1.
Publicata in SM — nr. 3 /2009 (G.110.)

Solutie. 2* =x’+x+1< 2" —1=x(x+1).Cum 2[x(x+1)rezultd ca 22" -1, deci

x=0.
Problema pentru clasa a VIII-a,
Rezolvatiin N ecuatia:

3  =x> +3x2 +2x +1.
Crux Mathematicorum — octombrie 2008 — M360.

Solutie. 3" = x> +3x° +2x+1 < 3" —1=x(x+1)(x+2).Cum 3|x(x +1)(x+2) rezulta
ca 3‘3" —1,deci x=0.

Problema pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,

X

Fie E(x)=— .Rezolvati ecuatia:
1 2 2009, «x
E +E +ot E(—)=—.
(2010) (2010) (2010) 2
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Probleme rezolvate

Solutie. Trebuie sa observam ca E(x)+ E(1— x) =1.Apoi

ECA 1 ECE )+ EC) S p k) Z{ (o) + 2010"‘)}

2010 2010 20107 = 2010 e 2010
1005
(2010)_
1004
Z E(—) (1——) +E( )—1004+E( ) =1004 + 2 w
oL 2010 2010 2
Solutia ecuatiei este x = 2009 .
Problema pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,
Fie E(x) = 16 .Calculati suma : S=E( ! )+ E( 2 )+...+E(w).
16" +4 2010 2010 2010
Solutie. Trebuie sd observam ca E(x)+ E(1—-x) =1.Apoi
1 2 2009, I = 2010—k
S=E +FE . — +
(2010) (2010) (2010) kZ:‘ 2010) kz:‘[ 2010 2010 )}
1005
<m)‘
1004 4 2009
—_— —-———) |+ E —1004+E— =1004 + =—.
;[ (2010) Ed 2010)} ( ) ( ) 2

Problema pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,
Rezolvati in R ecuatia:

4x* —8[x]-5=0,unde [x]e Z si x>[x]>x—1.
Solutie. Deoarece [x]>x—1 , avem
4x7 —5=8[x]>8(x—1) = 4x* —8x+3>0 = 2x-D(2x+3) >0 =

1 3
<:>x<Esaux>—

2
(1
De asemenea din x > [x], avem:
4x2—5:8[x]38x<:>4x2—8x—5£0<:>(2x—5)(2x+1)£0@—%Sxﬁ%
(2)
Din (1) si (2) avem —l<x<lsaué<x<—
; 27 2 2 T2
1 1
Cazull.——£x<5.

Rezultd [x]=—1= 4x? = -3, ecuatia nu are solutii reale, sau

\/_\/_}

[x]=0:>4x2:5:>x {———

2
J5 A5

Deoarece _3 <——<-lsil<—x 3 nu avem solutii.
2 2 2 2

Cazul 2. §<x<§
2 2

Acum [x]e {1,2,3}.
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Daci [x]=1= 4x? =13.Deoarece 3P < VI3 < Je 2, rezulta solutia x = ﬁ
2 2 2 2 2
Daci [x]=2 = 4x* = 21. Deoarece 39 N2 NB é, rezultd
2 2 2 22

. 2
solutiax = —— .
2

V25 29 36

< <
2 2 2

()]
O
o)

, rezultad x =

V29
2™

Daci [x]=3 = 4x? =29 .Deoarece % =

|

este solutie.

Solutiile ecuatiei sunt x € {

V13 421

s 2 .
Problema pentru clasa a VIII-a,
Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a,b,c si diagonala d .

< c o1 a+b+c . .
Sa se arate ca daca d = ————, atunci paralelipepedul este cub.

NE)

Data la concursul national “Gh. Mihoc” - 2009

Solutie.Ridicim la pitrat relatia din ipotezi, apoi inlocuim d* = a” +b> +c¢” si
obtinem:
3a’+b>+c)=(a+b+c) ©(a-b) +(b-c) +(c-a)’=0=a=b=c.QED.

Problema pentru clasa a IX-a,
Si se arate ca 23 divide 3" + 5" + 152" Vn,m,pe N.

Solutie.Se aplici Mica teoremi a lui Fermat: Va € Z, p = prim,p #a = a’"' = M, +1.
In cazul nostru avem

322}1+1+522m+l+1522p+l:3'322n +5.522m+15.1522p:

=3- (M, +1)" +5-(M; + )" +15-(M,, +1)" =

=3 My +1)+5- M, +D)+15- My +1)==M,, +3+5+15=M,,.

Problema pentru clasa a IX-a

S3 se rezolve in R’ ecuatia :

(x_y)2007(x_z)2007 +(y_x)2007(y_z)2007 +

2007 (Z _ y)

2007

+(z—Xx) +m=0,undem >0.

Publicata in RIM — nr.XII -2006 (9618)

Solutie:
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Probleme rezolvate

NOtam E(x,y,Z) — (x _ y)2007 (x _ Z)2007 + (y _ x)2007 (y _ Z)2007 +
(Z _ x)2007 (Z _ y)2007

Daca x<y<z,notima=y—-x,b=z—ysiavemz—x=a+b,
a>0,b>0.

E(x y Z) — a2007 (a +b)2007 _a2007b2007 + (a +b)2007b2007 > 0
care este evidenta .

Egalitatea are locdacda =b = 0.

Daca m > 0 = ecuatia nu are solutii.

Dacam=0=>x=y=1z.

Problema pentru clasa a IX-a
Sa se rezolve in R” ecuatia :

(1 _ y)2007 (1 _ 2)2007 + (y _ 1)2007 (y _ Z)2007 +
+ (Z _ 1)2007 (Z _ y)2007 — 0.
Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10355)

Solutie:

Notam E(x, v,2) = (x — )™ (x — 2)™7 + (y = 0)® (y — 2)™" 4
(Z_x)2007(z_y)2007

Daca x<y<z,notdima=y-x,b=z—ysiavemz—x=a+Db,
a>0,b>0.

E(x % Z) — a2007 (a +b)2007 _a2007b2007 +(a +b)2007b2007 > 0

care este evidenta .
E(x,y,z)=0< x =y =zIncazulnostru x =1

siavemsolutia y =z =1.

Problema pentru clasa a IX-a
S3 se rezolve in R” ecuatia :

-~ -2 +(y- o

(2006 y)2007 (2006 )2007 (y 2006)2007 (y )2007

1 (2 —2006) (z — )™ =0,

Solutie:

NOtal’n E(x,y,Z) — (x_y)2007 (x_z)2007 + (y _x)2007 (y_Z)2007 +
2007 (Z _ y)
Daca x<y<z,notama=y—-x,b=z—ysiavemz—x=a+b,
a>0,b>0.

E(x,y,Z) — a2007 (Cl +b)2007 _a2007b2007 + (Cl +b)2007b2007 > 0’

care este evidentd .

+(z-x) 2007,

Egalitatea are locdacda =b = 0.

E(x,y,z) =0 < x =y = zIn cazul nostru x = 2006
siavemsolutia y = z = 2006.

Problema pentru clasa a IX-a,
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Fie triunghiul ABC asemenea cu triunghiul A'B'C" in care: AB=c¢,BC=a,CA=b,
A'B'=Aa+b,B'C'=~b+c,C'A"=~/c+a siraportul de asemanare %

Sé se determine lungimile laturilor si masurile unghiurilor celor doua triunghiuri in
functie de k.

Ja+b 3 Jb+e 3 Je+a
c a b
Ja+b=ke
Rezulta sistemul {v/b+ ¢ = ka
Jeta=kb
Datorita simetriei, putem presupune a <h <c.
Atunci Va+b <b+c = ke<ka,deci a=b=c.

Solutie. Din enunt avem =k.

. : . 2 . . o
Prima ecuatie devine: ~2a =ka=>a=b=c= = .Deci cele doua triunghiuri sunt

echilaterale primul cu latura k% iar celalalt cu latura %

Problema pentru clasa a IX-a,
Sa se rezolve in N ecuatia x” = x" +a,dacda m,n,ae N si aimpar .
Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10164)

Solutie.Este necesar ca m>n.Din x" —x"=a avem x"(x""-1)=a, apoi
(=D 4" ) =a o X" ox - (x =D " 4+ D) =a.
Deoarece x-(x—1) este un numdr par si a este un numar impar rezultd ca ecuatia nu
are solutii.

Problema pentru clasa a IX-a

Fiein planul euclidian punctele O, M, A, A, A,,..., A astfel incat
d(O,M)=d, m(£A, ,0A,) =ia €(0°,180%),i=1,n .

Consideram punctele B, = pr,, M,i= 0,n.

n-1
Sa se calculeze z B.B,,,.

i=0
Solutie:
Avem doua situatii:
I)M € Int(LAOA.,,); 2)M e Ext(£LA4,04,,,)
Deoarecem(£OB,M)+m(OB,,,M)=180" = OBMB,,,
cercul de diametru OM = d.Din teorema sinusurilor in triunghiurile OB B,

BB

> —_=2R=0M =d == BB, =d sin(i +)a..
sin(i +

este patrulater inscriptibil in

i+l
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Probleme rezolvate

n-1 n-l1
Avem Z BB, = dz sin(i + ) = d(sin & +sin 2 +sin 3a +...+sin na).
i=0 i=0

Tinand cont de egalitatea cunoscuta

sinna
. . . . . (n+)a
sina +sin 2a +sin 3 +...+sinna = 2 ~sm( 2)
. a
sin —
2
sin—na
n-1
. . (n+)a
obnnemZBiBM =d- 2 osm( )
i=0 L a 2
sin —
2

Problema pentru clasa a IX-a,
Daca a,b,c,d € R}, cu conditia abed =1sa se arate ca:
(a> +b*> +c” +d*)ab+ac+ad +bc+bd +cd) >24.

Solutie.Aplicam inegalitate medilor A-G de doua ori si obtinem:

2 2 2 2
a +b"+c"+d .
1 > a’b*c?d* =1 , respectiv,

ab+ac+adJ6rbc+bd+cd 26/—a3b3c3d3 _1

Prin inmultirea celor doud inegalitati se obtine concluzia.
Problema pentru clasa a IX-a,

- n
Daca x, eR; ,i=1n,cu Hx,. =1, sa se arate ca:

i=l1

Zn:xiz + inxj Z@.
i=1

I<i<j<n

Publicata in SM — nr. 1/2008 (L.4.)

Solutie. Aplicdm inegalitate medilor A-G de doua ori i obtinem:

2 2 2 n

X, X, ++X

1 2 2.2 2 2 :
L>axx,.x, =1 le. > n respectiv,

n i=1

1<Z<xixj n(n-1) n(n _ 1)
<i<j<n P n-1 __
=1 > 2 (xx,.x,)" =1 < le.x_/. > —"

I<i<j<n 2
2

Prin adunarea celor doua inegalitati se obtine concluzia.
Problema pentru clasa a IX-a, a X-a

Se considera 1n planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) si C(2,-1).
Sa se scrie :
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a)ecuatiile translatiei t_;

.. )
b)ecuatiile omotetiei h,";
c)ecuatiile simetriei centrale S .;
d)ecuatiile simetriei axiale S ;

T

e)ecuatiile rotatiei R 3.
Publicata in RIM — nr.X -2005 (9434)

Solutie :
xX'=x+a

i

a)ecuatiile translatiei de vector :/(a, b)sunt (t-): {
Vol =y+b

e x'=x-3
Deoarece CB(-3,3) = (t;) { , .
V' =y+3
. . wn | X =+ (1-k)x,
b)ecuatiile omotetiei sunt date de (hg):q |
V' =ky+(1-k)y,
S |X'=-2x-3
In cazulnostru avem (hy') :q |
V'==2y+6
] o xX'=2x.-x
c)ecuatiile simetriei centrale sunt date de (S¢): 9
V'=2yc-y
xX'=4-x

y'==2-y
d)daca avem o drepta (d) de ecuatie ax + by + ¢ = 0 atunci simetria axiala

Re zulta (S;): {

in raport cu dreapta (d) este data de ecuatiile

X,_bz—azx_ 2ab _ 2ac
a2+b2y a’+b*

Cd+b’
, 2ab a’-b* 2bc

= - x+ y_
a’ +b? a’+b* at+b?

x'=-y+1

!

Dreapta (BC)areecuatiax +y-1=0= (Sz.): {
y==x+1
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Probleme rezolvate

x'=xcosf — ysinf + x;
e)ecuatiile rotatiei sunt date de (R%){ ", _ ' °
y' =xsin@+ ycosf + y,

Xy = (xAth+yA)sin9
2
unde

, 0 .
Yo = (yAth_xA)SIne

, 1
Xy =—
2
In cazul nostru avem
r ﬁ
ey
, X y\/g 1
. | X==t—+—=
. I 2 2 2
de unde rezulta ecuatiile (R ) :
__x3 y 43
y=—-—t=—t—
2 2 2

Problema pentru clasa a IX-a, a X-a

Se considera 1n planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) si C(2,-1).
Sa se calculeze centrul de greutate al triunghiului DEF,unde
D=t_(A),E = hy' (C),F = S.(B)-

(t- = translatia de vector v; h' = omotetia de centru O si raport k;

S, = simetria de centru O)
Solutie :
X'=x+a

!

a)ecuatiile translatiei de vector :/(a,b) sunt (t-): {
vy =y+b

!

Deoarece @(—3,3) = (t&) : {x

= 1t—-(A4)=D(-23
o ye3 = @)= D23

X' =kx+(1-k)x,
Vi=ky+(1-k)y,

= 1;(C) = E(-7.8)

b)ecuatiile omotetiei sunt date de (hy) : {

L. [¥'=-2x-3
In cazulnostruavem (hy) : 4
y==2y+6

I — J—
X' =2x.—x

c)ecuatiile simetriei centrale sunt date de (S.) : { ,
V'=2yc-y

xX'=4-x
Rezulta (S.): { L = S.(B) = F(5,-4)

Din a),b),c) rezulta coordonatele centrului de greutate sunt

-2-74+5 3+8-4 -4 7
G( : )= G(—>7)
3 3 3°3

Problema clasa a IX-a

Sa se arate ca:
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MA MB MC
Q) ——+———+———==0;
BA-CA AB-CB AC-BC
2 2 2
b)_A,IA_,+ilB_,+_A,4C_,:1,
BA-CA AB-CB AC-BC

unde A, B, C si M sunt puncte din spatiu.

Publicata in RIM — nr.X -2005 (9430)

Solutie:
Consideram un punct oarecare O din spatiu si notam cu

- > -

a,b,csix Vectorn de pozitie ai punctelor A, B, Csi M fata de O.

MA MB MC a—x b—x c—Xx
) ———t ———+— —+ — +

BA-CA AB-CB AC.- Bcz(Z—E)-(Z—c) b-a) (-0 (c—a)(@—b)

1 _._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._.]

= \a-c-c-x—a-b+b-x+a-b—a-x-b-c+c-x+b-c-b-x—a-c+a-x|=
(a=b)-(b—c)-(c—a)
MA? MB* MC*?

by -

BA-CA AB-CB AC-BC
B U O Uit S S S
(a=b)-(a-c) (b-a)-(b-c) (c—a)-(c-b)
L [(a X2 2ax)e—b)+(BP+x>—2-b-x)a-c)+(cP+x—2-c-x)(b-a)|=
(a b) (b C) (c— a)

_a(c-b)+b (a—c)+c (b-a) »

(a=b)b-c)(c—a)

( Am utilizat formula cunoscuta:
a’*(c=b)+b*(a—c)+c*(b—a)=(a—-b)b —c)(c—a)).

Problema clasa a IX-a

Sa se aﬂe locul geometric al punctelor M din spatiu care verifica relatia:
MA® - MA MB2 MB MC2 MC
BA-CA CB- AB AC-BC

=0, VA,B,C din spatiu.

Publicata in RIM — nr.X -2005 (9429)

Solutie:
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Probleme rezolvate

- > >

Consideram un punct oarecare O din spatiu si a, b, ¢ si X

vectorii de pozitie ai punctelor A, B,Csi M.

 MA® - MA | MB’ . MB | Mc? MC  (a-x) N b - x)° N (c - x)°
BA-CA CB-AB  AC-BC (a—-b)a—-c¢) (h-a)b—c) (c—b)c—b)

Dupa aducerea la acelasi numitor si reducerea termenilor avem :

E

-3 > - 3 s L3 . o [ - = - - - -

(DE =———= ! — {a (c—=b)y+b(a—c)+c (b—a)—3xa2(c—b)+b2(a—c)+c2(b—a)]}
(a-b)b-c)c—a)

Avem relatiile : (2)a’(c —b) + b’ (a —c) +c*(b—a)=(a+ b+ c)a —b)(b —c)(c —a)si

(B)a*(c—b)+b*(a—c)+c*(b—a)=(a—b)b-c)c— a),cunoscute de la algebra.

Din (1),(2)si (3) =

WE=— 1 G b+o)a—b)b-c)e—a)—3x(a—b)b-)e—a)|=
(a=b)b-c)c—a)

=2+5+Z—3§=&+£+%—30—M,

Din ipoteza:O—A)Jra?. +&5230W

Stim (5) OA + OB + OC =30G.Deci M = G, centrul de greutate al triunghiului ABC.

Problema pentru clasa a IX-a, a X-a
Se considera 1n planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) si C(2,-1).
Sa se arate ca mijlocul segmentului DE se afla pe prima bisectoare, unde

D=R(B)SiE=S§,.(4)

(R’ = rotatia de centru O si de unghi 8; S, = simetria axiala de axa d)
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a)daca avem o drepta (d) de ecuatie ax + by + ¢ = 0 atunci
simetria axiala

in raport cu dreapta (d) este data de ecuatiile

,_bz—a2 2ab 2ac
* a’ +b’ x_a2+b2 y_a2 +b°
, 2ab a’-b’ 2bc

PSS x+a2 5 b

Dreapta (BC) areecuatiax +y-1=0=

x'=—y+1
(Spe) iy, = Sy (4)=E(1,0)
y=-x+1

. . | X' =xcos@—ysinf+x
b)ecuatiile rotatiei sunt date de (R{ )4 | . .
y' =xsin@+ ycosf+ y,
, 0 .
X, =(x,tg—+y,)sind
2
unde p
Yo :(yAth_xA)Sine

, 1
Xy =—
2
In cazul nostru avem
’ \/5
n=y
,_x y3 1
x| X Eoh—
de unde rezulta ecuatiile (R}’ ) : 2 22
,_ x3 y 3
=+t —
2 2 2

Rf (B) = D(\/3,43+1)
Din a) si b) avem

M(ﬁH \/§+1

2 7 2

)

Problema: pentru clasa a IX-a,

Sa se arate cd numirul 4=11,-12, 13, -14, 15,16, -17, -18, -19, nu poate fi cub
perfect oricare ar fi baza de numeratie x .

Solutie.Numarul A se scrie (x + 1)(x + 2)(x +3)(x + 4)(x + 5)(x + 6)(x + 7)(x + 8)(x +9) .

Fara a restrange generalitatea ( 4 este produsul a noua numere consecutive ) luom
A=n—-4)(n-3)(n-2)(n—-Dnn+1)(n+2)(n+3)(n+4),unde din x >10 = n>15.

Deoarece numirul A4 = (n’ —10n)’ —n(27n* —180n> —576), se observi usor ci pentru
Vn > 10 scazitorul este pozitiv = (1)4 < (n® —10n)*;

in continuare avem
A—(n* =10n-1)° =3n° =27n° —60n"* +177n° +300n° +606n+1>0, Vn >10

De unde = (2)(n’ —10n—-1)° < 4.
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Probleme rezolvate

Din relatiile (1) si (2) rezultd ca A este cuprins intre cuburile a doud numere
consecutive, deci el nu poate fi cub perfect.

Problema pentru clasa a IX-a, a X-a
Se considera 1n planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) si C(2,-1).
Sa se arate ca mijlocul segmentului DE se afla pe prima bisectoare, unde

D=R(B)SiE=S,.(4)

(R’ = rotatia de centru O si de unghi 8; S, = simetria axiala de axa d)

Solutie :

a)daca avem o drepta (d) de ecuatie ax + by + ¢ = 0 atunci
simetria axiala

in raport cu dreapta (d) este data de ecuatiile
X,_b2—612x_ 2ab  2ac
a’ +b? a2+b2y a’ +b*
,  2ab x+a2—b2 _ 2bc
a’ +b? a2+b2y a*+b*

Dreapta (BC) areecuatiax+y-1=0=

x'=-y+1
(SBC):{ ' +1:>SBC(A):E(170)

x'=xcosf— ysinf+ x
b)ecuatiile rotatiei sunt date de (R%){ ", , Y °
y' =xsin@+ ycosf+ y,

Xy = (xAtg€+yA)sin¢9
2
unde

, o )
Yo = (yAth_xA)SIHH

, 1
Xy =—
2
In cazul nostru avem
.3
By
,_x 31
s =Sty
de unde rezulta ecuatiile (R \* ) : 2 2 2 =
,_ xf3 y 3
=t —
2 2 2

R, (B)=D(3,43+1)
Din a) si b) avem
V3+1 3 +1
2 7 2 )
Problema pentru clasa a IX-a,

M(
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2007 k 2008 kﬂ'
Sa se calculeze suma : S = Zcos— + » cos—.
k=1 k=1

Data la Concursul Interjudetean de Matematica, ,,Sperante Rimnicene”, clasa a
IX-a, Rimnicu Sarat, 2008

Solutie.Deoarece functia cos este periodica si pentru ca
T 27 3z 127 LW g B+l 5
avemcos—+ cos— + cos— +...+cos——=0 rezulta CoOs— = (pt. ca
6 6 6 6 o 6 2
2008
2007=167-12+3) si ZCOS% = g (pt. ca 2008=167-12 +4).
k=1
Suma din enunt este S = 2€ *l .

Problema pentru clasa a IX-a, octombrie

n k7z.
Sa se calculeze suma : S, = Zcos—.

k=1

Publicata in SM - 1/2008 (L.6.); G.M. —nr. 3 /2008 (25971)

Solutie.Deoarece functia cos este periodica si pentru ca
V4 2r 3z 127 . . .
avem cosg + cos—+ cos? +...F cos? =0 rezultd cd se obtin 12 valori pentru
suma data.
0,dacan=M,,

73,dac€1n=M12 +1

V3 +1
2

V3+1
2

,dacan=M,, +2

,dacdin=M,, +3

3
T,dacén:M12 +4
0,dacan=M,, +5
—l,dacan=M,, +6

2++3

3,dac€1n=M12+7
2

3+\/§

2

_3+\/§
2
2+\/—

3 ,dacain=M,, +10
2

-1, dacan=M,, +11
Problema pentru clasa a VII-a (a VIII-a,a IX-a),

,dacdAn=M,, +8

,dacan=M,, +9
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Probleme rezolvate

Aratati ca numarul A=\/30+ 30+ 430+ —\/42+\/42+«/42+... este intreg.
\/6+\/6+«/6+...

Solutie.Notdm x:\/30+\/30+\/30+... , apoi ridicam la patrat si obtinem

x*=30+x.
Rezolvim ecuatia x* —x—30=0si se obtin solutiile :x, =6, x, =—5.Convine doar

solutia pozitiva x=6.Analog se procedeaza pentru calculul numarului

y= \/ 6++/6++/6+... .Ecuatia care se obtine este y° —y—6=0 cu solutia pozitivi

v =3.Se procedeaza ca mai sus §i rezulta \/42 +42+42+... =T.

Numarul din enunt este deci 4 = g -7=-5€Z,c.c.td.

Nota. Exercitiul poate fi efectuat si de elevii clasei a VII-a deoarece au de rezolvat o
ecuatic de tipul x*—-x=a << x(x—1)=a, produsul a doui numere
consecutive=natural si prin Incercari rezulta solutiile.

Problema pentru clasa a IX-a,

Fie a >0 , ridicina ecuatiei x° —2207x+1=0. Si se giseascd numerele naturale a,

a++b

b si c diferite de zero astfel incat Yo = .
c

Publicata in RMT —1/2008 (IX.238.) & SM —1/2008 (L.24.)

Solutie . Folosim urmdtoarea lemd :’dacd « este raddcina pozitivda a ecuatiei
2 . . o 1w+ = ..

x* —bx+1=0 , atunci v este cea mai mare ridicini a ecuatiei x° —xvbh+2+1=0

“ (se demostreaza usor).Cu aceastd lema obtinem ca v« este cea mai mare radacina

. . 2 . . o 1e o . .

ecuatiei x” —47x+1=0 , mai departei/ar este cea mai mare radicind a ecuatiei
2 . . o 1w+ = .. 2

x*=7x+1=0,si ¥Ya este cea mai mare radacina a ecuatiei x° —3x+1=0.

3+\/§

Obtinem Yo = sivalorile:a=3,b=5s1 c=2.

Problema pentru clasa a IX-a,

2008!+2005!
20071+ 2006!

sau egal cu x) apoi generalizati rezultatul.
Publicata in RMT —nr. 2 /2008 (VII.241.)

Calculati :[ },( unde [x] reprezintd cel mai mare numar intreg mai mic
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2006!(2007-2008 + L) 2007-2008 + L

| |
Solutie. {2008 I+ 2005 } _ 2006” | _ 2006 | _
2007 !+2006! 2006!(2007 +1) 2008

=|2007 +; =2007.
2006 -2008

(n+3)!+n!
(n+2)!+(n+1)!
Problema pentru clasa a IX-a, a X-a, a XI-a,

Generalizare. { } =n+2,VneN.

Sa se rezolve sistemul:

1 4 9
Sttt =4
x° yT oz

x2+y2+22:9

Xyz =—

2

Crux Mathematicorum, decembrie 2008, M 375
Solutie. Primele douad ecuatii ne sugereaza considerarea urmatorilor vectori:

- 12

—(———) Slb (x,3,2) Avem a-b= 6, —3 Rezulti a-b =|a
y

deci, unghiul vectorilor este nul, prin urmare vectorii sunt coliniari si au coordonatele

proportionale.
2 2 2 2 2 2
Ob;inem:x—:y—zz—:uzgzi, de unde
1 2 3 1+2+3 6 2
x:ig,y:iﬁ,z:_¥.

Tinand cont de ecuatia a treia, avem solutiile:

SRS | (s DI Ry

Problema clasa a X-a

Sa se afle radacinile polinomului
f=aX®+bX*+cX +d e R'[X] dacab+d =a +c.

Solutie:

b+d:a+c:b+d—c:a/:(—a):>—2+£_£:_1:
a a a

=>85+85,+85,+1=0=>

X, X, X XX, + XX, XX X xx, +1=0=
:>)c1(1—i-x2 + X, +x2x3)+(l+x2—i-x3 +x2x3):0:>
A+x, +x; +x,x,)(x, + ) =0=

= (x, +D(x, +D(x; +1)=0=>x, =x, =x; =-1.
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Probleme rezolvate

Problema clasa a X-a

Fie f =aX® +bX* +cX +d e R'[X]
Sa se arate ca bc = ad daca si numai daca f are o radacina

egala cu opusul alteia.

Solutie:
X =—x,x+x,=0 (x,+x,)(x, +x;)(x; +x,) =0
S (X +x, +2x3)(x, +X,X,4+Xx,X,) — X, X, =0 &
b c d
<85, =5 -——=—-—bc=ad.
a a a

Problemi pentru clasa a X-a,

Sa se arate ca :
|(x_|_ [xZ _l)n+1 +(x_ [x2 _1)n+l +(x+ [x2 _l)n—l +(x_ [x2 _l)n—l|
‘ (x+m)” +(x—\/ﬁ)” ‘ vxel[-11}

<2,

Solutie.Notim 7, (x) = (x +vx*> —=1)" + (x —+/x> —1)"; facem substitutia x = cosa,
T, (x)=(cosa ++/cos’ @ —1)" +(cosa —/cos’ a—1)" =

=(cosa +isina)” +(cosa —isina)" =2cosna.
Analog T, ,(x)=2cos(n—1)a 1 T,,,(x) =2cos(n+1)c.

de unde :

Calculam
T,,(x)+T, (x) 2cos(n+1)a+2cos(n—Da
T,(x) 2cosna

os (n+Da+n-a cos (n+)a—-(n-1a
2 2
cosna

2¢

2cosnacosa
=——————— =2cosa = 2cos(arccosx) = 2x.

cosna

T,.(x)+T,, (x)| :|2x| = 2|x| <2, deoarece |x| <1.
Lo

Expresia din enunt devine: ‘

Problema pentru clasa a X-a
Sa se arate ca n orice triunghi ABC, are loc inegalitatea:

sin” A+ sm3 B+sin" C > (3%] ,Vn € (-0,0]U[1,0).

Solutie:
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Folosim inegalitatea cunoscuta

n n n
XX XD X X, bt X,

2 ( )"

m m
unde x,,x,,...,x, > 0sin € (-0.0]U[l,)
Punand x, =sin 4,x, =sin B,x; =sin C, rezulta
sin” A+sin” B+sin" C S sin A+sin B+sinC

3 2 ( 3 )’

si tinand seama de identitatea sin 4 +sin B +sin C = %

obtinem inegalitatea din enunt.

Problema pentru clasa a X-a
Sa se arate ca in orice triunghi ABC, are loc inegalitatea:

sin” A+sin” B+sin" C (4)” A .B ,c
3 2| —| cos” —cos —cos” —,
Vn e (—0,0] U [1,0).

Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9994)

Solutie:
Folosim inegalitatea cunoscuta

X\ 4Ax)Ftx X X, X,

= )"

m m
unde x,,x,,...,x, > 0sin € (-0.0]Ul, o)
Punand x, =sin 4,x, =sin B,x, =sinC, rezulta
sin” A+sin” B+sin" C _ sin 4 +sin B +sinC

3 = 3 4

.. ) ) ) ) ) A B c
si tinand seama de identitatea sin 4 + sin B +sin C = 4 cos 3 cos 5 cos E

obtinem inegalitatea din enunt.

Problema: pentru clasa a X-a,
Sa se arate ca :

2k<n+1 2k<n-1
z Clilrclxn—ZkH (xz _ 1)k + Z ijlxn—Zk—l (X2 _ l)k
kel — kel <2, Vxel[-Ll].
‘ Z Cjkxn—Zk (xz _ l)k
keN

2k<n
Solutie.Notdm 7, (x) = Y Cx"* (x* =1)*.
keN
Fie C, (x)=cos(narccosx), unde x € [— 1,1]; daca substituim x = cosa atunci

C,(x)=cosna =cos" a—C. cos" > asin’a+C'cos"* asin*a-..
=X =X (A=) +Cix" T (1=-x7) — =

2k<n 2k<n

_ z(_l)k Cjkxn—zk (1-x%)* = chkxn—zk (x* —1)* =T ().

keN keN
In continuare calculam
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Probleme rezolvate

T,,(x)+T, (x) 2cos(n+1)a+2cos(n—Na
T (x) 2cosna

cos (n+Da+(n-Na cos (n+Da—-((n-NHa

2
2 2 _2cosnacosa

cosna cosna
=2cosa =2 cos(arccos x) = 2x.

L) +T,, (x)| =|2x| = 2| < 2, deoarece |x|<1.
HONN

Expresia din enunt devine:‘
Problema pentru clasa a X-a,

Sé se determine forma generalad a sirurilor definite prin:
a)x,,, =—3x,+2, Vne N, x, =1. (recurenta liniara de ordinul 1 cu coeficienti

constanti);

n+l
3 1 DT : -
b) x, ., = Ex" + 3 n ,Vne N,x, =1.(recurentd liniara cu un coeficient variabil);

1 ’ . . -
C) X, = gxn + (gj ,Vne N ,x, =1 .(recurenta liniara cu un coeficient variabil);

d x, = ::; X, + %, Vne N*, x, =0 .(recurenta liniard cu ambii coeficienti
variabili).
x, ==3x, + 2 (-3)""
x, ==3x, +2}(-3)"
Solutie. a) Avem relatiile q.......ccccoceveennennee. iar prin adunarea lor obtinem
X, ==3x,,+2(-3)
x,=-3x,,+2
X, = L;H . Forma generala a sirului x,,, =a x, +b ,V € N este

x, =a"x, +b(a"" +a" +..+1).
b) solutia generala a relatiei de recurenta (x, ) este suma dintre solutia relatiei omogene

(»,) st o solutie particulara a relatiei neomogene (z,).
Consideram y, = C(E] , € € R este o constanta ce se va determina ulterior.

: o . 1 .
Solutia particulara o cdutam de tipul z, = P QO(n),unde Q(n) este un polinom de

grad 1, care, inlocuitd in relatia de recurenta da %Q(n +1) - %Q(n) =n.Daca

Omn)y=an+p

obtinem « = _6 si = _12 .Atunci solutia particulard este z, = _o(1 (Tn—-2).
7 49 493
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Deci x, =c¢ 31 -4 (7n—2), dand lui n valoarea 0 obtinem ¢ = 37 sise
2 493 49

obtine:
X, =3—7 3 -5 (Tn-2).
49\ 2 49\3
¢) se procedeaza ca la punctual b) sau ca la punctual a) si se obtine

n n-1
X, = (éj + (%) n. Forma generala a sirului x, , =a x, + f(n),V € N este

n—1
n n—k—1
X, =a x0+2f(k)a )
k=0
d) Se utilizeaza procedeul iterarii directe, ca la punctul a).Forma generala a sirului
n—1
X, =a,x,+b ,VeN este:x,,, =a,a,..a,x,+ Zbkak+1ak+2...an +b,.
k=0

In cazul nostru x , =

1 =a,..a,x, +ba,..a +bya,.a, +b _a +b, si
obtinem: x, ,, = ! (§ i+§+ n+l)‘
n+2'1 2 3 n—1

Problema pentru clasa a X —a,

Sa se determine forma generala a sirurilor (recurente liniare de ordinul 2 cu coeficienti
constanti) definite prin:

a)x,,=7x,—-12x ,Vne N, x, =1,x, =2;

b) xn+2 = 6xn+1 -

) X,., :\/gxn+1 -x,,VneN,x, =x, =1.

9x,,Vne N, x, =x, =1;

Solutie.a) termenul general este de forma x, = c¢,r," +¢,r,", unde 7, si r, sunt
ridicinile reale si distincte ale ecuatiei reciproce atagate, > —7r +12 =0, iar, ¢, si c,
sunt constante care se determind din conditiile initiale. Avem », =3,r, =4, iar, din

¢ +ec, =1

sistemul { rezultd ¢, =2,c, =—1. Rezultd x, =2-3" —4".

3¢, +4c, =2

b) ecuatia caracteristici asociati relatiei de recurenti este #> —67+9 =0 si are radicina
not.

dubla , =r, = a =3 .Termenul general este de forma x, =c,a” +c,na”, deci
. et e < . 2 C o
x, =c, -3" + ¢, -n-3".Din conditiile initiale rezultd ¢, =1 si ¢, = 3 apoi obtinem

x, =3""-(3-2n).

¢) ecuatia caracteristicd, r* — \3r+1=0, are radicinile complexe

RCES:
2

T,.. T . .
i, = cosg +isin o =cos? +isint . Termenul general este de tipul
x, =r"(c,cosnt+isinnt),unde r = ‘rl 2‘ .Din conditiile initiale obtinem ¢, =1 si

c, = 2—+/3 Rezulta X, = cos%+(2—\/§)sin%.

Problema pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,
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Probleme rezolvate

X

Fie E(x)=— 5 .Rezolvati ecuatia:
By B2y + B0 X
2010 2010 20100 2

Solutie. Trebuie sa observam cd E(x)+ E(1—x) =1.Apoi

1 2 2009, X k = k 2010-k
E +E +t E(——)= ) E(—)= E + E +
(2010) (2010) (2010) ; (2010) ;{ (2010) ( 2010 )}
1005
E(—2)=
(2010)
1004
=z E(L)+E(1—L) +E(l):1004+E(l):1004+izw.
o 2010 2010 2 2 2+2 2
Solutia ecuatiei este x = 2009 .
Problema pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,
Fie E(x) = 16 .Calculati suma : S=E( ! )+ E( 2 )+...+E(M).
16" +4 2010 2010 2010
Solutie. Trebuie sd observam ca E(x)+ E(1—x) =1.Apoi
1 2 2009, I k = k 2010-k
S=F +E +..tE(——)=) E(—) = E +FE +
(2010) (2010) (2010) kzz:‘ (2010) kz_:‘[ (2010) ( 2010 )}
1005
E(—)=
(2010)
1004
=> E(L)+E(1—L) +E(l)=1004+E(l)=1004+i=w.
pa 2010 2010 2 2 4+4 2

Problema pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,

Rezolvati in R ecuatia:

4x* —8[x]-5=0,unde [x]e Z si x>[x]>x—1.

Solutie.Deoarece [x]>x—1 , avem

4x7 —5=8[x]>8(x—1) = 4x* —8x+3>0 = 2x-D)(2x+3) >0 =

1 3
<:>x<§ sau x > —

2
(1)

De asemenea din x > [x], avem:
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4x* —5=8x]<8x = 4x* —8x-5<0 = 2x-5)(2x+1)<0 @—%sti

2
)

. . 1 1 3
Din(l)st(2)avem ——<x<— sau — < x < —.
(Dsi(2) 5 : 5 :

Cazul 1. —l£x<%.

Rezultd [x]=—1= 4x? = -3, ecuatia nu are solutii reale, sau

[x]=0:>4x2 :5:>xe{—§,£}.

2

V5 V5

Deoarece _3 <——<-lsil<—x< 3 nu avem solutii.
2 2 2 2

Cazul 2. %<x£

>
5
Acum [x]e {1,2,3}.

Daci [x]=1= 4x* =13 .Deoarece % = 79 < g < % =2, rezultd solutia x = E
Daci [x]=2 = 4x? = 21. Deoarece 3.0 < @ < N2 é, rezulta
2 2 2 22

V21

solutiax = —— .
2

V25 V29 36

< <
2 2 2

W
o)
@)

, rezultd x =

nu

V29
2

o | N

5
Daci [x]=3 = 4x* =29 Deoarece — =

este solutie.
3 2 M

Solutiile ecuatiei sunt x € { 5

Problema pentru clasa a VIII-a,
Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a,b,c si diagonala d .

« NP a+b+c . )
Sa se arate ca daca d = ————, atunci paralelipepedul este cub.

NE)

Solutie.Ridicim la pitrat relatia din ipoteza, apoi inlocuim d* = a” +b> +¢° si
obtinem:
3@ +b*+cP)=(a+b+c) < (a-b)Y +(b-c) +(c—a)’ =0 a=b=c.QED.

Problema pentru gimnaziu sau clasa a XII-a,
Fie N=2-4-6-...-2008 —1-3-5-...- 2007 .Aratati ca 2009 divide pe N .

Publicata in GMB —4 /2009 (C.O.: 5019)
Solutie 1. (clasa a XII-a)
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Probleme rezolvate

2:4-6-...-2008 = [(—2007) -(=2005) - (-2003) -...- (-3) - (—1)]m0d(2009)
=(1-3-5-...-2007)mod(2009) .

Rezultd N =0mod(2009).Q.E.D.

Solutie 2.(gimnaziu).Generalizare.

Notim A=1-3-5-...-(2k—1), B=2-4-6-...-(2k), C =2k +1.

Observam ca

A=(C-2k)(C-2k=2))..o(C=2) =M, +(-1)-2-4-...-Qk)=M . +(-1)* -B.
Rezulta N =-M . +(1+(-1)"")-B.

Acum luom k =1004 si rezultd 2009|N .Q.E.D.

Problema pentru gimnaziu sau clasa a XII-a,

Fie N=2-4-6-...-2010+1-3-5-...- 2009 .Ardtati ca 2011 divide pe N .

Solutie 1. (clasa a XII-a)

2-4-6-...-2010 = [(=2009) - (=2007) - (<2005) - ... - (-3) - (~1) Jmod(201 1)
=—(1-3-5-...-2009)mod(2011)..
Rezultd N =0mod(2011).Q.E.D.

Solutie 2.(gimnaziu).Generalizare.

Notam A=1-3-5-...-(2k-1), B=2-4-6-...-(2k), C =2k +1.

Observam ca

A=(C=2k)(C—=Q2k=2))-..(C=2) =M, +(=1)-2-4-...-2k)=M_ +(-1)* - B.
Rezultai N =M. +(1+(-1)")-B.

Acum luom k£ =1005 si rezulta 2011|N .Q.E.D.

Problema pentru clasa a XI-a,

4 8
Si se rezolve in M, (C) ecuatia : 4* =(3 6]’ neN".

Solutie.Observiam ci det(4*) = 0.De aici (det 4)* = 0, de unde det 4 = 0.Utilizand

4 8
relatia Cayley-Hamilton obtinem A4* = (T rA)3 - A .Considerdm B = [ 3 6} si obtinem
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(TrA)’ - A= B, in care egaland urmele, obtinem (7rA)’ - Trd = TrB, deci
(Trd)* =TrB =10 = Trd € {4/10,+4/10 .
B B Trd

In continuare, din cele de mai sus avem A4 = T = = -B
(Tr4)® TrB  TrB
TrA
V y 4 8
Solutiile ecuatiei sunt: 4 € {i 1100 -B,*i 1100 : B} ,unde B = (3 6)

Problema pentru clasa a X-a,

v . log, 4
Rezolvati in R™ ecuatia :(41"“”7'” + 3) T =x-3.

Data la Concursul Sperante Rimnicene 2009
Solutie.

Deoarece (*) a

log, ¢ log, a

=c ,Va,c > 0,b #1,atunci avem

VYueR, (4” + 3)10g74 =4z (411+3)(Valabilé si in cazul particular u = log, x).

()
Fie f(x)=4"¥"+3,Vx>0.Atunci f(x)=x""+3 si ecuatia de rezolvat devine

f(f(x)=x.
Functia f(x) este crescatoare .Daca f(x) < x, atunci f(f(x)) < f(x), iar, daca
f(x)>x,atunci f(f(x))> f(x).Deci, pentru a avea f(f(x))=x, trebuie ca

f(x)=x.

4 u 1 u
Cum u =log, x,avem 4" +3=7" < [7j +3- (7j =1.Deoarece, membrul stang

este o functie strict descrescatoare, deci injectiva, rezultd cd unica solutie este
u=leox=7.

Problema pentru clasa a X-a,

ngth a

Rezolvati in R* ecuatia : (a OBars X b) =x—-b, Va,b>1.

Solutie.
log, log, )
Deoarece (*) x*®* =z"*",Vx,z >0,y # 1 ,atunci avem

YueR, (a“ + b)log"”’a = q'% ("“J'b)(valabilé si In cazul particular u =log,,, x).

()
Fie f(x)=a"%"" +b,Vx>0.Atunci f(x)=x"%*+b si ecuatia de rezolvat devine

Sfx)=x.
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Probleme rezolvate

Functia f(x) este crescatoare .Dacd f(x) < x,atunci f(f(x)) < f(x), iar, daca
f(x)>x,atunci f(f(x))> f(x).Deci, pentru a avea f(f(x))= x, trebuie ca

f(x)=x.

Cum u =log,,, x,avem a“ +b=(a+b)" < 2 +b- 1 =1.Deoarece,
a+b a+b

membrul stang este o functie strict descrescdtoare, deci injectiva, rezultd ca unica solutie
esteu=l<x=a+b.

Problema pentru clasa a X-a

Rezolvati in Z ecuatia: (4 —x)*™ + (3 —x)"" +20=4" +3*.

Solutie.Daca x < 0, membrul sting este numar natural mai mare ca 20, iar, membrul
drept nu este numar natural si este mai mic ca 1.

Daca x >4, membrul drept este numar natural , iar membrul stdng nu este numar
natural .

Analizand valorile x € (0,4) Z , obtinem solutia x = 2.

Problema pentru clasa a IX-a,

Rezolvati in R™ ecuatia: ,[1+ l+J%+x+ 1- l+ %+x=x.
2 2 2 2

Publicati in GMB — 4 / 2009 (26137)

Solutie.Ecuatia este echivalentd cu \/2 +N2+V2+x + \/2 2424+ x =x42.
Din 2—42++2+x 20, rezulta 0<x<2 <0< % <1.Deoarece existd a € {O,%},

X N X . . .
V0L 5 <1,al. cosa= 5 vom folosi substitutia x = 2cosa.

Vom utiliza de asemenea si formulele: /2 +2cost = 2005% si V2—2cost = 2siné .

Avem

V244242 +x =24+2442+ 2c0sa :\/2+1/2+‘/40052% =
\/2+ 2+2coss =
\ 2

72



Neculai Stanciu, Berca, Buzau

=1f2+2cosE = ZCosﬁ.
4 8
Analog \/2—\/2+\/2+x =25in%.

Ecuatia devine :

V2

2cos£+25in£:2x/§cosa<:>£cos£+—smﬁ:cosa <> COoS r_ 4 =cosda.
8 8 2 8 8 4 8

Din a € 0,z , rezulta Z—ﬁzac:wzzz—”.
2 4 8 9

. 2
Solutia este x =2cosa = 2cos? .

Problema pentru clasa a IX-a

Rezolvati in R™ ecuatia: |1+ l+ %+1/L7+x + 41— l+ %+1/L7+x =X.
2 2 2 2 2 2

Solutie.Ecuatia este echivalentd cu

J2+J2+\/2+m +J2_J2+\/2+m =xy2.

Din 2—\/2+\/2+«/2+x >0, rezulta 0£x£2<:>0£%£1.Deoarece exista

Vs X R X ) _ -
ae [0,5}, V0L E <1, al. cosa =—, vom folosi substitutia x = 2cosa .Vom utiliza

de asemenea si formulele: +/2+2cost =2 cos% si v/2—2cost =2 sin% .

Avem

\/2+\/2+\/2+«/2+x =\/2+\/2+\/2+«/2+2cosa \/2+\/2+1/2+‘/4cos2§ -
2+\/2+ 2+2cos> :\/2+\/2+2cos£ :\/2+2cos£:2cosi.
\ 2 4 8 16

Analog\/2—\/2+\/2+\/2+x =2sin%.

Ecuatia devine :

NG

2cosi+ 2sini = 2\/§cosa = —2cosﬁ+—sini =cosda
16 16 2 6 16

T a
& cos| ——— | =cosa.
(4 16}

Din a e 0,Z , rezulta E—i=a<:>a=4—ﬁ.
2 4 16 17
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. 4
Solutia este x =2cosa =2cos—.

Problema pentru clasa a X-a,

Aratati ca (7 —443 X97 +564/3 )n + (7 +443 X97 ~564/3 )n + 2, este patrat perfect
(patratul unui numar natural).

Solutie.Observam ca :

a3 =72443; 2£43) =(724V3] =97256y3; 2+3)2—+3)=1.

Expresia datd devine:

(74307 +56v3) +(7+ 443 Jo7-56v3) +2=
(SN R 2T B
Toevsf b,

(201 1 (2n-1
Din (2iﬁ)2 1:2-;[ Zk J-Zkiﬁ-;( " j-2k,rezulté:

T\ 2k +1

(2 N \/g)anl N (2 _\/g 2l Uil (Zn —lj k2

) . 5 S(2n-1) .., ’
Obtinem cd numadrul dat este egal cu z ok -2 .Q.E.D.

k=0

Problema pentru clasa a VII-a sau a VIII-a,

Rezolvati in R ecuatia:
V2+4x-2x7 46+ 6x—3x> = x> —2x+6.

Publicata in Crux Mathematicorum — martie 2009

Solutie. Avem: v2+4x —2x> +46+6x—3x> =/4—-2(x—1)? +/9-3(x—1)> <

S\/Z+\/§:5S5+(x—l)2 =x’-2x+6.
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Egalitatea are loc dacd si numai dacd x—1=0.
Solutia ecuatiei este x =1.

Problema pentru clasa a VII-a sau a VIII-a

Rezolvati in R ecuatia:
V146x-3x> +4/7+4x—2x> = 4x> —8x+9.

Publicata in SGMB — mai/2009 (S:E09.201)
Solutie. Avem: v1+6x—3x> ++/7+4x—2x> =J4=3(x—1)> +4/9-2(x—1)? <

<V4+49=5<5+4(x-1)" =4x* —8x +9.
Egalitatea are loc dacd si numai dacd x—1=0.
Solutia ecuatiei este x =1.

Problema clasa a XI-a
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Probleme rezolvate

Fie x, € R, solutie pentru ecuatiile:ax” +bx +c = 0,dx” + ex+ f =0,
2ax +b=0si 2dx +e =0.
Sa se calculeze:
ax’ +bx+c k
{de +ex+f}

lim

XX, m

unde [] este partea intrega iark, m e R".

Solutie:
k k k
Avem: (1)2——14 5 <— ;
dx” +ex+ f dx” +ex+f | dx +ex+f
2

. . . . . ax" +bx+c . .

(dindefinitiapartiiintre gl).hmultlmrelatla(l) cu——siobtinenm
m

k ax2+bx+c_ax2 +bx+c<]ax2 +bx+c k <
m dx’ +ex+ f m m i’ +ex+f |
<k ax’ +bx+c
“modd +ex+f

_ ax’ +bx+c . .
Tinandcontca———  — 0, din teorem clestelui,

m

conditiiledin enuntsi teoremaluil - Hospital

aveml=1imﬁ- ax’ +bx+c =11m£ 2ax+b =a_k.
xoxg M dx* + ex+f oy m 2dx+e md
Problema pentru clasa a XI-a
Sa se scrie ecuatia dreptei perpendicularei comune dreptelor :
d:x-1=y-2=z-3,sid,:—x-1=-y+2=z2
Publicata in RIM — nr.XI -2006 (9639) ; Publicatia in RIM — nr.XIII -2007 (10000)

Solutie:
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x-1 y-2 z-3

Din ecuatia drepteid, : -1 T rezulta:
vectorul director al drepteid, , Z(l,l,l) siun punct curent pe dreaptad, ,
M, (1,2,3).

Analog Z =(-1,-11)si M, (—1,2,0) sunt vectorul director respectiv,
punctul curent al dreptei d, .

Rezulta vectorul director al dreptei perpendiculare comuna d | este

~. !
—_ = X

FieP,, planul determinatde dreaptad, sid  respectiv P,
planul determinat de dreapta d, sid .
Atunci cele doua plane au ecuatiile :

x-1 y-2 z-3

—_ — -

P (r—r,v,v)=0e| 1 1 1 |20 x+y—22+3=0
2 -2 0
x+1 y-2 z

P(r-r,v,,v)=0|-1 -1 1|=0&x+y+2z-1=0.
2 -2 0

) . . x+y—-2z+3=0

Ecuatia perpendicularei comuneested
Tolx+y+2z-1=0

Problema pentru clasa a X-a sau a XI-a
Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(1,-1,1) si se sprijind pe
x+y+1=0

d:x—-2=y-1=zsid,:
: ” : {x+z:0

Publicata in G.M -nr. 2 / 2006 ( 25490);
Publicata in RIM — nr.XII -2006 (9834); Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (10001)

Solutie:
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Se scriu fascicolele de plane ce contin dreptele d, sid,, apoi se intersecteaza

si se obtine multimea tuturor dreptelor din spatiu ce se sprijina ped, sid, ,

dupa care

se extrage din fascicol dreapta ce contine punctul A.

P,:x—y—-1+A(x—2z-2)=0, fascicolul de plane ce contine pe d,

Pu:x+y+1+ u(x+z)=0, fascicolul de plane ce contine ped,,
x-y-1+AUx-2z-2)=0

{x+y+1+,u(x+z)=0

' , multimea tuturor dreptelor din spatiu

cesesprijina ped, siped,.
) I+1-1+A(1-1-2)=0 1 1
DinAed, , = S A=—, u=——.
# 1-1+1+u(1+1)=0 2 2
inlocuind pe Asi pind; , obtinem ecuatia dreptei cautate
d: 3x-2y-z-4=0
x+2y-z+2=0
Problema pentru clasa a X-a sau a XI-a

Sa se scrie ecuatia dreptei d' ,ce se sprijind pe dreptele

y=2x y=x+1 .
d,: sid, : si este paralela cu dreapta
z=x-1 z=3x+1
q: x-3 =y+5 _ z—1
2 3 1

Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10167) ; Publicata in RIM — nr.XII -2006 (9835)

Solutie:

VM ed, = M(t,2t,t -1)

VPed, = P(s,s +13s+1)

rezulta MP = (s—t,s—2t+1,3s—t+2).Din enunt MP

este coliniar cu ;/(2,3,1)
s—t s=2t+1 3s—t+2 |
= = -

> 3 " s§=——Slt=—=
x4y yo2
:P(—l,g,O):d’:—3:—3:£<:>
33 2 3 1
-y+1=0
od x=)
3x—-6z+1=0
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Problema pentru clasa a X-a sau a XI-a

Sa se determine ecuatia dreptei ce trece prin proiectia punctului A(1,0,0) pe dreapta
d : x = y = z sisesprijina pe dreptele

X — —Z = 0 2x — = O
d,: 4 sid, : 4
y—z-1=0 x—z+1=0
Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10168)

Solutie:

Proiectia punctului A pe dreaptd o aflam intersectand dreapta d: cu planul P:care
contine punctul A si este perpendicular pe dreapta d.
Pr,d=4,,A,=dnP,d:x=y=z=v(1l])
- - x+y+z-1=0
P:|A100;N =v|= P:(x—D+y+z=0={4,}:
xX=y=z
1 111

> X = =zZ=—=> —,—,—

4 3 A0(3 33
In continuare consideram fascicolele de plane P, si P, care contin dreptele d,
respectivd,.
P, ix-y-z+A(y-z+1)=0,P, :2x—y + p(x—z+1) = 0.Rezulta d, , multimea
tuturor dreptelor care se sprijina ped, sid,
‘{x—y—z+/1(y—z—l) =0

1
: dinA, ed, , = A = -1, u = —= Ecuatia dreptei cautate este
O 2x -y pu(x—z+1)=0 oA 73 P

d _{x—2y+1=0
-
1y (7Tx=3y-z+1=0

Problema pentru clasa a XI-a,

Si se arate ci ecuatia a* =bx” +cx+d are cel mult trei ridicini reale
Va>1,beR ;c,deR.
Publicata in G.M. — nr. 6 / 2007 (C: 3180); Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10366)

Solutie.Ne folosim de proprietatea:intre doua radicini ale functiei avem cel putin o
radacind a derivatei.

Fie f:R—R,f(x)=a" —bx* —cx—d si presupunem prin reducere la absurd ci are
4  radacini  deci f"(x)=o0are cel putin 2  radacini.Dar  cum

" P X 2b : ~ . ~ ~
f'"(x)=a*Ina-2h=0 a* = 3 are o singura solutie, rezulta ca f are cel mult
n"a

3 radacini.
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Probleme rezolvate

Problemi pentru clasa a XI-a,

Se considera dreptele :(d):bcx = cay = abz (e) :cax = aby = bcz si
(f):abx =bcy = caz.

Sa se demonstreze egalitatile:

(1) :sin £(d,e) =sin L(e, f) =sin Z(f,d),unde am notat cu A(d,e) unghiul dintre
dreptele (d) si (e), respectiv analoagele;

(@) :sin Z((d,e),(e, ) =sin L((e, f),(f,d)) =sin Z((f,d),(d,e)), unde am notat
Z((d,e),(e, f)) unghiul diedru determinat de planele (d,e) si (e, f), respectiv

analoagele.
Solutie.Observam ca ecuatiile dreptelor din enunt pot fi puse sub forma:

X y z X y oz . X y z
d)y:—===—, (e):—=—=—35l ==
()abc()bCQS(f)cab

Dacd avem dreptele (d,):——t=2"D 275 § (g,): 2 XN _ET5
1 m, n, l, n, n,
unghiul 10} format de acestea este dat de formula:

Ll +mm, +nn .
== 1= unde ¢ € {~11} ; semnul ¢ se datoreazi

(1)cosp =

5\/112 +m12 +nl2 -\/122 +n122 +1122
faptului ca cele doud drepte fac intre ele patru unghiuri, doua ascutite si doua

obtuze(congruente intre ele), este deci utilizat pentru a caracteriza toate cele patru
unghiuri care sunt formate de doud drepte neparalele.Utilizam formula (1) si obtinem

unghiul Z(d,e) format de dreptele (d) si (e) dat de cosZ(d,e) = “bz ”’C; «“@_
gla” +b"+c)
Analog se obtine cosZ(e, f)= ab +bc +ca si cosZ(f,d)= ab+bc +ca i

s@ +b’+c) @+ +c)
continuare se utilizeazi formula sin o = /1 -cos” & si rezulti relatiile (7).
Daca avem planele (B):4x+B,y+CZ+D, =0 si (P):4,x+B,y+C,Z+D, =0,
atunci cosinusurile unghiurilor dintre ele sunt date de formula :

A A, + BB, +C,C,
e A+ B +C A+ B +C)
caracterizarea celor patru unghiuri diedre formate de cele doua plane.
Determinam ecuatiile celor trei plane date in enunt:

(d,e):(ab—c*)x+(bc—a’)y+(ac—b*)z=0;
(e, f):(bc—a*)x+(ac—b*)y+(ab—c*)z=0;
(f,d):(ac—b*)x+(ab—c*)y+(bc—a*)z=0.
Notim: A=ab—c*,B=bc—a’ si C =ac—b> Folosim formula (2) si aflim

cos A(d.ente ) =L s (e g - R

(2) cosp = ,unde ¢ € {— l,l}si este utilizat pentru

cos Z((f,d),(d,e)) = ABZ+BCz+C13 de unde cu formula sina =+1-cos’«a
e(A"+B +C")

obtinem relatiile (2).

Problema pentru clasa a XI-a
Sa se calculeze:
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max3(n—k +1),unden e N

1<k<n

Publicata in SM — 1 / 2008 (L.27.); Publicatd in RIM — nr.XI -2006 (9641) ;
Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (9998)

Solutie:
Consideram functia f(x)=3"(n—x+1)-

Derivata f'(x)=3" [(n —x+1)In3- l] se anuleaza in

xo:n+1—L-Aveml<ln3<2:>l<L<1:>
In3 2 In3

1 L
n<x,<n+ 5 <n+1.Re zulta urmatorul tabel de variatie:

X 1 n xo n+(1/2) n+1
fl e e i B
f Crescatoare descrescatoare

Deoarece f(n)=3" = max Fn—k+1)=3"-

Problema pentru clasa a XI-a

1 a -b
Fied=|b 1 0
a 0 1

Sa se calculeze A" -
Publicata in RMT — nr. 3 / 2005 (XI.174.); Publicata in RIM — nr.XI -2006 (9640) ;
Publicata in RIM — nr.XV -2008 (10363)

Solutie:
0 a -b
scriem A=1,+B,undeB=|b 0 0
a 0 0

Constatamca B’ =0 = B* = 0, pentru k > 3.

Folosim formula binomului lui Newton si obtinem :
A"=1,+C!B+C}B’-

0 0 0
Efectuam calculelesi obtinem B° =| 0 ab —b’
0 a —ab
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Probleme rezolvate

si

1 na —nb ,
2 = b 1+n(n—])ab _n(n—zl)b
2
na n(n—1)a ]_n(n—])ab
2 2

Problema pentru clasa a XI-a

Sa se rezolve ecuatia :

a*+(a+3) =(a+1)"+(a+2) ,undea>?2dat.

Solutie:
Ecuatia este echivalentacu(a+3)" —(a+2)" =(a+1)" —a”

Aplicam teorema lui Lagrange functiei
f(y)=y"pe [a+2,a+3]sipe [a,a+1]
siavem:30 e (a+2,a+3)aif(a+3)-fla+2)=f(0)=x0""=
= (a+3)" —(a+2)" =x0"";
3¢ e(a,a+Daif(a+1)-fla)=f(&)=xE =
= Qa+D)* —a* =x&
Din (1)si (2) ecuatia devine x0* " = x&*' < x(0' =& =0
&S x=0
sau 0" — & =0@(gjx | =1,Q> lex-1=0
¢ 4
< x=1.
Solutiile sunt x € {0,1}

Problema pentru clasa a XI-a

Sa se rezolve ecuatia :

(a+a, ) +(a+a,,) =(a+a,)" +(a+a,, ) ,undea> 0datsisirul (a,) este o progresie

n+2
aritmetica cu termeni pozitivi.
Solutie:
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Ecuatia este echivalenta cu
(a+a,,) —(a+a,) =(a+a,,) -(a+a,,)
Aplicam teorema lui Lagrange functiei

S =y"pelata,ata,,]sipelata, ata,,]
siavem:30 e (a+a,,a+a,,,)al

-a,)f(0) = (a,.,

—a,)x0"";

fla+ta,,)-fla+ta, )= (a -a X0 =

n+2
=Wa+a,,) -(a+a,) =(a
ite(a+a,, ,a+a,,)ai
flata,,)-fla+a,,)=(a,,-a,)f(&)=(q,,-2,)x&" =
= (2)a+a,,) ~(a+a, ) =(a,,—a,)xE

deoarecea = progresie aritmetica =

= (3)a,,,
Din (1), (2)si(3) ecuatia devine x@* ' = x&*' <
(@7 -ENHN=0x=0

n+2

- an = an+l - an—l

x—1
sau @ — & :OQ(gJ =lLox-1=0<x=1.
Solutiile sunt x € {0,1}
Problema clasa a XI-a

Fie C(0;1) cercul unitate si A | A, A, --- A

un poligon regulat inscris in C(0;1).

Daca P € C(0;1) sa se calculeze : |1

n—owo

Publicata in RIM - nr.X -2005 (9438)

Solutie:
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(I) P este unul din varfurile poligonului A A, -+ A -

Presupunem P = A, - Sesstie ca |A, 4, +|44[ +--+[4.4,|" = 2nR".

n 2 n 2
CumP=AsiR=1= (1)) [PA| =D'|44,] =2n.

i=1 k=2
Din inegalitatea mediilor avem :
AAL A AAL 4t ad )i L s mip
(‘ 1 2‘ ‘ | 3‘ ‘ 14, )(‘AlAz‘z ‘A]A3‘2 ‘AlAnz) (n )

2
1 1 L (1) N

= + ot >
A4 a4l A4 2n
1472 1473 1“"n

) min(izzl: i) = min[g A; ZJ = (”z_nl) -Din (1)si )=

(IDP#£A.,i=1n

n 2 a 2
Sestieca (3))_|PA;| =2nR*.CumP e C(0;1)= (4)).|P4| =2n.

i=1 i=1

Din inegalitatea mediilor avem :
1 1

1
(|PA1|2+|PA2|2+---+|PA,1|2)( —+ — )zn’ =
|P4,|” | PA,| |PA,|
S n’ SEEN n
> — = (5) min( y=—
,Z:‘|PA,.|2 2n Zl P4 2
Z|PA,.|2 .
Din (4)si (5)= lim ’=1—1 =lim—=4.
n—»o0 7 n—o 1
min( ) =
Z P4’ 2
Deci VP € C(0;1) limita cautata este egala cu 4.
Problema clasa a XI-a
1 1 3 a, b ¢,
FieA=|1 5 1| -Aratatica A" areforma|b, d, b, |,VneNsicalculati:
3 1 1 cn bVl a?’l
. -b
n—oo cn . n

Publicata in GM — nr. 12 / 2006 (25687.) & dati la Olimpada de Matematica Faza
Locala — clasa a XI — a, Bucuresti, 2008
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Solutie:

Se aplica urmatoarea lema :
Lema : Fie I un inel unitar necomutativ ce contine ca subinel corpul comutativ algebric inchis K.
Fie @ € T un element cu proprietatea ca verifica un polinom f K[X] degradp>1,
polinom care are in corpul K radacinile 4,, 4, ..., 4,
distincte doua cate doua.In aceste conditii exista si sunt unic determinate

clementele 8, B,...., B, € I cu proprietatea " = 1" B, + 4,"f, + ...+ 1" B,,.

Cu notatiile din lema consideram I = M, (C),K = {a[ 3‘11 eC }, I, fiind matricea unitate si
f = det(A - A1,), polinomul caracteristic al matricii A.
Conform Teoremei lui Hamilton - Cayley, matricea A verifica polinomul f.
-4 1 3
f=detf I 5-i1 1 |=-A+74-36.Rezolvamecuatiaf = 0si
3 1 1-2
obtinem valorile proprii: A = 3,4, = 6,4, = 2.
Determinam matricile A,, A,,A; € M;(C) caresa verifice un sistem de tipul :
A+4,+4,=1
LA+ A, + A, = A Rezolvand sistemul obtinem :
WA+ A, A A = A

111 111
r_r1 - 12 1 -1
3 3 3 6 3 6 - 0 —
1 1 12 1 2 2

A]=—* _ _7,A2:—77,A;:0 0 0 |
3 3 3 33 377 |21 1
o1 111 2 %2
33 3 6 3 6

Conform rezultatului lemei vomavea: A" =4,"4, + 4," 4, + 4," 4, =
(~1)"2"" +3 46" 320 1) 36 =2 (=)

_ 312" — 1) gl | gnlgnsl 312" — 1)
D" 23 p e 32 STy (<) 2 43 6

Avema_ =(=1)"2"" +3" 46" b =3"1(2" —1),

c, —37 L gm! _pn! -1)".d, _3nl 4 grignel

n—1 3n71 2n71 n
a 0 [l+(6) ) (_I)J I Ly L R
ed, 3. 2 320 2
6n—1 |:1 + (7)n—1 _ (g)n—l (_l)n:|

6

Problema clasa a XI-a

1 i -1 —i 1 1 i

i 1 i -1 =i -1 1
FiematriceaA={1 i 1 i -1 .. =1 —ileM,(C).

i -1 —-i 1 i i 1

Sa se calculeze detA.

Solutie:
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Probleme rezolvate

Lemal

a, a, .. a

n

a, a, .. a

n-1

O matricede forma|a,, a, .. a,, |senumestecirculantsi

az 33 al
n-1

detA = H (a, +a,&, +..+a,&,""),unde &, k = 0,n —1 sunt radacinile
k=0

de ordinul n ale unitatii.

Demonstratia lemei 1:

Fie g,_oradacina de ordinul n a unitatii si notam

-1
A =a,+ae, +...+a,e"" .Observamca

n-1
A =a+as +..+azs,

n-1
s =a,+ag +..+a, & .
=4, + g, n1%k deaceea 4, este o valoare proprie

- n-1
& M=a,tas +..+as,

. n=l\t .
iar (1,,,...,&, )’ este vectorul propriu corespunzator.

Deoareceu” = 1 are n radacini distincte obtinem n vectori proprii

n-l1
distincti sin valori proprii distincte.Rezulta detA = 4 4,..4,_, = l_[(a1 +a,e, .. vas ).

Lema 2
1 X XZ n-1
n-1 1 X n-2
Daca A=|x"* x"' 1 .. x™ |atunci
X x?  x’ 1
detA = (1-x")"".
Demonstratia lemei 2:
n—1 .
Dinlemal=> detA = [ [(1+xg, +..+x""¢,"")
k=0
Pe de alta parte ,observam ca ,dacau” =1, atunci
1+xu+..+(xu)"" = ()" 1 _x -l
xu—1 xu—1
n—1 n _1 n _1 n
Astfel detA =]~ =D oy,

oxg—1 (=)' (1-x")

Solutia problemei
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1 1 i2 i3 i4 i2005

iZOOS 1 1 i2 i3 i2004

Deoarece A estede formal i {2 1 | i ... (%
1 S LA A SE 1

Re zulta, din Lema 2 pentru x =1, detA = (1-1°°°)*" = 2>,

Problema pentru clasa a XI-a
Sa se determine a,b € R astfel incat planele

P)ix—y+z-1=0;(P):x+y+z+a=0;(P):x+by+az+1=0
a)sa aiba in comun un punct;
b)sa treaca printr - 0 aceeasi dreapta;

c)sa se intersecteze dupa trei drepte paralele distincte.

Solutie:
a)Pentru ca cele trei plane sa aiba in comun un singur punct

este necesar si suficient ca sistemul format cu cele trei ecuatii ale
planelor sa fie compatibil determinat.Prin urmare,
este necesar si suficient

ca determinantul sistemului sa fie diferit de zero.Deci :

I -1 1
A=l 1 1/|=2a-2#0=>a=#1LbeR
1 b a

b)Pentru ca cele trei plane sa treaca prin aceeasi dreapta
este necesar si suficient

casistemul de ecuatii P, =0,P, =0, P, = 0sa fie
compatibil simplu nedeterminat .

Punand conditia ca rangul matricei acestui sistem

sa fie egal cu rangul matricei extinse

si egal cu doi, obtinem solutiile :

a=1lsib=1.

c¢)In acest caz trebuie ca rangul sistemului P, =0,P, =0,P, =0sa
fie doi , iar rangul matricei extinse a sistemului sa fie trei.

Astfel fiecare doua dintre plane

se intersecteaza dupa o dreapta care este paralela cu al treilea plan.
Din aceste conditii obtinem

a=1Isib=1.
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Probleme rezolvate

Problema pentru clasa a XI-a

1 m —-m
FieA=|m 1 0
m 0 1

Sa se calculeze A" -
Generalizata in RMT —nr. 3 /2005 (X1.174.); G.M. nr. 2 /2006 (25489)

Solutie:
0 m —-m
Scriem A=1,+B,undeB=\m 0 0
m 0 O

Constatamca B’ = O = B" = O, pentru k > 3.

Folosim formula binomului lui Newton si obtinem :
A"=1,+C,B+C:B*-

0 0 0
Efectuam calculelesi obtinem B> =| 0 m®> —m” |si
0 m* -m’
1 nm —nm
2 2
A =l wm 1+ n(n—m~  n(n 2l)m
2 2
na n(n—1)m - n(n—1)m
2 2
Problemi pentru clasa a XI-a,
Se considera dreptele H(a):a,ay(x—x,) =aya,(y—y,) =a,a,(z—z,),

(0) 1 b,by(x —x4) = byb (¥ = ¥o) =bb, (2 = 2), 51
(©)rcye5(x—xg) =30, (y = yy) = ¢16,(2— 2),.-

Sa se demonstreze
sin Z((a,b),(b,c)) _sin Z((b,c),(c,a)) _sin L((c,a),(a,b))
sinZ(a,c)  sinZ(a,b)  sinZ(c,b)
notat cu Z(a,b) unghiul dintre dreptele (a) si (»), si cu Z((a,b),(b,c)) unghiul

egalitatile: , unde unde am

diedru determinat de planele (a,b) si (b,c), respectiv analoagele prin permutari
circulare.

Solutie.Ecuatiile  celor trei  drepte  sunt echivalente cu  urmatoarele:
wyx_xozy_yo_z_% wyx_xozy_yo Z—Z

- ) b b = b 9 $1
a, a, a, 1 o 3
xX—X y—y z—z
. 0o _ 0 _ 0
(c): = = .
¢ ¢, C3

Aceste drepte trec prin punctul O(x,,y,,z,).
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Metoda 1. (sintetic).Fie Aeasi
TBL
AD 1 (b,¢),D € (b,c),DB L b,DC L ¢ = AB 1L b,DC L c.
Avem
AD

in /B = sin Z((a,b),(b,c)) = =
sin sin Z((a,b),(b,c)) 1B

sin ZC =sin Z((a,c),(c,b)) = i
= OAsin Z(a,b)sin L((a,b),(b,c)) = OAsin L(a,c)sin L((a,c),(c,b)) =
sin Z((a,b),(b,c)) _ sin Z((b,¢),(c,a))

— ABsin Z((a,b), (b,c)) = ACsin £((a,¢),(c,b))

si prin permutari circulare rezultd

sin Z(a,c) sin Z(a,b)
sin Z((a,b),(b,c)) _sin Z((b,c),(c,a)) sin L((c,a),(a,D))
sinZ(a,c)  sinZ(a,b)  sinZ(e,b)

Metoda 2. (analitic).Se determind usor ecuatiile planelor din enunt, apoi se calculeaza
unghiurile dintre dreptele date si unghiurile diedre folosind urmatoarele:

e Daca avem un plan (P)si M(x,,y,,z,) € (P),VT = (llaml’nl)"/: =(ly,m,,n,)
vectorii directori ai dreptelor (d,) si (d,)concurente continute in planul (P)
atunci ecuatia planului determinat de punctul M si dreptele (d,) si (d,) este

X=Xy Y=Yy Z2—Z%

datade :(P):| | m, n, [=0
l m, n,
e Daca avem dreptele d)): G R A W si

X—X y—y2 Z—Zz
(d,): L= =
[ m, n,

unghiul ¢ format de acestea este dat de

L, + mm, +nn,
8\/112 +m,’ +n’ -\/122 +m," +n,’
semnul ¢ se datoreaza faptului ca cele doua drepte fac intre ele patru unghiuri,
doua ascutite si doud obtuze(congruente intre ele), este deci utilizat pentru a

caracteriza toate cele patru unghiuri care sunt formate de doua drepte neparalele.
e Dacd avem planele (P):4x+By+CZ+D, =0 si

formula: (1)cose =

unde sef-11} ;

(P):4,x+B,y+C,Z +D, =0, atunci cosinusurile unghiurilor dintre ele sunt
date de formula :
A4, + BB, +C,C,
g\/Al2 +B’+C/’ ~\/A22 +B,+C,’
caracterizarea celor patru unghiuri diedre formate de cele doua plane.
In continuare prin calcul direct se obtine:
sin Z((a,b),(b,c)) _sin Z((b,c),(c,a)) sin L((c,a),(a,b))
sinZ(a,c)  sinZ(a,b)  sinZ(c,b)
Problema pentru clasa a XI-a,

(2) cosp = ,unde € € {— l,l}si este utilizat pentru

Sa se calculeze : \ 527 —;1
527 —
527 —...
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Probleme rezolvate

Solutie.Expresia 527 —————— este o fractie continua infinita si se defineste ca
527 -

527 —...

1 . . 9 .
=527 —— .Observam ca sirul este strict descrescator (prin
x

n

limita sirului x, =527, x

n+l

. D - . . 1 .
inductie) si dacd notdm cu x limita sa aceasta satisface x =527 —— , sau rescriind,
X

x> —527x+1=0.Mai mult x este ridicina pozitivi a ecuatiei.
Acum cum se calculeaza radicalul de ordin 4 al radacinei x ?

Folosim urmitoarea lema :”dacd o este ridicina pozitivd a ecuatiei x° —bx+1=0 ,
atunci o este cea mai mare ridicind a ecuatiei x’ —xvhb+2+1=0

(13

(se

demostreaza usor).Cu aceastd lema obtinem cd +/x este cea mai mare raddcind ecuatiei

x> =23x+1=0 si mai departe\/v/x este cea mai mare ridicini a ecuatiei

5+421
.
Problema pentru clasa a XI-a,

x* =5x+1=0, adica

Fie functille f,g,h:R—> R, derivabile cu f(x,)=a,g(x,)=bh(x,)=c si
(f8)'(xy) =c,, (gh)'(x,) =a,, (hf)'(x,) = b, .Sé se calculeze (fgh)'(x,).

Solut,:ie‘AVem (fgh)' — f'gh+fg'h+fghr — (fg)'h+(gh2)!f+(hf)’g )

. , aa, + bb, + cc
Deci (Jgh) () = “H 1

Publicata in RMT —nr. 1 /2008 (X1.238.) & SM —1/2008 (L.16.).
Problema pentru clasa a XI-a,

Fie OABC un tetraedru tridreptunghic
(04 L OB,OB L. OC,0C L 0O4,04=0B=0C =1).

Consideram punctele M si N mijloacele muchiilor 4B respectiv BC.Calculati distanta
dintre dreptele ON si CM .Generalizati pentru O4A=04=0C =a.

(In legatura cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distantei dintre doua drepte
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007)

Solutie. Alegem reperul Oxyz si A4(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1). Avem M (%,%,0) si

N (O,%,%) .Dreptele ON si CM sunt necoplanare , iar pentru calculul distantei dintre

(VlavzaMle)

—

, unde vectorii v, §i v, sunt vectorii

ele utilizam relatia d((d,),(d,)) =

v xv,

directori a dreptelor necoplanare iar punctele M, si M, sunt puncte curente pe cele
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doud drepte.In cazul nostru luom VT:EVZ(O,%,%) , \Z:W:(é,%,—l) si
MM, =0—=(%,%,0).Se calculeaza produsul mixt
o L 1
2 2
(\Z,Z,MIMZ): LI -1 :—l s produsul vectorial
2 2 4
1y
2 2
i j ok
v, xv, =|0 1 —(—El—l) v, XV, —ﬁ
b 2 2 4’47 477102
1 1
— = -1
2 2

. 11 : .
Distanta cdutata este TR Pentru O4 = 0A4 = 0OC = ase procedeazd ca mai sus §i se

av11
11

obtine distanta

Problema pentru clasa a XI-a,

Fie cubul ABCDA'B'C'D’ in care O este centrul fetei ABCD si O' este centrul fetei
BCC'B' .Calculati distanta dintre dreptele B'O si BO'.

(In legatura cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distantei dintre doua drepte
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007)

Solutie. Notdm cu alatura cubului si alegem reperul Bxyz si A4(a,0,0), C(0,a,0),

B'(0,0,a) .Avem O(%,%,O) si O (O,%,%) .Dreptele B'O si BO'sunt necoplanare , iar

pentru calculul distantei dintre ele utilizdm relatia
(B'0,B0', BO) 4 4
d(B'O,BO")=————————Avem BO'=(0,—,—) , B'O=(—=,—,—a) si
B'Ox BO' 22 22
0 4 @
2 2 X
@Z(E,E,O).Se calculeaza produsul mixt (B—’O,B—O’,B—O): a4 _g=-L si
2°2 2 2 4
a a
2 2
i j ok
o 2 2 2 . 2
produsul vectorial B'Ox BO' = L :(3a ,—a—,a—), B'OxBO’H: a \/ﬁ
2 2 4 4 4 4
0 4 @
2 2
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Probleme rezolvate

a11
11

Distanta cautata este

Problema pentru clasa a XI-a,

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D" cu AB =a,BC =b,AA’ = cin care O
este centrul fetei ABCD si O’ este centrul fetei BCC'B'.Calculati distanta dintre
dreptele B'O si BO'.

(In legatura cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distantei dintre doua drepte
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007)

Solutie. Alegem reperul Bxyz si A(a,0,0), C(0,b,0), B'(0,0,c).Avem O(%,%,O) si

o' (0,%,%) .Dreptele B'O si BO'sunt necoplanare , iar pentru calculul distantei dintre

‘(%, BO, E))‘

ele utilizam relatia d(B'O,B0O'))=——— Avem E;:(O,é,g) ,
‘B’OxBO' 2°2
— ab ) — ab . )
B'O=(=,—,—¢) s BO=(—,—,0).Se calculeaza produsul mixt
2°2 2°2
0 b ¢
2 2
(%, E’, l?d) = % % —c|= _aTbc si produsul vectorial
a b
2 2
i j ok
- . 2 2 2 2 212
BOxBO =% & 4= 4 by B’OxBO'H=\/9b Cracralb
2 2 4 4 4 4
0 4 a
2 2
abc

Distanta cautata este

\/9b202 +a’c* +a’b?

Problema pentru clasa a XI-a,

2005 2006 2007 2008

) ) 2008 2005 2006 2007
Fie matricea 4 = eM,(R).

2007 2008 2005 2006

2006 2007 2008 2005

Calculati det 4.
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a] a2 an
an al an—l

Solutie.O matrice de forma | a, |, a, a, , | se numeste circulant .Determinantul
a, 4, a,

acestel matrici se calculeazd mai usor cu relatia (1)detA=A4,-4,-..-4,,, unde 4,,

k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A4.Daca notdim cu ¢,, k=0,n-1,
radacinile de ordinul » ale unitétii, atunci, se demonstreaza ca valorile proprii sunt de
tipul Q) A, = a, + a,&, +...+a, &,

n—1
Se obtine din (1) si (2)det 4 =[[(q, + a &, +..a,&,"") .

k=0
In cazul nostru luom (3) a, = 2005,a, = 2006,a, = 2007,a, =2008 si ¢,, k = 0,3 sunt
radacinile de ordinul 4 ale unitatii, respectiv avem (4) &, =1,¢&, =i, &, =—l, 6, =—i.
Din (2),(3) si (4) rezulta det 4 = -128416.
Problema pentru clasa a XI-a,

1 i -1 =i
Fie matricea 4 = - bl eM,(R).
-1 -i 1 i
i -1 —i 1
Calculati det 4.
a4 a,
a, 4 a,-
Solutie.O matrice de forma | a,, a, .. a,, | se numeste circulant Determinantul
a, 4 a4

acestel matrici se calculeazd mai usor cu relatia (1)det4=4,-4,-..-4,_,, unde 4,

k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Dacd notam cu ¢,, k=0,n-1,

radacinile de ordinul » ale unitétii, atunci, se demonstreaza ca valorile proprii sunt de

tipul Q) A, =a, +a,&, +...+a,&"" Se obtine din €)) si
n—1

) detA=]](a, +a,e, +..a,&,"").

k=0
In cazul nostru luom (3)a, =l,a, =i,a, =-l,a, =—i si ,, k= 0,3 sunt radacinile de
ordinul 4 ale unitatii, respectiv avem (4) ¢, =1,¢, =i,6, =—1,6; = —i.
Din (2),(3) si (4) rezulta det 4 =0.
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Probleme rezolvate

1 X xz n-1
7 X ..o x"?
Metoda 2. Dacda A=|x"?* x"' 1 .. x"?|, atunci folosind faptul ca
X x> ox L1

n—1
detd=4, -4, -..~ﬂb,1_1=1—[(a1 +a,e, +..a,e""), si pe de alta parte , observim ci
k=0

deoarece u" =1, atunci avem:
)" -1 x" -1

1+ xu+ ...+ (ou)"™ rezulta
xu—1 xu—1
n—1 n o_ n_1\n
(S)det 4 =[]~ L_ (xn D = (1-x")"",
o x& =1 (=D)"(1-x")
In cazul nostru x =i si n=4, iar din (5) avem det 4 = (1—i"*)*=0.
Problema pentru clasa a XI-a,
1 2 3 ... 2008
2008 1 2 ... 2007
Fie matricea 4 =| 2007 2008 1 .. 2006 | M, s(R).
2 34 . 1
Calculati det 4. Publicata in SM — nr.2 / 2008
a a, .. a,
a, a, .. a,,
Solutie.O matrice de forma | a, , a, .. a,, | senumeste circulant .Determinantul
a, a, .. aq

acestel matrici se calculeazd mai usor cu relatia (1)det4=4,-4,-..-4,_,, unde 4,

k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Daca notam cu ¢,, k=0,n-1,
radacinile de ordinul » ale unitétii, atunci, se demonstreaza ca valorile proprii sunt de

n—1

tipul 2) 4, =a, +a,¢, +...+a,¢,

n—1
Se obtine din (1) si (2)det A =[] (q, + a,&, +..a,&,"") .

k=0

In cazul nostru luom (B)a, =l,a, =2,...,a,,,, =2008 si ¢,, k=0,2007 sunt radacinile
2007

de ordinul 2008 ale unititii.Rezulta det 4 = [ (1+2¢, +3&,” +...+20085,").

k=0
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Problema pentru clasa a XI-a,

1 i -1 -i 1 .. —i
-i 1 i -1 -i .. -1
Fiematricea 4 = | -1 —i 1 i =1 .. i | M,(0).

Calculati det 4.
Publicata in RIM — nr. IX — 2005 (9248)

a a, .. a,
an al n-1

Solutie.O matrice de forma |a, , a, .. a,, | se numeste circulant .Determinantul
a, a; .. a

acestei matrici se calculeazd mai usor cu relatia (1)det4=4,-4,-..-4,_,, unde A,

n—12
k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A .Dacd notam cu ¢&,, k=0,n-1,
radacinile de ordinul » ale unitétii, atunci, se demonstreaza ca valorile proprii sunt de

n-1

tipul )4, =a, +a,¢, +...+a,&,

n—1
Se obtine din (1) si (2)detA=l_[(a1 +a,¢, +...angk"_1).in cazul nostru detA4=0.
k=0
1 x  x . X"
xn—l 1 X n-2
Metoda 2. Daca A=|x"? x"' 1 .. x"° |, atunci folosind faptul ca
X xt X 1
n—1
detA= A, A .- A, =] [(a, +a,&, +..a,6,""), si pe de altd parte , observim cd
k=0

deoarece u" =1, atunci avem:
C(Gw)" =1 x" -1
xu—1 xu—1

n—1 n o n o n
Sydet =[]t = D"y
-0 X&, —1  (=D"(1-x")

In cazul nostru x =i si n =2008, iar din (5) avem det 4 = (1 -

1+ xu+ ...+ (ou)™” rezulta

-2008 \ 2007
i) =0.

Problema pentru clasa a XI-a,

1 2 22 22007
2207 2 .. 2%
Fie matricea 4 =22 227 1 . 22 e M, (R).
2 22 2% . 1

Calculati det 4. Publicata in SM — nr.2 / 2008
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Probleme rezolvate

al a2 n
an a n—1

Solutie.O matrice de forma |a, , a, .. a,, | se numeste circulant .Determinantul
a, a, .. a

acestel matrici se calculeazd mai usor cu relatia (1)detA=A4,-4,-..-4,_,, unde 4,,

k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Daca notam cu ¢,, k=0,n-1,

radacinile de ordinul » ale unitétii, atunci, se demonstreaza ca valorile proprii sunt de

n-1

tipul )4, =a, +a,¢&, +...+a,¢&,
n-1

Se obtine din (1) si (2)det 4 = l_I(a1 +a,&, +...angk"_l) .

k=0
1 x  ox0 .ox
1 X X"
Daca A= x"2 x"' 1 .. x|, atunci folosind faptul ca
X x> ox .1

n—1
detd =4, 4 -..~/”Ln_l=1—[(a1 +a,6, +..a,e,""), si pe de alti parte , observim ci
k=0

deoarece u" =1, atunci avem:
()" =1 x" -1
xu—1 xu—1
n—1 n _1 n _1 n
X _ (x ) — (l_xn)n—l.

(5)det 4 = = - -
gxgk—l (_1) (l—x )

In cazul nostru x =2 si n = 2008, iar din (5) avem det 4 = (1—2"%)*"",

Problema pentru clasa a XI- a,

rezultd

1+ xu+ ...+ (ou)"™

Fie K =R sau K =C si Ae M,(K), o matrice de ordinul » cu elemente din K.
Daca P(A)=det(A—Al) st P(0)#0,unde A € K si I este matricea unitate de ordinul

n,sase arate ca :
a) A este inversabila;

(—1)%"P<;)

b) det(A™ — Al) = 0

Solutie.
a) P(1)=det(4— Al), deci P(0)=det 4.Din ipoteza P(0) = 0 si atunci det4 =0,
rezultd A este inversabila.

b) Observimca: (1) A(A" = Al)=1-14=-A(4 —%1);
(2) det(A(A™" — AI)) =det Adet(A™ — AI) = P(0)det(A™ — A).
Pe de alti parte din (1) avem (3)det(A4(A™" — AI)) = det(—A(4 — %I ) =(-1)" P(%) .
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Din (2) si (3) rezulta P(0)det(4™ — AI) = (—A)" P(%) , deci

(—1)%"13(;)
det(A™' = Al) = 70

XILFief:R> - R?si g:R* — R’ carein bazele canonice au matricile :

3 -2
-2 3 -1
F= ,G=]2 -1
3 -2 3
-1 1

a)sa se scrie ecuatiile aplicatiilor liniare f si g;
b)sa se arate ca f este surjectiva;

c)sa se arate ca g este injectiva;

d)sa se determine o baza in Imf;

e)sa se determine o baza in kerg.

solutie :
a)Y = FX = ecuatiile lui f sunt: {yl =2 3
v, =3x, —2x, +3x,

y, =3x, —2x,
Y = GX = ecuatiilelui g sunt : { y, = 2x, — X,

V3 ==X T X,
b)f:V — W estesurjectiva<=> f(V) = W < Imf = W
< dimImf = dimW, dar :
dimImf = rangf = rangF = 2 iar dimW = dimR* = 2 deci f
este surjectiva.
c)g este injectiva <> Kerg = {6}
dim Kerg + dimIm g = dim g;dimIm g = rangg = rangG = 2,
dimg = dimR’> =2
rezulta dimKerg = 0, deci Kerg = {6}si g este injectiva.

deci g este injectiva.

d)Imf =1y e R*:3v e R ai.f(x) = y|= (1, 0,) = (<23, +3x, - x, 35, — 2x, + 31, },
pentru obtinerea uei baze in Imf dam valorilui x,, x,, x;.Pentru (x1 Xy, x3) = (0,0,1) si (x1 Xy, X5 ) = (0,1,0)

avem (y,, )= (=13)si (y,,,) = (3.-2)
rezulta o baza in Imf este A = {(- 1,3), (3,—2)}

e)dim(Kerg) =0, deci nu avem vectori liniari independenti, rezulta ca nu avem baza.

Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (10003)
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Probleme rezolvate

Problema pentru clasa a XI-a,

Fie functia f:Dc R—> R, f(x)=

5-3x
f.(x)=(fofo..of)x), Vne N*.Sise determine f,(x).

denori

,unde x este ales astfel incat sa aiba sens

Solutie.Functia din enunt este o functie omografica.Se stie ca prin compunerea unei
functii omografice cu ea insasi de n ori, se obtine tot o functie omografica.Daca

ax+b . ax+b
f(x)=——-,a,b,c,d € R, atunci f,(x) =———>",unde a,,b,,c,,d, sunt
ex+d c,x+d,
b : n an bﬂ a b !
elementele matricei 4" = = )
c, d, c d

Deci, problema revine la a calcula 4", unde A4 = ( J .Ecuatia caracteristica a

matricei 4 este A* —TrdA-A+detA=0,adici 1> —41+4 =0, cu radicinile

A, = A, =2 .In continuare considerim 4" = A," -B+A," -n-C ,unde B,C € M,(C) se
determind pentru n=1si n=2.

Obtinem sistemul:

2B+C=4 5 1 0) . -3 3
, » care rezolvat da B = si C= .
4B+4C= A4 0 1 -3 3

2-3 3 A,
Deci 4" =2"". " " ,adica f, (x)= (2= 3m) x+3n )
-3n 3n+2 —3n-x+3n+2
Problema pentru clasa a XI-a,
4x, +1

Fie sirul (x, )HZO definit prin x, =a >0 si x , Vn e N".Sd se determine

n+l T

x,+3
termenul general x, si sa se calculeze limx, .

n—»00
o ) L . a,x,+b,
Solutie.Sirul dat este un sir omografic.Se stie cd forma generald este x, = PR
cn ‘xO + n

. a, b 4 1y _
c,,d, sunt elementele matricei 4" =| " " |= .Ecuatia
c, d 2 3

caracteristici a matricei 4 este A —74+10=0 curadicinile 4, =2 si 4, =5.1n

unde a,,b

n?o

continuare consideram A" =1," -B+ A," -C ,unde B,C € M,(C) se determina pentru

1 21
n=1si n=2 .Se rezolva sistemul §i se obtine B = 32 23 si C= 3 % .Rezulta
3 3 33
(2" +2-5")r, +(5" =2")

,apol x, = .
3 _2n+1+2‘5n 2r1+1+5n] p (25n _2n+1)x0+(2n+1+5n)

De aici se obtine limx, =1.

n—0

\ 1( 2" 42.5"  —2" 45"

98



Neculai Stanciu, Berca, Buzau

Problema pentru clasa a XI-a,

Fie sirurile (x, )0 (1, )nzo ,date prin sistemul de recurente:

xn+l = _'xn +3yn
, Vn=0cu x,=2,y,=1.
yn+l :_3xn +5yn

Si se determine termenii generali ai sirurilor (x, )nzo .(v,)

n20 "

Solutie. Sistemul de relatii de recurenta se scrie sub forma matriciald astfel

-1 3
(x”“j =4- (x” ] ,unde 4= ( j .Daca dam lui n valorile 0,1,2,...,n —1 obtinem:
yn+1 yn 3 5

le+l n+l xo . xi’l n xo . n
=A"" - , deci =A"- . Problema revine la a calcula 4", unde
yn+1 yO yn yO

-1 3
A= ( 3 5] .Ecuatia caracteristici a matricei 4 este I* —Tr4-A+det A =0, adici

A* —4A+4 =0, curadicinile 4, = A, = 2.In continuare considerim
A" =1"-B+A4" -n-C ,unde B,C e M,(C) se determind pentru n=1gi n=2.
Obtinem sistemul:

2B+C =4 1 0) . -3 3
, care rezolvat da B = si C= .
4B+4C = A° 0 1 -3 3

. L, (2-3n 3n (X, L, (2-3n 3n 2
Deci 4" =2"" - si =2"". .
-3n 3n+2 Y, —3n 3n+2)1
Termenii generali sunt: x, =2""'(4-3n) si y, =2""(2-3n),Vn>0.

Problema pentru clasa a XI-a,

o o . -x,+3 ‘ ax .
Fie sirul (x, )nzo definit prin x, =a >0 si x,,, = ik R , Vn e N".Sa se determine

-3x,+5
termenul general x, si sd se calculeze limx, .

n—>0

s . L . ax,+b
Solutie.Sirul dat este un sir omografic.Se stie ca forma generald este x, = % ,
Cn xO + n

unde a,,b,,c

no

- a, b -1 3)" ,
d, sunt elementele matricei 4" =| " " |= .Ecuatia
c, d -3 5

caracteristicd a matricei 4 este A’ —41+4 =0 curadicinile 4, =2 si 4, =2. in

continuare consideraim 4" = 4,"-B+A," -n-C ,unde B,C € M,(C) se determina

0
pentru n =1 si n =2 .Se rezolva sistemul si se obtine B = (0 J si

-3 3 2-3 3 _
C — .ReZultf’i An — 2n—1 n n ’ apoi xn _ (2 3n)x0 + 3]’1 .
33 -3n 3n+2 (=3n)x, +3n+2

De aici se obtine limx, =1.

n—®0
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Probleme rezolvate

Problema pentru clasa a XI-a,

Fie functia f:Dc R—> R, f(x)= ;+ ;lx ,unde x este ales astfel incat sa aiba sens
+2x
f.(x)=(fofo..0of)x), Vne N*.Sise determine f,(x).

denori

Solutie.Functia din enunt este o functie omografica.Se stie ca prin compunerea unei
functii omografice cu ea insasi de »n ori, se obtine tot o functie omografica.Daca

ax+b anX+bi1

f(x)=——,a,b,c,d € R, atunci f,(x)= ,unde a,,b ,c, ,d, sunt
cx+d

n>>~n?

c,x+d,

o a b a b\
elementele matricei 4" =| " " |= .
c d c d

n n

4 1
Deci, problema revine la a calcula 4", unde 4 = (2 3] .Ecuatia caracteristica a

matricei 4 este A* —TrA-A+detA=0,adici 1> —71+10=0, cu radicinile
A, =2,2, =5 .In continuare consideram 4" = 1,"-B+ 4" -C ,unde B,C e M,(C) se
determind pentru n=1si n=2.

1 21

5 < s p_| 3 3l co=3 3

Se rezolva sistemul, care da B = 2 2 si C= 21
3 3 3 3

] ( 2" 425" " 45"

Deci 4" =—- X |
_2’1+ +2‘5’1 2H+ +5’1

! J,adicé f )= (2" +2-5")-x+(5" =2")

- (25n _2n+1).x+(2n+1 +5n)

Problema pentru clasa a XI-a,
4 8
Sa se rezolve in M, (R) ecuatia : 4" = (3 6} neN".
Solutie.Observam ci det(4") = 0.De aici (det 4)" =0, de unde det 4 = 0.Utilizand

a
relatia Cayley-Hamilton obtinem 4" =(Tr4)"" - 4 .Considerim A = (

b
j si obtinem
c d

sistemul:

1
Adunand prima si ultima ecuatie rezulta (a +d )" =10, deunde a+d =10", iar

n—1

(a+d)™ =10 " , apoi inlocuind in sistemul de mai sus obtinem:
4 8 3 6
a= L_l,bz P ";l’d: =
10 ~ 10 * 10 * 10 *
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Lno (48
Solutia ecuatiei este matricea 4 =10 ” (3 6l

Problema pentru clasa a XI-a,

1
Fie matricea 4 = (2 3] .Si se determine sirurile (x, )M,(yn )nZl astfel incat

A" =x,-A+y, 1,
. . X
si sa se calculeze lim—*.

Yy
Solutie.Folosim metoda inductiei matematice.
Pentru n =1 obtinem x, =1,y, =0.
Pentru n=2,cum 4> —Trd- A+det4-1, = O,, rezultd
x,=TrA=5,y, =—detA=—4.
Presupunem acumcd Vn>Lne N 3 x,,y, astfel incat 4" =x, -4+ y, -1, .Atunci,
obtinem A" = A4"A=(x, A+ y, 1,)A=x,A4> +y, A= =x,(, A+ y,1,)+y, A=
A+y, I, .deci

(‘x2xn +yn)A+xny212 =X

n+l

xn+l = xen + yn = (TI’A))C" + yn
(1)

Sl yn+1 = y2xn = (_det A)xn
2)

Rezultd 4" =x,-A+y,-[,Vn=1lneN.
Din relatiile (1) si (2) rezulta x, si y,.

Astfel, din (2) rezultd y, =—det4-x
obtinemx, , —7r4-x, +det A-x, , =0 care are ecuatia caracteristica

A —=Trd-2+detA=0.
In cazul nostru avem A* — 51 +4 = 0 cu radacinile 4, =1,4, =4.

care inlocuit in (1),

n-1>

Sirul x, este de forma x, =" + S4,", unde constantele @ si S se determina din
. .. : : 1 1 <
conditiile x, =1,x, =5 .Se rezolva sistemul si se obtine o = 3 p= 3 Rezulta

X, = —%+(%j -4" | care inlocuitin y, =—det4-x, ,,nedd y, =§—(%} 4",

5 : y . X,
In continuare rezulta usor lim—-=-1.

n—0 y
n

Problema pentru clasa a XI-a

. . X A % L
Fie functia f:Dc R—> R, f(x)= s ,unde x este ales astfel incat sa aiba sens

f.(x)=(fofo..of)x), Vne N*.Sise determine f,(x).

denori

Solutie.Functia din enunt este o functie omografica.Se stie ca prin compunerea unei
functii omografice cu ea insasi de »n ori, se obtine tot o functie omografica.Daca
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Probleme rezolvate

ax+b ) ax+b
f(x)= ,a,b,c,d € R, atunci f,(x)=——",unde qa,,b, ,c, ,d, sunt
cx + c,x+d,
o a, b, a bY
elementele matricei 4" = = .
c, d, c d

: : 3 . i
Deci, problema revine la a calcula 4", unde 4 = ( 5] .Ecuatia caracteristica a

matricei 4 este A> —Trd-A+detA=0,adica 1> —41+4 =0, cu radicinile

A, = A, =2 .In continuare considerim 4" = A,"-B+A," -n-C ,unde B,C € M,(C) se
determind pentru n=1si n=2.

Obtinem sistemul:

2B+C=4 5 1 0) . -3 3
, » care rezolvat da B = si C= .
4B+4C =4 0 1 -3 3

(2-3n)-x+3n
—3n-x+3n+2

2-3n 3n
-3n 3n+2

Deci 4" =2"" ( j, adica f, (x) =

Problema pentru clasa a XI-a,

4x, +1

Fie sirul (x, )HZO definit prin x, =a >0 si x , Vn e N".Sd se determine

n+l T

x,+3

termenul general x, si sa se calculeze limx, .

n—>0

o . o . a,x,+b
Solutie.Sirul dat este un sir omografic.Se stie cd forma generald este x, = % ,
Cn ‘x0 + n

unde a

n>

c d 2 3

. (a, b)) (4 1Y _
b,,c,,d, sunt elementele matricei 4" = = .Ecuatia
caracteristica a matricei 4 este 4> —71+10=0 curadicinile 4, =2 si 4, =5.1n

continuare consideraim 4" = 4,"-B+4," -C ,unde B,C € M,(C) se determind pentru

L 21
n=1si n=2 .Se rezolva sistemul si se obtine B = 32 23 si C= % % .Rezulta
3 3 33
(2" +2-5" ), +(5" =2")

A" == ,apol x, = -
3 _2n+l +2.5n 2n+l +5nj p (25n _2n+l)xo +(2n+1 +5n)
De aici se obtine limx, =1.

n—x0

1[ 2" £2.5" 2" 45"
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Problema pentru clasa a XI-a,

-x,+3

Fie sirul (xn) definit prin x, =a >0 si x,,, = , Vn e N".Sa se determine

n20

-3x,+5
termenul general x, si sd se calculeze limx, .

n—0

o . o . a,x,+b
Solutie.Sirul dat este un sir omografic.Se stie ca forma generala este x, = ——>—"

3

c,Xx,+d,

c d -3

n n

a, b -1 "
unde a,,b,,c,,d, suntelementele matricei 4" :( v ] :[ SJ .Ecuatia

caracteristici a matricei 4 este 4> —4A4+4 =0 curiadicinile 4, =2 si 4, =2.1n

continuare consideram 4" = 4,"-B+A," -n-C ,unde B,C € M,(C) se determina

1 0
pentru n =1 si n =2 .Se rezolva sistemul si se obtine B = (0 J si

-3 3 2-3 3 _
C = .ReZultﬁ An — 2n—l n n ’ ap01 xn _ (2 3n)x0 + 3]’1 .
33 -3n 3n+2 (—3n)x0+3n+2

De aici se obtine limx, =1.

n—0

Problema pentru clasa a XI-a,

1+4x
3+2x
f.(x)=(fofo..of)x), Vne N*.Sise determine f,(x).

denori

Fie functia f:DcR—> R, f(x)=

,unde x este ales astfel incat sa aiba sens

Solutie.Functia din enunt este o functie omografica.Se stie ca prin compunerea unei
functii omografice cu ea insasi de »n ori, se obtine tot o functie omografica.Daca

ax+b an‘x+bn

f(x)=——,a,b,c,d e R, atunci f,(x) = ,unde a,,b,,c,,d, sunt
ex+d c,x+d,
. a, b\ (a bY
elementele matricei 4" = = .
c, d, c d

4 1
Deci, problema revine la a calcula 4", unde A4 = (2 3) .Ecuatia caracteristica a

matricei 4 este A* —Trd-A+detA=0,adici 1> —71+10=0, cu radicinile
A, = 2,4, =5.In continuare consideram 4" = 4" -B+ A" -C ,unde B,C € M,(C) se
determind pentru n=1si n=2.

1 _1 21

5 o sn_| 3 3l =13 3

Se rezolva sistemul, care da B = ) g g si C= g l
3 3 3 3
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Probleme rezolvate

2" +2-5")-x+(5"-2")
(25n _2n+1).x+(2n+1 +5n)'

1 [ 2" £2.5" 2" 45"

Deci 4" =—- ,adica f, (x) =
3\ -2 +2.5" 2"”+5"j S (%)

Problema pentru clasa a XI-a

Fie sirurile (x, )nzo (v, )nzo ,date prin sistemul de recurente:

xn+l :_'xn +3yn
,Vn=0cu x,=2,y,=1.
yVH-l :_3xn +5yn

Si se determine termenii generali ai sirurilor (x, )n20 .(v,)

n=0

Solutie. Sistemul de relatii de recurenta se scrie sub formad matriciala astfel

X X -1 3
( "”] =4 [ ! J ,unde 4 = ( ] .Daca dam lui n valorile 0,1,2,...,n —1 obtinem:
yn+1 yn 3 5

xn+l +1 xO : xn xO : n
=A4"". , deci =A4"- . Problema revine la a calcula 4", unde
Y Yo Y Yo

-1 3
A= ( ; 5] .Ecuatia caracteristici a matricei 4 este I* —Tr4-A+det A =0, adicd

A* =42 +4 =0, curadicinile A, = A, = 2 .In continuare consideram

A" =24"-B+A4" -n-C ,unde B,C e M,(C) se determind pentru n=1gi n=2.
Obtinem sistemul:

2B+C=4 5 1 0) . -3 3
, » care rezolvat da B = si C= .
4B+4C =4 0 1 -3 3

. L (2-3n 3n [ x, 4 (2-3n 3n 2
Deci 4" =2"" - si =2"". .
-3n 3n+2 Y, -3n 3n+2 )1

Termenii generali sunt: x, =2""'(4-3n) si y, =2""(2-3n),Vn>0.
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Problema pentru clasa a XI-a,

1
Fie matricea 4 = [2 3} .Si se determine sirurile (x, )nzl (v, )m astfel incat
A" =x,-A+y, 1,

. X,
si sa se calculeze lim—*.

n—®0 y
n

Solutie.Folosim metoda inductiei matematice.

Pentru n =1 obtinem x, =1,y, =0.

Pentru n=2,cum 4> —Trd- A+detA-1, = O, , rezulti

x,=TrA=35,y, =—detA=—4.

Presupunem acumcd Vn>1,ne N 3 x,,y, astfelincat 4" =x, -A+y, -1, .Atunci,
obtinem A™' = A"A=(x,A+y, 1,)A=x A" +y A= =x, (x,A+y,[,)+y A=

(xzxn +, )A +x,v,0, =x,,,A+y,,1, ,deci

n+l

xn+1 = x2xn +yn = (TrA)xn +yn
(1)

Sl yn+l = y2xn = (_det A)xn

2)

Rezulta A" =x, - A+y,-1,Vn>1l,neN.
Din relatiile (1) s1 (2) rezulta x, si y, .

Astfel, din (2) rezultd y, = —det4-x
obtinemx,,, —TrdA-x, +det 4-x, , =0 care are ecuatia caracteristica

A =Trd-A+detA=0.
In cazul nostru avem 4> — 51 +4 = 0 cu radicinile 4, =1,4, =4.

care Tnlocuit in (1),

n—-1°

Sirul x, este de forma x, =" + f4,", unde constantele & si S se determina din
. . . : 1 1 <
conditiile x, =1,x, =5 .Se rezolva sistemul si se obtine « = BEY P = 3 Rezulta

X, = _%Jr(%j -4"  care inlocuitin y, =—det4-x, ,neda y, =§—[%J 4",

x"l — _1

In continuare rezulta usor lim

n—>0 y
n
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Probleme rezolvate

Problema pentru clasa a XI-a,

4 8
Sé se rezolve In M, (R) ecuatia: 4" = [3 6}’ neN".

Solutie.Observiam ci det(4") = 0.De aici (det 4)" = 0, de unde det 4 = 0.Utilizand

a b
relatia Cayley-Hamilton obtinem 4" = (Tr4)"" - A.Considerdim 4 = ( a’J si obtinem
c

sistemul:

1
Adunand prima si ultima ecuatie rezultd (a +d)" =10, de unde a+d =10", iar
n—1
(a+d)"™ =10 " , apoi inlocuind in sistemul de mai sus obtinem:

g b, 8 3 6

n-1 2 n-1 n-1 72 n-1 °

10 » 10 * 10 » 10 »

Problema pentru clasa a XI-a,

010
Fie matricea 4=| 1 0 0 |. Si se determine sirurile (x, )nZl (v, )m (z, )nZl astfel incat
0 0 1

A" =x A +y, -A+z, -1,,VneN".
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Solutie.Proceddm prin inductie : pentru n =1, relatia este adevarata
(x,=0,y, =1z, =0);

pentru n = 2, relatia este de asemenea adevarata(x, =1,y, =0,z, =0);
pentru n = 3, tinand seama de ecuatia caracteristica

A -0, A’ +0,4— 0,1, = O,

(1)

a
(o,=Trd,o, =

ay Ay

a a
22 23
,0, =det4), avem

x; =1Ly, =1z, =-1.
Presupunem cid 4" =x, - 4> +y, - A+z, - I, este adevirati pentru k >3 .Atunci avem:
A=A A= (x - A+ y A+ z L) A=(xx, + y) AT+ (sx, +2) A+ 233, 1
X1 = X3 X TV
Notam | y,,, = y;x, +z,,
Zhr = 23Xy
)
si obtinem 4" =x, -4’ +y,, -A+z,, -1, decirelatia este adeviratdi Vn e N*.Din
(2) rezultd relatia de recurenta x,,, = x;x, + y;x,, + 23X, ,,n > 3, cdreia i se asociazd
ecuatia caracteristici 7> = x,r” + y,r + z,, care este totuna cu ecuatia caracteristici

A -0 +0,A-0,=0.

In cazul nostru avem r* =7? +r—1,deunde 7, =1,7,, = si

1+4/5
2

n n n n n n
X,=c 1 +c,r ter.
Din conditiile initiale x, = 0,x, =1,x; =1 se determind constantele

5—J§c 5445

= 07 = 2
aTRETT ST o
5-5(1+4/5 ’ 54~/5(1-4/5 ’
deunde x, = + .
10 2 10 2
n-2 n-2
Din relatiile (2) rezulta imediat y, = W5=5(1+45 - W5 +5(1-4/5 ,
10 2 10 2
n—1 n-1
. J5-5(1+4/5 J5+5(1-4/5
respectiv z, = - .
10 2 10 2

Problema pentru clasa a XII-a
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Probleme rezolvate

—~
b

——
+
[S—

=
——
A

[S—

Se considera functia f : (0,00) - R,f(x) =4 3+n
1- {X} {x} > 1
x 3+n

unde {x } este partea fractionara a numarului real x sin € N.

1
24n
Sa se calculeze lim J. f(x)dx.
n—ow 1

5+n

Solutie:
. . 1 1
Este suficient sa consideram x € , .
S5+n 2+n
In acest caz avem{x} = x sideci
pentru x € , ! ,f(x):x+1.
54n 3+n X
Pentrux € (—— Iy avem f(x) = % si deci
3+n X
! i E
o x+1 W l-x n—1 n+5
[ fyde= [ =—dx+ | dx = +1In :
1 X X (n+2)(n+3)(n+5) n+2
5+n 5+n 3+n

Deci limita cautata este zero.
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{x} 1

XII.Se considera functia f : (0,00) —> R, f(x) =

NP

M,{X}DL

3n

3n

unde {X} este partea fractionara a numaruluireal x sin € N*.

1
2
Sa se calculeze lim( J‘ f(x)dx).
n—ow 1

5n

Publicata in RIM — nr.XI -2006 (9646) ; Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (10002)

Solutie:

) ) 1 1
Este suficient sa consideramx € | —,— |.
5n 2n

In acest caz avem{x } = x si deci

pentru x € {L,L} (x) = X—-l
5n 3n X
Pentrux € (%,1) avem f(x) = X+l sideci
n
i L x
2 Wx—1 2x+1 3 9
X)dx = dx + dx = +In—=
'!.f( ) J; X J; X 10n 10
5n 5n 3n

1

] 9
Iim( | f(x)dx) =1ln—-
m(!() )=ln—

5n

Problema pentru clasa a XII-a
Sa se calculeze :

2006
{2007 x — arctg(2007 x)} 0

J. arctg

1 X —arctgx

Publicata in RIM — nr.XIII -2007 (10004)

Solutie;

Facem schimbarea de variabila 2007 - x = ¢

2007 — x — arctg (2007 — x) dy —
X —arctgx

2006

(HI = j arctg{

1

_ ‘1[ t—arctg di =
2007 —t — arctg (2007 —¢)

2006

109



Probleme rezolvate

2006

= j arctg{

1

X —arctgx i
2007 — x —arctg (2007 — x)

2007 - x — arctg(2007 —x)

X —arctgx

Notam ysi f(x)=x—arctgx.

2
X

I+x
Prin urmare x — arctgx > 0s1 2007 - x — arctg(2007 — x) > 0,

Vx € [1,2006]

Cum f(0)=0si f'(x) = > 0, rezulta ca f(x)> 0 Vx> 0.

2

. 1
Deci y > 0,cum arctgy + arctg — = %, vy 0
y

si integrand pe [1,2006]avem:
2006 2006 1 2006 P
(Z)I arctgydx + j arctg —dx = I de.
1 1 y 1

Din (1) si (2) avem : 27 = %-2005 == 2035”.

Problema pentru clasa a XII-a,

Sa se calculeze:

2r .
sinx-cos 2x

j — — dx
o (1+sin” x)(1+sin” 2x)

Publicata in G.M. — seria A — 4 / 2007 (pg. 316); G.M. — seria B — nr. 4 / 2007
(25775); Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10176)

Solutie:
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(1) Functia f : [a -r,a+ r] — R senumeste a-para,
daca f(a+x)= f(a—x),VxeRculx|<r;
respectiv a-impara,daca f(a+x)=—f(a—x)Vxe Rcu \x\ <r.

(2)Daca f este continua, atunci

ajtrf(x)dx _ 2. ! f(x)dx,daca f este a— para
“r 0, daca f este a -impara
(3) Produsul(catul) a doua functii de a - paritati diferite este o functie
a -impara si produsul(catul) a doua
functii de aceeasi a - paritate este o functie a - para.
Fie /.g:[022] > R /() = 225 ()= L
1+sin” 2x I+sin” x
Se observaca f(x —x)= f (7 +x),adica este 7 - para

si g(r —x)=—g(x+ x)adica este 7 -impara.
Functia /:[0,277] = R, h(x) = f(x)- g(x) este conform

(3) 7 -impara si conform (2) avem:
2z

Th(x)dx—f sin x-cos 2x 5
0 ¢ (1+sin? x)(1+sin’ 2x)

Problema pentru clasa a XII-a,

Sa se calculeze:
2007 x20(l8
—dx
2007 D sh*t
et +1
Publicata in RMT — nr. 1/ 2007 (XIL.211.); Publicata in G.M. — seria A — 4 /2007
(pg. 316); Publicata in RIM — nr.XIV -2007 (10175)

solutie:

Notam (1) f(x) = x*™, g(x) = Zshz"’lx sih(x) = ;
k=1 z.vhz""x

e +1
Se observa imediat ca (2) f este continua si para,
g este continua si impara iar A(x) + h(—x) = 1.
(not) 2007 2008 (1) 2007
Rezulta (3)I — j - = j FO)R(x)dx

g, 2k=1
2007 2 sh e ~2007
et +1

0,daca f esteimpara

Sestie (*)J;f(x)dx = 2j‘f‘(x)dx, daca f este para

si ca o functie arbitrara(care nu este nici para nici impara)
se poate scrie ca o suma de doua functii una para si alta impara;

astfel (4)h(x) = h,(x) + A, (x), unde h, (x) = W = para
h(x) = h(=x)

sih,(x) = 3

= impara
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In continuare utilizim faptul ¢ produsul(catul) a doud functii de aceesi paritate este o
functie para si respectiv produsul(catul) a doua functii de paritati diferite este o functie

2007 (%) 2007 (*)si(2)
)= [ @) +h(Ndx= [ f)h(x)dx =
. ~ . . -2007 -2007
impara si obtinem:
2007 20072009
= d el ——
! =006

Problema pentru clasa a XII-a,

a+2 1

Sa se calculeze : dx,unde a € N* fixat.

'!:\/(x—a)(a+2—x)

Publicati in SM — 1 /2008 (L.22.)
1

J(x—a)a+2-x)

Solutie.Functia f(x) = este nemarginitd in punctele x=a si

x=a+2.
Atunci avem
a+2 1 a+2 1 a+2-9

j -'lxz'[ dx = lim J‘ dx =

s No—a)a+2-x) o I-(x-a-1D? 20 \/1—(x a-1y’

lim arcsin(x —a —1)|“27 == lim [arcsm(l 0) —arcsin(& — 1)] = % +% =7.

e—0" £—0"

50" 50"
Problema pentru clasa a XII-a,

) 2x1004 +x 3014 +x2008 Sinx2007
Calculati : J‘ 2200 dx .
-1
Publicata in SM —nr. 1/2008 (L.29.)
2008 _: 2007 1 2008 2007
. x777sinx . . 5 sin x

Solutie. Termenul BT este impar in x, asa ca dex =0.

el
Mai  departe facem substitutia x'*” =y =1005x"""dx=dy si calculim

1 1004 3014 1 1004 2010 1 2
2x 7 +x X2+ xTT) 1 ¢2+y
_jl 14 x>0 Il 14 x>0 1005_I11+y2
1 1 2 1
=—— |1+ dy = 1+ dy =
1005_{( R 10051( 2%
1
= d 1+ arctgl) = —— .
1005( j1+ V)= ( &l) 005( 7
y?

Vezi G.M. nr. 1/ 2005 (O.G: 403); G.M. nr. 4 /2003 (24892)
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Problema pentru gimnaziu sau clasa a XII-a,
Fie N=2-4-6-...-2008 —1-3-5-...- 2007 .Aratati ca 2009 divide pe N .

Publicata in GMB -4 /2009 (C.0:5019)
Solutie 1. (clasa a XII-a)

2-4-6-...-2008 = [(=2007) - (~2005) - (=2003) .- (=3) - (~1)|mod(2009)
=(1-3-5-...-2007)mod(2009) .
Rezultd N =0mod(2009).Q.E.D.

Solutie 2.(gimnaziu).Generalizare.

Notaim A=1-3-5-...-(2k—1), B=2-4-6-...-(2k), C =2k +1.

Observam ca

A=(C=2k)(C—=2k=2))-...(C=2) =M, +(=1)-2-4-...-2k)=M_ +(-1)* - B.
Rezulti N =-M . +(1+(-D)"")-B.

Acum luom k =1004 si rezultd 2009|N .Q.E.D.

Mayhem Solutions

M 345. Proposed by John Grant McLoughlin, University of New Brunswick,
Fredericton, NB.

The area of isosceles AABC is q\/E .Given that 4B =2BC, express the perimeter
of AABC in terms of g.

Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania.

Obviously ¢ > 0.
We have two cases.
1. Case. AB=AC > BC.
AB = AC =2a, BC =a, and the perimeter is P =5a.

az 11 5 thehypothesis \/_
= 49

With Heron’s formula we have § = \/S_a . (ﬂ) . (ﬂ) . (3_a) = 15.
2 202 2 4
Results a = 2\/3 and the perimeter P = 10\/5 .

2. Case. AC=BC=a<AB=2a.
We do in the same way as 1. Case, and obtain P = 4a,
thehypothesis

S=\2a-(a)-(@)-(0)=0 = g¢+/15 .False.

In conclusion we have the solutions P = 10\/5
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M 349. Proposed by the Mayhem Staff.

(a) Find all ordered pairs of integers (x,y) with 1 + 1 = %
X
(b) How many ordered pairs of integers (x,y) are there with 1 +—= L ?
x y 1200

Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania

(a) lJrl:l<:,>5y+5x=xyCI>5y=x(y—5)<:>x:S—y
x y 5 y=35
s y=35y

=2 c7 X(=5) = y=55y-5y+25=y—525
y-=5 y=5y-5= y—-5-5y+25

= y—5e D, ={£1,#5+25} = (1)y € {6,10,30,4,0,-20}.

x = S—ys = (1,%) € {(6,30),(10,10),(30.6),(4,-20),(0,0),(-20,4)}
y J—
The pair (0,0) is not a solution.So he have 5(five) solutions
(7,x) €{(6,30),(10,10),(30.6), (4,-20),(-20,4)} .
(b) We do in the same way as (a) point .
We get y — 1200\(1200)2 . (1200)* =2*.3%.5% 5o he have (8+1)(2+1)(4+1)=9-3-5

naturals divisors and 2-(9-3-5) =270 integers divisors of (1200)°.

If you eliminate the solution (0,0) there are so, 269 pairs of integers (X,y) are there with
1 1 1

X y 1200

Mayhem Solutions
M 357. Proposed by Mayhem Staff-
Determine all real numnbers x that satisfay 3**** +3 =3" +3*",

Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania.

372 43=3" 43" < (3] 943 =3+ 3727, we denoted by 3° =, and results
9t —28t+3=0.

+4/ +
A=28"-4-3.9=676, t,, = 28£V676 _ 28—26, t,=3,1t, _1
’ 18 18 9
We return to the substitution and obtain x, =3, x, =-2.
X e {—2,3}.

Mayhem Solutions
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M 357. Proposed by George Tsapakides, Agrinio, Greece.
Let a,b and ¢ be positive real numbers.Prove that

ab(a+b—-c)+bc(b+c—a)+ca(c+a—b)=3abc.

Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania.

We use the Theorem: > + 2 > 2 , Vx,y2>0.
y X
Xy 2
Proof. —+=2>2 < (x —y) >0.Q.E.D.
y X
We divide the equation ab(a + b —c)+bc(b+c —a)+ca(c+a—b) > 3abc, with abc,
a+b-c b+c—a c+a->b

and obtain + + >3
c a b
a b b ¢ c a
&S —+—1+—+—=14+-+—-—-122+2+2-3=3.Q.ED.
c c a a b

Mayhem Solutions

M 357. Proposed by Mayhem Staff.
Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania.

We denoted by: C =circle,
DENC=P,EFNC=N,FGNC=M,GDNC=0,G0=GM =x,
H=Pr, D, GH=x-1,GD=x+1,DH = 4.

GH?> +DH> =GD* = x =4.

EF =2 -radius = 4.

GF =GH+HF =6

(DE +GF)-EF _

Area DEFG = 18
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