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Motto: “Aritmetica si Geometria dispun de resurse bogate de dezvoltare a capacitatii
copilului de a se mira, de a se intreba, de a imagina raspunsuri, de a tatona diferite cdi
de rezolvare, de a stabili punti de legatura cu intelegerea naturii, a limbajului, a istoriei
si geografiei.Dar totul trebuie sa se bazeze pe dezvoltarea propriei sale curiozitati, in
asa fel incat el sa accepte ca unica rasplata bucuria, placerea de a intelege, prin pasi
marunti, cdte ceva din lumea care il inconjoara §i de a se intelege pe sine.La intrebarea
pe care o auzim mereu, din partea unor elevi, dar si din partea unor parinti sau
educatori:De ce matematica pentru copii care nu-si propun sa devina matematicieni? le
raspundem: Pentru ca matematica este un mod de gdndire cu valoare universald si
pentru ca ea prilejuieste bucurii spirituale la care orice fiinta umana ar trebui sa aiba
acces.In mdsura in care adolescentii vor invita sd se, bucure de frumusetile
matematicii, ale stiintei, ale artei si literaturii §i vor simti nevoia de a le frecventa, ei nu
vor mai suferi de plictiseala iar tentatia unor activitati derizorii, uneori antisociale, va
scadea”

Savantul Academician, Solomon Marcus
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I. ISTORICUL NOTIUNILOR MATEMATICE STUDIATE IN GIMNAZIU SI
LICEU

Q aria triunghiului, paralelogramului §i trapezului; volumul prismei,
piramidei si trunchiului de piramida; patrate si triunghiuri echilaterale inscrise in cerc —
papirusurile egiptene si caramizile caldeene — 2000 1. e. n.;

o  egalitatea si asemanarea triunghiurilor — Tales — sec. VI i. e. n.;

O  teorema catetei $i Indltimii, suma unghiurilor unui triunghi, numere prime,
numere perfecte, numere prietene, media aritmeticd, geometrica §i armonicd — Pitagora
—sec. VIi e . n;

o  teorema cosinusului, teorema lui Pitagora generalizatd, rationamentul
deductiv, constructii cu compasul, lunulele lui Ipocrat — Ipocrat — — sec. IV i. e. n;

o metoda exhaustivd pentru demonstrarea formulei ariei cercului si a
volumului piramidei — Eudoxiu sec. IV i. e. n;

o hiperbola si parabola — Menecmus — sec. [V 1. e. n.;

O  teorema impartirii cu rest i algoritmul lui Euclid pentru aflarea c. m. m. d.
c. a doud numere intregi, forma numerelor perfecte, exista o infinitate de numere prime,

V2 este irational primul text care sa pastrat (,,Elementele”) — Euclid — sec. Il 1. e. n.;

0  concurenta indltimilor si medianelor unui triunghi, axioma de continuitate,
determinarea numarului 1 cu doud zecimale exacte, determinarea ariei elipsei (71 a b)
prin metode exhaustive, 1 + 3+...... +e@n-1)=n%2n+1=m+1)y>-n% 17+2°
+...4n’=ne@m+1)*(2n+1)/6 — Arhimede — sec. II1 1. e. n.;

o  cercul lui Apoloniu — Apoloniu —sec. Il 1. e. n.;

a  probleme izoperimetrice — Zenodor — sec. II1 1. e. n.;

o  ciurul lui Eratostene pentru determinarea numerelor prime — Eratostene —
sec. II11. en.;

o  simplificarea fractiilor, radacina patratd si cubicd, progresii aritmetice si
geometrice, metoda ,,fan cen” pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, rezolvarea
ecuatiei de gradul II —,,Matematica in noua carti” — de la chinezi — sec. I 1. e.n.;

Q teorema lui Menelau — Menelau — sec. I;

o formulele s>=p * (p-a) * (p-b) * (p-c),p=(a+b+c)/2;S=per,asbec
=4+ R+ S —Heron - sec. II; (sec. I).

o teoremele lui Ptolemeu si formulele: sin® (a/2 ) =1 — cos (a./ 2), cos (o +
) = cos a ecos B — sin a * sin  — Ptolemeu — sec. 1I;

o  teorema medianei, teorema celor trei perpendiculare, teorema bisectoarei
exterioare, biraportul, proprietatea comuna a conicelor — Papus — sec. III;

o  introducerea operatiilor si notatiilor prescurtate pentru necunoscute —
Diofant — precursorul algebrei — sec. I1I;

o  numerele negative marcheaza diferenta dintre aritmeticd si algebra —
considerate pentru prima data de indienti;

o  teorema congruentelor si determinarea lui m cu sase zecimale exacte — de la
chinezi — sec. I11;

o  algebra si trigonometria — create de arabi;

o  regulile de calcul cu numere negative — de la chinezi;

o regula de trecere a termenilor dintr-o parte in alta, procedeu numit al
Djabr, de la care a venit si numele disciplinei algebra — AL Horezmi — sec. IX;

o C)+C! +...+C" =2" —de la indieni;
n o _ n-1 n ..
o C!=C'" +C’ | —delaarabi;

m—1
Q criteriile de divizibilitate cu 2, 3, 5, 9; adunarea fractiilor prin aducerea la
c. m. m. m. c.; legea cresterii organice sau sirul lui Fibonacci — Leonardo da Pisa

(Fibonacci 1175-1240) — sec. XIII;
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o  simbolurile +, —, \/_ , =, X, >, <,: —sfarsitul —sec. XV;

Q forma actuala a cifrelor — sec. XV, XVI;

Q cifra zero — sec. XVII;

o  rezolvarea ecuatiilor de gradul III prin radicali — Cardano (1501 — 1576) —
1545;

o  rezolvarea ecuatiei de gradul IV prin radicali — Ferrari (1522 — 1565) —
1545;

o  inventarea logaritmilor — Neper (1550 — 1617) — 1614;

o  teorema lui Desargues — Desargues (1593 — 1662) — 1636;

0  marea teorema Fermat (,,Conjectura” lui Fermat):ecuatia x" + y"= 2", n > 2,
n € N, nu are solutie in Z — Pierre Fermat (1601 — 1665) — 1637,

a  crearea geometriei analitice — René Descartes (1596 — 1650) si Pierre
Fermat — 1637;

o  triunghiul lui Pascal si teorema lui Pascal pentru hexagon — Blaise Pascal
(1623 — 1662) — 1640;

o  notiunea de probabilitate — Blaise Pascal si Pierre Fermat;

o  creatorul probabilitati — Jacob Bernoulli (1654 — 1705);

a  creatorii calculului diferential si integral — Isaac Newton (1642 — 1727) si
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Newton a elaborat metodele sale din 1665
dar nu le-a publicat. Leibniz a publicat descoperirile sale in analiza in 1675.

0  demonstrarea teoremei mici a lui Fermat (p > 0, prim, a € Z, (a,p) =1
=> a"! = | (mod p)); notatiile dx si J; denumirile de derivat si diferentiala precum si
formulele pentru (u/v), (u'), (veu)®, | " udv; denumirile de abscisd, ordonatd si

coordonatid — Leibniz;

o  teorema lui Ceva— Ceva Giovani (1648 — 1734) — 1678;

o dacaN=a"«b’....¢" atunci numirul divizorilor este (o + 1) * (B +1)....(A +
I)sisumalor (1 +a+a’+..+a%«(1+b+b>+..b°) ... (1+e+e”+..e")— Johann
Wallis (1616 — 1703);

Q simbolul oo — John Wallis;

o regulalim f (x) / g (x) = lim f(x) / g’ (x) (pentru x — a) a fost data de
Johann Bernoulli, dar publicata de L’ Hospital (1661 — 1704) in 1696;

o  formula lui Taylor — Taylor (1685 — 1731) — 1712;

o  introducerea numarului e — Daniel Bernoulli (1700 — 1782);

Q teorema lui Stewart — 1735;

Q notatiile &, e, 1, f (x); calculul lui e cu 23 de zecimale exacte si calculul lui ©
cu 100 de zecimale exacte; lim (1 + x / n)" = €* (pentru n — o) (1743); lista completi a
derivatelor cu demonstrarea acestora, si extinderea regulilor lui L’Hospital la formele
nedeterminate oo / o, 0 ¢ 00 §i 00 —o0 (1755); generalizarea teoremei mici a lui Fermat (n >
2,neN,aeZ, (a,n)=1=>a"" =1modn))— 1758; relatia v + f = m +2 pentru poliedru
convex (1750) — Leonhard Euler (1707 — 1783);

0  media aritmeticd < media geometricd < media armonicd — Colin MacLaurin
(1698 — 1746) — 1748;

a  regula lui Cramer— Gabriel Cramer (1700 — 1782) — 1750;

O notatia a + b i pentru numere complexe si teorema fundamentald a algebrei —
Jean D’ Alembert (1717 — 1783) — sec. XVIII;

o  weste irational — Heinrich Lambert (1728 — 1777) — 1767,

o  notatiile f’(x), 0 (x),— Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) — —1772;

o  introducerea simbolului [ ¢ ], pentru partea intreaga Arien Marie Legendre
(1752 — 1833) — 1798;

o  introducerea numerelor transcendente — Joseph Liouville (1809 — — 1882);
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o denumirea de determinant (1801); denumirea de numar complex si
reprezentarea in plan a numerelor complexe (1832); rezolvarea problemei construirii
poligoanelor regulate (1801); 1 + 2 +....4 n =n (n + 1) / 2; notatia ¢ (n) pentru
indicatorul lui Euler; inelul Z [ 1 ]; demonstrarea teoremei fundamentale a algebrei — Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855);

o  notiunile de limitd, convergentd, convergenta seriilor si continuitate asa cum
sunt prezentate astdzi; regula lui L’Hospital pentru 0°, «° si 1° ; denumirile de linii,
coloane, ordine, elemente, diagonala principald si secundara pentru determinanti (1815);
creatorul teoriei grupurilor (1815) — Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857);

O  notatia IZ f (x) dx — Joseph Fourier (1768 — 1830) — 1822;

o  notatia de functie de astazi si notatiile f (a + 0), f (a — 0) — Peter Dirichlet
(1805 — 1859) — 1828;

o  denumirea de grup — Evariste Galois (1811 — 1832) — 1830;

0  notiunile de margine inferioard si superioard ale unei functii, convergentd
uniforma — Weierstrass (1815 — 1897) — 1841;

o  spatiul cu n dimensiuni — Arthur Cayley si Hermann Grasmann — — 1843;

o  studiul algebrelor (1843) si grupurilor (1854) notiunea de matrice — —
Arthur Cayley (1821 — 1895);

o integrala Riemann | " f(x) dx — Bernhard Riemann (1823 — 1866) — 1854;

o  spatiu vectorial, calcul vectorial, clase, operatiile de asociativitate,
comutativitate, distributivitate, simetrie, tranzitivitate — William Hamilton (1805 —1865) —
1853;
notatia | ajj | = det (aj;) — Kronecker (1823 — 1891) — 1853;
notiunile de inel si corp algebric — R. Dedekind (1831 — 1836) — — 1871,
teoria multimilor — G. Cantor (1845 — 1918) — 1872;
introducerea numerelor rationale prin taieturi — Dedekind — 1872;
transcendenta numarului e — Charles Hermite (1822 — 1901) — 1873;
denumirea de subgrup — Sophus Lie (1842 — 1899) — 1874;
teorema Rouche — E. Rouche — 1875;
transcendenta numarului © — Ferdinand Lindemann (1852 — 1939) — 1882;
introducerea axiomatica a numerelor intregi — David Hilbert (1862 — 1943) —

O000D0DO0OO0O0ODO

1900;

O

rezolvarea problemei paralelismului:

- geometria hiperbolica — Nikolai Ivanovici Lobacevski (1792 — — 1856) —
1829;

- geometria hiperbolica — Janos Bolyai (1802 — 1860) — 1831;

- geometria elipticd — Riemann Benhard — (1826 — 1866) — 1854 ;

- geometria neeuclidica este geometria proiectiva care lasa o cuadrica fixa —
Cayley Arthur (1821 — 1895) — 1859;

- orice grup de transformari genereaza o geometrie (axioma) — programul de la
Erlangen (1872) — Felix Klein (1849 — 1925);

- sistemul axiomatic al lui Hilbert — David Hilbert (1862 — 1943) — , Bazele
geometriei” — 1899;

Prin profunzimea ideilor si a modului de exprimare, ,,Bazele geometriei” lui
Hilbert a devenit cartea de temelie a matematicilor moderne si metoda axiomatizarii in
sensul Hilbert a fost generalizatd pentru toate ramurile noi ale matematicii. Totusi, pentru
usurarea intelegerii geometriei afine §i euclidiene, astdzi se adopta o constructie a
geometriei cu ajutorul unei axiomatizdri bazate pe algebra liniard. Acest fapt este in
concordantd cu schimbarile determinate de noul curriculum, de noul sistem de evaluare si
de noile manuale.
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I11.1. Inegalitatea izoperimetrica

Teorema ce urmeaza isi propune sa dea raspuns la urmatoarea intrebare:

“Dintre toate curbele plane regulate, simple si inchise, avand aceeasi lungime L, care
margineste domeniul cu aria maxima?”.

R = multimea numerelor reale,R* = {(x,,x,)/x, € R,x, € R} =
spatiu vectorial /R.

(x,y) = produsul scalar a doi vectori din R*.

E, =(R?,(...)) = spatiul vectorial euclidian.

Def 1. FieI c R, interval.Se numeste curba in spatiul E ,,

o aplicatie C” - diferentiabila

c:I>E,,t >c(t)=x(),yt)eE,, Vtel.

Def 2.0 curba C: [a ,b] — E, se numeste curba regulata daca
c'(t) = 0Vt e[a,b]



Articole si note matematice

Def 3.0 curbd C:[a,b]— E, se numeste curba simpla daca Vt,,t, [a,b)
cut, #t,,avemc(t,) # c(t,).

Def 4.0 curbd C:[a,b]— E, se numeste curba inchisi daci
c(a)=c(b)sic” (a)=c?”(b) Vi 0.

Def 5.0 curba C: 1 — E, este parametrizatd canonic, daca
c¢'(s)|=1Vsel

Pentru a stabili prima egalitate din (1) vom folosi formula Iui Green

I P(x,y)dx + Q(x,y)dy = ” (G_Q — a—P)dxafy, unde P si Q sunt
Imc D aX ay

functii diferentiabile definite pe D.
Daca in formula lui Green luom Q(X, y) = x si P(x, y) = -y atunci obtinem :
1 b b b
8= [[dxdy = [[x()7'() = y(5)x'(5) s = [ x(s)y"(5)dls == [ x'(5)y(5)ds.
D a a

a

Teorema : Consideram o curba plana regulata, simpla si inchisa, avand lungimea
L si fie S aria domeniului

D marginit de curba C.Atunci (¥) 4nr < 7.

Semnul egal are loc daca si numai daca curba C este un cerc.

Inegalitatea (*) poarta numele de inegalitatea izoperimetrica.

Demonstratie:

Fie t; si t; doud drepte paralele, tangente la curba data astfel Incat toate punctele curbei
sd se gaseasca in regiunea cuprinsd intre t; si t; .Fie 2r distanta intre cele doud drepte si
C(O,r) un cerc tangent dreptelor t; si t,.

Alegem sistemul de axe carteziene ortogonale cu originea in O si ax@ a absciselor
paralela la t; dusa prin O.

Curba considerata este:
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C: [O,L] — E,,c(s) = (x(s), y(5)), c'(s)” =1,Vse [O,Ll

Pe cercul C(O, ) alegem ca parametru pe s.

Deci cercul C(O, r) este imaginea aplicatiei diferentiabile::
C, :[0.L] > E,.c,(5) = (x(5).7(5)).
Folosind formula (1) din lema anterioara, obtinem ca aria cercului

este data de:
L

@’ = [x(s)y'(s)ds

0
Aria S a domeniului D marginit de imaginea aplicatiei C este :

(3)S=-[x'(5)y(s)ds.

Din(2)si(3)=> ar’ + 8 = j[x(s) Y'(8) = y(s)x'(s)ds <

IA

V[x(s)y'(s) — y(s)x'(s)] ds =

VX2 + 3 )]y () + 22 (9)] - [x(5)x'(5) + y(5)y'(s) [ ds =

Il
Ot N O N O

\/rz —[x(s)x'(s) + ¥(s)y'(s)[ ds < jﬁ ds =1L,

Inmultind (6) si (8) obtinem :

r’l?

2
(m? + SWmrs < (& +S)rL:>7rr2SS =

2
= (*)4xS < L’ (adica tocmai inegalitatea care trebuia stabilita).
Singurul lucru pe care il mai avem de aratat este acela ca in (*) avem egalitate daca si
numai daca curba C este un cerc.

Necesitatea:
Presupunem ca curba C este un cerc de raza r, atunci avem:

A4S = 4r -1’ = (2mr)’ = I°.

Suficienta:

Reciproc sa presupunem ca avem egalitatea:
478 =10

si s3 demonstram ca curba C este un cerc
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(9) 12478 = L*r%,(9) 24/ mS =1L

Din (8) si (6) = (10)2v S <+ S <1l = (1) m? + S =1L
Tinand seama de drumul parcurs pentru stabilirea inegalitat ii (6),
egalitatea (11)

ne arata ca trebuie sa avem :

(12)x(5)x'(s) + y(5)y'(s) = 0,Vs € [0, L]

(13)x(5)y'(s) — y(s)x'(s) > 0,Vs € [0, L]

Deoarece curba C este regulata (12) poate fi scrisa sub forma (12)'% = —% = A(s),unde
Y'(s x'(s
2:[0,L]— R este o functie diferentiabila
X(s) _ y(s) _ XA+ ()
Vi) X))y ) +x(s)
Din (12)"si (14) = (1 5){X(S) e (f) Tinand seama de (15) conditia
(s)=—erx'(s)
(13) (ery*(s) + exx’*(s) > 0) implica & =1
Deciavem y(s) =—1x'(s) = x'(s) = _Y) sidin x"*(s) + y*(s) =1,
r

2 K ' L 1 o
y'(s) y(s) = +— care prin integrare

2
avem——+ V" (5) =1 ————
N =y T

r2
ducela (16) y(s) = rsin(ii +5,),5, = cons tanta .din (16) si
r

Din (12) = A(s) = =1’ = (14)A(s) = er,unde e = 1sau & = -1

3(s) = —1x'(5) = ¥'(5) = —sin(ir% +5,)=

= (17)x(s) = J_rrcos(ir% +5,)+a,a = constanta.

Din (16) si (17) = (18)[x(s) —af + y*(s) =1

Din 478 =1"si(11) = (19)L = 2ar

Din (18)si(19) = curba cautata este cercul cu centrul

in punctul (a,0) si raza r, reprezentat de curba
s . .S
1Y% 23 —\= -5 > =TS0
C [O L]—) E,,c(s) = (£rcos(x n +5,)+a,rsin(£ . +5,))
Observatie:Este evident ca aria domeniului plan marginit de o curba inchisa si convexa
avand lungimea L, este mai mare decat aria domeniului plan marginit de o curba inchisa

neconvexa avand lungimea L.Din aceastd cauza in demonstratia teoremei curba C am
considerat-o convexa.

10
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II1.2. Cateva observatii ale ,, inegalitatii izoperimetrice”

. In 1827, Jacob Steiner (1796-1863) a demonstrat pentru prima oard teorema
urmatoare:

,,Dintre toate figurile plane, convexe, izoperimetrice (adica care au aceeasi lungime)
aria maxima este realizata de cerc”.

. in 1916, Blaschke Wilhelm (1885-1961) demonstreaza urmatoarea teoremi:
,,Pentru orice curbd plani, inchisi, de lungime L si arie A avem 47A< L7,
4 7 A=L* < curba este un cerc”.

. in 1921, Carleman Torsten (1892-1949) a demonstrat inegalitatea izoperimetrica
pentru curbe pe suprafete minimale.

. In 1933, E.F.Beckenbach si F.Radé demonstreazi inegalitatea izoperimetrici
pentru curbe pe suprafete de curburad gaussiand negativa.

I11.3. Consecinte ale inegalitatii izoperimetrice:

. Dintre toate triunghiurile izoperimetrice (care au acelasi perimetru) aria
maxima o are triunghiul echilateral (Zenodor, sec.2 1.Hr.).
Demonstratie: Se va tine cont de urméatoarea propozitie:

® ,, Daca factorii unui produs au suma constanta, atunci produsul lor este maxim

dacd factorii sunt egali”. Avem S = \/ p-(p—a)-(p—b)-(p—c), aria triunghiului si

(a+b+c)
2

S este maximid <>S’este maximid <produsul (p—a)-(p—b)-(p—c) cu suma

a+b+c = const.(din ipotezd), p = = const; a, b, c- variabile.

factorilor constantd este maxim =p-a=p-b=p-c =a=b=c (q.e.d.).

C2. Dintre toate patrulaterele inscriptibile, izoperimetrice, aria maxima o are patratul
(Zenodor).

Demonstratie: Consideram patrulaterul inscriptibil de laturi a, b, ¢, d. Din ipoteza,
atb+c+d = const. Aria patrulaterului inscriptibil, este datd de formula: S =

\/(p—a)~(p—b)~(p—c)-(p—d), unde p = wzc"'d): const. Avem suma: (p-

a)+(p-b)+(p-c)+(p-d) constanta, si din propozitia ® =p-a = p-b = p-¢c = p-d =a=b=c=d
(q.e.d.).

. Un poligon de laturi date, are aria maxima, daca este inscriptibil. (enuntata de
Christian Huygens (1629-1695) in 1675 si demonstratd de Gabriel Cramer (1704-1752)
in 1752).

Demonstratie: Fie doud poligoane P si P' formate cu aceleasi laturi, cu P Inscris intr-
un cerc si P' neinscriptibil. Pe laturile poligonului P' purtdm exterior segmente de cerc,
corespunzatoare laturilor poligonului P. Obtinem astfel o linie curba (C') izoperimetrica
cu (C). Din inegalitatea izoperimetricd avem Aria (C) > Aria (C') .

11
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Aria (C) = Aria (P) + Aria (segm. de cerc) >Aria (P') + Aria (segm. de cerc)= Aria
()
Deci Aria (P) > Aria (P') (g.e.d.).

. Dintre toate poligoanele izoperimetrice cu acelasi numéar de laturi, poligonul
regulat are aria maxima. (Zenodor)

Demonstratie: Din consecinta 3 avem ca poligonul de arie maxima este inscriptibil.
Pe de alta parte, acest poligon trebuie si aiba laturile egale. In caz contrar, presupunem
AB=#BC si construim triunghiul isoscel AB'C cu acelasi perimetru cu A ABC. Dar
Aria (AB'C) > Aria (ABC) si obtinem un poligon izoperimetric de arie mai mare, ceea
ce este contrar ipotezei. Poligonul care extremeaza aria, are deci toate laturile egale, si
fiind inscriptibil, este regulat.

. Dintre toate poligoanele echivalente (cu aceeasi arie), de acelasi numar de
laturi, poligonul regulat are perimetrul minim.

Demonstratie: Fie P un poligon oarecare, de arie a si perimetru £, si P', P" doua
poligoane regulate de acelasi numar de laturi cu P, astfel incat P' este echivalent cu P
(a'=a) si P" izoperimetric cu P (£"=0).

Deoarece P'" este izoperimetric cu P si P" este regulat, rezulta din (C4| a''>a.

a'>a
{ ,=>a">a' =>(">{". Din {"=( §i {">{'={>{'=P" are perimetrul minim (q.e.d.).
a=a

Nota: Am optat pentru aceste consecinte deoarece, pot fi intelese usor de elevii din
liceu si de cei din clasele terminale din gimnaziu.

Bibliografie:

1. N. Mihaileanu - ,Istoria matematicii”’, vol.1, Editura Enciclopedici Romana,
Bucuresti, 1974.

2. N. Mihaileanu - ,,Istoria matematicii”, vol. 2, Editura Stiintifica si Enciclopedica,
Bucuresti, 1981.

3. L. Nicolescu - ,,Geometrie”, Editura Universitatii Bucuresti, 1993.

4. N.Stanciu, Matematicd gimnaziu & liceu, Editura >’Rafet’’, Rm. Sarat, 2007
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IV. Elemente de geometria triunghiului in coordonate baricentrice
(egalitati si inegalitati in triunghi).

Articolul vine usor in completarea programei scolare din liceu si are scopul de a
pune in evidentd noi metode de rezolvare a problemelor de geometrie si de a largi
orizontul matematic al elevilor.in cele ce urmeaza, voi enunta sase teoreme importante
s1 voi demonstra numeroase aplicatii ale acestor teoreme referitoare la unele egalitati si
inegalitati in triunghi.

Teorema 1.Se considera un triunghi fix ABC si notam
BC=a,CA=b,AB=c,S=Aria(ABC).
Atunci pentru orice M€ E; (unde, E, este planul euclidian)existd si este unic tripletul
ordonat (x,y,z) € R’ Xx+y+z=1 astfel incat

XMA+yMB+:zMC=0
si reciproc,pentru orice triplet ordonat (x,y,z) € R’ ,X+y+z=1 existd si este unic un punct
M€ E, astfel incat

XMA+ yMB+:zMC =0
si in acest caz vom spune ca punctul M are coordonatele baricentrice (X,y,z) in raport cu
triunghiul ABC si vom nota M(x,y,z).Pentru orice X € E, avem
xXA+yXB+zXC=XM
(demonstratie in [1]pag.66).
Exemple de coordonate baricentrice pentru cateva puncte remarcabile Intr-un triunghi:
1.1.A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1);

1.2.G l,l,l — centrul de greutate;
333

1.3.1 i,i,i — centrul cerculuiinscris C(1,r);,
2p 2p 2p

L45( a b c j_
Ap-a) 2Ap-a) 2p-a)
centrul cercului exinscris C(1,,r,);

p p p

1'6_F[<p—b><p—c> (p-o)p-a) (p—a)(p_b)]_
r(4R+r) ~ r(4R+r) ~ r(4R+v)

punctul lui Gergone;

1.5.N[p_a,p_b,p_cj—punctulluiNagel;

1.7.H (cthctgc, ctgCctgA,ctgActgB ) —ortocentrul,
R*sin24 R’sin2B R*sin2C

1.8.0( , , )—
28 28 28
centrul cercului circumscris C(O, R);
2 2 2
1.9.L(—2 b ¢ )—

a*+b*+c? at +b* +c* at + b+
punctul lui Lemoine.

Teorema 2.Puterea punctuluiM(x,y,z) €E, fatd de cercul C(O,R),circumscris
triunghiului ABC este dat de relatia:

p.(M)=—(yza® + zxb* + xyc*);OM* = R —pC(M).
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(demonstratie in [1] pag.68).
Aplicatii ale teoremei 2:

2.1.p.(G) = AP fer_ g aTbAC
9 9

a’ +b* +c* <9R?;

demonstratie:se aplica teorema?2 si 1.2.

2.2.p.(I)==2Rr,0I’ = R* —=2Rr,si,R > 2r;

demonstratie:rezulta imediat din teorema?2 si 1.3.

23.p.(I,)=—2Rr,,OI > = R* +2Rr,;

demonstratie:folosim teorema2 si 1.4.

24.p.(N)=-4r(R-r),ON = R-2r;

demonstratie:utilizam teorema 2 si 1.5.

2.5.p,(H)=-8R* cos Acos Bcos C,OH” = R*(1—8cos Acos BcosC),

. I .
sz,cosAcosBcosng,zar

OH? =9R*> —(a* +b* +¢?), deoarece,O—H =300G.
demonstratie:se aplica teorema 2 g1 1.7.

2.6.p,(T)=—-r(R+ r)(4 ;{’r rj;

demonstratie:se foloseste teorema 2 si 1.6.

abc ? abc ?
27 p(L)=-3 ——— | , O’ =R* -3 ———— | ,si,
PL) (a2+b2+c2] (a2+b2+c2j

a’+b>+c* > 4S\/§;
demonstratie:rezulta imediat din teorema 2 si 1.9.
Teorema 3.a)Pentru M(x,y,z) €E, exista relatia:
xMA® + yMB* + zMC* = —p_ (M)

b)Pentru orice X€ E, exista relatia:
xXA* + yXB? + zXC* = XM * — p, (M), si
xXA® + yXB* + zXC? > yza® + zxb* + xyc’.
(demonstratie in [1] pag.69)
Aplicatii ale teoremei 3 :

) ) ) , a’+b>+c?
3 M=G= XA" + XB" + XC” =3XG +fVXeE2;
GA> +GB* + GC? = 4 FD+ <
3 b
a’+b*+c?

XA* + XB* + XC? szz €k,

cu egalitate pentruX = G.
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32.M =1 =>aXA® +bXB* + cXC* =2pXI* + abc,VX € E,;
alA® + bIB* + cIC? = abc;

aXA® +bXB’ + cXC? > abc,VX € E,,

cu egalitate pentruX = 1.

33.M =1, = bXB* +cXC? + abc = aXA* +2(p—a)XI,’ VX € E,;
X=1,=bl,B*+cl,C* +abc=al ,A*;bXB* + cXC* + abc > aXA®
cu egalitate pentruX =1 ,.

3.4.DacaM (x,y,z) € E,,atunciVX € E,avem :

yza® + zxb® + xyc® < xXA* + yXB*> + zXC* < XM* + R?,

cu egalitate in s tan ga, pentruX = M

si egalitate in dreapta, pentruM = O.

De exemplu, pentruM = I =

abc < aXA® +bXB* +cXC* <2p(XI* + R?).

3.5.Daca, X = M => xMA*> + yMB* + zMC* =

= yza® + zxb* + xyc® = R* —OM* ,si,

xMA* + yMB* + zMC? < R*, cu egalitate pentruM = O,
3.6.Daca,X = A=> MA* = p,(M)+zb” + yc*,deunde,rezulta :
MA? + MB?> + MC? =3p (M) +(y+z)a’ +(z+x)b* + (x + y)c’.

Teorema 4.Daca M (¥ Yi20) € Eoo k=1,

este data de relatia:
B = ».)(z _Zz)a2 +(z; —2,)(x, _xz)b2 +

+(x; —x,)(», _yz)cz
(demonstratie in [1] pag.70).
Aplicatii ale teoremei 4:
Utilizand coordonatele baricentrice (vezi exemplele date)si teorema 4 obtinem
urmatoarele relatii:
a’+b*+c’

,atunci distanta Intre punctele M;,M,

MM, =

4.1.0G* =R* - :42.0H* =R*(1-8cos Acos Bcos C) =
9R* —(a’ +b* +c*) =
a’+b* +c* =8R*(1+cos A cos B cos C), de unde rezulta,

a’ +b* +c* =8R* < AABCeste, dreptunghic
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43.0I* =R* —2Rr;HN =20I,;
44.NI* =9GI* = p*> +5r> =16Rr =
p’ +5r° 216Rr45.HI* =4R(R+7r)+3r° — p> <4R(R+7)+3r%;

3

4.6T1° =r? 1—[
4

2
] :p\/g£4R+r;

R+7r
2
4.7.LI* =w;
p —r  —4Rr
4
48GT* =———|p*(4R*> +8Rr—-5r*)—r(4R+ 1)’ |=
9(4R + 1) X )= ]
(RR-r)2R+ Sr)p2 >r(4R + r)3;
2
4.9.HT? = 4R> 1—&13’;) = 2p>(2R—r) < R(4R +1)’.
R(4R +7)

Teorema 5. Daca Mk(xk,yk,zk) € Ez,k =1,

,atunci avem:
— 1
OMLOM; =R = |32, + 3,2)a + (25, +.2,5)b” + (v, +1,0)¢”

(demonstratie in [1] pag.71.).

Aplicatii ale teoremei S:

Folosind aceasta teorema obtinem egalitati si inegalitdti importante printre care cele ce
urmeaza:

5.1.0GOM = R —é[(y+z)a2 +(z 400> +(x+ )’

5.1.1.0G0A = R? —%(b2 +¢2),0G L OA < b* +¢* = 6R%, 5i,h* + ¢* < 6R?

< m(40G) <90

5.1.2.0GOI = R? —é(p2 +72 —2Rr),5i,2RBR+7) = p* + 1> < m(I0G) < 90°, iar,
2RBR+7)=p*+r* @ a=b=c,sau,0l L OG;

5.1.3.0GON = (R +r)* —p?z,si,p <3(R+7) & m(NOG) <90, iar,

p= \/g(R-i—r) < a=b=c,sau,ON 1 OG;

52.010M = R(R+7r)— %(xbc + yca + zab);

—— 1
5.2.1.0I0N = R® +5Rr—§(p2 +72),8i,2R(R+5r) > p* +r°

< m(ION) <90°,iar,
2R(R+5r)=p’> +r* ©a=b=c,sau,0I L ON;

522.0I04=R>+Rr - %bc,si, aR > (b +c)r < m(A0I) <90°, iar,

aR=(b+cyr<a=b=c,sau,04 L Ol.
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M, (x,,y;,2,) € E, k= 1,2,avem :
Teorema6.Daca __.__. 1
a)IM,IM, = —4Rr + E[(Zl +2,)ab + (x, + x,)bc + (¥, + y,)ca)—

1
- 5[()’122 + ),z )a2 +(z,x, + szl)bz +(xp, + xzyl)czl
(demonstratie in [1],pag.73)
b)GM,GM, = %(a2 LB 4e) 7%[@ +x,)d’ + (3, + 9B + (2, + 2,)c |-

1 2
75[()”122 +y221)a2 +(2%, + 2,x0)b" + (%, +x2yl)c2}

(demonstratie in [1],pag.74)
——— 1
OMM MM, = p M)+ {2+ 2)+ 200+ 1)~ (i, + 3zl +.

(demonstratie in [1],pag.75)

Observatie.Cu ajutorul acestor relatii remarcabile se pot determina ,in
particular,produse scalare,distante,egalitati si inegalitati utilizind puncte din multimea:
{4,B,C,0,G,H,1,1,,1,,1.,N,T',L}

asociatd unui triunghi ABC.(Exercitiu!).

Mai fac observatia ca particularizari si unele extinderi ale coordonatelor baricentrice
sunt abordate in lucrarile [2], [3] si articolele [4] , [5] .Un fapt care motiveaza studiul
coordonatelor baricentrice este legatura acestora cu calculul vectorial recent (relativ)
introdus in programele scolare IX-XII .

Nota:Problemele rezolvate aici s-au vrut cat mai elegante;ele au fost alese dintre cele
date la diferite concursuri sau publicate in diverse alte carti sau reviste.

Bibliografie
[1] .V.Nicula,Geometrie plana,Ed.Gil,2002.
[2].N.Teodorescu,s.a.,Culegere de probleme pentru concursurile de

matematica,vol.5,S.S.M.R,Bucuresti,1977.

[3].M.Craioveanu,l.D.Albu,Geometrie afina si euclidiand,Ed.Facla, Timisoara,1982.
[4] .T. Barsan, Recreatii matematice, nr. 1 / 2002;

[5] .C. Coanda, Gazeta matematica, nr. 8 / 2005;

[6].N.Stanciu, Matematicd gimnaziu & liceu, Editura *’Rafet’’, Rm. Sarat, 2007
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V. Teoremele fundamentale ale algebrei liniare, geometriei afine si euclidiene

1. Introducere.

Punctul de plecare al acestui articol il constituie un principiu emis de Felix Klein
in memoriul ,,Consideratii comparative asupra noilor cercetdri geometrice”, la Erlangen,
in 1872, cunoscut sub numele de Programul de la Erlangen. Cu ajutorul acestui principiu
sunt definite: algebra liniard, geometria afind si geometria euclidiand cu ajutorul
invariantilor unui grup de transformari. Prin emiterea grupului, am identificat sistemul
axiomatic ca o teorie a invariantilor fundamentali (puncte, drepte, relatia de incidenta, de
ordine, de egalitate, de paralelism, de continuitate) ai unui grup de transformari. In acest
sens, ca sd studiem o disciplind matematica este esential sa determinam grupul in raport
cu care notiunile ei sunt invariante.

in elaborarea acestui articol, am tinut cont ca acum la liceu, se adopta o
constructie a geometriei cu ajutorul unei axiomatizari bazatd pe algebra liniara, care
permite Tmbinarea metodelor sintetica si analiticd in studiul geometriei si usureaza
intelegerea geometriei afine §i a geometriei euclidiene.

2. Algebra liniara

Notiunile de spatiu vectorial, aplicatie liniara precum si proprietatile acestora
sunt tratate in [1] si [2]

Fie V s1 W doua spatii vectoriale peste corpul K cu

dim gV =nsi

dim W =m.

2.1. Teorema (fundamentala a algebrei liniare).

f :V — W, este aplicatie liniara daca si numai daca ecuatia ei

matriciala este de forma

y
yl a4y - 4, | %
’ Ay Ay - Gy, || Xy
Y =AX( y; |= ). (3] p-32)
aml amZ amn xn
Y

2.2. Teorema. Operatia de compunere determind pe multimea transformarilor

liniare bijective ale unui spatiu vectorial V peste corpul K o structura de grup.
Demonstratie :Fief : V — V, o transformare liniara bijectiva de ecuatie

Y =AXsig: Vo>V

o alta transformare liniara bijectiva de ecuatie Z = BY.AvemZ = (BA) X,

deci(a)gof : V — V este o transformare liniara,

conform teoremei2.1.Dacaf : V — V este data de ecuatia Y = AX,

atunci X = A™'Y si conform teoremei 2.1, avem (b)f' : V — V'

este o transformare liniara .

Din (a) si (b) rezulta c.c.t.d.

2.3. Definitie. Grupul din teorema 2.2 se numeste grupul liniar (vectorial)
general al spatiului vectorial V si se noteaza GL(V).

2.4. Definitie. Vom numi algebra liniara a spatiului vectorial V peste corpul K,
studiul proprietatile sistemelor din V care sunt pastrate de transformarile grupului
GL(V).

3.Geometria afina
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Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K, A o multime nevida
sif: Ax4—>V
o aplicatie care asociaza fiecarei perechi de elemente A,B € 4

vectorul f(A, B) notat XB,

astfelincat: 1)VA.B,C € 4, AB+BC = A—(f;2)EIO € A, astfel
incat aplicatiaf, : 4 >V

f, (A) = OA este bijectiva.

3.1. Definitie. Aplicatia f cu proprietitile de mai sus se numeste structura
afina.

3.2. Definitie. Multimea A dotatd cu structura afind f se numeste spatiu afin
asociat spatiului vectorial V peste corpul K. Prin conventie elementele lui A se numesc
puncte. Spatiul afin A asociat spatiului vectorial V peste corpul K cu structura afina f se
desemneaza deseori prin tripletul (A, V/K, f). dimg A=dimg V. def

Fie A; si A, doua spatii afine asociate spatiilor vectoriale V; si V, peste acelasi
corp K.

3.3. Definitie. Se numeste transformare afina a spatiului afin 4, in spatiul
afin 4, o aplicatie
7: 4, — A, cuproprietatea ca 3O € 4, astfel incat aplicatia T : V, — V, data

de T(OA,)) =7(0)z(A)),

VA, € 4, sa fie liniara . Transformarea liniara T se numeste urma

transformarii afine 7.

3.4. Teorema (fundamentald a geometriei afine) t: A; — A, este transformare
afind dacd si numai daca este datd de ecuatia Y = AX +B.(dimk A; =n, dim g A, =m)

([31, p. 245, [4], p. 140)

3.5. Teorema. Operatia de compunere determind pe multimea transformarilor
afine bijective ale unui spatiu afin A o structura de grup ([4], p.136).

3.6. Definitie. Grupul din teorema 3.5. se numesc grup afin si se noteaza GA
(A).

3.7. Definitie. Se numeste geometrie afina studiul proprietatilor invariante ale
spatiului afin la actiunea grupului afin.

4. Geometrie euclidiana.

Printre spatiile afine distingem o clasd importanta, spatiile punctuale euclidiene.

4.1. Definitie. Un spatiu vectorial real V dotat cu un produs scalar (< -, - >) se
numeste spatiu vectorial euclidian.

4.2. Definitie. Un spatiu afin € asociat unui spatiu vectorial euclidian E se

numeste spatiu punctual euclidian. dim g E=dim ¢ E.
Fie E; si E; doua spatii vectoriale euclidiene.
4.3. Definitie. Aplicatia T : E, — E, se numeste ortogonala daca

pastreaza produsul scalary.,.).
Fie & si & doua spatii punctuale euclidiene asociate spatiilor vectoriale
euclidiene E; si E; (dim x &; = n, dim & = m).

4.4. Definitie. O transformare afina t: E & se numeste izometrie daca urma
saT: E; = E, este ortogonala.
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4.5. Teorema. T: E; ™ E, este ortogonala dacad si numai dacd matricea asociatd A
verifica relatia TA oA = I,

> Lj=k —
((*)Zaya,'k :5jk :{ . ,V],kE],n)
i=1

0,j+#k
([4], p. 90).
4.6. Teorema (fundamentali a geometriei euclidiene). Transformarea t: €, —

&, este izometrie dacd si numai dacd este dati de ecuatia y = AX +B si matricea A
verifica relatia TAA=1,.

Demonstratie: rezultd imediat din definitia 4.4 si teoremele 3.4 si 4.5.

4.7. Observatii.

a) Dacd dim g & = dim & = n se obtine teorema fundamentald a

geometriei euclidiene in spatiul punctual euclidian &,.

b) Teorema fundamentald a geometriei euclidiene plane, respectiv teorema
fundamentala a geometriei euclidiene in spatiu se obtine din teorema 4.6. pentru m = n=
2, respectivm =n = 3.

C) O alta demonstratie pentru teorema fundamentala a geometrie euclidiene
in spatiu se bazeaza pe proprietati elementare ale izometriilor planului ([4], p. 98).
d) O alta demonstratie pentru teorema fundamentala a geometriei

euclidiene in spatiu se bazeaza pe proprietati elementare ale izometriilor spatiului ([4],
p. 98).

4.8. Teorema. Multimea izometriilor bijective ale unui spatiu punctual euclidian
dotat cu operatia de compunere constituie un grup.

Demonstratie. Fie ©: €&, izometrie cu urma sa T: E™E. Din teorema
3.5.compunerea a doud aplicatii afine bijective este o aplicatie afind si In plus
compunerea a doud aplicatii ortogonale este o aplicatie ortogonala. Deci avem (a)
compunerea a doua izometrii bijective este o izometrie. Tot din teorema 3.5. inversa
unei aplicati afine bijective este o aplicatie afind si In plus inversa unei transformari
ortogonale este o transformare ortogonald. Deci avem (b) inversa unei izometrii
bijective este o izometrie.

Din (a) si (b) rezultd ca multimea izometriilor bijective ale unui spatiu punctual
euclidian dotata cu operatia de compunere constituie un grup.

4.9. Definitie. Grupul din teorema 4.8. se numeste grupul izometriilor spatiului

punctual euclidian & si se noteaza GI(€).
4.10. Definitie. Se numeste geometrie euclidiand studiul proprietatilor
invariante ale spatiului punctual euclidian la actiunea grupului izometriilor (studiul

acelor proprietiti care sunt pistrate de transformdrile grupului GI(E), adicd de
izometrii).
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VI. GENERALIZAREA UNOR PROBLEME DE CALCUL
INTEGRAL

Ideea scrierii prezentului capitol mi-a fost sugeratd de géasirea unor metode
generale pentru solutionarea unor probleme de calcul integral intalnite destul de des in
Gazeta Matematica seria A si B si in alte reviste de profil (R.M.T. Timisoara, R.I.M.
Brasov, S.I.M Baciu , Recreatii Matematice Iasi, etc.).

VIL.I. Asupra calculului integral pentru functiile pare si impare.
Propozitia 1.
Fie ¢ € (0,0) si f :(—c,c) > R o functie continud. Atunci :

| f(—x)dx:f f(x)dx, Va,be(-c,c); in particular, j f(=x)dx = [ f(x)dx,
Vaae (—c,0); _ R

a 0
(2) f este para daca si numai daca J f(=x)dx = J. f(x)dx, Vae(0,c)( respectiv
0 —a

ae(-c0));

(3) f este impara dacd si numai daca I f(x)dx =0, Va € (0,c)( respectiv a € (—c,c));

(4) dacd inplus f este pard atunci [ f(x)dx = 2[ f(x)dx, Va e (-c,c);
—a 0

(5) (1) daca f este para atunci Ixf (x)dx =0, Va e(—c,c);

—a

a a

(il) daca f este impard atunci J.xf (x)dx = 2I xf(x)dx, Va € (—c,c);

—a 0
(iti) dacd f este arbitrard atunci [f(x’)dx=2[f(x’)dx, Vae(-c,c) si
—a 0

]l.xf(xz)dx =0, Va e (—c,c).

Demonstratie .
(1) Fie a,b € (—¢c,c), a < b fixati; facand substitutia x = —¢, obtinem c.c.t.d.

(2) Daca f este para, f(x)=f(-x),Vae(—c,c) si deci

]if(x)dx = ]if(—x)dx = j).f(x)dx, Va e (0,c)

a 0
Reciproc sd presupunem ca I f(x)dx = _[ f(x)dx, Va € (0,c)
0

—a
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Atunci
[ )= e = [ £ ()dx = [ f(=x)dx = [ £ (x)dx = [ £ (x)dx =0, Ya & (0,0)

Rezultd ca f(x)— f(—x)=0, Vxe(0,a). Dacd x € (—c,0) atunci —x € (0,c¢) si prin
urmare f(—x)— f(—(-x))=0 deci f(x)= f(-x), Vx e (—c,c) adica f este para.
(3) Daca f este impara f(x)+ f(-x)=0, Vae(-c,c) si deci Vae(0,c) avem

e = [ e+ | oo = (-0 + e =0,

Reciproc fie a,be(-c,c),a<b fixati , conform ipotezei avem

]if(x)dx = if(x)dx =0, dar if(x)dx = _ff(x)dx + _ff(x)dx + j.f(x)dx

dar din (1) j fdx= [ f(=x)dx , rezulta ca j f(dx = [ f(=x)dx  deci

_[( f(=x)— f(x))dx=0, de unde f(—x)+ f(x)=0 Vxe(—c,c)prin urmare f este

impara.
(4) Daca f este para avem f(x)= f(-x), Vxe(-c,c) si deci

]if(x)dx = j).f(x)dx + ]l.f(x)dx = .O[f(—x)dx + If(x)dx (1:)2]. f(x)dx,

(5) (i) Daca f este para atunci functia x — xf(x) este impara si deci Ixf (x)dx (3:)0 ,
Va e (—c,c)

(i1) analog ca in (i)

(iii) rezultd imediat din (i) si (i) tinAnd seama de faptul ci functia x — f(x*)
(respectiv x — xf(x*)) este pard (respectiv impari).
Propozitia 2.
O functie f:R—>R continud este imparda dacd si numai dacd VxeR,

I f(t)dt = cons tant.
Demonstratie.

f fiind continud admite primitive .Fie F o primitiva a sa, rezultd ca I f(ydt=C
dacd si numai dacd F(x)—F(—x)=C , prin derivare dacd si numai daca
f(x)+ f(—x) =0 adica f este impara.

Reciproc daca f este impara f(=x)=—f(x) implica

j f)dt = T f@t)dt +I f()dt = T f)at —I F(=tydte i f(t)de - T f()dt=0.

VLII. Asupra calculului integral pentru functiile pare si impare
generalizate.
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Definitie.
Functia f: [a —-r,a+ r] — R se numeste a-pard dacd f(a+x)= f(a—x),VxeR cu

|x| <r,respectiv a-impard dacad f(a+x)=—f(a—x),VxeR cu |x| <r.

Propozitia I1.1.
Fie f:[x,~r,x, +7]— R continui cu proprietatea ci af (x, + x)+bf (x, —x) =c, Vx

x|<r,a,beR",ce R, atunci:

1 dx=——, a+b=#0;
()J{(x) v = +b
(i) [f(x)dy="+2
X a

Xo—T

Demonstratie.
Consideram a,f: [— r, r] - [xo —7,X, + r], a(t)y=x,+t, pPE)=x,—-t s cum
f:la=r,a+r]— R este continua putem aplica scimbarea de variabila

Xo+7r a(r)

@ j f@dx= [ f(x)dx = j fa@)a'(t)dt = j S (xg +1)dt = j (———f(xo —1))dt =
a(-r)
ﬂ( )
—ﬁ——jf( %~ =218 j BB @d =242 | pode=
ﬂ( r)

—£+—xo.[rf(x)dx .Rezulta ca xo'[lf(x)dxnt—xi[rf(x)dx = ﬁ si  deci
XT;’(x)dx _ 2
o a+b

Xo+r Xo+r a(0)
(ii) j F(x)dx = j F(x)dx+ j F(x)dx , dar j F(x)dx = j F(x)dx = j f(x, +0)dt =

a(-r)
= j(— ——f(x —)dt =——= j S (xg = 1)dt = jf(ﬂ(t))ﬁ (t)dt =
ﬂ( )
——+— j F(x)dx = —+— j F(x)dx, rezulta ca
ﬂ( r) x0+r
r(]rf(x)dx - —+— j f(x)dx + j S = 4bT
Propozitia 11.2.
(1) Daca fila-ra+r]>R este continud atunci:
aJtrf(x)dx _ 2 aff (x )dx,daca f estea -para

a-r

0,daca f este a - impara
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(i1) Produsul (catul) a doua functii de a-paritati diferite este o functie a-impara si produsul
(catul) a doua functii de aceeasi a-paritate este o functie a-para.
Demonstratie.

(1) Daca f este a-para, atunci f(a+x)— f(a—x)=0; deci in II.1. punand a=1, b=-1,
¢=0, xp=a si conform II.1.(i1) rezulta ca :

a+r ] _ _1 a+r a+r

jf(x)dxz (] ). jf(x)dx=2jf(x)dx.

Daca f este a-imparda, atunci f(a+x)+ f(a—x)=0 si punand in IL.1.(ii)) a=b=1, c=0,

rezultd ca I f(x)dx=0

a—-r

(11) Fie f,g a-pare adica f(a+x)= f(a—x), g(a+x)=g(a—x) rezultd ca
(f-gla+x)=fla+x)-gla+x)=f(a-x)-g(a—x) si analog
(i)(a +x) = (i)(a —x) rezultd cd f-g si A sunt a-pare, analog aratandu-
g g g
se si restul.
Propozitia I1.3.
Pentru orice functie f : [a -r,a+ r] — R, existd o functie f, a-pard si o functie f, a-
impara astfel incat f(x) = f,(x) + f,(x), Vxe[a—r,a+r].
Demonstratie.

Fie fHi(x) = ; fL(x0) =

f(x)=fi(x)+ f,(x).Cum f,(a+x)=f(a—x) rezultd cd f, este a-pard iar, cum

rezulta ca

Jf(x) + f(2a—x) f(x) ~ f(2a~-x)
2 2

fr(a+x)+ f,(a—x) =0 rezultd cd f, este a-impara.

Propozitia 11.4.
Daca f,g: [a —-r,a+ r] — R sunt integrabile si f* este a-para atunci:
a+r a+r

[ fg@dr = [ f(0)-(2(x)+ g2a—x))dx.

Demonstratie.
Din I1.3 rezulta ca g(x) = g,(x)+g,(x),unde g, este a-pard si g, este a-impara deci

a+r a+r a+r a+r (112)

[rog(d = [ £ () + g ()dx= [ f()g,(N)dx+ [ f(x)g,(x)dx =

2y atr 1.3) air

(
= 2[/(g@dx = 2 [f(x)g(x)+g(2a-x)dx.

Propozitia I1.5.
Fie f,g: [a -rf,a+ r] — R integrabile si f este a-impara.Atunci :

[ f(g@dr = [ f(x)(2(x) - g(2a - x))dx.
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Demonstratie.
Se demonstreza analog cu propozitia I1.4 utilizand I1.2. 1 11.3.

Concluzie. Acest capitol propune propozitii care permit calculul unor integrale
definite ce fac obiectul unor probleme publicate in Gazeta Matematica si alte reviste de
specialitate sau in unele manuale alternative de clasa a XII-a.

In continuare propun spre rezolvare urmatoarele probleme reprezentative : pb.
14847 Gazeta Matematica, nr. 7 (1975), pb. 22377 Gazeta Matematica, nr. 5 (1991),
pb. 22750 Gazeta Matematica, nr. 1 (1993), pb. 22990 Gazeta Matematica, nr. 4
(1994), pb. 23834 Gazeta Matematica, nr. 12 (1997), pb. 24094 Gazeta Matematica, nr.
3 (1999), pb. 14847 Gazeta Matematica, nr. 7 (1975), pb. Datd in concurs Gazeta
Matematica, nr. 1 (2002), pb. 25054 Gazeta Matematica, nr. 2 (2004) si doua aplicatii
ale autorului:

Aplicatia 1.
2z
S4 se calculeze: I
0

sin x cos 2x »
(1+sin” x)(1+sin’* 2x)

Solutie.
cos2x sin x

Fie f,g:[0.27]— R, f(x):1 g(x) =

. 2 - . M
+sin? 2x 1+sin? x

Se observa cd f (7 —x)= f(7+x), adicd este 7 —pard si g(7 —x)=—g(xr+x) adica
este 7 —impara.Functia 4 : [O,27r] —> R, h(x)= f(x)-g(x) este conform Propozitia

I1.2. (ii) 7 —impara si conform Propozitia I1.2.3i) avem
Th(x)dx 3 T sin x cos 2x B
0 o 1+ sin” x)(1+sin” 2x)
Aplicatia 2.
Sa se calculeze:
2007 2008
[ —,
007 D sh*t
et +1
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. < g . 1
Solutie. Notdim f(x) = x*"*, g(x)=> sh*'x si h(x)=———
k=1 ZShZ/(flx
er! +1
Se observa imediat cd feste continud §i pard, g este continud si impard iar
2007 x2008 2007
h(x)+ h(—x) =1 Rezultd [ = j - = j F(x)h(x)dx.Se stie ci o functie
2007 sk -2007
e +1
arbitrara (care nu este nici pard nici impard) se poate scrie ca o suma de doua functii una
. . +n(— .
para si alta impara astfel A(x) = h,(x)+ h,(x), unde A,(x) = M = para si

h,(x) =w=imparé.in continuare utilizam faptul ca produsul(catul) a doud

functii de aceeasi paritate este o functie pard si respectiv produsul(catul) a doua functii
de paritati diferite este o functie impara si obtinem :

2007 2008 2007 2007
= — =[£Gy = [ £ (x)+ by (x)dx
2007 D sk -2007 -2007
et +1
(11.2.iy 2007 (I1.2.7)
= [/ dx =
~2007
(11.2.i) 2007 200720
= X)dx = ———
;'). A 2009
Bibliografie

[1] V. Arsinte, Probleme Elementare de Calcul Integral,Ed. Univ. Bucuresti, 1995
[2] D.M. Batinetu — Giurgiu,s.a., Analiza Matematica, Ed. Matrix Rom, Bucuresti, 2004
[3] Gazeta matematica 1895 - 2007

VII. Calculul integral in cazul functiilor periodice

Propozitia 1. Fie /' : R > R o functie continud. Atunci avem:
a+T
a) f este periodica de perioadd T, daca si numai daca, I f(x)dx= c(constant)

a
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(V) ae R;

b) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Orice primitiva a lui £, este periodica de perioada T;
(11) f este periodica, de perioada T;

a+T

(iii) j F(x)dx=0, (V)xeR

Demonstratie:
a) (=).Dinipoteza, f(x+7) = f(x),(V)x € R.Avem:

a+T 0 a+T

M [ fde = f(t)dt+]‘ f@de+ [ f(O)dt(9)a e R;

Féacand in ultima integrald, schimbarea de variabila t=y+t, y € [O,T ], obtinem:

a+T

@) [f@dt=[f(y+T)dy = [ f(»)dy,(V)a e R.

Din (1) si (2) rezulta: j F(t)dt = j F(O)de + j F(Ode+ j f(dt = j F(T)dt,(V)a e R;

(<). Presupunem ca j f(®dt =c,(V)x e R sifieFoprimitivaalui f.

Atunci, ¢ = F(x+T) - F(x),(¥Y)x € R si deci prin derivare obtinem:
f(x+T)- f(x)=F'(x+T)-F'(x) =0,(¥)x € R, de unde rezultd ca f este periodica
de perioada T.
b) (i)= (il) Mai intai, observam ca , orice primitiva a lui f este periodica de
perioada T, daca si numai daca, exista o primitiva a lui ', periodica, de perioada T,

daca si numai daca, functia F(x) = I f(t)dt,x € R, este periodica de perioada T.

(i)= (1). Daca f este periodica, de perioada T,
avem: (F(x+1)—F(x))' = f(x+1t)— f(x)=0,Vx € R, sideci, existiun c € R,

T
astfel incat F(x+¢)—F(x)=c¢,Vx e R.Atunci ¢ = F(0+1)—- F(0) = J.f(t)dt =0, deci
0

F(x+1t)=F(x), Vx € R sideci F este periodica, de perioada T.
(i1) < (iii). Rezulta din a).
(1)= (iii). Daca (i) este adevaratd, atunci F este periodicd, de perioada T, si avem:
x+T
[f@dt = F(x+6)- F(x)=0,vx e R.

X

(iii)= (i). Din Tf(t)dt = F(x+{)-F(x)=0,Vx e R

X

si deci F este periodica, de perioada T.
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VIII. Rezolvarea analitica si sintetica a unor probleme de geometrie in
spatiu
CINCI METODE PENTRU DETERMINAREA DISTANTEI DINTRE
DOUA DREPTE NECOPLANARE
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Capitolul de fata isi propune:

e Prezentarea a cinci metode pentru calculul distantei dintre doua drepte
necoplanare una sinteticd , doua drept aplicatii ale produsului mixt si celelalte
doua ca aplicatii ale produsului scalar.

e Scopul acestui articol este de a Ingloba intr-o schema generala rezolvarea acestei
probleme(determinarea distantei dintre doud drepte necoplanare) si abordarea
dintr-o altd perspectiva a problemelor de acest gen, atit din punct de vedere
metodologic cat si creativ.

Problema determinarii distantei dintre doua drepte necoplanare a mai fost tratatd in

G.M. nr. 9 /2004 de catre profesorii Valentina si Ion Cicu (o metoda sinteticd) si in

G.M. nr. 8 /2006 de cétre regretatul prof. dr.Florin Cirjan (o metodd analiticd — ca

aplicatie a produsului scalar).

Metoda 1.(vezi G.M. nr. 9/ 2004 ) Distanta dintre doud drepte necoplanare se

poate calcula fdra determinarea pozitiei segmentului care defineste distanta,

utilizand o formuld de calcul.

Astfel , pentru calculul distantei dintre dreptele necoplanare AB si CD

(not) '
= d(AB.CD), putem utiliza formula (1) d(AB,CD)= 6 V(ABCD) ,

AB-CD-sinZ(AB,CD)
unde V(ABCD) este volumul tetraedrului ABCD iar Z(AB,CD)este masura

unghiului dintre dreptele AB si CD. Aceastd relatie este cunoscutd sub numele de
formula lui Chasles.

Metoda 2. Calculul distantei cu determinarea pozitiei segmentului care o defineste,

utilizdnd produsul mixt .Produsul mixt al trei vectoriv,,v, si v, este numarul
— (not) —

v, - (v, xv;) = (v,,v,,v;) care se determind calculand determinantul format cu
coordonatele celor trei vectori scrise pe liniile determinantului.

C - @y

\

In figura de mai sus, dreptele necoplanare sunt (d,) si (d,) cu vectorii directori
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v, si v, .Dreapta perpendiculard comund celor doua drepte este (d,.) care are ca

—

vector directorpe v.Dind, 1L d sid,. Ld, rezultd v=v xv,.

Daca M, €(d,) si M, €(d,) atunci cele doud plane (F) si (P,) au ecuatiile :
(P): (; - Z,\Tl,;) =0, respectiv (P,): (; - Z,Z,Q) =0, unde ;; (respectiv Z) este
vectorul de pozitie al punctului M, ( respectiv M, ).Ecuatia dreptei perpendiculare

comund este datd ca intersectia celor doud plane (F,)si (P,) .Deci avem:

(R) (r=1,v,,v) =0
(dp.c.){ = (dp.c.) g —_ — -
() {(r—rz,vz,v) =0

In continuare se determini coordonatele punctului M (respectiv N) ca intersectia a
doua drepte.

{M}{(dl) : {N}{(dz)

@, ",

In final se determind distanta dintre dreptele necoplanare (d,) si (d,)ca distantd
dintre punctele M i N;d((d,),(d,)) =d(M,N).

Metoda 3. Calculul distantei dintre doud drepte necoplanare fard determinarea
pozitiei segmentului care o defineste. Aceastd metoda are la baza tot produsul mixt.

Dacd dreptele necoplanare sunt (d,) si (d,) cu vectorii directori v, si v, se
considera doud puncte M, €(d,) si M, €(d,) .Avem figura de mai jos:
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I

Vectorii v, , v, st M, M, determind un tetraedru a cdrui indltime este distanta cautata (

vezi demonstrarea sintetica din G.M. nr. 9 / 2004).Se stie din interpretarea geometrica a
produsului mixt ca volumul paralelipipedului determinat de trei vectori este valoarea
absoluta a produsului mixt .

Avem

— [N (not)

d((d,),(d,)) =1naltimea tetraedrului format de Vectorii{ 17; sV, , MM, } =h
Scriem volumul tetraedrului in doud moduri :

1 V _ Vparalelipiped _ | (vl b V2 ’MIMZ) |
( ) tetraedru — 6 - 6

RN —

A -h VvV, XV, h
DV =5 " _ =
( ) tetraedru 3 2 3

Din (1) si (2) rezultd formula de calcul pentru distanta cautatd :
(¥) h = | (Vla‘zaj‘ﬁMz) |

v, XV,

Metoda 4. Fie (d,) , (d,) doua drepte necoplanare si fie MN perpendiculara lor
comuna.

Presupunem cd sunt cunoscute doud puncte Ae(d,), Be(d,) astfel incat este

cunoscut vectorul 4B .Daci \71 este vectorul director al dreptei (d,) si Z este vectorul
director al dreptei (d,) atunci vectorul MN  se exprimd  astfel:
MN = MA+ AB+ BN = a;l+ﬂ9+ﬂxz unde numerele reale o si £ sunt incd
MN v, =0

MN v, =0

Acestea constituie un sistem de ecuatii liniare in necunoscutele o si £ .Dupa
determinarea lui o si B aflam d((d,),(d,))= ‘ﬁv‘: a\Z+Z3+ﬂ\Z

Metoda 5. (vezi G.M. nr. 8 /2006 ) Determinarea distantei dintre dreptele necoplanare
(d)) si (d,) cu determinarea pozitiei segmentului MN care defineste dreapta

nedeterminate.Ele vor fi determinate din conditiile de ortogonalitate

perpendiculara comuna.Consideram aceeasi figura ca mai sus.
Din M e(d)) = M(a, f|(a), /;(@)), iar din N €(d,) = N(f,g,(f).&,(p)), unde
fi, 15.81,&, sunt functii liniare .Necunoscutele o si £ se determind din conditiile de

MN v, =0
MN - v, =0
d((d),(d,)) = d(M,N).
Exemplu. Sa se calculeze distanta dintre o diagonald a cubului §i 0 muchie ce nu o
intersecteaza.

ortogonalitate .Se determind coordonatele punctelor M si N iar apoi
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D' C’

Pentru utilizarea celor cinci metode alegem reperul Axyz cu originea in varful
A, iar Be(Ax, A' € (Az, D € (Ay, A'(0,0,a), B(a,0,0), C(a,a,0) si D'(0,a,a).

Solutie(metoda 1.) .
d(AA',BD") = 6'V(4A D'B) .
AA'-BD'-sin Z(AA',BD")
AA"=a, BD' = a~/3,sin L(AA', BD") = sin Z(DD',BD") = \
BD a2 si V(AA'D'B) = % obtinem
" BD' a3
a2

d(Ad',BD) ===

Dacd inlocuim 1n  aceastd  relatie

Solutie(metoda 2.) .
d(AA',BD"Y=d(M,N); v, = A4'(0,0,a),v, = BD'(-a,a,a),v=v, xv, =(-a’,—a’,0)
x—y=0

P)ix—y=0,(P):x—y+2z=0,(d,.):
(B):ix—y (P):ix—y+2z (p..) {x_y+22=0

. |x=0 W |xX+ty=a
(dl)E(AA):{ ] ;<d2>z<BD):{ :
y=0

y—z=0
x=0 X+y=a
y=0 y—z=0
Wy TN
xX=y xX=y
xX—y+2z-a=0 X—y+2z-a=0
a a a a a2
M(0,0,—), N(—=,—,—),d(AA",BD")=d(M,N) = .
( 2) (222)( )=d(M,N) 5
Solutie(metoda 3.) .

32



Articole si note matematice

—_— — —

(vi,V,,A4B)
d(AA',BD") = ————, unde

H

VvV, XV,

y, = AA'(0,0,a),v, = BD'(—a,a,a),v =v, xv, = (—a*,~a>,0), AB(a,0,0).Se obtine:

(v AB) ==’ , o xvi|=a*V2 si dad By =52
Solutie(metoda 4.) MN=a- VT + [ vj +AB = (a— pa, pa,ca + pa).
, MN-v, =0 [a+p=0 1 1
Conditiile de ortogonalitate sunt | & 3 1<:> a=——,f=—
MN -v, =0 a+3p = 2 2
a2

Avem 1\7\/(%,%,0) si d(AA',BD') = HW\IH -

Solutie(metoda 5.) .M (0,0,a), N(f,a— f,a— ﬂ),m(ﬂ,a — f,a— f —a) .Conditiile de

ortogonalitate sunt
MN-v,=0 (a+B=a

Wm0 1ol e gt s M0 NE LY

MN -v, =0 a+3f=2a 2 2 222

= d(A4',BD") =d(M,N) =

a~?2

2
In incheiere, invitdm cititorii sd incerce utilizarea celor cinci metode pentru rezolvarea
unor probleme in conditii mai generale.

Bibliografie

1. GM. nr. 9/2004
2. G.M. nr. 8 /2006
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IX. ASUPRA UNEI PROPOZITII SI APLICATIILE EI

Domnului Profesor D.M. Batinetu — Giurgiu,
ca semn al stimei mai multor generatii

O gama destul de largd de proprietati elementare §i aparent nelegate intre ele
admite o schema comuna de demonstratie.In acest articol dorim sd aprofundam aceste
proprietati, relevind mecanismul comun al demonstratiei si aducand anumite

completiri.Contextul in care ne plasim este cel din [1] si anume:

1). Functia f: [a —-r,a+ r] —> R se numeste a-para daca
fla+x)= f(a—x),VxeR cu |x| <r, respectiv  a-impard daca
fla+x)=—f(a—x),YxeR cu |x|£r;

2). Functia f: [a —b,a+ b] — R, continud, a,be R, b>0, are graficul simetric
fatad de dreapta x =adacd f(a—h)= f(a+h), Vhe [O,b](adicé f este a-pard);
3).Functia f: [a —b,a+ b] — R, continua, a,be R, b>0, aregraficul simetric
fati de punctul A(a,0)dacd f(a—h)=—f(a+h), Vhel|0,b](adici feste
a —impara);

4).Fie f:R — R continud.Punctul C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul
lui fdacd f(a—x)+ f(a+x)=2b, VxeR.

Rezultatul principal al acestui articol este:
Propozitia 1.(D.M. Bitinetu — Giurgiu) — publicata in [1] si [2], fara anul aparitiei
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Fie f: [xo—r,x0 + r] — R continud cu proprietatea cd af (x, +x)+bf (x, —x)=c, Vx

cu [x{<r,a,beR", ce R, atunci:

Xo+r

(i) J.f(x)dx— @b 0;

Xo+7 x0+l

(i) [fode=+
- a

Xp—

Demonstratie.
Considerim @, B:[-r,r]=[x, - r.x, +7] a()=x,+t, PE)=x,-t si cum
I [a —-r,a+ r] — R este continud putem aplica scimbarea de variabila

Xo+r a(r)

@) jf(x)dx— [ fodx = j fla(®)a'(t)dt = j S (xy +1)dt = j (———f(xo—t»dr—

—-r a(-r)
P ) ﬁ( ")
—ﬂ——jf( =0t = =42 j BB @d =42 | pxde=
p(=r)
_2er —xoj.lf(x)dx Rezulta  ca xoj.rf(x)dx—i-—xoj.’f(x)d 27§ dec
XOJ.rf(x)dx: 2er .
a+b
Xo+r Xo+r a(0)

(ii) j F(x)dx = j F(x)dx + j F(x)dx, dar j F(x)dx = j F(x)dx = j F(x, +0)dt =

Xo=7 Xo=r Xo=1 a(-r)

_I (———f (x, —t))dt———— j f(x,—t)dt = jf (BO)B'(1)dt =
ﬂ(O)
__+_ J'f( )dx _—+— If(x)dx rezulta ca
a ﬂ( r) Xot+r

[£Gdx ="+ j £ (x)dx + j fde ="+

x0+)

in [3] am gésit problemele 16024, G.M 8 — 1976 autor Gh.Fétu si 16383, G.M I —
1977 autor Anton Reiderer care tin de istoricul propozitiei de mai sus.

Aceastd teorema , atribuitd lui D.M. Batinetu — Giurgiu, a fost in anii care au
trecut redescoperita si particularizata de mai multe ori avand pana in prezent mai multe
aplicatii.O parte din aceste aplicatii sunt prezentate in cele ce urmeaza.

Aplicatia 1.

Daca fila=r,a+r]>R este continud atunci:
o 2. x )dx,dacd f estea - pard
[ o= J f(x)i.dach 1 estea-p

a-—-r

0,daca f este a - impara

Demonstratie.
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Daca f este a-pard, atunci f(a+x)— f(a—x)=0; deci in Propozitial.(i1)) punand a =1,
b=-1,c=0, x,=a rezultaca:

a+r a+r a+r

If(x)dxzﬁ- jf(x)dxzzjf(x)dx.

Daca f este a-impara, atunci f(a+ x)+ f(a—x)=0 si punand in 1.(i1) a=b=1, ¢=0, rezulta

a+r

cd j F(x)dx=0.

Aceasta aplicatie, caz particular al teoremei D.M. Batinetu — Giurgiu, este foarte
cunoscuta si utilizatd foarte des in diverse cazuri particulare.

Aplicatia 2.

Fie f: [a—b,a+b]—> R, continud, a,be R, b>0.Functia f are graficul simetric

a+h a a+h

fatd de dreapta x=a, dacd si numai dacd j F(x)dx=2 j F(x)dx=2 j F(x)dx,
a—h a—h a

Vhel-b,b].

Demonstratie.

Daca f este simetricd fata de dreapta x =a, atunci f(a—h)= f(a+h), Vhe [O,b],
a+b a+b

deci f este a - pard si conform Aplicatiei 1., rezulta ca J- f(x)dx =2 I f(x)dx
a-b a

si facand schimbarea de variabild ¢@(x)=x-b, ¢@: [a,a + b] —> R, @pla)=a-b,
a+b a

p(a+b)=a,obtinem [ f(x)dx= [ f(x)dx.

a-b
Reciproc, [ fiind continuda , admite ca primitiva pe F (x)=j f(t)dt,

F:la—b,a+b]— R,cu F(a)=0. Relatia din enunt, implica :
F(a+h)—F(a—h)=2-[F(a)-F(a—h)]|=2-[F(a+h)-F(a)], Vh cu |h|<b.
Rezulta ca F(a+h)=-F(a—h), deci F'(a+h)=-F'(a—h)-(a—h)", adica
f(a+h)= f(a—h) sideci f este simetricd fatd de dreapta x =a, adicd f este a-
para.

Aplicatia 3.
Fie f: [a —b,a+ b] — R, continud, a,b € R, b > 0.Graficul functiei f este simetric
a+b
fata de punctul A4(a,0), daca si numai daca I f(x)dx =0.
a-b
Demonstratie.
Daca f are graficul simetric fatda de punctul A(a,0)avem f(a—h)=—f(a+h),
a+b
Vhe [O,b], adica f este a-impara si conform Aplicatiei 1. rezultd ca I f(x)dx =0.
a-b
Reciproc, ca in demonstratia Aplicatia 2. relatia din enunt devine
F(a+h)—F(a—h)=0, care prin derivare devine: f(a+h)+ f(a—h)=0, adica f
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este a - impara , deci are graficul simetric fatd de punctul A(a,0).

Aplicatia 4.(Problema mentionata la concursul S.S.M — autor Ana Avram, G.M 1 —
1978, data in concurs)
Fie f:R — R continud si punctul C(a,b) centrul de simetrie pentru graficul lui [,

2a
atunci j F(t)dt = 2ab.
0

Demonstratie.(in G.M 1 — 1978 avem o alta demonstratie)
Dacd punctul C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul lui f, atunci

fla=x)+ f(a+x)=2b, Vxe R .Conform Propozitiei 1. pentru a=b=1, c=2b,

ata 2-2b

2a
X, = a, rezultd ci ! F(t)dt = ajaf(t)dz = a=2ab

Aplicatia 5.
Fie f: R — R continua. C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul lui f daca si

numai daca If(t)dt =2bx, VxeR.

Demonstratie.
Daca C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul lui f atunci

fla—r)+ f(a+r)=2b, VreR.Observdim ca putem aplica Propozitia 1. cu
a+x 2 . 2b

a=b=1, c=2b, r=x rezultd ci jf(z)dt: -x = 2bx.

B 1+1
Reciproc, daca _[ f(t)dt =2bx, rezulta I f(t)dt + I f(t)dt =2bx dar, cum f este
continud , admite primitive i fie Fo primitivd a sa; atunci avem

2bx = j‘f(t)dt+arf(t)dt=F(a)—F(a—x)+F(a+x)—F(a):F(a+x)—F(a—x).

a—x

Derivand relatia de mai sus rezultd
2b=F'(a+x)-F'(a—x)= f(a+x)— f(a—x)-(—x)'=f(a—x)+ f(a+x) c.c.td.

Un caz particular al acestei aplicatii este problema 17117 din G.M. 3 — 1978, autor
Paul Lefter.

In incheiere, propun cititorilor si consulte [2] si [3] unde se gisesc mai multe

exercitii propuse de diversi autori , date la concursuri si olimpiade care se pot rezolva
utilizdnd Propozitia 1., si proprietatile functiilor pare si impare generalizate.
Indicatii:
a) din [3]: 14847 G.M. nr. 7/ 1975, 22377 G.M. nr. 5/ 1991, 22750 G. M. nr.
1/1993, 22990 G.M. nr. 4/ 1994, 23834 G.M. nr. 12/ 1997, 24094 G.M. nr.
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3/1999, 14847 G.M. nr. 7 /1975, pb. Data in concurs G.M. nr. 1 /2002,
25054 G.M. nr.2 /2004, 25775 G.M. nr. 4/2007;
b) din [2]: 6.57,6.58, 6.112,6.117, 6.118, 6.135.
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X. GENERALIZAREA UNOR INEGALITATI

in cinstea reunirii intregului material din prestigiosul patrimoniu
publicat timp de 110 ani in Gazeta Matematica

(vezi Gazeta Matematica - Editie Electronica, un produs de exceptie care contine
intreaga colectie a Gazetei Matematice seria B din perioada 1895-2005, 60 000 de
pagini ce cuprind peste 90 000 de probleme si articole matematice (echivalentul a
peste 300 de culegeri de matematicd)).

In cei 113 ani de aparitie neintreruptd a Gazetei Matematice (1895 — 2008) in
paginile acestei reviste cat si in alte reviste din tara noastrd si din strdindtate s-au
publicat mai multe inegalitati , care permit evidentierea unei clase (de inegalitati )care
au anumite proprietati commune.

In acest articol vom exemplifica utilitatea , eleganta si generalitatea folosirii conceptului
matematic de functie convexa in demonstrarea unor inegalitati.

Vom considera f: D — R, o functie convexa pe multimea D .Pentru VA, € R*

m
cu lef #0 si a, € D, i =1,m avem cunoscuta inegalitatea lui Jensen
i=1

2Aa; XA f(a)
(D) f—) <
Z A Z A
= j=1
care se poate demonstra usor prin inductie.

Dificultatea stabilirii unor inegalitdti prin folosire functiilor convexe constd in
alegerea functiei convexe f si a numerelor A, din inegalitatea (1).

Fie a,, f,€(0,0) ; p,, q,, k, € R sifunctiile u, : (0,00) > R date de

u,(x) = (e, x” + BxiN  i=1n.
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Vom considera functia :
@) f()=]]u
i=1
Se arata prin inductie ca :

S0 =Y 4,0, (x), unde 4,(x)= [[u, () si

J=lj#i
f1) =D A(xus (x)+ > By (x)u; (x)u; (x),unde B, (x)= []u,(x).
i=1 i=l j=1 k=1,k#i,j
Pe de alta parte avem :
u, (x)=k,(a,x” + Bx") N a,px"" + B.g,x""), Vi=1n si
U (x) — ki (kz _1)(aixp, +ﬂixq, )k,-—Z (aipixpi—l +ﬂiqixq;—l)2 +
+h(a,x" + Bx") e p,(p, DX + Big (g, = Dx"7), Vi=1n.
Fie
D= {x € (0,0) /(aipixp,-—l +,Biqixqiil) >0,(a,p, (p; _l)xpii2 +5.4:(q; _1))Cq'.72 >0,Vi=1, I/l}

atunci Vx € D rezultda ca f"(x) >0 si prin urmare functia f este convexd pe D.
Din inegalitatea lui Jensen (1) se obtine:

m

m_n n i
3 2I(@a) +pa))" zmH[m(%)M@(%)%} cunde D, =asi 2, =1,
i=1

Jj=1 i=l J=1

v j=1,_m cuz A, =m.
j=1
Daca in inegalitatea (3) inlocuim »n =1, atunci Ve, f € (0,00) avem:

@) ﬁ(aa;’ + fat)t > m{a(%)ﬂ +ﬁ(%)"}

Aplicatii (ale inegalitatii (4))

In continuare, voi prezenta un set de inegalitati din Gazeta Matematicd care, au
fost rezolvate la vremea respectiva prin alte metode.

1. Dacd in inegalitatea (4) inlocuim ¢ =1, =0, k=1 rezulta :
2a) Qa)’
5 Jj=1 Z j=1

®) m m
8807 din G.M nr. 3 / 1968 autor losif Bohler si problema 8785 din G.M nr. 3 / 1968
autor N. Pantazi.

, inegalitatea Titu Andreescu, care generalizeaza problema

2. Daca in inegalitatea (5) p =2, avem :

Zn:ajz. > % , publicata in Journal de mathematiques elementaires in 1964 si in G.M
n/;l 10/ 1964 problema 6579 .

3. Dacain (4) inlocuim a=1, a=f=1si g =-1 rezulta :
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Z(a + w, problema 8745 din G.M nr. 2 / 1968, autor Liviu Pirsan
m"

(care este in legatura cu problema 7877, C.d Skiliarski , 1965, pag. 67)

4. Pentru =0, f=k=1, q:—l,SZZ,seN obtinem:
S

z\/f >m\/7 problema 8796 din G.M. nr. 3 / 1968 autor Liviu Pirsan ,in
s/a

legatura cu problemele 6641 din G.M. nr. 12 / 1964 autor Cornel Popovici , 8358
din G.M. nr. 7/ 1967 autor Dan Stanescu si problema 8688 din G.M. nr. 1 / 1968.

In 1incheiere, pe baza ideilor prezentate, propunem cititorilor sd rezolve
urmatoarele probleme:

a) Fie a; >0, Vj=1,m cu Za =a.Sasearate ca :
J=1

a’(aa” + pm")

m
q r
;af (aa./ + ﬂ) 2 mq+r—1

(solutia se obtine imediat dacd inlocuimin (4) k=1 §1 p=gq+7r)

b) Fie a, >0, ijl,_m cu Zaj =qa.Sasearate ca:

J=1

a’(a"+m")

m

q r
Zlaf (af + 1) 2 mq+r—l
j=

(solutia se obtine imediat dacd inlocuimin a) o = f)

m
¢) Fiea,>0,Vj=1Lmcu Zaj =a.Sa se arate ca :
j=1

N r - M. n—g-r m. -
Zaj? (a; +D(a,a,..a,) P> ()" ()
= a a

(solutie. In inegalitatea a) inlocuim « = B = (a,a,..a,)”" si tinem seama ci produsul a

m numere reale strict pozitive, pentru care suma este constantd, este maxim atunci cand
numerele sunt egale intre ele, adica

a
alaZ "'am < (;)m )

d) Fie a; >0, Vj=1,m. Sd se arate ca:

40



Articole si note matematice

Zaj’(aj’. +1)(a,a,..a,)” =m" " +m" " ( vezi GM nr. 10 / 1968 , problema
J=l

9234, autor Liviu Pirsan)

(solutie.rezulta imediat daca inlocuimind) a =1).

Bibliografie

[1] Gazeta matematici 1895 — 2007 (editia electronici)
% www.gazetamatematica.net

(1175 -1240)

Despre sirul lui Fibonacci

DE NECULAI STANCIU

Abstract

The purpose of the article is to describe the contributions to Mathematics made
by the thirteenh century Italian, Fibonacci.Unfortunately, not much is known about
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Fibonaccci’s personal life.Representative problems solved by Fibonacci are set as
challenges to the reader.

After a brief historical account of Leonardo Pisano Fibonacci, some basic results
concerning the Fibonacci numbers are developed and proved, and entertaining examples
are described.Connections are made between the Fibonacci numbers and the Golden
Ratio, biological nature, and other combinatorics examples.

We are considering both the originality and power of his methods, and the
importance of his results, we are abundantly justified in ranking Leonardo of Pisa as the
greatest genius in the field of number theory who appeared between the time of
Diophantus and Fermat.

Key words: History of Mathematics, Fibonacci’s Rabbits, Fibonacci numbers
and nature,Divine proportion, Golden Section in Art(Architecture, music and human
body), The Fibonacci sequence, Fibonacci identities, matrix methods.

M.S.C.: 01-XX, 01AXX, 01A05, 11B39, 11B37, 11B50.

1. Istorie.
1.1. Cine a fost Fibonacci?

Fibonacci(1175-1240) a fost unul dintre cei mai mari matematicieni ai evului
mediu.S-a nascut 1n Italia, in orasul Pisa, faimos pentru turnul sau inclinat, care parca
sta sa cada.

Tatél sau, Bonacci Pisano, a fost ofiter vamal in orasul Bougie din Africa de
Nord , astfel cd Fibonacci a crescut in mijlocul civilizatiei nord-africane.A cunoscut
astfel multi negustori arabi si indieni (deoarece a facut multe caldtorii pe coastele
Mediteranei) de unde a deprins stinta lor aritmetica, precum si scrierea cifrelor arabe.
1.2. Cartile lui Fibonacci.

In 1202 revine in Italia unde publicd un tratat de aritmetici si algebra intitulat
“Incipit Liber Abacci”( compositus a Leonardo filius Bonacci Pisano).In acest tratat
introduce pentru prima data in Europa sistemul de numeratie arab, cifre pe care le
folosim si in zilele noastre:0,1, 2, 3,...,9.

In 1220 publici “Practica Geomitriae”, un compendiu de rezultate din
geometrie §i trigonometrie, apoi in 1225 “Liber Quadratorum” in care studia calculul
radicalilor cubici.Cartile lui Fibonacci au cunoscut o largd raspandire asa Incat timp de
peste doua secole au fost considerate sursele cele mai competente in domeniul
numerelor.

Pentru a Intelege mai bine situatia din acele vremuri trebuie sd aruncam o privire
pe matematica in Europa si in Orient.

Matematica araba

Imperiul arab, odata cu aparitia Islamului (sec VII), se extinde foarte repede
cuprinzand Orientul Apropiat, o parte din Asia Mica si Centrala, ajungand pana la Valea
Indului, nordul Africii §i Peninsula Ibericd.Se ridicd importante centre culturale
ca:Bagdad, Samarkand, Buhara, Horezm, Damasc, Cordoba, Granada, Sevilla, Toledo,
dupa ce in prealabil fusese distruse Ispahanul, Persepolis si Alexandria.
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Matematica arabd este matematica creatd sub dominatia araba, nu neaparat
apartinand arabilor, deoarece putini dintre matematicienii arabi erau de origine araba
dar, au asimilat foarte repede cultura Orientului precum si cea Elena pe care le transmit
in diverse parti ale imperiului.Primul mare matematician arab a fost Al-Horezmi (780 —
850).Din opera sa se detaseaza ‘“Algebra” structuratd pe 4 capitole (Solutiile
ecuatiilor,Calculul dobénzilor, Geometria, Algebra testamentard).A/-Horezmi a fost
primul matematician care a stabilit reguli pentru adunare, scddere, multiplicare si
divizare cu noile numere arabe.De la el provine cuvantul algoritm (incercati sa spuneti
numele Al-Horezmi repede de cateva ori!).Intr-un alt tratat “Stiinta transpunerii si a
reducerii”, specifica procesul manipularii ecuatiilor algebrice, “al-jabr”, a ajuns la noi
ca algebra.

Abu Kamil (900), nascut in Egipt, este continuator a lui 4I-Horezmi.In “Cartea
raritatilor din aritmetica” se ocupa cu rezolvarea in numere Intregi a sistemelor liniare
nedeterminate.

Abu Wafa (940 — 997) s-a ocupat cu geometria practica.in lucrarea sa “Cartea
perfecta” expune bazele trigonometriei, inclusive teorema sinusurilor.De asemenea
rezolva probleme de trigonometrie sferica, utilizand cu predilectie functia cotangenta.

Al-Hazem (1000) prin “Cartea opticii” este un precursor al acestei stiinte.Tot el
formuleaza axioma lui Pasch si incearca demonstrarea postulatului V al lui Euclid.

Omar Al-Khayyam (1048 — 1123), este primul matematician care expune o teorie
generald a ecuatiilor de gradul III.Recent a fost descoperit un memoriu al sau asupra
operei lui Euclid. Omar Al-Khayyam, conducatorul Observatorului astronomic din
Ispahan, s-a ocupat si cu “patrulaterul Saccheri” (care, de drept ar trebui numit
patrulaterul lui Omar), apoi a dat prima formulare a axiomei lui Arhimede.Era vestit si
ca poet.

Al-Biruni (973 — 1048), persan de origine, este cel care in 1030 introduce cercul
trigonometric.Tot el calculeazd lungimea meridianului terestru la 41.550 km.

Nassir ed Din al Tusi (1201 — 1274), conducatorul Observatorului astronomic
din Maraga, s-a acupat cu teoria paralelelor.in “Tratatul despre patrulaterul complet” a
facut o expunere integrald a rezolvarii triunghiurilor (plane si sferice).

Al-Kashi (1400), iranian de origine, in “Cheia aritmeticii” se ocupa cu formula
binomului §i cu extragerea de radacini.S-a ocupat intens si de calcule aproximative, iar
in “Tratatul despre circumferinta” din 1424, da valoarea numarului 7 cu 16 zecimale
exacte.

De aici, matematica si in general cultura araba decade.

Matematica evului mediu.

Cruciadele (campanii pentru recucerirea locurilor sfinte), prilejuiesc stabilirea de
legaturi cu cultura araba musulmana (mai ales in Spania si Sicilia) precum si cu
Bizantul.

Dupa ce Spania este recucerita de mauri, Toledo devine centru cultural de
prestigiu.in acest moment incep traducerile din araba.Printre primii traducatori este
englezul Adelard de Bath (1100) care, deghizat ca student mahomedan la Cardoba
traduce din limba araba “Elementele” lui Euclid si “Algebra” lui Al-Horezmi, iar din
limba greaca, opera lui Pfolemeu.Din aceeasi perioada se remarca si alti traducatori ca:
loannes din Sevilla si Gerardo din Cremona (1114 — 1187) care au tradus circa 80 de
lucrari clasice din limba araba .Ambii au lucrat la Toledo.

Secolele XII — XV reprezintd perioada de asimilare a matematicii antice si a
celei orientale.

Leonardo da Pisa, este pe drept considerat primul mare matematician original
al Europei.In numeroasele sale calatorii (Egipt, Siria, Grecia, Sicilia) ia contact cu cu
cultura elena si cea araba .
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LIBER ABACI - O CARTE REMARCABILA

e e

—tm o

e e P R

Povestea numerelor apare in Italia in 1202, o data cu aparitia cartii Liber Abaci,
scrisd de Leonardo Pisano, pe atunci in varstd de 27 de ani.Cartea, are 15 capitole, si
sunt scrise In intregime de mana, tiparul aparand 300 de ani mai tarziu.Leonardo, a fost
inspirit sd scrie cartea dupa o vizitd la Burgia, un oras prosper Algerian, unde tatal sau
era consul de Pisa.In acest timp,Fibonacci a invitat secretele sistemului de numere
indo-arab, pe care arabii l-au introdus in Vest in timpul cruciadelor.

Cartea a atras numerosi adepti In randul matematicienilor din Italia, precum si
din restul Europei.Liber Abaci, a dezvdluit oamenilor o cu totul altd lume, unde
numerele au inlocuit literele.Fibonacci incepe cartea cu notiuni despre identificarea
numerelor, de la unitati la cifra zecilor, a sutelor, a miilor etc.In ultimile capitole gasim
calcule cu numere intregi si fractii, regulile proportiilor, extrageri de raddcini patrate si
de ordin superior, apoi se prezinta solutiile ecuatiilor liniare i patratice

Liber Abaci era plind cu exemple practice:calcule de contabilitate financiara,
calculul profitului, schimbul de bani, conversia greutatilor, calculul imprumutului cu
dobanda (interzis in acel timp in diverse locuri ale lumii).

Desi era cunoscut in anul 1000, si desi Liber Abaci a explicat avantajele ,
sistemul de numarare, indo-arab, nu a prins la scard mare pand aproape in 1500
e.n.Motivele au fost, in mare parte doud.Primul tine de inertia umana si rezistenta la
schimbare a omului, pentru ca invatarea unui sistem radical nou cere timp si de faptul ca
biserica catolica din acea perioadd considera cifrele arabe de origine pagana.Al doilea
motiv este de naturd practica, deoarece era mult mai usor sa se comitd fraude.Era
tentantd schimbarea lui 0 in 6 sau 9, iar 1 putea fi usor inlocuit cu 4, 6, 7, sau 9 (de
atunci europenii scriu 7 cu codita!).

Desi noile numere au aparut in Italia, Florenta a emis un edict in 1229 prin care
interzicea bancherilor folosirea simbolurilor “infidele”.Ca rezultat, multi dintre cei care
voiau sa Tnvete noul sistem se deghizau in musulmani.

Originea sistemului de numere.

Putem aprecia succesul lui Fibonacci cu Liber Abaci doar daca privim cum a
evoluat societatea, din punctul de vedere al numerelor, pand la el.Masurarea si
numdrarea au aparut cu cateva zeci de mii de ani inaintea lui Hristos.Oamenii au
infiintat primele asezari pe malurile Tigrului si Eufratului, Nilului, Gangelui, Indului si
Amazonului.Fluviile erau folosite pentru comert si transport, iar aventurierii au
descoperit marile si oceanele unde se varsau apele.Célatoriile pe distante lungi cereau
masurarea timpului si calcule precise.Preotii erau de obicei astronomi, iar din
astronomie a venit matematica .
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In 450 i.e.n., grecii au inventat un sistem numeric alfabetic, care folosea cele 24
de litere ale alfabetului grecesc si alte trei litere , care mai tarziu au disparut.Fiecare
numdr de la 1 la 9 avea propria litera, la fel si multiplii de 10.Alfa, insemna 1, iar “ro”
reprezenta 100.Astfel, 112 se scria “ro-deca-beta”.Acest sistem se putea folosi cu
greutate pentru calcule.4Abacul, era cel mai vechi aparat de numarat din istorie.

Un occidental, matematician din Alexandria, Diofantus, prin 250 e.n., a sugerat
un sistem de numere comparative cu sistemul de litere.Remarcabilele sale inventii au
fost ignorate vreme de 1500 de ani.Pana la urma, lucrarea sa a fost recunoscutd cum se
cuvine si a jucat un rol important in algebra secolului al XVII-lea.Ecuatiile algebrice ,
de forma ax + by = ¢, se numesc “ecuatii diofantice”.

2 13

Piesa centrala a sistemului indo-arab a fost inventarea lui “zero”, “sunya” la
indusi, “cifr” in araba, “tsfira” in ruseste — ceea ce Inseamna “numar”. Terminul provine
de la “cipher”, ceea ce inseamna “gol” si se refera la coloana goala de la abac.

1.3. Sirul lui Fibonacci.Numele Fibonacci.

Fibonacci a ramas Tn memoria noastra prin sirul : 0, 1, 1, 2, 3, ... introdus in
anul 1202, atunci matematicianul fiind sub numele de Leonardo Pisano (Leonard din
Pisa).

Mai tarziu, matematicianul insusi si-a spus Leonardus Filius Bonacii Pisanus(Leonard
fiul Iui Bonaccio Pisanul).In secolul al XIV-lea sirul prezentat mai sus a fost denumit
sirul lui Fibonacci prin contractia cuvintelor filius Bonacii.Acest sir apare pentru prima
datd in cartea mentionatd mai sus “Liber Abaci”’(“Cartea despre abac”), fiind utilizat
in rezolvarea unei probleme de matematica.

1.4.Iscusinta lui Fibonacci.Problema iepurilor.Originea sirului Fibonacci.

Potrivit obiceiului din acea epocd, Fibonacci a participat la concursuri
matematice(adevarate dispute publice) pentru cea mai bund si mai rapida solutie a unor
probleme grele(ceva in genul Olimpiadelor Nationale).Iscusinta de care dadea dovada in
rezolvarea problemelor cu numere uimise pe toatd lumea, astfel ca reputatia lui
Leonardo a ajuns pana la imparatul Germaniei, Frederik al Il-lea.La un concurs
prezidat de acest imparat una din probleme date spre rezolvare a fost: “sa se giseasca un
patrat perfect, care sa rdmana patrat perfect daca este marit sau micsorat cu 5”.Dupa un

2
timp scurt de gandire Fibonacci a gasit numarul %:(%) Intradevar:
1681 961 (31) . 1681 2401 (49’ o .
-5= =|—| sl +5= =|— | .Nu se stie rationamentul lui
144 144 12 144 144 12

Fibonacci dar, toate incercarile, chiar si cele mai ingenioase, de a rezolva aceastad
problema cu ajutorul algebrei, duc in cel mai bun caz la o ecuatie cu 2 necunoscute.

La un alt concurs prezidat de imparat problema propusa concurentilor suna
astfel:
“Plecand de la o singurd pereche de iepuri si stiind ca fiecare pereche de iepuri produce
in fiecare lund o noud pereche de iepuri, care devine productiva la varsta de o luna,
calculati cate perechi de iepuri vor fi dupa n luni (se considera cd iepurii nu mor in
decursul respectivei perioade de n luni)”.
Solutie.Din datele problemei rezultd ca numarul perechilor de iepuri din fiecare luna
este un termen al sirului lui Fibonacci.Intr-adevir, sa presupunem ci la 1 ianuarie exista
o singurd pereche fertild de iepuri.Notam cu 1 perechea respectivd .Ea corespunde
numarului f, din sirul lui Fibonacci:

fHh=fo+f=0+1=1.
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La 1 februarie, mai existd o pereche pe care o notam 1.1.Deci in acest moment sunt
doua perechi , ceea ce corespunde termenului:

=1+ f,=1+1=2.
La I martie sunt 3 perechi, doud care existau 1n februarie si una noua care provine de la

perechea numarul 1(se tine seama cd o pereche devine fertila dupa doud luni).Notam cu
1.2 aceasta noua pereche.Numarul perechilor din aceasta lund corespunde termenului:
fa=f+fi=1+2=3.

La 1 aprilie exista 5 perechi si anume:trei perechi existente in luna martie , o pereche
noud care provine de la perechea 1 si o pereche noud care provine de la perechea 1.1
care la 1 martie a devenit fertila (pereche pe care o notdm cu 1.1.1).Numarul perechilor
din aceasta luna corespunde termenului:

fs = fi + f,=2+3=5.

Termenii din aceasta relatie se interpreteaza astfel:

f,=numarul perechilor existente in luna precedenta ;

/f;=numarul perechilor noi(provin de la perechile existente in luna anteprecedenta).

Procedand 1n continuare in acest fel, vom deduce ca la data de 1 decembrie numarul
perechilor este dat termenul:
Jis=Ju+f, =89+144 =233 |

iar la 1 ianuarie anul urmator exista:

fia = 11 + f1; =144+ 233 =377 perechi de iepuri.

Concluzia este urmatoarea :

Daca notdm cu f, numadrul de perechi de iepuri dupd n luni , numarul de perechi de

iepuri dupa n+1 luni, notat cu f,,, , va fi f, (iepurii nu mor niciodatd !), la care se

+1 2
adaugd iepurii nou-ndscuti.Dar iepurasii se nasc doar din perechi de iepuri care au cel
putin o luna, deci vor fi f, | perechi de iepuri nou-ndscuti.

Obtinem astfel o relatie de recurenta:

fo=0, fi=1, f,., =f,+ [, care genereaza termenii sirului lui Fibonacci.

oM

| KEY:
T M
b

| | Fabbit
3 T T T | matures
4 M WM MM Rabbit

| rL | L | | sUrvives
5 FME MM FN M

Observatie. Acest sir exprima intr-un mod naiv cresterea populatiei de iepuri.Se
presupune ca iepurii au cate doi pui o datd la fiecare lund dupa ce implinesc vérsta de
doua luni.De asemenea, puii nu mor niciodata si sunt unul de sex masculin si unul de
sex feminin.
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2. Fibonacci, numarul de aur, natura si arta.
2.1. Fibonacci si “numarul de aur”

Raportul de aur este un numar irational(1.618033...), putand fi definit in diferite
moduri dar, cel mai important concept mathematic asociat cu regula de aur fiind sirul lui
Fibonacci.Impartind orice

numadr la predecesorul sdu, se obtine aproximativ numarul de aur.Primii care l-au
folosit au fost egiptenii, majoritatea piramidelor fiind construite tindnd cont de numarul
de aur.Grecii au fost insa cei care l-au denumit astfel, folosindu-1 atat in arhitectura cat
si pictura si sculptura.Dealtfel numarul de aur se noteaza cu litera greceasca “fi”(¢), de

la sculptorul grec Phidias.El a construit Parthenonul pornind de la acest raport.

Sa incepem cu o problema estetica.Sa consideram un segment de dreapta.Care
este cea mai “placuta” impartire a unui segment in doua parti?Grecii antici au gasit un
raspuns pe care ei il considerau corect(teoreticienii il numesc “simetrie dinamica”).Daca
partii stangi a segmentului ii atribuim lungimea u =1, atunci partea dreaptd va avea o
lungime v =0.618...Despre un segment partitionat astfel spunem ca este impartit in
sectiunea , sau proportia sau diviziunea de aur(divind).Ideea este cd lungimea u
reprezintd aceeasi parte din tot segmentul (u+ v)cat reprezintd lungimea v din partea

u .Cu alte cuvinte:
u-+v . u

u v

< < u < <
Dacd notam ¢ = —, observam ca:
v
u u+v u . s e o L
l+—=1+—= =— = @, sl este rddacina pozitiva a ecuatiei ¢~ —p—-1=0,
@ v u %

+4/5

adica ¢ = IT =1.6180339887...Daca presupunem u =1, atunci :

» @
Afirmam acum ca ¢ este strans legat de sirul lui Fibonacci.Aceasta este o idée
remarcabila a matematicii .

Mai observam ca :

1 1 1 .. )
p=l+—=1+ =1+ =.=1+ este o fractie infinita.

ol I+ e
4 1+— 14—

_ # —0.6180339887...

Daca privim fractiile partiale :
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1:1, 1+1:£, 1+L:§, 1+ ! :é, 1+ ! =—,
1 1 1 1 2 1 3 1
1+- I+—— 1+
1 1 1
I+ 1+ 1
I I+
1
1 13 < <
1+ I =— obsevam cd toate rezultatele sunt rapoarte de numere
1+ 8
1
1+
1
I+ 1
1+-
Fibonacci, fapt ce motiveaza teorema care spune ca :
limm = ¢ .In cuvinte putem spune ci, pe misurd ce n se apropie de infinit, raportul

n—0
n

termenilor al n+1—lea si al n—lea din sirul lui Fibonacci se apropie de ¢.
La fel de simplu cum ¢ este o fractie infinita, tot asa poate fi si un radical
infinit:

Q= \/ 1+ \/ 1+ \/ 1+4/1++/1+... .Alta aplicatic a numarului ¢ apare la pentagonal

regulat deoarece :
2c0s(%) =@ si 2sin(%) =\3-¢.

De asemenea existd o legdturd intre dreptunghiurile de aur si sirul lui Fibonacci
deoarece lungimea si latimea celui de-al n—/ea dreptughi pot fi scrise ca expresii
liniare, unde coeficientii sunt

intotdeauna numere Fibonacci.Aceste dreptunghiuri pot fi inscrise intr-o spirala
logaritmica .Spiralele logaritmice se intalnesc destul de des in naturd(carcasa unui melc,
coltii unui elefant sau conurile de pin).Asemenea spirale sunt echiunghiulare, in sensul

1+53¢,3_T¢) taie spirala sub un

ca orice dreaptd ce trece prin punctul (x,,y,)=(

unghi constant.
2.2. Fibonacci si plantele.

Plantele nu au cum sd cunoascd numerele lui Fibonacci, dar se dezvoltd in cel
mai eficient mod.
a. multe plante au aranjamentul frunzelor dispus intr-o secventd Fibonacci in jurul
tulpinei;
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b.anumite conuri de pin respecta o dispunere data de numerele lui Fibonacci ;
c.floarea soarelui are semintele dispuse dupa o secventa Fibonacci;

d.inelele de pe trunchiurile palmierilor respectd numerele lui Fibonacci;

e.numarul petalelor florilor este, de cele mai multe ori, un numar al secventei Fibonacci:
e.l.cala are 1 petala;

e.2.euphorbia are 2 petale;

e.3. irisul si crinul au 3 petale;

e.4.viorelele, lalelele, trandafirul salbatic i majoritatea florilor au 5 petale;
e.5.margaretele pot avea 21 de petale sau 34 de petale si exemplele sunt nenumarate;

o P :
e.6.florile cu un numar de petale care nu sunt in secventa Fibonacci sun rare i
considerate speciale.

Concluzia este realizarea unui optim, a unei eficiente maxime.Daca se urmeaza secventa
lui Fibonacci, frunzele unor plante pot fi dispuse astfel incat sa ocupe un cat mai mic

spatiu si sa obtina cat mai mult soare.
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Ideea dispunerii frunzelor 1n acest sens pleacd de la considerarea unghiului de aur de
222.5 grade; unghi care impartit la intregul 360 de grade va da ca rezultat numarul
irational 0.61803398..., cunoscut ca ratia sirului lui Fibonacci.
2.3. Cochilia melcului, furnica si Fibonacci

Designul cochiliei melcului urmeazd o spirald foarte reusitd, o spirald greu de
realizat cu pixul.Studiata in amanunt s-a ajuns la concluzia ca aceasta spirala urmareste
dimensiunile date de secventa lui Fibonacci:

e peaxapozitiva :1,2, 5, 13, s.a.m.d

e peaxanegativa :0, 1, 3, 8, s.a.m.d.

Se observa ca aceste 2 subsiruri combinate dau numerele lui Fibonacci.
Si 1n acest caz ratiunea si motivatia pentru aceasta dispunere este simpla : in acest fel
cochilia 11 creaza melcului, in interior un maxim de spatiu si de siguranta.

Furnica are corpul mpartit in trei segmente, dupd diviziunea de aur.

2.4. Fibonacci si corpul uman.

Fata umana este caracterizata, din punct de vedere estetic prin cateva dimensiuni
principale: distanta intre ochi, dintre gurd si ochi si distanta dintre nas si ochi,
dimensiunea gurii.In stiinta esteticii se apreciaza ci fata este cu atat considerati mai
placutd ochiului cu cat aceste dimensiuni respecta secventa lui Fibonaci mai bine.

De exemplu raportul dintre distanta de la linia surasului(unde se unesc buzele) pana la
varful nasului si de la varful nasului pand la baza sa este aproximativ raportul de aur

Maiana umana are 5 degete(numar din sirul Fibonacci), fiecare deget avand 3
falange separate prin 2 incheieturi (numere din sirul Fibonacci).Dimensiunile falangelor
sunt:2 cm, 3 cm, 5 cm.In continuarea lor este un os al palmei care are 8 cm.
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2.5. Fibonacci, numarul de aur si arta.

Daca privim lucrdrile unor mari artisti, fie ei pictori, arhitecti, sculptori sau
fotografi, se observa ca multe dintre ele au la baza regula de aur.Conform acesteia,
“pentru ca un intreg Tmpartit In parti inegale sa pard frumos, trebuie sa existe intre
partea micd si cea mare acelasi raport ca intre partea mare si intreg” (Marcus Pollio
Vitruvius, arhitect roman).

Rudolf Arnheim(psiholog,s-a ocupat de psihologia artei) da o explicatie acestui
lucru astfel:”Acest raport este considerat ca deosebit de satisfacator datoritd modului in
care imbina unitatea cu varietatea dinamica.intregul si partile sunt perfect proportionate,
astfel ca Intregul predomind fara sa fie amenintat de o scindare, iar partile isi pastreaza
in acelasi timp o anumita autonomie.”(in “Arta si perceptia vizuala”).

In picturi a fost folosit mai ales in Renastere, probabil cea mai discutata utilizare
a acestuia fiind in tabloul lui Leonardo da Vinci, “Mona Lisa”.Capul, ca si restul
corpului e compus utilizand raportul divin, cum i spunea da Vinci.In prima jumitate a
secolului trecut pictorul Piet Mondrian utilizeaza in picturile sale “dreptunghiul de aur”,
avand raportul laturilor aproximativ 1.618...De fapt, lucrarile sale sunt alcatuite numai
din asemenea dreptunghiuri.Acest dreptughi este considerat cea mai armonioasa forma
geometricd.Cu toate acestea, rareori este folosit pentru cadraje.Daca se mparte fiecare
laturd a cadrului fotografic in 8 parti egale(numar din sirul Fibonacci) si se unesc
punctele de pe laturile opuse corespunzatoare diviziunilor 3 si 5 (numere din sirul
Fibonacci) se obtin asa numitele linii forte ale cadrului.Punctele aflate la intersectia
liniilor se numesc puncte forte.Practic se pot imparti laturile in trei parti egale, rezultatul
este aproximativ acelasi.Se presupune ca subiectul amplasat pe aceste linii sau in aceste
puncte determind o impartire armonioasa a imaginii astfel incat ea nu este nici simetrica,
nici plictisitoare, nici prea dezechilibratd.De exemplu, doua fotografii de Robert
Doisneau,”L’accordioniste”, 1951 si “The cellist”, 1957 si fotografia “Poplar Trees” a
lui Minor White in care toate liniile converg spre un punct forte.Ansel Adams se
impotrivea regulilor, canoanelor.El spunea “asa zisele reguli de fotocompozitie sunt
invalide , irelevante si imateriale; nu existd reguli de compozitie in fotografie, exista
doar fotografii bune.Cei mai multi fotografi incalca regulile fotocompozitiei”.Cu toate
acestea si in

imaginile lui se observa diviziunea de aur(vezi fotografia “Aspens”, 1958).Asta
inseamna ca desi nu era de accord cu regulile le cunostea foarte bine.Daca fotografia are
valoare cu subiectul in centru, atunci incdlcati regula diviziunii de aur!Subiectul trebuie
sa fie In armonie cu celelalte elemente din cadru.Daca astfel se verifica si diviziunea de
aur, este perfect!Toate acestea aratd importanta acestui numar, astfel ca toti marii
fotografi au tinut si tin cont de el in conceperea unei fotografii.
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Pana si Tn muzica apare acest raport, se presupune cd Bach sau Beethoven au
tinut cont de el in compozitiile lor.
Atunci cand scrieti, duceti instinctiv linia din mijloc a literii E(la fel si cu A, F, B, R,...)

o 2 o
aproximativ la 3 de baza (aproximativ raportul de aur).

Concluzie. Numerele lui Fibonacci sunt considerate a fi, de fapt, sistemul de numarare
al naturii, un mod de masurare al Divinitatii, o legatura Intre matematica si arta.

3. Unele rezultate referitoare la sirul lui Fibonacci
Consultand bibliografia enumerata am selectat urmatoarele rezultate:
Numerele lui Fibonacci f, sunt date de urmdtoarea recurenta :

fo=0, fi=L, fiu=fiu+ [, n=l.

Teorema 1. Dacid x> = x+1 , atunci avem :

x"=fx+f,_,Vn=2.

Demonstratie.Vom demonstra prin inductie dupa » .

Pentru n = 2 relatia este triviald .Presupunem ci Vn >2 avem x""' = f,_x+ f, .
Atunci

x"=x"".x= (foax++fo)x= o+ D+ fox=(fu+ fio)x+ f =fx+ [
m

Teorema 2.(Formula lui Binet). Termenul al n —/lea din sirul lui Fibonacci este dat de:

1, =%«”f)” LR EIY

2

Demonstratie.Ridicinile ecuatiei x* = x+1 sunt ¢ =

il—p=—12
i 1-g="—

1+4/5 1-+/5
2

Din Teorema 1.,avem ¢" =¢f + f, , si (1-@)" =(1-@)f, + f,,-

In continuare ¢" —(1-@)" = NG /., » de unde rezultd formula lui Binet. O

Teorema3. f, + f, +..+ f, =1, 1.

Demonstratie. Avem relatiile:

h=fh-n =1 =S /s = s = fases Sy = foia — o » Care prin adunare dau
>fl +f2 +f3 +"'f;1 :fn+2 _f2 :fn+2 _I'D

Teoremad. f + f,+f+..+ [, ., =15,
Demonstratie. Observam ca:

h=f—Jos s =Fa= oo Ss = Fo = Jarews Jona = Jon — frn, -Adunam relatiile si

obtinem identitatea doritd. o
Teorema 5. f° + £, + "+ f.2 = f.fonr.
. 2
DemonStra!:le' Avem fn—l n = (frH—l - fn )(fn + f;l—l) = fn+1fn - fn + fn+1fn—l - fnf;l—l :

Atunci , obtinem relatiile £, f, — £, f,_, = f,”, care prin adunare pentru n=123,...,
dau relatia finald. o

Teorema 6. (Identitatea lui Cassini). f,_ f,, —f. =(-1)",n>1.
Demonstratie.Observam ca :
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foidu =15 == Lo+ f) = 1 == foafu = fa s = £ = ~(faa S = fiD)

- - 2 . . . n—1
Dacanotam u, = f,_, f,,, — f, > obtinem u, = —u, , simai departe u, = (-1)" u,.

Din cele de mai susavem £, f. - f.> =(=D)""(fo f, = £))=(-1)".0O

N C n k
Teorema 7.(Cesaro). Y | L 2 fo= fo

k=0

k=0 o\ k \/g

n n k1 _ k
Demonstratie.Utilizim formula lui Binet , Z(Z]zk f, = z(”}zk ¢ -(-9) _

[ o A TR ol k _L n_ AN
ZE(;&} @ —Z(kj2 (1-9) )_ﬁ((l+2¢) (1+2(0-9)").

k=0

Cum ¢’ = @+1, obtinem 1+2¢ = ¢’ si similar 1+2(1-¢) = (1- @)’ .

n

Atunci , rezultd Z(Z]? f = %((gp)” +(1-9)") =g, .0

k=0
Teorema 8.(Vorobyov)Daca s > 1,7 > 0 sunt intregi atunci:

fs+t = f;—lf; + f;j;+l :

Demonstratie. Fixam pe ¢ si demonstram prin inductie dupd s .Pentru s =1 se obtine
fiu = fof, + 1. f,., » care este adevdrata(trivial).Presupunem cd s >1 sica

fove =funf +f.. [, pentruorice k care satisfac 1 <k <s—1.

Avem f . . =f.  +f..> (din recurenta Fibonacci)
:f€—1+t + fs—2+t (terlal)
= S—Z.ft + -fs—l.le + f€—3f‘t + fv72 t+1 (dln presupunerea fécutﬁ)

=f(fio+f )+ fa(fii+ ) (prin rearanjarea termenilor)
=ffi+ S, (din recurenta Fibonacci). o
Observatia 1. J.R. Silvester indica o metoda eleganta care furnizeaza identitati pentru

0 1
termenii sirului (f,). Mai precis, se considerd matricea 4 = [1 J si se constatd ca

fia . ]

fo foa)
egalitatile A" =A4"-A",n,m=12,..si det(4")= [det(A)]" , rezultd relatia din
teorema 6. si de asemenea relatia din teorema 8.

g vyt

avem A" =[ n=12,....Plecand de la aceastd observatie si utilizind

observam cad A" = f, A+ f, ;I (cu [am notat matricea untate), iar pentru n=2,

obtinem: 4> = A+ .De asemenea avem A" =A""+ A" Enuntate fiind aceste
proprietdti ale matricei 4, se observd cd puterile acesteia verificd recurente de tip
Fibonacci.Deoarece A-1=1-A= A, putem aplica formula binomului lui Newton
pentru A4 si I, apoi identificand relatiile obtinute pe componente se obtin diferite
identitati.

Prezentdm mai jos, fara demonstratie, citeva identitdti obtinute prin metoda expusd mai
sus:
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k=0

n

-3

k=0

4 frn = Z( j( 1) Jonaka1 5O

k=0
generalizata);
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Z(nj(_l)k Sonkst s

k=0

lui Cesaro

k=0

(6)2’1 f;z+l - Z( J( 1) f3n 3k+l ’(7)fl izk[Z](_l)kf‘Sn—Zk-H 5

k=0

®m=2& S o S

Pentru studen[:i propun demonstrarea urmétoarelor identitati:

@iz

(12) z arctan
n=1

n—1J n+l

=1:(10)), —*—

n=1 fn+1 n+2

2n+1

0

J,

—Z . (13)lim L2
n—»00 ¢

o

=1; (11)}53

=4-9;
n= 0 2
/ ,
;(14) lim =2 = "
Py

Observatia 2. Unii autori, au obtinut identitati cu termenii sirului lui Fibonacci cu

ajutorul determinantilor.Astfel, daca consideram sirul lui Fibonacci

o1, 2, 3, 5,...s¢

21 0 0 0
1 2 1 0 0
observa ca f, = =1 1 2 1 0 .. 0] este deci dat de un determinant de
1 1 1 1 2
ordinul n—1.
2 0 0 0
1 2 0 0
Daca consideram determinantul de ordinul » , D, ={1 1 2 1 0 .. 0
1 1 1
pe care 1 dezvoltam dupa elementele primei linii ne da
1 1.0 0 .. .. 0
1 21 0 .. .. 0
D, =2D, 1 1 2 1 0 .. 0].Daca dezvoltdim si ultimul termen obtinem
I 1 1 w12
1 1 0 0 0
1 21 0 0
D,=2D,,-D,,+1 1 2 1 0 0|.Procedam ca mai sus si deducem :
1 1 1 1 2
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1 1.0 0 0
1 21 0 0

D, =2D,,-1 1 2 1 0 .. 0.Dacd adunim membru cu membru ultimile
111 .. .. 1 2

doud egalitati obtinem: D, +D, , =2D, ,-D, ,+2D, , < D, =D,  +D,,,

relatie de recurentd analoaga cu cea din sirul lui Fibonacci f,,, = f, , + f,-

n-1 "~

Teorema?. f, |/, , Vn,ke N".

Demonstratie. Prin inductie dupa k € N* siorice ne N*.
Pentru k=1= f, = f,, = f,|f, (adevdrata).

fn(k+1) .

Intradevir, tindnd seama de teorema 8. avem: wtesty = Jokin = JoiirSo T Foi St
fn Sl fn fnk reZUIté fn
Teorema 10. f, , = £, “(mod f,*),Vk,ne N*.

Demonstratie.Se aratd tot prin inductie dupd k € N".Pentru k=1 relatia este
evidentd.Pentru k =2 tinem seama de teoremele precedente i avem ;

Presupunem f,

f.x sidemonstram ca f,

Vne N™ si deoarece f,

fn(k+1) -0

fons =SSy + foafya = 0" (mod f,7),Vne N* Fie  f,,, =f,,"(mod f,”) . Avem
deci ca : J[(k+1)n71 = frnctin = JnSu t JinaSoot = Srnar St = fnflkfnfl = fnflkﬂ (mod fnz) $i

deci conform principiului inductiei complete relatia este demonstrata. o

Teorema 11. £, _, = (-1)""' 1 _,“(mod f,*),Vne N*.

Demonstratie.Relatia se demonstreaza tot prin inductie completd .Pentru k& =1 obtinem
f.,=f,,(modf,>) ceea ce este evident.Presupunem cd

Sinn = (D1, (mod £,%)

si s demonstram ca f(,m)n_2 = (—1)"+2 fn_zk+1 (mod fnz) .intradevér, avem:

S = Finzon = Far Sy ¥ Jraafr = Fra [ + GO 1,5 = £,0) =

= for S + D 1L S A DL = (L D AL+ DL =
= (=" £, " (mod £,").

Am folosit mai sus ¢ f, * +(=1)*"' £, " sedividecu f,  + ., = f,.

Rezulta conform principiului inductiei complete ca teorema este demonstratd. o
Teorema 12. f,’ Sy, IneN".

Demonstratie.Notam

fo=kAvem: £, = fo = fu+ fuo=fi) +(EDf, L (modk?).
Totodata avem:
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f;l—l = fn - fn—Z sl deCI
k

k k k i p k=i i k k 2
fod == Jo2) =Z(l. j(—l) S Soa =D, (modk”).

i=0
Deci, £ =D ==L (D f L =0(modk?),  ceea  ce
demonstreazé teorema. O
Teorema 13. f,"" fnf ,VmeN si VneN".

Demonstratie.Pentru m =1 afirmatia este echivalentd cu teorema 12.Presupunem
afirmatia adevaratd pentru pentru msi o demonstrdm pentru m+1.Vom arata ca

+1 +2
AV

Sy = s g = Fd” + EDI S (modu?) = (f, = £,0)" + (DL (modu?) =
= (=D £, + (D" £, =0(mod £,"") . Am folosit mai sus cd din f,"[u si

2 +1
fnmu :>fnm fu'D

f o Notam si atunci avem:
n n

Teorema 14.0Orice doud numere Fibonacci consecutive sunt relative prime.

Demonstratie.Fie d =(f,, f,,,)-Avem f,, —f, = f,, de unde rezultd d
d|( f.,—f..)=f,, Repetand procedeul se deduce ca d| f,,decid=1.0
Altfel:din teorema 6., £, f,., — f, = (=1)".Rezulta d‘(—l)” ,le,d=1.0
Teorema 15.(f,,, 1,) = fi,.)-

Demonstratie.Notam a = (m,n),b =(f,,, f,).c = f,., -Vom arata ca c|b s b|c .

Ju st Sulf, Dect f,|(f,. 1) e,

S, -Atunci

Deoarece a|m 51 a|n, conform teoremei 9. avem: f,
c|b.

Acum, din Teorema Bachet-Bezout, existd numerele Intregi x,y astfel incat
xm+yn=a.Se observa ca x si ynu pot fi ambele negative, deoarece a ar fi
negativ.Cum a|n si a|m, avem a < n,a <m.De asemenea, x si y nu pot fi simultan

pozitive , deoarece am avea a =xm+ yn>m+n, contradictie.Atunci , x s1 y au
semne diferite si, fard a restrange generalitatea presupunemca x <0, y > 0.
Observam ca :

Son =Jucom =JorSm + Juf onry (am utilizat teorema 8.).
S $1 fm| f-.. Acestea implica cd

faf—xm+1 .

/., rezultd ca (f,,f,)ar divide doud numere

(—xm), din teorema 9. rezultd ca f,

Cum n|yn si m
(s S Sy 81 (s 1)
Daci (fy S| - com (£, 1)

Fibonacci consecutive, contradictie( conform teoremei 14 ) in cazul 1n care

(fm 2 fn) > 1
Cazul (f,,, f,) =1 este trivial.Rezultd ca (f,,, f,)

/., -Din cele de mai sus avem ca (f,, f,)

f., , ceea ce trebuia demonstrat. O

56



Articole si note matematice

Teorema 16.Daca p # 5 este un numar prim impar, atunci p‘ S, sau p‘ St -

Demonstratie.

-1
Lema 1.(19 jz(—l)” mod p,1<n< p-1.
n

Demonstratie.(p —1)(p —2)...(p —n) = (-1)(-2)...(—n) = (-1)"n'mod p, de aici
concluzia. O

p+1
Lema 2. =0mod p,2<n<p-1.
n
Demonstratie.(p +1)(p)(p—1)...(p —n—2) = (1)(0)(=1)...(—n) = 0mod p ,ceea ce

demonstreaza lema. O
Din teorema 2. avem:

Sl L
=, |+, S +..+57 ).
2" 3 5 n-1

Dinlema 1.,

p-3 2

20 f = p-l—(5+5 .45 7 )=—

mod p.

Din lema 2.,
p-1 p-1

2/ f,a=p+1+52 =(52 +1)modp.
Din cele doua relatii de mai sus obtinem:
227 f  fn =—(5"" =)mod p .

Din mica teoremd a lui Fermat, 5’ =Ilmod p, pentru p#5 si teorema este
demonstrata. o

Nota. Punctul de plecare al acestui articol 1-a constituit raspunsul dat de dl. prof. dr.
loan Tomescu (Membru Corespondent al Academiei), Secretarului General al S.S.M.R
din Romania dl. prof. Mircea Trifu, in Gazeta Matematica nr.12 / 2007, la intrebarea :
M.T.:“Mai sunt dispusi tinerii de astazi sa invete matematica?”

LT.:”Daca vom §ti sa prezentam aceasta stiintd ca pe o frumoasd provocare a spiritului
mereu ndscocitor, este posibil ca tinerii sa ajunga sa inteleagda frumusetea si
profunzimea unui rationament matematic.Si mai trebuie ca profesorii sa fie capabili sa
prezinte elevilor impactul matematicii asupra intregii dezvoltari stiintifice
contemporane, conexiunile dintre matematica si informatica si aplicatiile acestora, de
exemplu, in criptografie, in studiul genomului uman, in comertul electronic.”
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Grupul Scolar Tehnic “Sf. Mucenic Sava”, Berca, Buziu

DIVIZIUNI SI FASCICULE ANARMONICE
DE NECULAI STANCIU

“Geometria proiectiva este toata geometria”
Arthur Cayley

I. DIVIZIUNI ANARMONICE
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Aceast articol, este dedicat geometriei sintetice (fundamentelor geometriei $i
geometriei proiective), s1 se adreseaza studentilor, elevilor, profesorilor de matematica,
si in general, oricui este interesat de geometrie.

In prezent, geometria din liceu este introdusa via algebra liniard (adica vectorial
nu sintetic).Articolul, vine sa detalieze notiunea de diviziune si fascicul armonic definita
in articolul -“Aplicatii ale teoremei lui La Hire” - G.M. - 3 /2008 ; notiuni care pot fi
intelease de orice elev din clasa a VI-a.

Diviziunea si fasciculul armonic, sunt tratate in capitole de fundamentele
geometriei, $1 In geometria proiectiva, unde metoda utilizatd este cea axiomatica
sintetica.Alte notiuni legate de acestea sunt:polaritate, dualitate, etc.

Consideram punctele coliniare 4, B si C cain fig.1.

x' A B C X

»
»

Fig.1

Avem relatiile: (1) AB=—-BA si (2) AB+ BC = AC; AB + BC + CA = 0.Fie acum patru

puncte coliniare 4, B, C si D cain fig. 2, astfel incat (3)% = —%.
CB DB
x' A C B D x |Spunem ca perechea (CD) este armonic

»
»

conjugata cu perechea (AB) si reciproc
Fig.2 | deoarece:

AC BC _C4A CB _CA DA

AD BD DA DB CB DB
lui B in raport cu C si Dsau, Beste conjugatul armonic al lui 4 1in raport cu C si

=—1.Se mai spune cd A este conjugatul armonic al

D sau, C este conjugatul armonic al lui D in raport cu 4 si Bsau, D este conjugatul
armonic al lui C inraportcu 4 si B.
In continuare vom numi biraport sau, raport anarmonic sau, diviziune anarmonica

CA DA not ot
raportul (4) —:— —(ABCD) =r.Se observa cd daca r=1 atunci (4ABCD) este

CB DB
diviziune armonica.

Teorema I.1. Raportarea la o origine de pe axa.

x' O A B x Daca avem axa x'x cu originea O si punctele
X A O B X A si B pe axa atunci (5) AB=0B-0A.
x' A B O x | Demonstratie.Avem cazurile din fig. 3.
Fig.3 Cazul O-4-B.OA+ AB+BO=0=
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AB=-BO—-04A=0B—-04.
Cazul 4—- O - B .Din relatia (2) avem AO+ OB+ BA=0=AB=0B+ A0 =0B—-0A4.
Cazul A—-B—-0.4AB+BO+04=0= AB=-BO—-0A=0B—-0A.
Cuarte de punte coliniare.
x' A B C D x | Avem configuratia din fig. 4:
» | ABsi CD sunt segmente care se separda,
AD si BC sunt segmente care se includ iar;

Fig.4 AC si BD sunt segmente care se incaleca.

Teorema 1.2. Echipolenta lui Euler.

(6)AB-CD+ AD-BC = AC-BD

Demonstratie.

AB-CD+ AD-BC - AC-BD = AB(AD — AC)+ AD(AC — AB)— AC(AD — AB) =
= AB(AD — AC — AD + AC)+ AD(AC — AC)=0.

Teorema 1.3.Punctul care imparte un segment intr-un raport dat.

Fie segmentul 4B, M € AB, O € AB origine aleasa arbitrar si k = 1:14—]‘;

Avem (7) OM = (1-k)OA+ kOB .
Demonstratie.Presupunem ordonarea O — 4—-M — B ,cu AM = k- AB Rezultd imediat din
teorema 1,0OM —OA =k - OB — k - OA .Celelalte ordonari se trateaza analog.

Consecinta.Daca M este mijlocul segmentului 4B, atunci k =% s1 OM = w

Teorema 1.4.Unicitatea punctului care imparte un segment intr-un raport dat.
Fie pe axa x'x, segmentul 4B si punctele C, D in interiorul sau in exteriorul segmentului

AB dar de aceeasi parte a lui.Daca A = DA atunci D =C.
CB DB

Demonstratie.Consideram ordonarea 4 —C—-D - B.

Din ipoteza rezulta AC-DB = AD - CB .Din (6) avem
AD-CB = AC-DB+ AB-CD Rezulta AB-CD =0, de unde, deoarece AB # (0 obtinem
CD=0,adica C=D.

In cazul in care C si D sunt ambele exterioare si situate de aceeasi parte a segmentului
AB , se procedeaza analog.Cazul in care C si D sunt separate de segmentul 4B, adica
ordonarea

C—-—A—-B-D sau D— A—-B-C se exclude deoarece AB #0.

Teorema L.5.Diviziuni anarmonice egale, cu trei perechi de puncte comune.

Daca (ABCD) = (ABCD'), atunci D=D".

def ! "4 T4
Demonstratie.(4BCD) = (ABCD")= CA. DA _CA DA = bA_ D4 =D=D".

(©) CB DB CB "D'B DB D'B
(q.e.d).

Teorema 1.6. Valoarea biraportului r nu poate fi nici 0 nici 1.

‘A DA . ..
Demonstratie.» = (ABCD) —% ﬁi 0 deoarece punctele fiind distincte

CA#0,CB#0,DA+0,DB#0.

CA DA C4 DB AC-BD AC-BD-BC- ADT2 AB-CD
1= -1= -1= 0=

yr—\|l=—:——

CB DB CB DA BC-A4AD BC-AD BC- 4D
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=>r=#l.

In continuare, vom calcula valorile biraportului obtinute prin permutarea punctelor
unei diviviuni anarmonice.

Teorema L1.7.0 transpozitie a doud puncte din aceeasi pereche inverseaza raportul
anarmonic.

CA DA CA-DB

r=(4BCD)=—:—=
Demonstratie. CI?A sz‘l (ijA %’2 =>rn=l=n=—.
= (4BDC)= === = g
DB CB DB-CA
Am demonstrat
(ABDC) = ; (BACD) = CB.DE_CB-D4__ 1 (q.e.d).
(ABCD) CA DA CA-Db (ABCD)

Teorema 1.8.0 transpozitie a doud puncte din perechi diferite ne da un raport
anarmonic complementar .

Demonstratie.» = (4ABCD) = CA b4 _AC-BD si r, =(ACBD) —B—A % =

CB DB BC-AD BC DC

AB-CD P
= ——C.Sumém cele doua egalitati si aplicand echipolenta lui Euler(teorema 2)

BC-AD
obtinem: 7+ r, = AC-BD-A5-CD _ AD-BC =1=r,=1-r=(ACBD)=1-r.
BC- Ad AD-BC

Analog se aratd ca (DBCA)=1-r

Transformarile precedente ale raportului anarmonic, definite in teoremele 1.7 si 1.8,
compuse succesiv cu ele Insele il reproduc pe 7.
Adica :

1 .
n=—=r'=—=r ,respectivr, =1-r=r"=1l-r, =r.
r h
Vom numi transpozitii complementare acele transformari care compuse cu ele insele ,
lasa raportul anarmonic neschimbat.
Teorema 1.9. Daca (ABCD) = (ABDC) sau (ABCD) = (BACD) atunci (ABCD)=-1.

T1.7
Demonstratie.Fie » = (4ABCD)=(ABDC) = l, (BACD) = l
r r

r#l
Daca r = 1 =r’-1=0=r=-1.(q.e.d).
r

Deoarece cu 4 obiecte putem face 24 de permutari, pentru fiecare diviziune de 4 puncte
avem 24 de valori ale rapoartelor anarmonice corespunzatoare cate unei permutari.
Dintre toate acestea numai 6 valori sunt distincte, iar restul se obtin prin transpozitii
complementare .Dintr-o permutare datd putem selecta alte trei de acelasi raport
anarmonic.Obtinem:

(ABCD) = (BADC) =(CDAB) = (DCBA) =r

(ABDC) = (BACD) = (DCAB) = (CDBA) = -
P
(ACBD) = (CADB) = (BDAC) = (DBCA) =1—-r
(ADBC) = (DACB) = (CBDA) = (BCAD) = "~
"
(ACDB) = (CABD) = (BDCA) = (DBAC) = 1%
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r—

(ADCB) = (DABC) = (BCDA) = (CBAD) = — .

II. FASCICULE ANARMONICE

Consideram fig.1 unde S(a,b,c,d)sau S(4,B,C,D)reprezintd un fascicul convergent,
cu punctul S propriu de raze a,b,c,d sau SA,SB,SC,SD si fig.2 in care S(a,b,c,d)
este un fascicul paralel de raze a,b,c,d sau SA,SB,SC,SD cu punctul S impropriu.

S
Fig.1
Fig.2
B C D o A C I
& b e d d b c d

Daca diviziunea (ABCD) este diviziune armonicd atunci fasciculul atasat S(ABCD)se

numeste fascicul armonic.

Biraportul atasat unui fascicul convergent.

Fie fasciculul S(abcd) taiat de secanta O (vezi fig.1) in punctele
not

A=6na,B=5nb,C=5nc,D=06nd Daci S(XYZ) = aria triunghiului de varfuri
XY §5iZ. XY= XSY . h=d(S.5). atunci 4 = CA- 1 _2-5(C54) _ S(CS4)

CB CB-h 2-S(CSB) S(CSB)’

(4BCp)= G4 . DA _S(CS4) S(DSA) _ sC- SA-sin(ca) SD-SA-sin(da) _
CB DB S(CSB) S(DSB) '

SC-SB-sin(ch) SD-SB-sin(db)

 sin(ca) _sin(da)

sin(ch) sin(db)
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N N
mt sin(ca) sin(da)
—

Daca S(abcd) = , atunci rezultd (ABCD) = S(abcd) .

sin(ch) sin(db)
Teoreme de invarianti

Teorema II.1.Fiind date pe dreapta o , punctele fixe 4, B,C,D .Pentru orice S ¢ 0,
notam a = SA4,b=SB,c=SC,d =SD .Biraportul atasat fasciculului S(abcd) este

invariant.
Demonstratie.Fie S,S' ¢ 0, ca in fig.3.

Fig.3

o

A B C/D
a c d

Din S(abcd) = (ABCD) si S'(a'b'c'd"y = (ABCD) rezulta
S(abed) = S'(a'b'c'd") (q.e.d).
Teorema II.2.Fiind dat fasciculul fix de varf S si raze a,b,c,d .Pentru orice secanta o

care intersecteaza razele fasciculului in A=and,B=bNno,C=cNnd,si D=dn?,
biraportul atasat diviziunii (ABCD) este invariant.

Demonstratie.Fie 6 si o' doua secante oarecare (fig.4), care intersecteaza razele
fasciculului in punctele 4,B,C,D si A',B',C',D".

Fig.4

63



Avem (ABCD) = S(abcd)
(ABCD) =(A'B'C'D") .(q.e.d.).

si

Articole si note matematice

Fasciculul taiat de o secanta paraleld cu una din raze.

Fie fasciculul S(abed)si &) a (fig.5).

(A'B'C'D") = S(abcd) .Rezulta

(P

W

Fig.5
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(1)S(abed) = (A'BC'D') = CA DA o acias ~acpe = EA 34
DB C'B CB
(3)AD'A'S ~ AD'BD = D:A = % Din (1),(2) si (3) rezulta :

S(abed) = S_A! sS4 _ 1, L (A'BC'D').
CB DB CB DB

1
Avem urmatoarea regula mnemotehnica pentru scrierea valorii biraportului B’ E

Deoarece §||a scriem 0 Na = A, (punctul impropriu pe directia paralelelor 5||a ),

A, DA,
S(abcd) :%:D—B’ siluom C4, : DA, =1 (trecerea la limita 4" — 4,).

S(abcd) = Ly L
CB "DB
, =¢,SD=d.
Atunci VS € a,S(abcd) este invariant.
CA, DA,
Demonstratie.Fie 4. =5 na.S(abcd)=(4,BCD)=—+:—— = Ly L—cons‘cant

CB DB CB DB
Teorema IL.3.Fie A,B,C,D puncte fixe pe C(O;R)si M e C(O;R)(fig.6).Daca

MA=a,MB=b,MC =c,MD =d atunci, VM € C(O;R) M (abcd) este invariant.

sin(ca) sin dAa
( - ) : ( A)=constant, deoarece A4,B,C,D sunt puncte

sin(ch) sin(db)

N

Demonstratie. M (abcd) =

.~ DCBA__ - DCB

=ct., cAb = B =ct., da = , db= =ct.
2R 2R

A
fixe si ca =
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Fig &

Observatie. Din figura 6 rezultd M (ABCD) =M (A'B'C'D').

Teorema I1.4. Fie 4,B,C, si D puncte fixe pe C(O;R)iar ,a,b,c, si d tangentele in
cele patru puncte la cercul C(O;R) .Atunci oricarea ar fi tangenta ¢ la cercul C(O;R)in
punctul 7 € C(O;R), punctele 4, =ant,B, =bnt,C,=cnt si D, =d Nt formeaza
o diviziune anarmonicd (4, 5,C,D,) invarianta.

Demonstratie.Consideram fig.7.
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Fig.7

Avem (A4,B,C,D,)=0(4,B,C,D,).Formam apoi fasciculul cu varful in 7 si raze
TA1 OA,, TB L OB,, TC L OC, si TD 1L OD, .Deci T(ABCD) = O(4,B,C,D,).

()

Obtinem (4,B,C,D,) = T(ABCD) = (sin <24

. CB . DA . BCD
:sin—) : (sin——:sin
2R 2R
Teorema IL.5.Pe cercul C(O;R) consideram punctele distincte 4, B,C,D si tangentele

a,b,c,d in aceste puncte la cerc (fig.8).Avem egalititile:
A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) .

) =constant.

Demonstratie. 4(aBCD) = (sin CAa : sin CQIB) :(sin DAa : sin Dja!B) =

. ChA . BC . DA . BCD
=(sin :sin——) : (sin :sin ) = r =constant=
2R 2R 2R 2R

= B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) (din egalitati de sinusuri).
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Fig. 8

Observatie. Teorema I1.5 reprezintd cazul limita a teoremei 1.3 in care punctul M de
pe C(O;R) coincide cu unl din punctele 4, B,C sau D.

Teorema II.6.Pe cercul C(O;R) se considera punctele distincte A,B,C,D si
tangentele la cerc 1n aceste puncte: a,b,c,d (fig.9).

Daca notam E=anb,F=bnc,G=cnNnd,H=dna,l=bnd si J=anc, atunci
avem egalitatile: (AEJH) = (EBFI) = (JFCG) = (HIGD) .
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Demonstratie.Consideram fasciculul cu varful in O si raze OA4,0E,0J si OH

.

—_

\

Fig.9

OAEJH , apoi fasciculul cu varful in A si razele perpendiculare pe razele fasciculului
anterior :a L OA,AB 1 OE,AC 1 OJ respectiv AD L OH , A(aBCD)si avem :
(AEJH) = O(AEJH) = A(aBCD).

Analog se obtin si relatiile:

(EBFI) = O(EBFI)= B(AbCD);

(JFCG)=O(JFCG) =C(ABcD);

(HIGD) = O(HIGD) = D(ABCA).

Acum aplicam relatii intre sinusuri, ca in teorema 5, pe care aici le detaliem astfel:

C;Ia = C]ABA = c(A?A = CDA si CZA)A = ABC =r- CDA , rezulta:
2R 2R 2R
e a o CDA|
sin(CAa) = sin(CBA) = sin(cCA) = sin(CDA) = sin( R ) si analoagele

$in(CAB) = sin(CBb) = sin(cCB) = sin(CDB) = sin(g—g)
oA a . py
sin(DAa) = sin(DBA) = sin(DCA) = sin(dDA) = sm(ﬁ)

()

DAB
2R

sin(DAB) = sin(DBb) = sin(DCB) = sin(dDB) = sin(—>) .

Tinand seama de aceste valori putem scrie:
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_CB. .. DA . DAB
:sin—) : (sin——: sin
2R 2R 2R

A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) = (sin CzRA )

(q.e.d.).
Observatie. Teorema 1.6 reprezintd cazul limitd al teoremeill. 4 in care tangenta ¢ la

cercul C(O;R) coincide cu una din tangentele a,b,c,d .

Teoreme de concurentd si coliniaritate.
Teorema I1.7. Daca doua diviziuni anarmonice egale (ABCD)=(AB'C'D’) au un

punct comun A, atunci dreptele BB',CC" si DD' sunt concurente.
Demonstratie.Avem fig.10.

Fie O=BB'nCC’" si D"=0D ' .Din teorema I1.2 rezulta (ABCD) = (AB'C'D")
iar, din ipotezad avem (ABCD)=(AB'C'D").Deci (AB'C'D")=(AB'C'D'"), apoi din
teorema 1.5 se obtine D" = D' .(q.e.d.).

Teorema I1.8.Daca doua fascicule anarmonice egale S(abcd)=S'(ab'c'd") au o raza

comuna SS'=a, atunci punctele de intersectic ale celor trei perechi de raze
corespondente: B=bNb',C=cnc',D=dnd' sunt coliniare.

Demonstratie.

70



Articole si note matematice

S’

Fie A= BCa,D=BCd si D' = DCd (fig.11).

Din ipoteza rezultd (1)S(abcd)=S'(ab'c'd") Intersectand fasciculul S(abed) cu
secanta BC rezulta (2) S(abcd)=(ABCD) .Inersectind fasciculul S'(ab’c'd")cu
secanta BCrezulta (3) S'(ab'c'd’)=(ABCD').Din cele trei relatii avem
(ABCD) = (ABCD"), apoi din teorema I.5. se obtine D = D" .(q.e.d.).

Teoreme clasice.
Teorema I1.9. Prima teorema a lui Papus.
In AABC fie A',B',C' trei puncte coliniare situate pe laturile BC,CA,AB si

BB'nCC'=M , AM nBC = A4, .In aceste conditii 4’ si A, sunt conjugate armonic in
raport cu B si C, adica (BCA'4,) = —1(fig.12).
Demonstratie.

Fig.12

Fsciculul de varf M si raze MB,MC,MA', M4, il tdiem mai intai cu secanta BC si apoi

cu secanta B'C’ si aplicam teorema I1.2.
(1) M(BCA'A,) = (BCA'A,) = (B'C'A'N).
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Fasciculul de varf A4 determinat de diviziunea anarmonica (B'C'A'N)il taiem cu
secanta BC si aplicdm teorema I1.2.
(2) (B'C'A'N) = A(CBA'A,) = (CBA'4,) .

Din (1) si (2) avem (BCA'A)=(CBA'4,) apoi din teorema I9. rezulta
(BCA'4)) =-1.(q.e.d.).
Teorema I1.10. A doua teorema a lui Papus.
Pe doua drepte 6 si &' luom trei siruri de puncte arbitrare 4,B,C € 6 respectiv
A',B',C" € 8" Intersectiile U =BC'nB'C,V =CA'nC'A si W=AB'n A'B sunt trei
puncte coliniare (fig.13).
Demonstratie.

a) cazul dreptelor incidente(d N ")

Fie X =B'AnA'CsiY=B'C=C'A.
Consideram fasciculele de varfuri 4" si C' ale caror raze trec prin punctele diviziunii
(OABC) .Din teorema II.1 rezulta (1) A'(OABC)= C'(OABC).Intersectand primul
fascicul cu secanta B'A , din teorema II.2. rezultd (2) A'(OABC) = (B'AWX).Analog,
intersectdnd al doilea fascicul cu secanta B'C ,din feorema II.2. rezulta (3)
C'(OABC)=(B'YUC).
Din (1),(2) si (3) rezulta (B'AWX) = (B'YUC), diviziuni anarmonice egale, cu B’ punct
comun.Conform teoremei 11.7 s1 schemei de mai jos:
Puncte corespondente
B B' punctcomun
A Y dreapta AY
w U dreapta WU
X C dreapta XC
Rezulta AY N XC = AC'nCA'=V =V eUW (q.e.d).

b) cazul dreptelor paralele (5”5 "o
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Consideram fasciculele de varfuri A" si C':
(1) A'(6'ABC)=C"(0'ABC) ; (2) A'(6'ABC)=(B'AWX)(3) C'(6'ABC)=(B'YUC).

Rezultda (B'AWX)=(B'YUC), cu B'punct comun, analog ca in cazul a) deducem
VeUW (qe.d.).

Teorema I1.11. Teorema plana a lui Desargues, directa si reciproca.

Daca doua triunghiuri au varfurile asezate pe trei drepte concurente atunci laturile
lor corespunzdtoare se taie in trei puncte coliniare §i reciproc dacd intersectia
perechilor de laturi a doud triunghiuri sunt coliniare atunci varfurile corespunzatoare
sunt asezate pe trei drepte concurente.

Avand in vedere ca teorema ramane valabild si in cazul in care punctul de
concurenta al celor trei drepte este impropriu iar unul sau toate cele trei puncte de
intersectie pot fi improprii enuntul poate fi reformulate astfel:

Fie trei drepte a,b,c pe care luom : 4,4'€a; B,B'eb; C,C'ec .Dreptele a,b,c
sunt concurente in O (propriu sau impropriu) dacd si numai daca intersectiile
A, =BCNB'C'", By=CAnC'A" si C, =ABNA'B" sunt situate pe o dreapta
(proprie sau improprie).Spunem ca AABC si AA'B'C' sunt omologice , O este
centrul omologiei si 6 = B,C, este axa omologiei.

Demonstratie.

Necesitatea.Fie D =bN AC, D"=bn A'C" .Consideram fasciculul O(abcOB, ) taiat de
AC respectivde A'C’ (fig.15). Din teorema I1.2., avem relatiile:

(1)(4'D'C'B,) = (ADCB,); 2) (ADCB,) = B(AbCB,); 3)
(A'D'C'B,) = B'(A'bC'B,).

Din

relatiile de mai sus rezulta B(AbCB,) = B'(A'bC'B,)), cu razd comuna.

Din teorema I1.8. si schema de mai jos:
Raze corespondente
BA B'A' BANB'A'=C,
b b raza comuna
BC B'C’ BCNB'C'=4,
BB, B'B, BB, "B'B, =B,
rezultd 4,,B,,C, sunt coliniare.Analog se procedeazd pentru O punct impropriu.
(q.e.d.).
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Suficienta.Fie A,,B,,C, coliniare pe O .Pe fasciculul de varf B, si raze J,B,C,B,A’
consideram perechile de puncte : B,,C,€0;C,4eB,C;C'A" € B,A" .Deoarece

triunghiurile A4,CC" si AC,AA" sunt omologice, din teorema Desargues (directd)
rezultd :

A4,CNCyA=B,CC'NAA' =0 si C'A, N A'C, = B' sunt coliniare; O € BB’ .(q.e.d.).

Teorema I1.12. Teorema lui Desargues directa —cazul spatial.

Fie Oabc fasciculul de varf O- propriu (fig.16)sau O, - impropriu(fig.17) si
A,A' € a;B,B' € b;C,C' ec.In aceste conditii, punctele proprii sau improprii
A, =BCNB'C",B,=CANC'A",C,=ABN A'B’

sunt coliniare pe dreapta d
(proprie ) sau d, (improprie).
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Demonstratie.

Fig. 16

O —punct propriu

A0

Co BO

Oi

Fig. 17
Oi — punct impropriu

A C’
B’
d %
A0 Co BO
a C
b

Distingem urmatoarele plane determinate de triplete de puncte necoliniare si perechi de
drepte concurente sau paralele: (4BC),(A'B'C"),(a,b),(b,c) si (c,a).
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Avem: (ABC)N(A'B'C")=d,(bcynd = A, €d,(ca)nd =B, €d,(abynd =C, €d ,
rezultda A,,B,,C, coliniare. (q.e.d.).

Daca axa omologiei este dreapta improprie d,, rezulta ABHA'B',BC‘ C'A’", iar

B'C',CA|
daca wvarful O este propriu avem omotetie de centru O si modul
AB  BC (A

A'B B'C CA’

Teorema I1.13. Teorema lui Desargues reciproca —cazul spatial.

Fie 4, =BCNB'C',By,=CANC'A",C, =ABN A'B" coliniare pe dreapta d (proprie
) sau d, (improprie).Atunci AA'"BB'nCC'=0.

Demonstratie.Consideram fasciculul de varf B, ale cdrui raze sunt determinate de
tripletele de puncte coliniare (B,,C,,4,);(B,,C,A);(B,,C',A")si triunghiurile
omologice AA4,CC’, AC,AA’.In continuare se aplici teorema 12 si rezultd ci
B'=4C'nC,AB=4,CnCA si O=CC'nAA" sunt coliniare, deci
AA""BB'nCC'=0 .(q.e.d.).

Observatie. Si in cazul plan (feorema I11.11.), omologia de centru O - propriu $i axa
improprie este o omotetie, iar omologia de centru impropriu si axd improprie este o
translatie.

Demonstratie./). Dacd anbnc=0 st d, - dreaptd improprie, rezulta

AB|A'B',BC|B'C,CA|C'4’,  deci  AOAB~AOA'B,AOBC~AOB'C' i

AOCA ~ AOC'A" De aici avem 04 = OB = oc =k, de unde A',B',C' sunt
04 OB OC

omoteticile punctelor A4, B,C in raport cu centrul O de modul £ .(g.e.d.).
1). Daca alplc si AB‘A'B’,BC‘B’C’,CA"C’A’, rezulti ABB'A',BCC'B',CAA'C’ sunt

paralelograme.De aici 44’ = BB'= CC' =t, deci avem o translatic a AABC in directia

comuna aHb”c pe distanta 7.(q.e.d.).

Teorema I1.14. Teorema lui Pascal pentru hexagon.

Intr-un hexagon inscris intr-un cerc, laturile opuse se taie in puncte coliniare.
Demonstratie.Pentru claritatea desenului vom considera hexagonal stelat 4B'CA'BC’
inscris in cercul C(O;R) cu perechile de laturi opuse (4AB', A'B); (B'C,BC");(CA',C'A)
(fig.18.).Fasciculele de varfuri 4 si C ale caror raze trec prin A',B’,B,C’ sunt egale
(conform teoremei 11.3.).

(1) A(BA'B'C")=C(BA'B'C").

Fie X =BA'n AC’ si taiem fasciculul de varf 4 cu secanta BA', apoi din teorema
1.2, rezulta :

(2) A(BA'B'C"Y=C(BA'B'C").

Fie Y =BC'n A'C si taiem fasciculul de varf Ccu secanta BC'.Din teorema II.2,
rezulta :
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Fig.18

(3) C(BA'B'C"y=(BYUC").

Din relatiile (1), (2) si (3), rezultd (4) (BA'WX)=(BYUC')= diviziuni anarmonice
egale cu B punct comun..

Din teorema I1. 7., si schema de mai jos:

Puncte corespondente

B B comun

A Y dreapta A'Y

w U dreapta WU

X C’ dreapta XC'

rezulta A'Y WU, XC' sunt concurente.Deoarece, A'YNXC'=V, avem
VeWuU .(q.e.d.).

Teorema I1.15.Teorema lui Pascal pentru patrulatere inscrise.

Intr-un patrulater inscriptibil, inersectiile laturilor opuse si cele ale tangentelor la cercul
circumscris duse prin perechile de varfuri opuse sunt 4 puncte coliniare.

Demonstratie.

Fie U=4BNnCD,V =BCNAD, iar asi c¢ tangentele Tn A si C la cercul

C(O; R) (fig.19).
Consideram W =anc.
Din teorema 5, A(BaDC)=C(BADC), dar din teoremele 17. §i 18. avem

A(BaDC) = A(CDaB), C(BADc) = C(ABcD) .Rezulta A(CDaB) = C(ABcD),
fascicule anarmonice egale cu raza comunda AC .
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Raze corespondente:

AC C4 raza comuna

AD CB ADNCB =V
a c anc=W

AB CD ABNCD =U

Rezulta ca: (1) U,V,W sunt coliniare.

Rationand analog pentru tangentele b si d, duse prin punctele B si D de pe C(O;R),
cu T=bnd, deducem (2)T €UV .Din (1) si (2) rezulta ca U,V,W,T sunt
coliniare.(q.e.d.).

Teorema I1.16.Teorema lui Brianchon.

Intr-un hexagon circumscris unui cerc diagonalele sunt concurente.

Demonstratie.Fie ABCDEF un hexagon circumscris cercului C(O;R) .Considerdm

tangentele a,c,e i ftaiate, pe rand, de tangentele b si d, unde
G=bnf,H=bne,l=dn f si J=dna (fig.20).Aplicand teorema II.4, rezulta
(BCHG)=(JDEI) , si permutind convenabil (vezi partea [) obtinem
(GHCB)=(IEDJ).

In continuare, consideram fasciculele anarmonice cu varfurile in F si A4:

F(GHCB) = A(IEDJ) , egale si curaza comuna FG = Al = f .
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Conform teoremei I1.8., s schema de mai jos
Raze corespondente:

FG Al raza comuna
FH AE FHNAE=F
FC AD FCnAD =P
FB AJ FBNAJ =B

rezultd P € EB, adica diagonalele AD, FC si EB sunt concurente in P .(q.e.d.).

Teorema I1.17.Teorema lui Newton.

Intr-un patrulater circumscriptibil, cele doua diagonale impreund cu cele doua drepte
determinate de punctele de contact ale perechilor de laturi opuse cu cercul Inscris, sunt
patru drepte concurente.

Demonstratie.Fie ABCD patrulaterul circumscris cercului C(O;R); E, F,G,H

punctele de contact ale laturilor AB,BC,CD, DA cu cercul

C(O;R);I =ABNCD,J = BCn AD (fig.21).Aplicam teorema I1.6. tangentelor in H
si I la cerc, avem: (HAJD) = (JBFC), si permutand convenabil (HAJD) = (JDHA),
deci : (JDHA) = (JBFC), diviziuni anarmonice egale, cu un punct comun J .Conform
teoremei 11.7. si schemei de mai jos:
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Puncte corespondente

J J punct comun
D B dreapta DB

H F dreapta HF
A C dreapta AC

O=ACNBD,rezulta (1)Q € HF .

Rationdm analog pentru diviziunile de pe tangentele in £ si G la cerc, si obtinem
(IBEA) = (IDGC), apoi cu schema de mai jos:

Puncte corespondente

1 1 punct comun

B D dreapta BD

E G dreapta EG

A C dreapta AC

Cum ACNBD =Q,rezulta (2) Q € EG.

Din (1) si (2) rezulta AC,BD, EG, si FH sunt concurente in punctual Q.

Teorema II.18.Intr-un trapez isoscel, intersectia laturilor neparalele si intersectiile
tangentelor duse prin varfurile opuse la cercul circumscris trapezului, sunt puncte
coliniare pe o dreapta paraleld cu bazele.

Demonstratie.Fie ABCD ,un trapez isoscel cu AB”CD ,$1 AD = BC.

Consideram a,b,c si d tangentele la cercul C(O;R) circumscris trapezului,duse prin
varfurile trapezului.Notam:U = AD "BC,W =anc,T=dnb si ABNCD=V,
(punctul impropriu pe directia paralelelor AB si CD, V, € AB si V, e CD) — vezi
fig.22.
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Fig.22

Din teorema 11.5., avem sirul de
egalitati: A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd), care grupate cate doua si
permutand convenabil A(aBCD) = C(ABcD), rezulta A(CDaB) = C(ABcD), fascicule

anarmonice egale cu raza AC comuna.Conform teoremei I1.8., din schema de mai jos:
raze corespondente:

AC CA raza comuna

AD CB ADNCB=U

a c anc=wW

AB CD ABNCD =V,

deducem V, e UW .Rezulta (1) UWHAB”CD .

in continuare se procedeaza ca mai sus,

B(AbCD) = D(ABCd) = B(DCbA) = D(BAdC), fascicule anarmonice egale cu raza

BD comuna.
Raze corespondente:

BD DB raza comuna
BC DA BCNnDA=U
b d bnd=T

B4  DC  BANnDC=V,
rezultd ¥, e UT , deci (2)UT|4B|CD .

Din (1) si (2) rezulta ca punctele W,U si T sunt situate pe o dreapta paraleld cu 4B si

CD .(q.e.d.).

Teorema I1.19.Raportul anarmonic al unui fascicul este egal cu raportul anarmonic al
coeficientilor unghiulari ai razelor fasciculului.

Demonstratie. Fie O(abcd) fasciculul de varf O si raze a,b,c si d .Considerdm o

dreapta OX , astfel incat :a = xa, f = xb,y = xc,0 = xd .
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Cl_-c
Bl b
L—a
O Xl x
Fig.23
Ducem 0 dreapta pLOx si

X=pNnOx,A=pna,B=pnb,C=pnc,D=pnd (vezifig.23).
Rezulti  r = O(abed) = (ABCD) _ (4. DA XA=XC XA=XD ,
CB DB XB-XC XB-XD

OX =x,tga =m,tgff =m,,tgy =m_,1gd =m,,

XA =xm,,XB = xm,,XC =xm_, XD = xm, .Deci r =

m,—m, m,—m,

Aplicatie.Polara unghiulara.

m.—m, m,;—m,

notam

insd notand

avem

(q.e.d.).

Fie (xy), un unghi de varf O si laturi x,y, iar 4 un punct nesituat pe laturile lui.O

secantd mobila care contine punctul A taie laturile unghiului in punctele X si Y.
Se cere locul geometric al punctului M , conjugatul armonic al lui 4 in raport cu X

siY.
Solutie.Se aplica teorema 11.19., pentru :

not not not

a=x,b=0M,c=y,d =04,m, =0,m, =m,m, =m,,m, ==m,, 51 r=—1.

. m m 2 1 1
Rezulta : 0 4+ 4 0 "=—q4+—.
my—m m,—m m m, m,

Deci m = constant.Locul geometric este OM , de directie fixd, cu coeficientul
unghiular fatd de OX egal cu media armonicd ai coeficientilor unghiulari ai dreptelor

OY si OA fatd de OX .

Justificarea motto-ului ales este :

Pentru constructia geometriei proiective se utilizeazd metoda axiomatica
sintetica.Dupa ce se construieste corpul coordonatelor asociat unui spatiu proiectiv sau
plan proiectiv desarguesian, se poate trece, in cazul unui corp comutativ, la dezvoltarea
geometriei analitice (in coordonate ) proiective.Geometria afind se recupereaza pe
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complementara unui hiperplan al spatiului proiectiv;se poate face deci trecerea de la
proprietati proiective la proprietati afine si reciproc.

XIII. Solving problems of concurrence and collinearity
using properties of pencils of lines

“Projective geometry is whole geometry”
Arthur Cayley

Neculai N. Stanciu

Abstract. This article is devoted to the study of two fundamental and reciprocal
questions: when do three given points lie on a single line, and when do three given lines
pass through a single point? The techniques we describe in this article will be
augmented by more sophisticated approaches, such as the Papus’s theorems, the
Desargues’s theorems, the Pascal’s theorem and the Brianchon’s theorem.

The formalism of projective geometry makes a discussion of such properties
possible, and exposes some remarkable facts, such as the duality of points and
lines.While technique “cross-ratio” of four points, and in the light of duality the cross-
ratio of four lines can be useful on contest problems, much of the material here is
considered “too advanced” for primary and secondary school education.This is a pity, as
some of the most beautiful classical geometry appears only in the projective geometry.
Key words: cross-ratio, bivalent range, harmonic range, harmonic conjugate,
concurrence and collinearity .

AMS Classification. 51-xx,51Axx, 51A05.

1. Main purpose - of the results below is familiarizing readers with new
methods ( little known even teachers of mathematics) solving problems of concurrence
and collinearity namely the techniques offered by pencils of lines properties.

We consider fig.1 where S(a,b,c,d)or S(A4,B,C,D) represents a convergent pencil of
lines, with its own pointS and rays a,b,c,d or SA,SB,SC,SD and fig.2

where S(a,b,c,d) is a parallel pencil of lines with rays a,b,c,d or SA,SB,SC,SD (S
1s improperly point).

Fig.1
Fig.2
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% CA DA :
If the cross-ratio (ABCD) = B E is harmonic ((ABCD) —1) then the pencil

attachment S(ABCD) is called harmonic pencil of lines.

2. Cross-ratio corresponding to a convergent pencil of lines

We consider the pencil of lines S(abcd) cut by line ¢ (you see fig.1) in the points

not

A=0na,B=0nb,C=0nc,D=0nd .If S(XYZ) = triangle area with vertices

XY and Z, XY = XSY, h=d(S,5), then A= CAh_2:5(C54) _ S(C54)
CB CB-h_ 2-5(CSB) S(CSB)

(ABCD) = CA DA _S(CS4) . S(DSA) SC-SA.sin(ca)'SD. SA.sin(Gfa)_
CB DB S(CSB) S(DSB) '

SC-SB-sin(ch) SD-SB-sin(db)
sin(ca) _sin(da)

sin(ch) sin(db)

not sm(ca) sm(da)

sm(cb) s1n(a’b)

IfS(abed) =

, then results (4ABCD) = S(abcd) .

3. Properties (invariant’s theorems)

Theorem 1.0n a line & we consider four fixed points 4,8,C,D .Forany S ¢J, we
denoted a = SA,b = SB,c = SC,d = SD . Cross-ratio corresponding to a convergent
pencil of S(abcd) is invariant.

Proof.Let S,S' ¢ 0, so fig.3.

Fig.3

fay B C/D
a! ! n dl
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a b c d

Because S(abcd) = (ABCD) and S'(a'b'c'd") = (ABCD) results
S(abed) = S'(a'b'c'd") (q.e.d).

Theorem 2.We consider fixed pencil of lines with vertix S and rays a,b,c,d .For any
secant line 6 which intersect the rays of pencilin A=and,B=bno,C=cnd,and
D =d N, Double-ratio corresponding to division (ABCD) este invariant.

Proof.Let & and &' two some secant lines (you see fig.4), which intersect the rays of
the pencil of lines in the points 4, B,C,D and A',B',C',D'".

Fig.4

We have (ABCD) = S(abcd) and (A'B'C'D") = S(abced) .Hence
(ABCD) =(A'B'C'D") .(q.e.d.).

Pencil of lines cut by a secant paralell with one of the rays.

Let S(abcd)be a pencil of lines and 5” a (you see fig.5).

Fig.5

(1) S(abed) = (A'BC'D) =S4 A oy aciars ~ acpe =S4 254
CB DB CB _ CB
» , DA’ SA'
(3)AD'A'S ~ AD'BD = =——.Under (1),(2) and (3) results :
DB DB
Stabedy =454 _ 1. 1 _ ypepy.

CB DB CB DB
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We have the following “mnemotehnical” rule for writing the double-ratio é : i

So 5||a scriem 0 Na = A, (improperly point on the direction parallels 5||a ),

CA. DA,
S(abcd) =——:—— and we take CA. : DA, =1 (switching to limit 4" — A4.).
CB DB ’ ’ ’

S(abcd) = Ly L
CB DB’
Corollary.Let B,C,D be the fixed points on a line & ,
=c,SD=d.
Then VS € a,S(abcd) is invariant.
CA, DA,
Proof.Let 4, =6 na.S(abcd) =(4,BCD)=——:—— = 1. L—cons‘[ant

CB DB CB DB

Theorem 3.Let 4,B,C,D be the fixed points on C(O;R)and M € C(O;R) (you see
fig.6).If MA=a,MB =b,MC =c,MD =d then, VM € C(O;R) M (abcd)is invariant.

sm(ca) sm(da)

sm(cb) sm(db)

Proof. M (abcd) = =constant, because 4,B,C,D are fixed points and

~ CBA  ~ CB .~ DCBA__ - DCB
=ct., ch = E:Ct., da =

=ct.

ca= , db=
2R

2R

Figs

Observation. You see figure 6, results M (ABCD)=M(A'B'C'D").

Theorem 4. Let 4,B,C, D be fixed points on C(O;R) and ,a,b,c, d the tangents in
the four points at circle C(O; R) .Then whatever tangent ¢ to the circle C(O;R) in point
T € C(O;R), the points 4, =ant,B, =bnt,C,=cnt si D, =d Nt formed a
invariant division (4, 8,C,D,) .

Proof. We have figure 7
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Fig.7

(4,B,C,D,) = O(A,B,C,D,) .We consider the pencil of lines with vertix 7" and the rays
TA1 OA,,TB LOB,, TC L OC, , TD 1. OD, .So T(ABCD) =0O(A4,B,C,D,).

N N

We get (4,B,C,D,) = T(ABCD) = (sin C;;A CB b4

:sin—) : (sin——:sin
2R 2R

Theorem 5.0n circle C(O;R) consider distinct points 4, B,C,D and tangent a,b,c,d

in these points at the circle (you see fig.8).We have:
A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) .

) =constant.

Proof. A(aBCD) = (sin C;Ia :sin CIQIB) : (sin D;la :sin D;IB) =

. ChA . BC . DA . BCD
=(sin :sin——) : (sin :sin ) = r =constant=
2R 2R 2R 2R

= B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) (from the equalities of sines).

a

i_———-———‘_'—_—._7

Fig. 8

Observation. Theorem 5 represents the limit case of the theorem 3 — the point M on
the C(O;R) is one of the points 4,B,C or D.

Teorema 6.0n circle C(O; R) we consider the distinct points 4, B,C, D and the
tangents at the circle in these points a,b,c,d (you see fig.9).

Ifdenoted E=anb,F=bnc,G=cnd,H=dna,l =bnd and J =anc, then
we have the equalities : (AEJH) = (EBFI) = (JFCG) = (HIGD) .

87



Articole si note matematice

Proof.We consider the pencil of lines with vertex O and rays OA4,0FE,0J ,OH

a

0 H

o Fig.9

OAEJH , then the pencil of lines with vertex in 4 and the rays perpendiculars on the
rays of previously pencil of lines :a 1. O4,AB 1. OE,AC 1. OJ , AD 1. OH ,
A(aBCD) and we have

(AEJH) = O(AEJH) = A(aBCD) .

The same is obtained the equalities:

(EBFI)=O(EBFI) = B(AbCD);

(JFCG) =O(JFCG) = C(ABcD);

(HIGD) = O(HIGD) = D(ABCd).

Now we use the equalities:

o)

Cﬁa:C&A:céAz% si cha=ABC _ DA

, and results:

2R
T Sy ST Ao >
sin(CAa) = sin(CBA) = sin(cCA) = sin(CDA) = sin( °R ).

The same is obtained the equalities:

$in(CAB) = sin(CBb) = sin(cCB) = sin(CDB) = sin(g—g)

sin(DAa) = sin(DBA) = sin(DCA) = sin(dDA) = sin(%)

sin(DAB) = sin(DBb) = sin(DCB) = sin(dDB) = sin(D2 ’ZB ).

Given these values can write:

A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) = (sin chA :sin Q) : (sinD—A :sin DAB)
2R 2R 2R 2R

(q.e.d.).
Observation. Theorem 6 represents the limit case of theorem 4 - the tangenta ¢ at the

circle C(O;R) is one of the tangents a,b,c,d .

4. Theorems on concurrence and collinearty
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Theorem 7. If (ABCD) = (AB'C'D’) - have a common point A, then the lines
BB',CC'",DD' are concurrence.
Proof.We have the fig.10.

Fig.10

D’ o

\\D"
_—7 \ \

Let O=BB'nCC" and D" = OD n ' .We use the theorem 2 and results
(ABCD) = (AB'C'D") , now use the hypothesis and we have (ABCD) = (AB'C'D").

Hence (AB'C'D") = (AB'C'D’"), then D" = D" (q.e.d.).

Theorem 8.If S(abcd) = S'(ab’c'd") - common ray SS' = a, then the points of
intersection of the three pairs of rays correspondent: B=bNb',C=cnc,D=dnd'’
are collinear.

\

S Fig.11

Proof. S

Let A=BCra,D=BCAd , D =DCnd (fig.11).

From the hypothesis we get (1) S(abed) = S'(ab'c'd") .We intersect the pencil of lines
S(abcd) with BCand results (2) S(abcd) = (ABCD) .We intersect the pencil of lines
S'(ab’c'd")with BC and results (3) S'(ab'c'd") = (ABCD') .From this three relations we
get (ABCD) = (ABCD'"), then D =D" .(q.e.d.).

5. At the end - 1propose some classical theorems that can be attacked with pencils
of lines techniques(theorem 7 and theorem 8).
Teorema 9. Pappus’s theorem
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If A4,B and C are three points on one line, D,E and F are three points on another

line , and AE meets BD at X, AF meets CD at Y, and BF meets CE at Z , then the
three points X,Y and Z are collinear.

Teorema 10.Desargues’s theorem.

In a projective space, two triangles are in perspective axially if and only if they are in
perspective centrally.

To understand this, denote the three vertices of one triangle by (lower-case) a, b, and c,
and those of the other by (capital) 4, B, and C. Axial perspectivity is the condition
satisfied if and only if the point of intersection of ab with 4B, and that of intersection of
ac with AC, and that of intersection of bc with BC, are collinear, on a line called the axis
of perspectivity. Central perspectivity is the condition satisfied if and only if the three
lines Aa, Bb, and Cc are concurrent, at a point called the center of perspectivity.
Theorem 11. Pascal’s theorem (The dual of Brianchon's theorem ).

Given a (not necessarily regular, or even convex) hexagon inscribed in a conic section,
the three pairs of the continuations of opposite sides meet on a straight line, called the
“Pascal line”.

Theorem 12. Brianchon’s theorem (The dual of Pascal’s theorem).

Given a hexagon circumscribed on a conic section, the lines joining opposite polygon
vertices (polygon diagonals) meet in a single point.
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