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INTRODUCERE

., A rezolva o problema inseamna a gasi o iesire dintr-o dificultate, inseamna a gasi o cale
de a ocoli un obstacol, de a atinge un obiectiv care nu este direct accesibil. A gasi solutia unei
probleme este o performanta specifica inteligentei, iar inteligenta este apanajul districtiv al
speciei umane.”’

(G. Polya)

Invétarea matematicii exerseaza gandirea , antreneaza capacitatea de organizare logica a
ideilor , intareste atentia si mareste puterea de concentrare in intensitate si durata , antreneaza
memoria logica , dezvolta un ascutit simt critic constructiv si gustul pentru obiectivitate si

precizie .

Studiul matematicii urmareste sa contribuie la formarea si dezvoltarea capacitatii elevilor
de a reflecta asupra lumii, de a formula si rezolva probleme pe baza relationdrii cunostintelor din
diferite domenii, precum si la Inzestrarea cu un set de competente menite sd asigure o integrare

profesionald optima .

Se stie cd nu se poate intelege, Invata si consolida matematica numai prin insusirea unor
cunostinte teoretice, fard aplicatii ale acestora. Teoria se fixeaza si se aprofundeaza numai prin
rezolvarea unui numar cat mai mare de exercitii si probleme . Aprofundarea cunostintelor de
matematica presupune si demonstratii, folosirea teoremelor invatate n solutionarea unor

probleme cu caracter practic.

Problemele de maxim si minim geometric ofera solutii practice in multe imprejurari:
in constructii, in legdturd cu economiile de material si de munca, la reducerea costului lucrarilor,

la trasari de drumuri, cai ferate, etc.



Lucrarea de fatd prezinta intr-o maniera accesibild, simplificatd dar riguroasa din punct de
vedere stiintific, diferite metode si procedee prin care pot fi solutionate problemele de minim si
maxim. Lucrarea poate fi privita ca un material util elevilor deoarece aduna laolalta metode
algebrice, de analiza si de geometrie in gasirea unor solutii optime, cu aplicatii in diferite
domenii.

Trebuie remarcata forta metodelor analizei matematice la rezolvarea unor probleme de
algebra si geometrie, a caror rezolvare nu este intotdeauna posibila daca sunt aplicate doar

metodele algebrei si geometriei elementare.

Lucrarea este structurata pe trei capitole.

Capitolul I se refera la minime si maxime in algebra si cuprinde notiuni despre intervale,
multimi §i siruri marginite §i nemarginite, teoreme de marginire ale acestora, inegalitati
remarcabile Tn algebra, valori extreme ale functiilor elementare si citeva probleme rezolvate
referitoare la aceste notiuni. Cu ajutorul inegalitatilor remarcabile prezentate, se pot determina
anumite valori minime sau maxime a unor expresii care depind de doua sau mai multe variabile
reale, sau se pot demonstra alte inegalitati care la randul lor prin particularizare ne ofera anumite
valori extreme necesare.

Capitolul II abordeaza notiunile de valori extreme in analiza matematica si cuprinde
proprietati de baza ale derivatei, rolul derivatelor intai si a doua in studiul functiilor.

Capitolul III prezinta rezolvarea problemelor de minim §i maxim geometric cu ajutorul
unor inegalitdti sau cu ajutorul derivatei, deci probleme de geometrie care se rezolva algebric si
cu ajutorul analizei matematice.

Fiecare capitol se incheie cu un paragraf ce contine o serie de probleme rezolvate ce
subliniaza necesitatea studierii problemelor de minim §i maxim, probleme cu mare aplicabilitate

in viata de zi cu zi.

., Problemele de maxim si minim idealizeaza

o inclinatie a naturii §i a noastra insine de a obtine

’

efecte optime cu eforturi, cheltuieli minime.’

(G. Polya)



CAPITOLUL I
MINIME SI MAXIME iN ALGEBRA

Multimea numerelor reale, notatd cu R, are ca reprezentare geometricd o dreaptd numita
axa numerelor reale. Deoarece intre elementele lui R si multimea punctelor de pe o dreapta se
poate stabili o corespondentd bijectivd, multimea numerelor reale este numita dreapta reald, iar

numerele reale se mai numesc puncte.
1.1. Intervale de numere reale

Daca a,b € R, a < b, atunci urmatoarele submultimi de numere se numesc intervale:
(a,b) ={x € R/a < x < b} interval deschis;
[a,b]={x € R/a < x <b} interval inchis;
[a,b) ={x € R/a < x <b} interval inchis la stanga si deschis la dreapta;
(a,b]={x € R/a < x <b} interval deschis la stdnga si inchis la dreapta;
(a,+) ={x € R/x > a} interval deschis la stanga si nemarginit la dreapta;
[a,+) ={x € R/x > a} interval inchis la stanga si nemarginit la dreapta;
(—o,a) = {x € R/x < a} interval deschis la dreapta si nemarginit la stanga;
(—o,a] ={x € R/x < a} interval inchis la dreapta si nemarginit la stanga;
(—o0,40) = R multimea numerelor reale;

(a,a) =[a,a) =(a,a] =09 si [a,a] = {a} intervale degenerate.

Intervalele (a,b), [a,b], (a,b], [a,b) se numesc intervale marginite; a si b se numesc
extremitatile intervalului, a extremitatea stdnga iar b extremitatea dreaptd. Intervalul [a,b] se

numeste compact (inchis si marginit). Dreapta reala si semidreptele sunt intervale nemarginite.



1.2. Multimi marginite in R

Definitie:

Multimea nevidd 4 — R se numeste:

1) marginita superior (majoratd) daca existd b € R astfel incat x < b, Vx € 4; numarul
b se numeste majorant al multimii 4 ; cel mai mic majorant M se numeste marginea
superioard a multimii 4 §i se noteazd supA4;

2) marginitd inferior (minoratd) daca existd a € R astfel incat a < x, Vx € 4; numarul a
se numeste minorant al multimii 4 ; cel mai mare minorant m se numeste marginea
inferioard a multimii 4 si se noteaza inf4;

3) marginitd daca este majoratd i minorata, adica exista a,b € R astfel incat a < x < b,

Vx e 4.

Observatii:

O multime este nemarginitd dacd ea este nemarginitd inferior sau este nemarginita
superior.

Daca un majorant al multimii 4 apartine multimii el se numeste cel mai mare element si
se noteaza cu max4.

Daca un minorant al multimii 4 apartine multimii el se numeste cel mai mic element si se
noteaza cu minA.

Daca o multime are un majorant, atunci ea are o infinitate de majoranti, avand majoranti
oricat de mari.

Daca 4 nu admite majoranti, prin definitie sup 4 = +co

Daca A nu admite minoranti, prin definitie inf4 = -
Multimea R=RU {—oo,+0} se numeste dreapta reald incheiatd sau multimea extinsa a

numerelor reale.

Axioma lui Cantor (axioma marginii superioare)

Orice submultime nevidd majorata a lui R admite un cel mai mic majorant.



Exemple de multimi marginite si nemarginite:
1) Intervalul (—oo, 2) este o multime marginita superior i nemarginita inferior.
2) Multimea numerelor naturale este marginitd inferior (0 fiind minorant) i nemarginita
superior. Multimea numerelor intregi Z, nu admite inf Z si sup Z.
3) Orice multime finita este marginita.
4)1) Daca A =(0,2] atunci sup4 =2.
i1) Multimea B = (0,+00) nu este marginita superior, deci nu exista sup B .

iii) Daca C = {1,2,3}, atunci supC = maxC =3.

Observatii:
1) Marginea superioara, daca exista, este unica.
Urmadtoarea caracterizare a marginii superioare este utila in rezolvarea unor situatii si anume:

M =sup A daca sunt indeplinite simultan conditiile:

1) pentru orice x € 4, avem x < M (M este majorant);

i1)Ve >0, 3x € 4 astfel incat M —¢ < x.

T 1 T 1
l majorantii lui 4
sup A
2) Marginea inferioard, daca exista, este unica.
Ea poate fi caracterizata si prin conditiile:
m=inf 4 < 1) Vxe 4, x >m (m este minorant);

il) Ve >0, dx € 4 astfel incat x <m+¢.

IIIIIITAA

1 1T |
minorantii lui 4

inf 4

3) Daca existd maxA (respectiv mind), atunci sup4 = maxA4 (respectiv inf A= min4).



1.3. Siruri marginite

Definitie:
Se numeste sir de numere reale orice functie f: N—>R, f(n)=x, .
Deci, un sir este o functie de forma n — x,_,unde ne N , x, € R, care pune in corespondentd

fiecarui numar » = 1,2,3,... un numar real x,,.

Numarul # care insoteste termenul general x, se numeste rangul acestuia.

Exemple:

(a,),»0: a,4,a, ....... sir constant, are toti termenii egali cu a;
(b,),so : bo=n sirul numerelor naturale;

D)o s fo=£=1, f,.,,=f,+ [, n=1 sirul Fibonacci.

Definitie:
Un sir de numere (x,),., este marginit superior (majorat) daca (3)b € R astfel incat
x,<h,VneN .

Observatii:
1) Numarul b din definitie este un majorant pentru termenii sirului.

neN*}

2) Sirul (x,),,, este marginit superior daca si numai dacad multimea M _ = {xn

este multime majorata.

Definitie:

Un sir de numere (x,),., este marginit inferior (minorat) daca (d)a € R astfel incat

a<x, VneN".

n?
Observatii:
1) Numadrul a din definitie este un minorant pentru termenii sirului.

ne N*} este

2) Sirul (x,),., este marginit inferior daca i numai dacd multimea M, = {xn

multime minorata.



Definitie:

Un sir de numere (x,),., este mdrginit daca exista numerele reale a si b astfel incat
a<x,<b, Vne N .

Observatie:

Sirul (x,),., este marginit daca si numai daca multimea M _ = {xn ne N*} este multime

marginita.

Teorema:

Spunem ca sirul (x,),., este marginit daca si numai daca ()M > 0 astfel incat |xn| <M,
VneN".

Demonstratie:

» =" Dacd sirul (x,), ., este marginit atunci existd a,b € R astfel incat a <x, <D,

2

Vne N .Luam M :max{]a

b|} >0 si atunci este clar ca |xn| <M,(V)n=1.

a X b

2"

R Presupunem ca ()M >0 astfel incat |xn| <M, VneN . Rezultai ca

~M <x,<M,VneN sidecisirul este mirginit.

Definitie:
Un sir care nu este marginit se numeste §ir nemarginit.

Observatii:
1) Un sir este nemarginit dacd nu se poate gasi un interval de forma [a,b] in care sa se
afle toti termenii sirului. Deci, conform teoremei, un sir (x,),., este nemarginit daca (V)M >0,

(I)x, astfel incat |x,| > M .

2) Daca sirul (x,),., nu este mdrginit superior si(y,),,, esteunsircu y, <x,, Vn

n?o

(saun = ng,n, dat), atunci sirul (y,),., este de asemenea nemarginit superior.



Daca sirul (x,),., nu este marginit inferior si (y,),., este un sircu y, <x, , Vn (sau

n 2 n,, pentru n, dat), atunci sirul (y,),., este de asemenea nemarginit inferior.

Exemple:

. 1 . < L
1) Sirul (x,),.,, X, = = este marginit deoarece este descrescator, cu termeni pozitivi.

2) Slrul (xn)nzl cu xn =

1+ sinn, ne N, este marginit, deoarece este suma a doud
n+

siruri marginite.
3) Sirul (x,),,, cu x, =1+(=1)", ne N, este marginit deoarece multimea valorilor
sirului este marginita, aceasta fiind formata numai din elementele 2 i 0 dupd cum » este par sau

impar.

1.4. Inegalitati remarcabile in matematica elementara

Inegalitatile prezentate In continuare sunt foarte des utilizate In aplicatii la nivelul liceal.
Cu ajutorul lor se pot determina valorile extreme ale unor expresii care depind de anumite

variabile, se pot demonstra alte inegalitati pornind de la acestea.

Inegalitatea lui Holder

/q 1

n n 1p n 1 _
Z|aibi|g(2|ai |Pj (Z’bz |qj > (‘v’)ai,bieR,iZI,n,p,q>1,l—i——:l
i=1 i=1 i=1 p

_

Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz

2
(zaibi] < (Zaf}(ibfj ,(V)a,bieRi=1n
=l i=1 i=1



Inegalitatea lui Minkowski

i=1 i=1 i=1

Inegalitatea lui Jensen

Fie I c R, interval si f: I > R, convexa. Atunci (V) a, € I, 4;>0,i= I,_n avem:

Z Ax; Z AS(x)
f i=1n < = n :
i | 34
i=1 i=1

Inegalitatea mediilor

. 1/p n 1/p . 1/p .
(Z|ai+bi|”j S[ZVHPJ +(Z|bi|”j ,(V)a, bieRi=1n,p>1

min(a,,a,,....,a,)<m, <m, <m, <m, <max(a,,d,,..,d,)
sau
n a,+a, +...+a
min(a,,a,,......a,) < <#laa,...a, <
I 1 n
— ettt —
a a a,
al +a; +...+a’
< » <max(a,,d,,....d,)

Inegalitatea lui Cebasev

n n n
Zaibi Zai Zbi
=1 > =l ...San,b1Sb2S

i1 .__
- , V)a,b;eR, i=1ln,a;<a,<
n n n

Inegalitatea lui Bernoulli

(I+x) 21+rx, (V)x,reR, x=2-1,r=0

10

...< by,



1.5. Valori extreme ale functiilor elementare

Definitie:
Fie o functiereald f: E >R, ECR.

a) Functia f se numeste marginitd superior dacd multimea valorilor ei este majorata,

adica daca existd un numar real M, astfel incat f(x) < M pentru orice x € E .

b) Functia f se numeste marginitd inferior dacd multimea valorilor ei este minorata,

adica daca exista un numar real m, astfel incat f(x) > m pentru orice x € E .
¢) Functia f se numeste marginitd daca este marginitd inferior §i superior, adica daca

existd m si M numere reale, astfel incat m < f(x) < M pentru orice x € E .

Se poate afirma cd functia / este marginitd daca existda M > (astfel incat | f (x)| <M,

Vx € E. Din punct de vedere grafic, functia f este marginita dacd si numai dacd graficul

acesteia este cuprins intre doua drepte paralele cuaxa Ox, y =a si y =b (Fig. 1).

f(E)

v

Fig. 1.1
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Functia de gradul 1

Functia f:R > R, f(x)=ax+b, a,be R, a # 0 se numeste functie de gradul I.

Graficul functiei de gradul intai este o dreapta (Fig. 2).

Ecuatia dreptei este y =ax+b, a#0.

a>0 Ay a<0 Ay

/ AN

v

Fig. 1.2

Functia de gradul intdi este marginitd dacd domeniul de definitie este o multime

marginitd, iar In caz contrar functia este nemarginita.

‘7 AY A y
/ // /

/O X /0 ' /O X
a) functie b) functie c) functie
marginita marginita marginita
inferior superior

Fig. 1.3

12



Functia de gradul al Il-lea

Functia f:R — R, f(x)=ax’+bx+c, a+ 0 se numeste functie de gradul al II-lea sau

functie patratica.
aduce la forma

Prin  prelucrare,

functia de gradul al II-lea se poate

3

b A
——;—— | este un
[ 2a 4aj

2
b -A . .
f(x)= a[x + 2—) + T numita forma canonica. Se observa ca punctul V
a a

punct special al graficului. Graficul functiei este o parabola (Fig. 4).
A y

Ay
Vv

_—
Q
ol
\
@)
—
ol

Fig. 1.4

In raport cu semnul lui @, avem doud cazuri in studiul functiei:
A o
—, care se obtine in punctul de

min

- daca a > 0, functia f'admite o valoare minima

- b . . e o
minim x = ——, deci functia este marginita inferior;

2a
b
X — 0 - + o0
2a
fx) +00 A +00
4a

13



< . . o A o a
- dacd a < 0, functia f admite o valoare maxima f = 1 care se obtine in punctul de
a

. b ) ) e .
maxim x = —2— , deci functia este marginita superior.
a
b
X — o0 -— +o0
2a
A
S —o0 o —o0
4a

Daca functia este definitd pe un interval marginit, atunci functia este marginita.

Functia putere cu exponent natural

Functia f:R — R, f(x)=x", ne N  se numeste functie putere de gradul n.
Pentru n =1 si n =2 se obtin functiile de gradul intai si respectiv de gradul al doilea. Acestea

sunt cazuri particulare a functiei putere.

Daca exponentul n este par atunci functia este marginitd inferior de punctul x =0 si

nemarginitd superior.

A
y
X — o0 0 + o0
fix)  +o \ 0 / +oo
O x>
Fig. 1.5
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Daca exponentul # este impar atunci functia nu este marginita.

v

f(x) — o0 0 +o0

Fig. 1.6

Functia radical de ordin n

Functia f :[0,+00) — [0,+0), f(x)=*/x se numeste functie radical de ordin par.
Aceastd functie este marginitd inferior de 0, dar este nemarginita superior.

A Yy

4

. - fx) 0 / / oo

Fig. 1.7

Functia radical de ordin impar f: R — R, f(x)= >4/x, ne N' nu este marginita nici

inferior §i nici superior.

15



f(x)

Fig. 1.8

Daca functia radical este definita pe un interval mérginit atunci functia este marginita.

Functia exponentiali

Functia f:R — (0,4+), f(x)=a", a>0, a=#1, se numeste functie exponentiald de
bazd a.
Functia exponentiald definitd pe R este marginita inferior de 0 i nemarginita superior, dar

daca este definita pe un interval marginit, atunci ea este marginita.

Ay Ay

~— 7

v
v

Fig. 1.9

16



Functia logaritmicad

O functie de forma f:(0,40) > R, f(x)=Ilog,x, a>0, a=#1, se numeste functie

logaritmica de baza a.
Functia logaritmicad este nemarginita pe R, dar este marginitda pe orice interval inchis si
marginit.

Ay Ay

O X O \

v

Fig. 1.10

Functii trigonometrice

» Functia f: R —>[-11], f(x)=sinx este marginita pe orice interval.

Fig. 1.11

max f(x) =1 = f(%+2k7zj , min f(x)=—1= f(%[+2k7z}, keZ

17



» Functia f: R —>[-Ll], f(x)=cosx este marginita pe orice interval.

max f(x)=1= f(2kz) , minf(x)=-1= f(z+2kn), keZ

» Functia f:R— {(Zk + l)%; keZ } — R, f(x)=tgx nu este marginitd pe domeniul

de definitie, nu admite valori extreme.

v

27

Fig. 1.13

» Functia f:R- {k7z; keZ } —> R, f(x)=ctgx, ca si functia tangentd, nu este

marginitd pe domeniul de definitie.

18



v

RY/4

-2 27 X

Fig. 1.14

1.6. Probleme rezolvate

Problema 1.

) +1 . . . . .
Se da multimea A4 = {n |lne N } . Sa se determine, daca existd, min 4, max 4, inf
n
A, sup A.
Solutie:

n+l1

Se observaca 1 < <2 ,Vne N, rezultici A este mirginiti.

n
Este evident cd 2e A4, deci max A=sup 4=2. Vom arata ca inf 4=1 urmarind proprietatea
de caracterizare a marginii inferioare:

n+l1

1) >1,Vne N = 1 este minorant;

n

i) Ve >0, 3dn, € N astfel incat 1+L<1+8<:>I’l0 >l.
n, &

19



Vom lua n, =1+ {l} = 1 este cel mai mare minorant, deci inf A=1. Dar 1 ¢ A, rezulta
£

camin A nu exista.

Problema 2.

n
—) , n=>1,unde a este

Sa se studieze marginirea sirului (x,),., cu x, =0 s1 x, —x, | = (a

un numar real supraunitar fixat.

Solutie:
Din relatia de recurenta se determina forma termenului general plecand de la egalitatile:

Adunand membru cu membru aceste relatii se obtine:

x,,_xl{é)lgjl ............. () -

de unde rezulta ca sirul (x,), ., este marginit.

20



Problema 3.

. o 1 1 1
Sa se arate cd sirul (x,),. definit prin x, = + F oo +—,
) 1-2.3 2-3-4 n(n+1)(n+2)
n >1, este marginit.
Solutie:
Este evident cd x, >0, Vn > 1. Se observa ca:
(1 1 (1 1 1 1 1
X, =—| ————|+=| == ——— |+ +— - =
2(1-2 2-3) 2{(2-3 3.4 2\n(n+1) (n+1)(n+2)
(1 1 1 1 1 1
X, =— et ———— e, - - =
2(1-2 23 2.3 34 nn+l) (n+1)(n+2)
1(1 1 1 n’+3n 1 n’+3n
X, =—| - & = & X, == 5.
2\2 (m+1)(n+2) 4 (n+1)(n+2) 4 n*+3n+2

2 2
Dar M<1, Vn>1, dect lM<l , de unde se deduce ca x, <%.

n’+3n+2 4 n*+3n+2

. 9 1 . . A .
Am obtinutcd 0<x, < e Vn 21 sirezultd ca sirul (x,),., este marginit.

Problema 4.

Sa se studieze marginirea sirului de numere reale (x,),.,, unde

1 1

= + n>l,peN,p=2.
Un”+1 Kn? +2

X

1
In? +n ,
Solutie:

Se observa ca >0, Vk=1,_n, nx1, peN*, p=2.Atunci si x, >0 in

1
Nn? +k
aceleasi conditii.

Aratam ca sirul este marginit superior. Pentru aceasta, putem scrie:

1 1 1
x, = + Foarens +——x
Q/n”+1 {/n”+2 In? +n
< 1 N 1 N N 1 __n
K1 A+l Un? +1 K +1
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= " = ! <1.

n'i/Hl </1+1
n’ n’

Deci x, <1. Am ardtat cd sirul este marginit inferior de 0 §i marginit superior de 1.

Deducem ca sirul este marginit.

Problema 5.

Aratati ca urmatorul §ir recurent

x, €[L2], x

n

_ 2
a=x,=2x,+2,n2>1,

este marginit.

Solutie:

Calculim x, =x'-2x,+2 = x,=(x,—1)>+1. Se observd ci x,>1 si stiind ca
x, €[1,2], avem :

x,—1€[0]] = (x,-1)’€[0.]] = (x,-D)+1€[l,2] = x, €[1,2].
Demonstram prin inductie matematica faptul cd orice termen al sirului apartine
intervalului [1,2]. Am demonstrat cd x, €[L,2], adica propozitia este adevarata pentru
n =1. Presupunand cad x, €[1,2], trebuie sa aratdm ca x,,, €[1,2]. Avem:

Xy =X 2%, +2 = x.,,=(x, -1 +1,
cum x, €[1,2] = x,-1€[0,]] = (x,-1)*+1€[,2] = x,, €[L2].

Deci x,,, €[L2] & x, €[L2], Vn =1, de unde rezultd cd sirul este marginit.

Problema 6.

S& se demonstreze cd pentru orice numere reale strict pozitive a, b, ¢ este adevarata

inegalitatea:

a b c
+ + <1.
2a+b 2b+c 2c+a

Solutie:

Prelucram relatia din enunt astfel:
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2a 2b 2c < o 2a+b—b+2b+c—c+2c+a—aSz<:>

+ + <
2a+b 2b+c¢c 2c+a 2a+b 2b+c 2c+a

b c a
- - - <2 &
2a+b 2b+c 2c+a

b c a
+ + >1
2a+b 2b+c 2c+a

, (1)

relatie ce trebuie demonstrata.

Amplificam prima fractie cu b, a doua cu c si a treia cu a:
2 2 2
b c a

+ + >1
2ab+b* 2bc+c? 2ac+a’

- 2

relatie ce trebuie demonstrata.
Inmultim membrul sting cu expresia [(Zab +b*)+(2bc+c*)+(Rac+a’ )], care

reprezintd un numadr strict pozitiv si aplicdm inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz :

b? c? a’
+ + 2ab+b*)+(2bc+c*)+QRac+a’)|>
(2ab+b2 2bc + ¢? 2ac+a2j[( )+( )+ )]

>(a+b+c) <

( b ¢, j> (a+b+c)

+ >
2ab+b* 2bc+c® 2ac+a’ ] a’+b*+c? +2ab+2bc+2ac

_(a+b+c)2 1
(a+b+c)’

b* c? a’

+ + >1
2ab+b*> 2bc+c? 2ac+a’

- 5

rezultd ca relatia (1) este adevdrata, ceea ce implica faptul ca relatia de la care am plecat
este adevarata, si anume:

a b c <1.

+ + <
2a+b 2b+c¢c 2c+a

Problema 7.
Aratati ca daca a,b,c >0, avem inegalitatea:

b+c N c+a N a+b
2a+b+c¢c a+2b+c a+b+2c

>2
2
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Solutie:
Notdam b+c=x>0, c+a=y>0, a+ b=z >0sirezulta:

¥ LY o,z 3

y+z x+z x+y 2

Amplificam prima fractie cu x, a doua fractie cu y si a treia fractie cu z:

2 2 2
A A 22. (1)
xXy+xz xy+yz xz+yz 2

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz putem scrie:

Y

2 2 2
( X + + z j[(xy+xz)+(xy+yz)+(xz+yz)]2(x+y+z)2 =
Xy+xz xy+yz xz+4+yz

2 2 2 2
X z X+y+z
Loy ,_(ty+2)

xy+xz xy+yz xz+yz 2xy+yz+xz)

x° N y? N z? sz +y*+2° +2xy+2yz+2xz. @)
xXy+xz xy+yz xz+yz 2(xy + yz + xz)
Dar,

x2+y222xy

2 2 2 2 2

yo+z 22yzy = x"+y +z"2xy+yz+xz,
22 + x> 2zx

atunci din relatia (2) obtinem:

2 2 2

A S >xy+yz+xz+2xy+2yz+2xz_
Xy+xz xy+yz xz+yz 2(xy+ yz+xz)
3y tyz+xz) 3
2(xy+yz+xz) 2
2 2 2
A S S RN S . SN
xXy+xz xy+yz xz4+yz 2 y+z x+z x+y 2

si revenind la notatiile initiale, avem:

b+c N c+a N a+b
2a+b+c¢c a+2b+c a+b+2c

>3,
2

ceea ce trebuia demonstrat.
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Problema 8.

Aratati ca oricare ar fi numerele reale strict pozitive x, y, z are loc relatia:

3 3 3
X z z°x 3
3 yz > T 3y 2 T3 T 225
xz'+yzm oyx 4z xT zy4+xy 2
Solutie:
Amplificdim prima fractie cu xy, a doua cu yz si a treia cu zx in vederea aplicarii

inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz:

xty? N yiz? N 2452 N 3
x*yzt +xy’z Xylz+x’y2 o’z +xyiz 2

Aplicam inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz :

x4y2 N y422 2452
X’y +xp’z? Xylz4x’yz )zt +x’y’z

~[(x2yz3 ery3zz)Jr(x3yzz+xzyz3)+(xy3z2 +x3y22)] >

>(x*y+y’z+z°x)° =

x4y2 y422 2452
2 3 3.2 + 3.2 2 3 + 3_2 3.2 2
Xyz+xy’zt Xy z+x'yz xyz +xyz
S (x*y+y’z+z°x)’ N
xyz(xz> +y’z+x’y+xz> +y’z+x7y)
x4y2 N y422 2452 N (x2y+yzz+zzx)2
x*yz’ +xp’z? X yizaxtyr xzt v xyiz 2xyz(xzt +ylz+xy)
4 2 4 _2 4 _2
X z z'x
y n y n >

Xy +xp’z xXylzaxty w4 xylz

S x’y+yiz+zix S 3}/x’yz’ 3

2xyz - 2xyz 2

b

rezultat obtinut in urma aplicarii inegalitatii mediilor: m, >m, .

4 2 4 _2 4 _ 2
) X z z'x 3
Deci ; Y + Y + 25 =

x*yz +xy’z X’yz+x’yz x’z+x’y’z

3 3 3
X z zZ X
y _,oyz

3
3 2 2 3, . 2.2 222,
Xz +yz0 oy +zxt zy4+xyt 2
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Problema 9.
Sa se demonstreze inegalitatea:
2.27 —1_2-42 —1_2'62 —1'

2-(2n)* -1 .
.......... 2 >0 2n+l, ne N,
1.2 3.4 5.6 (2n—1)-2n

Solutie:

Fiecare factor al produsului se poate scrie astfel:

2:2° -1 2*+2%-1 22+1-3_2 3

1-2 1-2 12 1 2
24°-1_4+4°-1_ 4435 4.5
3-4 3-4 34 3 4
2:6°-1_6°+6"-1_6"+5-7 617
5.6 56 56 5 6

2-(2n)2—1_(2n)2+(2n)2—1_(2n)2+(2n—1)(2n+1)_ 2n +2n+1

(2n-1)-2n (2n-1)-2n (2n—-1)-2n 2n—-1 2n
Atunci avem:

2~22—1.2-42—1_2-62—1_ _2-(2n)2—1_

1-2 3-4 56 7 (2n-1)-2n

2 3 4 5 6 7 2n 2n+1
e e B B Rl O : + :
(1 2) (3 4) (5 6) (Zn—l 2n j

Aplicand inegalitatea mediilor m, > m, pentru fiecare parantezd, obtinem:

2 3)(4 5\(6 7 2n 20+l
—t+— | =t =t | . + >
(1 2) (3 4) (5 6j (2;1—1 ZnJ

N AN N g [2nHL
1 V3 Vs 2n—1
=2"\2n+1.
Deci
2:2° -1 2-4> -1 26> -1 2-(2n)* -1 .
: : S = >2".\2n+1,neN",
1-2 3-4 5-6 (2n—1)-2n

ceea ce trebuia demonstrat.
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Problema 10.

Fie multimile A={min(l+l] |/ x+y=4, x,yeR+} si
Xy

B=freZ | a=+16x"+32x +16x° +49 , a minim

Calculati aria patrulaterului determinat de elementele multimii (AU {2})xB.

Solutie:

Determindm elementele multimii 4. Aplicim inegalitatea mediilor pentru m, si m,:

l+l2 4 :izlsiob‘ginemcé min(lJrlj:l.

X y Xx+Yy Xy

Numarul a se poate scrie sub forma:

a=16x>(x* +2x+1)+49 =

a=16x*(x+1)* +49 .
Numirul a este minim dacd produsul 16x>(x+1)° este minim. Valoarea minimi a
acestuia este 0. Rezultd ca x =—1 sau x=0.
Elementele multimilor 4 si B sunt: 4 ={1}, B ={-1,0}.
Atunci (AU {2})x B = {1,2} x {~1,0} = {(1,-1); (10); (2,-1); (2,0)}.

A

y

v

Patrulaterul determinat de cele patru puncte este un patrat cu latura egald cu unitatea,

[ =1u, iar aria acestuia este egali cu 1 u”.
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Problema 11.

. . 3 .

Si se determine functia f: R — R, f(x)=ax’+bx+c, daci f(1)= > si pentru x =2
se obtine valoarea extrema egala cu 1.
Solutie:

A determina functia f inseamna a-i preciza coeficientii a,b,c.

Din f(1)= 5 rezultd ecuatia a+b+c = % Punctul de extrem pentru functia de gradul

doi este x = _b si obtinem ecuatia _b =2 & b=-4a.
2a 2a

o g . . o A
Stim ca valoarea extrema a functiei de gradul al doilea este egala cu ——.

a

A
Rezulti ca e | & b*—4dac=-4a.
a

Deci avem de rezolvat sistemul :

a+b+c:E
2

b =-4a

b’ —4ac = —4a

- cles s . : 1 . SR
Aplicand metoda substitutiei, se obtine solutia a = 5 b =-2, ¢ =3. Deci functia cautata

1
este f(x)=5x2—2x+3.

Problema 12.

Fie familia de functii de gradul al doilea f, :R —> R, f, (x)=(m+1)x’—-2(m+2)x+m+2,
m # —1. Sa se determine m astfel Incat:

a) f saaiba o valoare minima negativa;

b) f sd aiba o valoare minima pozitiva,

c) f saaiba o valoare maxima negativa,

d) f sa aiba o valoare maxima pozitiva.
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Solutie:
a) Functia patraticd f are valoare minima daca m+1> 0, adicd m > —1, iar valoarea

minima se obtine pentru x,_. = ey cand
a

7 __A__4(m+2)2—4(m+1)(m+2)__m+2
" 4a 4(m +1) m+1’

. ... m+2
Deci se impune conditia —

< 0 siobtinem m € (—0,-2) U (—1,+x).
m+1

Asadar f are minim negativ daca are loc sistemul de conditii:

m+1>0
m>-—1
_A <0 {m € (—0,-2) U (=1,40)
4a

Prin intersectia multimilor solutiilor celor doua inecuatii se obtine cd m € (—1,+00).
b) Functia f are valoare minima pozitiva daca are loc sistemul:

m+1>0

m+2 50

m+1
Rezolvand sistemul rezulta m € @, adica nu exista m din R pentru care f sa aiba valoare
minima pozitiva.

c) Sistemul de conditii este

m+1<0
m<—1
_mt2 {m € (—o0,-2) U (=1,400)
m+1

Solutia sistemului este m € (—0,-2).

d) Se impune sistemul de conditii

m+1<0
m< -1
_mr2 {me(—2,—l)
m+1

si gasim m € (—2,—1).
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Problema 13.
. . A : y y 8
Fie x,y,z € Rastfel incat x+ y+z=4 si xy+ yz+xz=4.Sa se arate ca x,y,z € 0,5 .

Solutie:

Se scrie sistemul de conditii sub forma:

{x+y:4—z {x+y=4—z
=

xy=4-z(x+y) xy=4—4z+zz.

Formam ecuatia de gradul doi in ¢ cu radacinile x si y si avem :
' —(4-2)t+4-4z+2"=0.

Cum ecuatia are radacinile reale, trebuie sd punem conditia A, >0, care conduce la

ze [O,g} . Dar sistemul este simetric in x, y, z si deci la fel se ajunge la x,y € {0,%} .

In concluzie x, V,zZ € {0,%} .
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CAPITOLUL II
MINIME SI MAXIME iN ANALIZA MATEMATICA

2.1. Extreme locale si globale ale functiilor derivabile

Fie functia f: E — R, E interval sau reuniune de intervale.
Definitie:
Un punct a € E se numeste punct de maxim local al functiei f daca existd o vecindtate
V' alui a,in care functia are valori mai mici decat in a, adica
f(x)< fla), VxeVANE.
Daca a este un punct de maxim local al lui f, atunci numarul f (a) se numeste maxim
al lui £, iar punctul (a, f (a)) de pe grafic se numeste punct de maxim local al graficului.

In fig. 2.1 a), b) este ilustrat faptul ci x = a este punct de maxim local al functiei f .

f(a) f(a)

fx) [ f(x)

v

Fig. 2.1

31



Observatie:
Utilizarea adjectivului “local” pentru un punct de maxim este motivatd de faptul ca

inegalitatea f (x) <f (a) are loc pe o anume vecinatate V' a punctului a.

Definitie:
Un punct be E se numeste punct de minim local pentru functia f dacd existd o
vecindtate /' alui b, in care functia are valori mai mari decat in b, adica
f(p)< f(x), VxeVANE.
Daca b este un punct de minim local al lui /', atunci numarul f (b) se numeste minim al
lui £, iar punctul (b, f (b)) de pe grafic se numeste punct de minim local al graficului.

In fig. 2.2. a),b) este ilustrat faptul ¢ x = b este punct de minim local al lui £ .

f(b) f(b)

v
v

Fig. 2.2

Definitie:
Un punct de minim local sau maxim local pentru o functie f se numeste punct de extrem

local al functiei. Valorile functiei in punctele sale de extrem, maximele si minimele functiei, se
numesc extremele locale ale functiei. Punctele de maxim si de minim local ale graficului se

numesc puncte de extrem local ale graficului.
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Definitie:
Un punct x, € £ se numeste punct de maxim absolut al functiei f daca
f(x)< f(x,) VxeE.

Observatii:

1) Punctul x, € £ este punct de maxim absolut pentru f daca valorile functiei pe
domeniul de definitie sunt cel mult egale cu valoarea functiei In x, .

2) Orice punct de maxim absolut este si punct de maxim local dar, in general, nu si
reciproc.

3) O functie poate avea mai multe puncte de maxim absolut ( x, si x, in fig. 2.3).

Fig. 2.3

Definitie: Un punct x, € £ se numeste punct de minim absolut al functiei f daca

f(x)= f(x,), VxeE.

Observatii:
1) Un punct este minim absolut pentru f dacd valorile functiei pe domeniul de definitie

sunt cel putin egale cu valoarea functiei In x,, .

2) Orice punct de minim absolut este si punct de minim local, dar, in general, nu si

reciproc.

3) O functie poate avea mai multe puncte de minim absolut ( x,, x,,x, In fig. 2.4).
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Definitie: Un punct de maxim absolut sau de minim absolut se numeste punct de extrem
absolut.

Observatie: O valoare maxima locala poate fi mai mica decat o valoare minima locala.

2.2. Teoreme fundamentale ale analizei matematice

Teorema lui Fermat

Utilitatea derivatelor apare in mod evident in urmatorul rezultat:

Teorema lui Fermat

Fie f:E — R, E interval iar x, un punct de extrem din interiorul intervalului. Daca
. . 1~ A 1 ' i
functia f este derivabild in x,, atunci f (xo)— 0.
Demonstratie: Presupunem ca x,este un punct de maxim local ( in caz contrar inlocuim
J cu — f). Prin urmare existd o vecinatate V" €V, - si deci un numar ¢ >0 astfel

incét (x, —&,x, + &)V N E pentru care f(x)< f(x,), Vxe(x, —&,x, +&).
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Fie x € (x, — &,x,). Atunci MZO (deoarece f(x)< f(x,), x<x,).
X—Xx,

Cum f este derivabild in x, exista

o S =)

X—>Xg x._.xo
x<Xg

= f'(x,) sitnplus, f'(x,)>0. (1)

f(x)_f(xo)<0_

Luam acum x e (x0 , Xy + 8) pentru care . -
o

Rationand ca mai sus deducem ca

o S =)

X—>Xg x._.xo
X>xg

= /"(x,)<0. 2)

Din (1) si (2) rezulta f '(xo ) =0, ceea ce trebuia demonstrat.

Interpretare geometrica:

Din f '(xo)z 0, rezultd ca tangenta la grafic in punctul (xo, f (x0 )) este paraleld cu axa
Ox (fig. 2.5).

Teorema lui Fermat spune ca: graficul unei functii derivabile are tangenta paraleld cu axa
Ox 1in punctele sale de extrem (de maxim sau de minim) care nu coincid cu extremitatile

graficului.

v

Fig. 2.5
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Observatii:

1) Teorema lui Fermat are un caracter local.

2) Dacd punctul x, € E =[a;b] n-ar fi din interiorul intervalului, atunci concluzia
teoremei lui Fermat nu mai este adevaratd pentru ca f(x)nu ar fi fost definitd pentru x <a,

respectiv pentru x > b.
3) Reciproca teoremei lui Fermat, in general, nu este adevarata, adica derivata unei functii

se poate anula intr-un punct, fard ca acesta sd fie punct de extrem. De exemplu functia
f:R—>R, f(x)=x pentru care f'(x)=3x" si deci f'(0)=0, dar x, =0 nu este punct de
extrem pentru f .

4) Un punct x, € E poate fi punct de extrem pentru f fard sd existe f '(xo). Asa este

functia f:R—> R, f(x):|x

, pentru care x, =0 este punct de minim, dar stim cd f nu este este

derivabila in x, =0.
5) Daca f:E — R este o functie derivabila pe un interval deschis £, atunci zerourile

derivatei f' sunt numite puncte critice ale lui f* pe E.

Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem local ale unei functii derivabile f sunt

printre punctele critice, adicd punctele de extrem local ale lui f sunt printre solutiile ecuatiei

f'(x)=0.

Exemplu:

Daca a,b>0, a* +b" 22, Vxe R, atunci ab =1.

Solutie:

Se considera functia f:R—> R, f(x)=a" +b", pentru care f(0)=2. Cum din ipoteza
f(x)= f(0), Vxe R se deduce cd x, =0 este un punct de minim pentru f si 0 € R. Conform
teoremei lui Fermat rezulta f'(0)=0. Dar f'(x)=a" Ina+b" Inb. Asadar Ina+Inb=0 sau

In(ab) =0, adica ab=1.

36



Teorema lui Rolle

Fie o functie f:[a,h] >R, a,beR, a<bh.
Daca:
1) f este continud pe intervalul inchis [a,b];
2) f este derivabila pe intervalul deschis (a,b);
3) f are valori egale la capetele intervalului , f (a): f (b),
atunci exista cel putin un punct ¢ din intervalul deschis (a,b), ce (a,b), in care derivata se

anuleazd, f'(c)=0.

Demonstratie: Se analizeaza cazurile:

1) Functia f este constantd pe [a,b]. In acest caz f'(x)=0, Vxe(a,b) si deci orice
punct ¢ € (a,b) rispunde concluziei teoremei.

2) Functia f nu este constantd. Cum f este continud pe un compact [a,b], atunci
(Weierstrass) f este marginita si 1si atinge marginile pe compact, adica (El)xm,x v € [a,b] astfel
incat f (xm):m , f (xM)zM , unde M =sup f (x), m=inf f (x) sunt marginea superioarad si
respectiv inferioard a lui f. Deoarece f nu este constantd rezulta m <M . Daca punctul de
minim x, se afld In interiorul intervalului [a,b], atunci conform teoremei lui Fermat,
f'(x,)=0. Deci luand ¢ =x,, teorema este demonstrati.

Daci x, €{a,b}, deci x, coincide cu unul din capetele intervalului [a,b], atunci

fla)=£()= f(x,)=m<M = f(x,,). in acest caz este clar ca x,, , punctul de maxim al lui f,
se afli in interiorul intervalului [a,h]. Din nou aplicind teorema lui Fermat se deduce

f'(x,,)=0.Deci ¢ = x,, siteorema este complet demonstrata.
Corolar: Fie f:[ab]— R, continui pe [a,b], derivabila pe (a,b) si f(a)= f(b)=0

(a,b sunt radacini pentru f*). Atunci exista cel putin un punct c € (a, b) astfel incat f '(c) =0.

vvvvv
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Interpretarea geometrica:

Teorema lui Rolle are o interpretare geometrica simpla. Din f" (c) =0 rezultd ca tangenta
la graficul functiei f in punctul (c, f (c)) este paralela cu axa Ox (fig. 2.6). Deci daca cerintele
teoremei lui Rolle sunt indeplinite, atunci pe graficul functiei f existd (cel putin) un punct

(c, f(c)) in care tangenta este paralela cu axa Ox .

?Y

f@)=f(b) Lol

I R et

0O a

Fig. 2.6

Interpretarea fizica:

Presupunem ca x este timpul si f (x) este coordonata unui punct, care se misca pe o
dreapta, la momentul x. La momentul x =a punctul are coordonata f (a), apoi se misca Intr-un
anumit mod cu viteza f'(x) si se intoarce la punctul de plecare cu coordonata f(a), la momentul
x=b ( f (a) =f (b)) Este clar cd pentru a se intoarce la punctul f (a) , el trebuie sa opreasca la un

anumit moment, adica la un anumit moment x = ¢ viteza este zero f'(c)=0.

Observatii:

1) Teorema lui Rolle este o teorema de existenta.

2) Toate cele trei cerinte din teorema lui Rolle sunt esentiale pentru ca teorema sa fie
adevdrata. Daca una din cele trei ipoteze nu se verifica, atunci concluzia teoremei nu mai are loc.

3) Nu trebuie sa se traga concluzia ca derivata unei functii nu se anuleaza 1n nici un punct

daci acea functie nu satisface un din conditiile teoremei lui Rolle. De exemplu f:[-2,2]—> R,

f(x):‘x2 —1‘.
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Teorema lui Lagrange

Aceasta teorema este o generalizare simpla a teoremei lui Rolle in care functia f nu mai

ia obligatoriu valori egale la capetele a si b ale intervalului considerat.

Mai precis are loc urmatoarea:

Teorema lui Lagrange

Fie o functie f:[a,b] >R, a,beR, a<bh.
Daci: 1) f este continui pe intervalul inchis [a,5];

2) f este derivabila pe intervalul deschis (a,b),

atunci exista cel putin un punct c din intervalul deschis (a,5), ¢ € (a,b) pentru care

f()-fa)=(b-a)f(c).

Demonstratie: Egalitatea care apare in teorema se numeste formula lui Lagrange.

Se considerd functia g :[a,b] = R, g(x)= f(x)—kx, unde k € R . Evident functia g este
continua pe [a,b] (diferenta de functii continue), este derivabila pe (a,b) (diferentd de functii
derivabile) si g'(x)= f"(x)—k.

Se determina numarul real k din cerinta g(a)= g(b) si obtinem:

fla)—ka= f(b)-kb < kb—ka= f(b)—f(a) =

f(b)-fla)
b-a

Atunci functia g va avea forma:

&)= /() HO O

= k=

Acum functiei g i se poate aplica teorema lui Rolle. Deci exista c € (a,b) astfel incat g'(c)= 0,

f()-f(a)

) , relatie echivalentd cu f(b)— f(a)=(b—a)f'(c), ceea ce trebuia
—a

adica f'(c)=

demonstrat.
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Interpretarea geometrica: Formula lui Lagrange scrisd sub forma

Sb)-1(a) _ .
— =,

exprima faptul ca existad pe graficul functiei f cel putin un punct (c, f (c)), diferit de extremitati,
in care panta tangentei ('(c)) sa fie egala cu panta coardei determinata de punctele A(a, f(a)),

B(b, (b)), ceea ce inseamni ci aceasta tangenti este paraleld cu coarda 4B (fig. 2.7).

B

v

Fig. 2.7

Interpretarea fizica:
Presupunem ca x este timpul si f (x) este coordonata unui punct, care se misca pe o

dreapta, la momentul x.

/(b)-/(a)

Expresia
P b—a

reprezinta viteza medie a migcarii punctului in intervalul de timp de

la a la b. Formula lui Lagrange arata ca exista un moment x =c¢ in care viteza instantanee este

egald cu viteza medie In intervalul de timp [a, b].

Corolar : Fie o functie definita intr-o vecindtate V" a punctului x,, derivabild pe V' \ {x,}

si continud in x,. Daca existd limita A = lim f’(x), atunci f"(x,) existd si f'(x,)=A4. Daca

X=X,

limita A este finita, atunci f este derivabild in x, .
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Teorema lui Cauchy

Fie f,g: [a, b] — R, a <b doua functii cu proprietatile:
1) f,g sunt continue pe intervalul Inchis [a, b];
2) f,gsunt derivabile pe intervalul deschis (a, b);
3) g'(x)#0, Vxe(a,b),
atunci g(a)# g(b) si exista cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel inct sa avem:

f(b)-fla) _ f'(e)
glb)-gla) g'(c)

(formula lui Cauchy).

Demonstratie: Probam ca g(a);t g(b). Daca prin absurd g(a): g(b), atunci g verifica
pe [a,b] conditiile teoremei lui Rolle si deci existi c'e(a,b) astfel incat g'(c')=0, in
contradictie cu ipoteza 3). Ramane deci g(a)= g(b).

Pentru demonstrarea formulei lui ~ Cauchy se considerd functia /:[a,b]— R,
h(x)= f(x)-kg(x), Vxela,b], unde k este o constanta reald, care se determini din cerinta
h(a)=h(b) si de unde se obtine

S(a)~kgla)=f(b)-kgb),

/(6)- f(a)
g(b)-gla)’

Acum functia / verifica ipotezele teoremei lui Rolle. Asadar existd ¢ € (a,b) pentru care
H'(c)=0. Deoarece h'(x)= f'(x)—kg'(x) si A'(c)= f'(c)-kg'(c), rezultd ca f'(c)—kg'(c)=0

/()

sau k = ( ) si egaland cele doua valori ale lui & se obtine formula lui Cauchy.
g'lc

iar de aici k =

Observatie :

Formula lui Lagrange este caz particular al formulei lui Cauchy pentru g(x)=x cand

g'(x)=1.
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Teorema lui Darboux

Daca f este o functie derivabild pe un interval E, atunci derivata f' are proprietatea lui
Darboux pe E, adici Va,beE, a<b si VAie(f'(a),f'(b)) sau VA e (f'(b),f'(a)), existd
x, €(a,b) astfel incat f'(x,)=A.

Demonstratie : Fie functia g: £ > R, g(x) =f (x)— Ax, care evident, este derivabila pe

E si g'(a)zf'(a)—/1<0, g'(b)zf'(b)—/1>0. Vom ardta ca exista o0 >0 astfel incat
g(x)< gla),vxe(a,a+5). intr-adevir, deoarece g'(a)= limM

glv)-gla)
h(x) = x—a

g'(a), xX=a

, functia

este continudin x=a.

Cum h(a)=g'(a)<0 se deduce ci existi §>0 astfel incat h(x)<0, Vxe(a,a+5),

glx)-gla)

X—a

adicd <0,Vxe(a,a+5) si cum x—a>0 rezultd ca g(x)<g(a),vxe(a,a+7).

Deci functia g nu-si atinge minimul in x=a. Se demonstreazd analog ca g nu-si atinge
maximul in b .
Cum g este continud pe compactul [a,b], conform teoremei lui Weierstrass avem ca

existd un punct x, € (a,b) in care functia g 1si atinge minimul. Conform teoremei lui Fermat

g'(x,)=0,adica f'(x,)=4.

Consecinta utila pentru studiul semnului derivatei.
Corolar:

1) Fie f:E — R o functie derivabild. Dacd f" ia valori de semne contrare in doua puncte
a,b din E, atunci derivata f"' se anuleaza cel putin intr-un punct cuprins intre a si b .
2) Daca derivata f' a functieie f nu se anuleaza pe un interval / ¢ E, atunci derivata

/"' pastreaza acelasi semn pe /.
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Se poate aborda urmatoarea problema: Data fiind o functie f: £ — R, E interval, exista
o functie F': E — R cu proprietatile:
1). F derivabila pe E si
2). F'(x)=f(x),vxe E?
Deci dac este cunsocuti o functie f ca derivati a functiei F (F'), cum aratd F ? in orice
caz pentru a putea vorbi de F', f = F" trebuie s aibd proprietatea lui Darboux.
O astfel de functie F 1n cazul in care existd se numeste primitivd a functiei f pe

intervalul E. Procedeul de obtinere a functiilor F se studiaza in cadrul calculului integral.

2.3. Rolul primei derivate in studiul functiilor

Consecinte ale teoremei lui Lagrange

Consecinta 1. Functii cu derivata nula

Daca o functie are derivata nula pe un interval, atunci ea este constanta pe acest interval.

Demonstratie: Fie f:E — R, o functie derivabila in punctele din interiorul lui £ si
continud pe E, E interval si a € E un element fixat. Dacad x € E este arbitrar, atunci conform
teoremei lui Lagrange aplicata functiei f pe intervalul [a, x| sau [x,a], exista un punct ¢ € (a, x)
sau ¢ € (x,a) astfel incat f(x)— f(a)=(x—a)f'(c).

Cum f'(c)=0,avem f(x)=f(a), Vxe E, ceea ce arati ci f este constanti pe E .

Observatii:

1) Afirmatia reciprocd a consecintei 1 este clard. Dacd o functie este constantd pe un
interval, atunci derivata acesteia este nula pe interval.

2) Consecinta 1 da un procedeu de lucru prin care se aratd cd o functie definitd pe un

interval este constantd. Calculam derivata acesteia si dacad f'=0, atunci exista o constantd k € R

astfel incat f (x):k. Pentru determinarea constantei se alege o valoare particulard x, din
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intervalul pentru care f(x,) are o forma cat mai simpld. Alteori daci intervalul are forma (a,b),

atunci pentru determinarea constantei se apeleaza la calculul lim f(x) sau linl} f(x).
xX—a X—>

x>a x<b

Consecinta 2. Functii cu derivate egale

Daca doua functii au derivatele egale pe un interval, atunci ele difera printr-o constanta pe
acel interval.

Demonstratie:

Fie f,g:E — R, derivabile pe interiorul lui £ si continue pe E, E fiind interval cu
f'(x)=g'(x), VxeE.
Aceasta conditie scrisd sub forma ( f- g) (x) =0, Vx e E aratd ca se poate aplica consecinta 1.

Deci existd o constantd k € R astfel incat f(x)— g(x)=k, Vx e E, altfel spus, cele doud functii

diferd printr-o constantd pe intervalul £.

Observatii:

1) Cerinta ca E sa fie interval este esentiald. Urmatorul exemplu ilustreaza acest fapt:

Fie f,g: (— l,l)u (3,4)—) R, f(x) = { Lxe (_ 1’1),g(x) =1L,Vxe E. Evident f'(x): g'(x),
~1,xe(3,4)
B 0.xe(-11) )
VxeE, fird ca diferenta f(x)— g(x)= sa fie o constantd. Dar [ — g este
-2,x€(3,4)

constanta pe fiecare interval (— 1,1), (3,4) egald cu 0 si respectiv. —2. Deci f —g diferd prin
cate o constanta pe fiecare interval.
2) Formulele de la trigonometrie pot fi demonstrate utilizand aceastd consecintd. Spre

exemplu sd aratdm ca sin2x =2sinxcosx, VxeR.

Se considerd functiile f,g:R—R, f(x)=sin2x, g(x)=2sinxcosx pentru care
£'(x)=2cos2x si g'(x)=2|cos> x —sin® x|=2cos 2x. Deci f'(x)=g'(x), VxeR.

Asadar existi keR astfel incat f(x)-g(x)=k, VxeR. Luim x=0 cand
£(0)—g(0)=0. Deci k=0 si formula este stabilita.
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Un alt rezultat important pentru o functie derivabild pe un interval este furnizat de semnul
derivatei. Acesta va fi utilizat pentru determinarea intervalelor de monotonie. Mai precis are loc

urmatoarea consecinta:

Consecinta 3. Intervale de monotonie

Fie f:E — R, E interval, o functie derivabila.
1) Daca f'(x)>0, Vxe E, atunci f este crescitoare pe E .
2) Daca f'(x)s 0, Vxe E, atunci f este descrescatoare pe £,

Sau

1’) Daca f '(x) >0, Vxe E, atunci f este strict crescatoare pe E .

2’) Daci f'(x)<0,VxeE,atunci f este strict descrescitoare pe E .

Demonstratie:

Fie x,,x, € E, x, <x, si f' (x)z 0,Vxe E. Se aplica teorema lui Lagrange pe intervalul
[xl > X ] .

Prin urmare exista c € (x,,x, ) astfel incat

f(xz)_f(xl):(xz —xl)f'(c)ZO,

ceea ce aratd ca f(x,)< f(x, ), ceea ce demonstreazi ca f este crescatoare pe E .

Acum este clar ca dacd f'> 0, atunci am fi obtinut f (x1)< f (x2 ), ceea ce conduce la f
strict crescatoare pe E, adica 1’).

Analog dacd f'(x)<0, VxeE se obtine ca f(x,)— f(x,)=(x, —x,)f'(c)<0, adica
S(x)2 /(x,).

Deci pentru x, <x,, X,,x, €E rezulta f(x,)> f(x,), ceea ce inseamni ci f este
descrescatoare pe E .

Daci f'(x)<0, VxeE, atunci gasim f(x,)> f(x,) si prin urmare f este strict

descrescatoare.
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Observatii:
1) Pentru a marca monotonia unei functii utilizdnd semnul derivatei se utilizeaza tabele ca

cele ce urmeaza

X E X E
/) |+ +++++++++ A N I
) - £)

unde 1n linia corespunzdtoare lui f am indicat printr-o sageata orientata in sus a f este

(strict) crescatoare pe E sau o sdgeatd orientatd In jos pentru a marca faptul ca f este (strict)
descrescatoare pe E .

2) Pentru a determina intervalele de monotonie ale unei functii derivabile f:E —> R, E
nu neapdrat interval din R se procedeaza astfel:

a) se calculeaza derivata f' a functiei f;
b) se rezolva (in R ) ecuatia f'(x): 0, xekE;
¢) se determina intervalele in care f' pastreaza acelasi semn ;

d) se tine seama de consecinta 3 si se stabilesc intervalele de monotonie.

Urmadtorul rezultat este important pentru cd permite sd decidem daca o functie este

derivabila intr-un punct. Conditia suficientd ca acest lucru sa se intdmple este datd de :

Consecinta 4. Derivata unei functii intr-un punct

Fie f:E— R, E interval si x, € E. Daca:
1) f este continud in x,;
2) f este derivabila pe £ — {xo };
3) existd lim f'(x)=1e R,

atunci f are derivata in x, si f'(x,)=1.

Daci /€ R, atunci f este derivabiliin x, si f'(x,)=1.
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Demonstratie: Se aplica teorema lui Lagrange functiei f pe un interval [x, xo], X<Xx, §i

avem M=f'(cx),cu x<c, <Xx,.
X=X,

De aici f,'(x,)= }Lr%w = xlgg f'(c,)=1, decarece ¢, —>x, daca
x<Xg 0 x<Xx

X —x,, x<x,. Analog f', (x,) existd si este egali cu /. Deci f are derivati in x, si

f'(xo):l-

Observatii:

1) Aceastd consecintd pentru studiul derivabilitatii unei functii Intr-un punct, permite sa
calculam derivatele laterale intr-un punct.

2) Consecinta 4 a teoremei lui Lagrange da o conditie suficientd pentru existenta derivatei

unei functii Intr-un punct. Conditia nu este si necesara, dupa cum se poate vedea prin exemplul

urmator.

2 .
sin—,x#0 A . .. . .
Fie f:R—>R, f(x)= g x ¥ , derivabila in origine si f'(0)=0, dar nu exista

0, x=0
. . \ ! 1, . L e 1
lim f'(x),unde f'(x)=2xsin——cos—, intrucat se stie ci nu existd lim cos—.
x—0 X X x>0 X
3) Daca una din conditiile consecintei nu-i verificata, concluzia nu este numaidecat

0, xe[0,1)

este derivabila pe [0,1) si
I, x=1

adevdrata. Spre exemplu functia f :[O,l]—) R, f (x)z{

lin} f' (x) =0 si totusi f nu este derivabild in x =1, nefiind continua in acest punct.
xX—>
x<1

Dar nu este exclusa posibilitatea ca o functie discontinua intr-un punct sa aiba totusi derivata in

1
arctg—, x#0 . ) R . .
acest punct. De exemplu f:R—> R, [ (x) = & X este discontinud in x =0 si totusi
0, x=0
A (0) = oo, derivata calculatd folosind definitia.

4) In conditiile consecintei 4, daca [ este derivabila in x,, va rezulta cd "' este continua

in x,.
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2.4. Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

Convexitate si concavitate

In paragraful 2.3. am vizut ci semnul primei derivate di informatii asupra monotoniei
functiei, iar zerourile primei derivate sunt eventuale puncte de extrem. Aceste informatii si altele
se utilizeaza in trasarea graficului unei functii, numai ca , in destule cazuri, sunt necesare si
informatii suplimentare, care sa le intregeasca pe cele furnizate de prima derivata.

De exemplu o functie derivabild poate fi strict crescatoare in doud moduri, dupd cum
tangenta la grafic se afld sub grafic (fig. 2.8.a)) sau deasupra graficului (fig. 2.8.b)). Analog, o
functie derivabila poate fi strict descrescatoare in doud moduri dupd pozitia tangentei la grafic in

raport cu acesta: sub grafic (fig. 2.9.a)) sau deasupra graficului (fig. 2.9.b)).

v
v

Fig. 2.8

Fig. 2.9
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Definitie:
1) O functie f:E—>R, EcCR interval, se numeste convexa pe intervalul £ daca
Vx,,x, € E, Vt[0,1] are loc inegalitatea:
S =t +00,) < U =0)f () +1f (x,).
2) O functie f:E— R, EcCR interval, se numeste concava pe intervalul £ daca

Vx,,x, € E, Vt €[0,1] are loc inegalitatea:

S= o), +20,)2 (1= 1)1 () + ¢/ (x,).

Observatii:
1) Daca in definitia precedentd inegalitatile sunt stricte atunci spunem ca functia f este
strict convexa si respectiv strict concava.

2) Este clar ca functia f* este concava pe E dacd (— f ) este conexa pe E .

Interpretare geometrica
Se considera punctele A(x,, f(x,)), B(x,, f(x,)), x, #x, apartindnd graficului functiei
f sipunctul x, = (1 —z‘)xl +ix,, te [O,l], care apartine segmentului de capete x,, x,

(se verifica imediat dubla inegalitate x, < x, <x,) (fig. 2.10).

A

y

v

)+ f(xz)_f(xl)(

Xy =X

Coarda AB are ecuatia y = f (x2 X — xz) si ordonata punctului C de

abscisd x, de pe aceastd coarda va fi:
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o = £e) e LB IO () ().

X, — X,

Dacd f este convexa, atunci f(x,)<y,.
Punctul D apartindnd graficului are coordonatele (x,, f(x,)). Semnificatia inegalitatii
f (x,)s v, cazul functiei convexe , este aceea ca graficul functiei f este situat sub orice coarda

dacd unim doud puncte situate pe graficul functiei, cu abscisele apartinand lui £ . Analog,

semnificatia inegalitatii f (x[)z ¥., cazul functiei concave, este ca graficul functiei f este

situat deasupra coardei determinate de orice doud puncte situate pe graficul functiei, cu abscisele
apartinand lui £ . Daca in fiecare punct graficul functiei admite o tangentd unicd, atunci

inegalitatea f(x,)<y, este echivalenti cu faptul ci in fiecare punct (x, f(x)), xe[x,x,]
tangenta la graficul lui f este situata sub graficul lui f .

Pentru inegalitatea f (x, )2 v, interpretarea este analoaga.

Conditie suficientd de convexitate (concavitate)

Teorema:
Fie f:[a,b]> R, a<b o functie de doud ori derivabila pe [a,b].
1) Daca f"(x)>0, Vxe(a,b), atunci functia f este convexi pe intervalul [a,b].

2) Daca f"(x)<0, Vxe(a,b), atunci functia f este concavi pe intervalul [a,5].

Demonstratie:

1) Fie a <x, <x, <b. Pentru fiecare punct x e (x,,x,) se aplici teorema lui Lagrange
functiei f pe intervalele [x,,x], [x,x,] si deci existi ¢, €(x,,x), ¢, €(x,x,) astfel incat

f(x)_f(xl):f,(cl)’ fey) - f(x)

X=X, X, —X

:f'(cz)-

Cum ¢, <c, rezulti f'(c,)< f'(c,) (din enunt f">0 aratica f' este crescitoare) adicd

S()= 1) _ Sle) = fx)

X=X, X, —X
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Din xe(x,,x,), arbitrar, aceasta este echivalenti cu scrierea: x=(1—1)x, +1x,,
V¢ (0,1). Inlocuind pe x in inegalitatea de mai sus rezultd f(x)<(1—¢)f(x, )+ (x,), ceea ce
aratici f este convexi pe [a,b].

2) Se demonstreaza in mod analog.

Observatie:
Este valabila si afirmatia reciproca a teoremei si anume:

Daci f:[a,b]— R este de dou ori derivabila pe [a,b] si este convexa (concava),

atunci f">0(<0).

Interpretarea geometrica

Derivata a doua ", fiind derivata primei derivate, din /" >0 se deduce ca f' este o
functie crescatoare, ceea ce Tnseamna ca pentru un grafic convex, panta tangentei la grafic creste
cand punctul de tangenta se deplaseaza spre dreapta (fig. 2.11).

O interpretare analoga se poate da daca f"<0.

v

Fig. 2.11
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Intervale de convexitate (concavitate)

Teorema anterioard afirma ca semnul celei de-a doua derivate ne permite sa gasim
intervalele de convexitate si concavitate pentru o functie.
Pentru determinarea intervalelor de convexitate (concavitate) se parcurg urmatoarele etape:

1) Se calculeaza f";

2) Se rezolvi ecuatia /" (x)=0;

3) Cu ajutorul rddacinilor derivatei a doua se determina intervalele pe care derivata a doua
pastreaza acelasi semn;

4) Dacd f">0 pe un interval, atunci f este convexa pe acel interval , iar daca

f"<0 peuninterval, atunci f este concava pe acel interval.

Faptul ¢ pe un interval [x,,x,], f este convexd sau concavi se marcheazi intr-un tabel de

forma:

X X4 X,

f(x) ++++++++++H+ A+ ++

S(x) \/

a) f convexa

.

S ()

b) f concava

T
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Conditie suficientd pentru un punct de inflexiune

Teorema:
Fie f:E — R si x, un punct din intervalul £. Daca f este de doua ori derivabild intr-o
vecindtate /' alui x, si daca existd doud numere «, f €V astfel incat:
Da<x,<p;
2) f"(x,)=0;
3) (f"<0 pe ((x,xo) si f">0 pe (xo,ﬂ))sau( f">0 pe (a,xo) si f"<0
pe (x,, 8)),
atunci x, este punct de inflexiune pentru f .

Punctul M (x,, f(x,)) se numeste punct de inflexiune al graficului.

Observatii:

1) Conditia f ”(xo ) =0 nu implici automat x, punct de inflexiune. Intr-adevar fie
f:R—>R, f(x)=x" pentru care f'(x)=4x" si f"(x)=12x>. Ecuatia f"(x,)=0 are solutia
x, =0, care 1nsa nu este punct de inflexiune pentru f deoarece f "(x) > (0, atit pentru x <0 cat

si pentru x>0.

2) Conditia ca f sa fie continud in x, este importanta.

—-x*+1, x<0 f"() _12’ x¥<0
are X)= ,

ceea ce Inseamna ca pe intervalul (— 00;0), f"<0, adica f este concava, iar pe (O;oo), f">0,

Fie f:R—>R, f(x)z{

adica f este convexa. Dar x, =0 nu este punct de inflexiune, functia nefiind continud in acest
punct.
3) De asemenea daca f nu are derivata (finitd sau infinita) in x,, atunci x, nu este punct

de inflexiune pentru f .
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Fie f:R—R f(){xz’ U aume ()= i
ie f:R—>R, fl(x)= ,  atunci x)= si
—\ x>0
\/;, x>0 2\/;
2, x<0
frlx)=4 1 Lo - Se constatd cd f este continud in x, =0 si £(0)=0, £,(0)=c0.
afx*

Deci f nu are derivata in x, =0. Acest punct este punct unghiular pentru f, desi f">0 daca

x<0si f"<0 pentru x>0.

4) Pentru ca x, sa fie punct de inflexiune pentru functia S/ (indeplinind conditiile

teoremei) trebuie sd avem una din situatiile de mai jos:

X X9

S(x) t+++++++ 0 - - - - -

/() N S RN

a)
X X,
F A C R 0 ++++++++
VACY S (%)

b)

De exemplu, fie functia f:R—>R, f(x)=x’-x+2. Avem f'(x)=3x"-1 si
f"(x)=6x. Ecuatia f"(x)=0 are solutia x=0.Cum f"(x)<0 daca x<0 si f"(x)>0 daca
x>0 rezultd ca x=0 este punct de inflexiune pentru f, iar punctul (0,2) este punct de

inflexiune pentru graficul functiei.
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Conditie suficientd pentru un punct de extrem

Studiind semnul derivatei intdi de o parte si de alta a unui punct de extrem, se poate
preciza daca acesta este punct de maxim sau minim. Aceeasi cocnluzie se poate trage din studiul

semnului derivatei a doua intr-un punct de extrem.

Teorema:

Fie f :(a,b) > R o functie de doud ori derivabila si x, un punct de extrem pentru f .
1) Daca f"(x,)>0, atunci x, este punct de minim local pentru f .

2) Daca f"(x,) <0, atunci x, este punct de maxim local pentru f .

Demonstratie:

1) Din f"(x,)>0,existd 6 >0 astfel incat pe (x, —J, x, +9), f' este crescatoare.
Dar din ipoteza f'(x,)=0. Atunci Vxe(x,—-9d,x,) avem f'(x)< f'(x,)=0, adica pe
intervalul (x, -0, x,) functia f este descrescdtoare. Analog daca xe(x,,x,+0), atunci
0= f"(x,)< f'(x) si prin urmare f este crescatoare pe intervalul (x,,x,+0). De aici se
deduce ca x, este un punct de minim pentru f .

2) Analog cu demonstratia 1).

Observatie: Daca f"(x,) <0, tangenta la grafic in punctul (x,, f(x,)) se afla

deasupra graficului, iar dacd f"(x,) >0 aceastd tangenta este sub grafic.
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2.5. Probleme rezolvate

Problema 1.

Daca a,b,c>0, a*+b" +c* 23, Vx € R, atunci abc =1.

Solutie:
Se considera functiaf : R > R, f(x) =a"+b"+c", pentru care f(O) =3. Cum
din ipotezd f(x)>3 = £(0),(V)x € R, se deduce conform definitiei unui punct de minim

, cdx, = 0 este punct de minim pentru f'si 0 € R. Conform teoremei lui Fermat, derivata

in acest punct este nuld, adica £'(0)=0.

Dar f'(x)=a"Ina+b"Inb+c"Inc, asadar Ina+Inb+Inc =0sau In(abc)=0de unde

rezultd ca abc =1.

Problema 2. (Generalizarea problemei 1. )

n

Daca a, >0, i=1n, Zai" Zzn:ai { (V)xeR,atunci ﬁaf" =1.
i=1

i=1 i=1

Solutie.

Se considera functia f:R—>R,f(x)=a +a+...+a’. Este clar ca
f()=a,+a,+a,+...+a,, atunci relatia datd devine: f(x)> f(1),(V)x € R , ceea ce
aratd cd punctul x =1 este punct de minim pentru functia f .

Conform teoremei lui Fermat, rezulti ci f'(1)= 0, unde:
f'(x)=a'Ing +aina, +...+aIna,

si atunci

f'()=ang +a,Ina, +...+a,Ina, = Ina" +Ina® +...+na" =

f’(l):ln(ﬁafj = ln{ﬁaffJ:O = li[al."" =1,
i=1 i=l1 i=1

ceea ce trebuia demonstrat.
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Problema 3.

Sa se arate ca exista un numar real a, a > 0 cu proprietatea : a* > x+1, (V)x eR.
Solutie:

Fie functia f: R — R definita prin f(x) =a" - (x + 1).

Din ipotezd avem f(x)>0,(V)xe R. Cum f(0)=0 rezulti f(x)> £(0) adici 0 este

punct de minim al functiei f .

Aplicind teorema lui Fermat rezulti ci f'(0)=0, dar  f'(x)=a"Ina—1, deci

f'(0)=lna-1=0= a=e.

in acest caz f(x)=e* —(x+1), derivata este f'(x)=e" —1 si are radicina x = 0.

Tabelul de variatie al functiei este:

Deci x =0 este punct de minim pentru functia dati, adica f(x)> f(0), Vx € R, ceea ce

inseamnd ca e* > x+1,Vx € R, de unde rezultd ca a = e verifica conditiile problemei.

Problema 4.
. .- ax 1,
Aflati @ € R astfel Incat . < arctgx +5x , VxeR.
X
Solutie:
: . 1, ax
Fie functia f: R —> R, f(x)=arctgx+—x" — =
2 1+x

Evident ca f (x) >0 si f(0) =0 de unde rezulta cd 0 este punct de minim pentru functia

f si conform teoremei lui Fermat £'(0)=0.

2
L-x -, de unde rezulta ca £'(0)=1-a si cum

1
+tx—a-——
2 (1+x%)

Dar f'(x)= .

£'(0)=0 obtinem a =1.
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- . 1
Demonstram acum ca > < arcigx + Exz ,Vx e R.

1+x

- si studiem semnul acestei functii.

1
Fie f:R—> R, f(x)=arctgx +—x" —
2 l+x

Avem:

Fl(x) = 12 X d-xt x{l 2—’“}

+Xx— =x| 1+
1+x (1+x%) (1+x%)

Aflam radacinile derivatei intai:

1+2x* +x* +2
f'(x)=0 = x- TN TX TN ) = x=0sau '+ 237+ 2x+1=0.
(1+x2)2

Se observi ci ecuatia x* +2x" +2x+1=0 < x*+x>+(x+1)° =0 nu admite solutii
reale si derivata intai a functiei f admite o singura radacind x = 0.
Tinand cont ca numitorul derivatei este un numar strict pozitiv oricare ar fi x eR, atunci

tabelul de variatie al functiei este:

X -00 0 +o0

x | e 0O+++++++++

P 42x 4 2x 41| A+t

fl(x) | e O++++++++++++

/() /0

Din tabel se extrage concluzia ca f este descrescatoare pe (— oo,O) si crescatoare pe
(0,+00) de unde rezulta ci 0 este un punct de minim.

Atunci f(x)> £(0), Vx e R, adica al

1
- < arctgx +5x2,Vx eR.

1+x
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CAPITOLUL III
MINIME SI MAXIME GEOMETRICE

3.1. Aspecte teoretice si practice

Problemele de minim §i maxim geometric oferd solutii practice In multe Imprejurdri: la
constructii, in legatura cu economiile de material si de munca, la reducerea costului lucrarilor, la
trasari de drumuri, céi ferate, etc.

Vreme indelungata, pentru a evalua o suprafatd cultivatd, se masura numai perimetrul,
deoarece se credea cd unui perimetru mai mare ii corespunde o arie mai mare. Geometrii au aratat
de mult cd aceasta parere este cu totul gresita. Astfel:

,Un dreptunghi cu lungimea de 20 m si latimea de 4 m are perimetrul de 48 m si aria de
80 m’, un pétrat cu latura de 12 m are perimetrul tot de 48 m, insa aria lui este de 144 m”.

Asemenea constatari au condus la studierea problemelor de aflare a figurilor care au aria
cea mai mare dintre acelea care au acelasi perimetru, si invers, studierea problemelor de aflare a
figurilor care au perimetrul cel mai mic dintre acelea care au aceeasi arie.

Din cele spuse mai sus se desprinde urmatoarea idee: unor probleme de maxim sau de
minim le corespund alte probleme, respectiv de minim sau de maxim, acestea fiind reciproce ale
celor dintai.

De exemplu:

* propozitia:
LwPatratul este dreptunghiul care, cu un perimetru dat, are aria cea mai mare”,
are reciproca:
,Dintre dreptunghiurile echivalente, patratul are perimetrul minim.”;
* problemei directe de determinare a unui minim:
,Dintre toate triunghiurile echivalente, care are perimetrul minim?”
i1 corespunde reciproca de determinare a unui maxim:

,, Dintre toate triunghiurile avand acelasi perimetru, care are aria maxima?”.
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Reciprocele se pot trata independent de propozitiile directe, insa ele pot fi si deduse din
acestea.

Rezolvarea problemelor de minim sau maxim se face prin transformarea acestora in
probleme mai simple care sa Inlesneascad gasirea solutiei, sau care sa conduca la o proprietate sau
teorema cunoscuta, cum ar fi:

* Intr-un triunghi unghiului mai mare i se opune latura mai mare si invers, laturii
mai mari 1 se opune unghiul mai mare.

* Distanta cea mai scurtd dintre doud puncte oarecare luate pe doud drepte paralele,
este lungimea perpendicularei dintre cele doua drepte.

*  Dintre doud coarde ale unui cerc, cea mai lunga este cea mai apropiata de centrul
cercului.

Pentru rezolvarea problemelor de minim sau maxim, sunt utile si teoreme cum ar fi:

* Produsul a doud variabile a caror suma este constantd este maxim cand factorii
sunt egali, sau daca ei nu pot fi egali, atunci cand diferenta lor este minima.

* Suma a doi termeni al caror produs este constant, este minima, cand termenii sunt
egali, sau daca ei nu pot deveni egali, atunci cand diferenta lor este minima.

* Daca suma patratelor a doud cantitdti variabile este constanta, produsul celor doua
variabile este maxim cand factorii sunt egali.

* Dacd produsul a doua cantitati variabile este constant, suma patratelor factorilor

este minima cand factorii sunt egali.
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3.2. Probleme care se rezolva cu ajutorul

unor inegalitati remarcabile

Problema 1.

Daca suma lungimilor celor sase muchii ale unui tetraedru tridreptunghic ABCD, cu

m(¥BAC)=m(<CAD)=m(XDAB)= 90" este S, s se determine volumul siu maxim.

Solutie:
Notam AB =x, AC=y, AD =z.

A AD  xyz
Avem V., = AABC3 ==

Deoarece BC =/x*> +y* ,DC=4/y> +z7,

BD =+/z" +x” , este adevirati egalitatea

S:x+y+z+\/x2+y2 +\/y2+22 2+

Din inegalitatea mediilor m, > m, > m, deducem ca:

+y+
%2%/)@/2 =>x+y+z23-3/xyz

2 2

1/x ;y Z\/E:M/xz%ryz >4/2xy
2 2

ny ;LZ 2\/;:«/)/2-1-2221/2)/2

2 2
A X 2\/;:\/22+x2 >2zx

2

si obtinem:

523-3\/xyz +\/2xy +\/2yz ++/2zx .

Aplicdm din nou inegalitatea mediilor pentru \/ 2xy, \/ 2yz,/2zx §i avem:

2xy +\/23yz 220 23\/\/2xy\/2y2\/22x = 2xy +/2yz +422x 2342 Yz .
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Deci :
S>3z +3v2 -3z = §2301++/2) Yz

si prin ridicare la cub avem S° >27-(7 + 52 )xyz , de unde rezulta ca:
S3

xXyz L ————.
27-(7+542)

Tinand cont de formula volumului, obtinem:

3
Xz S

y=22< .
6 162-(7+542)

Toate inegalitatile de mai sus devin egalitati cand x = y =z si 1n acest caz volumul 1isi

atinge valoarea maxima:

~ s _5\/5—7.S3
162-(7+542) 162 '

max

N2-1 o

Dacd ludm x = y =z avem S=3x+3\/5x=3-(l+x/§)x sideci x=y=z= 3

Problema 2.

Se considera triunghiul ABC in care se duc indltimile AD, BE si CF . Acestea
intersecteazd cercul circumscris triunghiului in M, N si P. Sd se arate cd este adevaratd
inegalitatea :

olMNP)( AD _BE CF
o[DEF]\AM BN CP

>9

Demonstratie:

Avem ca <A, =< B, deoarece subintind acelasi arc MC , dar <A, =< B; avand

acelasi complement C. Rezultd cd <B, =< B;, de unde deducem ca ABDM= ABDH

si de aici, MD=DH . Analog NE=EH si PF=FH . Deci segmentele DE, EF si FD sunt linii
mijlocii In triunghiurile HMN, HNP si respectiv HPM , ele sunt paralele cu bazele si

egale cu jumatatea bazelor.
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Rezultd imediat ca triunghiurile DEF si MNP sunt asemenea si au raportul de asemanare

2
egal cu 1 . Rezulta ca raportul ariilor este OLMNP] = 2 =4

2 o[DEF] \1
Avem:

AD+BE+CF_ AD N BE N CF
AM BN CP AD+DM BE+EN CF+FP’

Aplicand inegalitatea mediilor , m,> my, obtinem:

AD BE CF 3

+ + >3-
AD+DM ~ BE+EN CF +FP 1+IZA§+1+EW+1+W

BE CF
B 9 B 9 B 9 9
HD HE HF | HD-BC HE-AC HF-AB _ o[ABC] 4
+ + + 3+ + + 3+
AD BE CF AD-BC BE-AC CF-AB o[ABC]
AD BE CF _9
+ + >—.
AM BN CP 4
o[MNP]( AD BE CF 9 o[MNP]( AD BE CF
+ + >24.—=9 < + + >9,
o[DEF]\ AM BN CP 4 o[DEF1\ AM BN CP

ceea ce trebuia demonstrat .
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Problema 3.
In interiorul unui triunghi oarecare ABC se considera un punct M care se proiecteaza pe

dreptele BC, CA, AB respectiv in P, Q, R. Sa se precizeze pozitia punctului M pentru care suma

BC CA AB . .
+ + sa fie minima. A
MP MQ MR
Solutie:
Notand BC=a, AC=b, AB=c, Q
avem a+b+c=2p. (D) R

Fie MP=x, MO =y, MR=z.
Atunci:

BC CA  AB
MP MQ MR

=ﬁ+é+£. B P C
Xy

z

. ax by cz
Din § =8 pc = Sasuc + Sacva ¥ Saus =+ +
2 2 2
ax+by+cz=2§. (2)

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz putem scrie:

(ax+by+cz)(£+2+£]2(a+b+c)2:>
X y z

2

+b+ H)+(2) 4
a b c (atbte OP a b c 4p”
X Yy z ax+by+cz x y z 2§

A qn < a c_2
Avandinvederecd S = pr = —+—+—2>—.
X y z r

. ) A N A )
Prin urmare, min £+2+£ :2_p cand > _ N _ CZ, adica x=y=z=r
e A T (0
X y z

deoarece daca inlocuim x = y =z 1n (2) rezulta
2 P

In concluzie, M este centrul cercului inscris in triunghiul ABC.
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Problema 4.

Fie OABC este un tetraedru pentru care O4 L OB L OC 1 OA cu muchiile OA4, OB,
OC avand lungimile a, b, c iar OH este indltimea tetraedrului, H € (ABC). Fie M un punct situat
la mijlocul lui OH si d;, d>, d; distantele de la M la fetele laterale (OAB), (OBC), (OAC).

Aratati ca:

a) dab +d,bc + d;ac = aTbc;

3
b) Mg(lj .

abc 6
c)df+d§+d§zOH2. C
Solutie:
a) Scriem Ve =Vious +Viose *Viose *Virze = A
VOABC — SAOA;? .dl + SAOB;’ ) d2 + SAOA; 'd3 + SAABC3' MH —
Vo= ab6a’1 +bc6dz N ac6af3 N SAAZC_ -20H ’
dar M =V, sc > rezulta:

voo- VOEBC _ ab6d1 N bc6a’2 N ac6d3 N

Vousc _ abd, +bcd2 _i_aca’3 N abc _ abd, +bca’2 _l_aca’3 N
2 6 6 6 12 6 6 6

bc

d,ab+d,bc+d,ac = "T .

b) Aplicand inegalitatea mediilor m, > m, , avem:
a)

d,ab+d,bc+d,ac>33d,d,d,(abc)’ =

3
d.d,d ;
“—bcj >27d d,d, (abe) = D8b 1 didids (1Y
2 abc 216 abc 6

c¢) Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz obtinem:

(dyab+d,bc+dyac) <(d} +d? +d? )(a’b> +b7c* +a’c®) =
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(d,ab+d,bc+d,ac)’ @ (abc)’

dl +d; +d; > =
1 2 3 .
a’b? +b*c* +a*c? 4(a2b2+b202+a202)

In ACON , dreptunghic in O, avem :

Oc.OA'OB C.Lb
OH - s =
\/0C2+OA .OB \/cz+ab
AB’® AB’®
(abc)® 5 (abc)?
OH’ = = OH’= :
c*(a> +b*)+a’b’ a’c’ +b’c* +a’b’
OH’

Deci d; +d; +d; > T

3.3. Probleme de geometrie

care se rezolva cu ajutorul derivatelor

Pentru a determina valoarea maximd sau minimad a unei marimi, se exprimad valoarea
acesteia (daca e posibil) printr-o functie si apoi se studiazd variatia functiei obtinute cu ajutorul
derivatei.

Pentru a transpune rezolvarea problemei de maxim sau minim in limbajul matematic cu
ajutorul unei functii de o singura variabila se foloseste urmatorul algoritm:

1. Se alege un parametru convenabil, se noteaza de reguld cu x si se exprima marimile din

problema in functie de x;

2. Pentru marimea ce trebuie sd atinga valoarea maxima sau minima, se determina o functie

de variabila x;

Se stabileste intervalul pe care functia trebuie sa atingd valoarea maxima sau minima;

4. Cu ajutorul derivatei se determina punctele de maxim sau minim pe intervalul stabilit;
5. Se determind marimea necunoscutd din problema si daca se cere si valoarea maxima sau

minima.
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Observatii:

Daca intervalul este deschis, x € (a,b) si pe acest interval functia are un numar finit
de puncte de maxim sau minim, atunci valoarea cea mai mare sau cea mai micd a functiei va fi
atinsd intr-un punct de maxim sau de minim.

Nu intotdeauna este convenabil sa se noteze cu x marimea necunoscuta a problemei.
Se noteazd cu x acea marime pentru care functia obtinutd este usor de cercetat cu ajutorul

derivatei.

Problema 1.

2 2
Sa se afle laturile dreptunghiului cu aria maxima, inscris in elipsa x_2 + ;:—2 =1.
Solutie:
olutie B
y
X
A A
O
B

Fie M un punct al elipsei si construim dreptunghiul care are un varf in punctul M. Notam

abscisa lui M cu x si calculam ordonata astfel:

2 2

X b

S AR PN b*’x*+a’y’ =a’h? o y=—+a’-x’
a’ b’ a

b

deci M are coordonatele (x, b Na® —x*).
a
Aria dreptunghiului este:

S=L-1 = S(x)=2x-2y=4x-é\/c12—x2 =
a

S(x) :42xva2 —x°.
a
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Derivata functiei S este :

2 2 _n.2
S’(x):ﬁ[ az _x2 _X—J :> S'(x):ib.ﬂ .
a 2 _ 2 a

2 2
a — a —X

2 2

aZaﬁJ

.. o 2 o o
Rédacinile derivatei sunt x = + aT . Cum S(x) este pozitiva pentru x € (— ,

. . a . av?2 . .
si negativa pentru x € ,+o0 |, atunci x = - este un punct de maxim local. Deci

I=a2 si L=b 2 ,iar S =2ab.

Problema 2.

Sé se determine dreptunghiul de arie maxima inscris intr-un cerc de razd R.
Solutie:

Se noteaza cu x si y dimensiunile

dreptunghiului ABCD 1inscris in cercul

de centru O si raza R ale carui D L //(*
diagonale sunt diametre si deci se \\\\\ 0/,/'/
intersecteaza in O. /,/",\‘\\ y
Aria dreptunghiului este S = xy . ,/”/ X e
A B

Se exprima y in functie de x si in
acest fel aria S devine o functie de o
singura variabila.

In triunghiul dreptunghic ABC, aplicim teorema lui Pitagora, x> + y* =4R?, iar de aici,
tinand cont ci y >0, obtinem y=+4R’ —x’ . Asadar aria va fi S(x)=xV4R* —x",
x€(0,2R). Trebuie sd determindm pe x pentru care aria S sd fie maxima. Derivata

22R* —x?)
V4R? - x?

Deoarece  S'(x) >0 pentru x<RV2 si S'(x)<0 pentru x> R2, deducem ca

functiei S este S'(x) = , lar ecuatia S'(x) =0 are solutia x = R\2 (x>0).

x=RJ2 este punct de maxim pentru S, iar max S(x)=2R>. De aici obtinem ci
xe(0,2R)
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y= R2. Asadar dreptunghiul de arie maxima nscris in cercul de raza R este patratul de

latura R «/5 .

Problema 3.

Sa se determine indltimea unui con Inscris intr-o sferd de raza R, astfel incat volumul

conului sd fie maxim.
Solutie:
Notam 4O, = x. Conform teoremei

lui Pitagora in A4OO, rezulta ca
00, =VR*> —x* iar
Heon=VO,=VR*> —x*> +R.

Atunci volumul conului va fi:

1
I/C :gAb'H =

I

1
1
1

on con

1
V, =—ax’(NR*—=x* +R)

3

Am obtinut functia:

V(x)= %ﬂxz (VR* —x* +R) undexe (0,R).

Cercetam functia V(x) cu ajutorul derivatei:

V'(x)Zéﬁ(xzx/Rz —x? +x2R) :%7{2)6\/R2 —x? +x° -_—2x+2xRJ:

2VR? —x?
1 [2x(R? =27 )-x° I 2xR*—2x" —x* + 2xRVR? - X
=—7 +2xR |=—7m- =
3 R _ 2 3 R _x?
_lﬂ 2xR?* =3x> +2xRVR* = x? _lﬂ « 2R? =3x* +2RR* —x*
3 R? —x? _3 R? —x? .

2R* -3x" +2RVR* —x* =0

Rezolvam ecuatia V'(x) =0 < ;
x> #R?

2RVR? —x* =3x" 2R’ o 4R (R -x*)=(3x-2R
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4R* —4R*x? =9x* —12x*R* +4R* < 9x*-8x’R’=0 <

x=0 x=0
x2(9x2—8R2):0© , 8R*& 2R\2
X = 5 xziT

Dar tindnd cont de conditia cd x € (0,R), rezultd cd x =

. . / : /R2 R 4
maxim. Atunct H = R2—8§ +R= ?+R=?+R:§R.

Deci , volumul conului inscris in sfera de razd R este maxim daca inaltimea conului este

HziR.
3

care este punct de
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