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POLINOAME

INTRODUCERE

Polinoamele constituie un domeniu foarte important si bine studiat al algebrei
traditionale. Numeroase probleme de matematicd dintre cele mai diverse, sunt enuntate si

rezolvate cu ajutorul polinoamelor.

Prezenta lucrarea se adreseaza elevilor de clasa a XII-a care studiazad Matematica-M2

si reprezintd un mijloc de fixare a cunostintelor despre polinoame.

Cartea respecta programa specifica profilului si are ca scop formarea de competente la

elevi in Invatarea polinoamelor.

Lucrarea este structurata pe trei capitole. Primele doua capitole cuprind notiuni
teoretice referitoare la polinoame: forma algebrica a unui polinom, operatii cu polinoame,
divizibilitatea polinoamelor, rddacini ale polinoamelor, relatiile lui Viéte si rezolvarea unor
ecuatii algebrice de grad superior.

Capitolul trei contine diverse probleme rezolvate prin care se fixeaza notiunile

teoretice prezentate in primele doud capitole.

Polinoamele constituie o etapa fundamentald in formarea capacitatilor de abstractizare

a elevilor. Calculul cu polinoame sta la baza celor mai multe tehnici matematice.

Autorul
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CAPITOLUL 1
INELE DE POLINOAME

1.1. Inelul polinoamelor in nedeterminata X

Se considera un inel comutativ §i unitar A si multimea tuturor functiilor de la N la A,
adica 4" ={f/f:N — 4}.

Un element £ din multimea 4", fiind o functie, se reprezinti cu ajutorul valorilor sale
sub forma f=(a,,a,,a,,....,a,,,.) =(al.)l.eN.

Daci f,ged", f=(a).,, g=0,)_, atunci f=g<a,=b,VieN.

Pe multimea A" se definesc doui legi de compozitie interne, adunarea si inmultirea

polinoamelor.

Fie f=(a,,a,,a,,...)sig=(b,,b,,b,, ...) doud polinoame din 4" . Polinomul
fte= (ao +b,,a,+b,a,+b,,........ ) se numeste suma polinoamelor f'si g, iar polinomul

Jg=(cy, €15 Cygenene 3Caveneee ), , unde:

se numeste produsul polinoamelor fsi g.



POLINOAME

Exemplu.
Daca f=(-2,1,3,-4,0,0,......)sig=(1,0,-1,1,0,0, ......), atunci suma lor este:
ftg=(1,1,2,-3,0,0,......), iar produsul lor este:
feg=(-21,-2:0+1-1, (-2)(-1)+1-0+3-1, -2-1+1-(-1)+3-0+(-4)-1, -2:0+1-1+3-(-1)+(-4)-0+0-1,
(-2):0+1-:0+3-1+(-4)-(-1), 4,0,0, ......)=(-2,1,5,-7,-2,7,-4,0,......).

Polinoamele de forma(a,0,0,0,...) = a se numesc polinoame constante.

Deci (AN -+, ) este o structura algebrica bine definita.

Cele doua operatii definite anterior verificad urmatoarele proprietati:

Asociativitatea si comutativitatea adunarii

Fie f,g.he A", =(a,)..8=(b,)oh=(c,)y-
Atunci, pentru orice i € Navem a, +b, =b, +a,si (a, +b,) +c, = a, + (b, +¢,), deoarece
adunarea Tn A este comutativa si asociativa.

Rezultici f+g=g+ fsi (f+g)+h=f+(g+h),oricare ar fi £ gsih, deci

adunarea pe 4" este comutativi si asociativa.

Elementul neutru si elementul simetrizabil fata de adunare

Existd in A" element neutru fatd de adunare, si anume functia
0:N — 4, 0()=0,Vie N. Pentru orice f € 4", f =(a,)._,,opusul sau este — f € 4" si
f+EN=EN+1=0.

Exemplu.

f=(0,-2,06,..)e 4" = —f =(~1,2,0,-6,...).

Comutativitatea si asociativitatea inmultirii

Inmultirea pe A fiind comutativi rezulti ca Zaib ;= Zb_/ai Vi,jeN,

i+j=k JjHi=k
k=i+j= fg=gf, deci inmultirea pe 4" este comutativi.

Se deduce 1n mod analog ca ( fg)h =f (gh), adica nmultirea pe 4" este asociativi.
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Elementul neutru fata de inmultire

Existi in 4" element neutru fatd de inmultire si anume: (1,0,0, ...... 0,...... )

Distributivitatea inmultirii fata de adunare
Fie f(g+h)=(d,.d,...d,...), fe+ m=d,.d,...d,..) s

d, = Zai(bj +cj): Zaibj + Za[cj.

i+j=k i=j=k i+j=k
Inmultirea fiind distributiva fatd de adunare rezulti ci d, =d,,Vn € N, de unde rezulta ca

f (g + h) = fg + fh si inmultirea pe A" este distributiva fatd de adunare.

in concluzie, (AN ,+, ) este inel comutativ si unitar.

1.2. Forma algebrica a unui polinom

Notatia f =(a,,a,,a,,...) introdusa pentru polinoame nu este prea comoda in

operatiile cu polinoame. De aceea, pentru simplificare, se foloseste o alta scriere pentru
polinoame.

Polinomul (0,1,0,0,...) se noteaza cu X si se numeste nedeterminata.

Utilizand operatia de inmultire a polinoamelor rezulta:
X=X -X=(01,0,0,....)-(0,1,0,0,.....) = (0,0,1,0,......),
X’=X-X*=(0,10,0....)-(0,0,1,0.,......) = (0,0,0,1,0......),

Prin definitie X° =1.
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= (ag.0,0,0000) +(@,,0,0,0000.) - (0,1,0,....) #(@3,0,0,.002.) - (0,0,10,...) + vovovs 4 (a,,0,.....) - (0,0,..,0,1,0,...) =
—a+aX+a, X +. .. +a X' +...=) aX

ieN
(unde exista doar un numar finit de termeni nenuli).

Deci f=a,+a X+a, X’ +..+a, X +.=) aX' (1)

ieN
si

m
f=a,+aX+a, X +..+a,X" =Zaix’

i=0
(1)
unde a,,q,,qa,,.....,a, sunt coeficientii polinomului f iar monoamele de forma
a,X*,0<k<n, senumesc termenii polinomului.
Din relatia (1) rezulti ci orice polinom nenul este o sumi finitd de monoame nenule.

Datorita scrierii (1) sau (1) pentru polinoame, se adoptd pentru multimea 4" notatia
A[X ] In particular , avem incluziunea A A[X ] Datoriti scrierii (1) sau (1) elementele din

A[X ] se mai numesc polinoame intr-o singura nedeterminat .

Definitie. Un element f € A[X ] de forma
f=a,+aX+a, X’ +..+a, X", a,€d, i>0 2)

si se numeste polinom 1n nedeterminata X cu coeficienti in inelul comutativ si unitar A.

Elementele a,,q,,a,.,.....,a, € A se numesc coeficientii polinomului f.

Expresia (2) se numeste forma algebrica a polinomului f.

In cazul particular cand 4 € {Q,R, C,zZ p} se obtin multimile de polinoame:

Z[X |= multimea polinoamelor de nedeterminata X cu coeficienti in Z,

Z [ X ]= multimea polinoamelor de nedeterminati X cu coeficienti in Z,,
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Q[X ] = multimea polinoamelor de nedeterminata X cu coeficienti in Q,
R[X |=multimea polinoamelor de nedeterminati X cu coeficienti in R,
C [X ]Zmul‘gimea polinoamelor de nedeterminatd X cu coeficienti in C,

Z, [X ]= multimea polinoamelor de nedeterminati X cu coeficienti in Z,, cu p prim.
Au loc incluziunile: Z[X]c Q[X]c R[X]c C[x].

Exemple.

1) Polinomul f =2+ %X ? —5.X° este un polinom cu coficienti reali.

. 2 1 . . . ..
2) Polinomul f = 3 2X° + EX * este un polinom cu coficienti rationali.

3) Polinomul f =4-4X7 - X’ este un polinom cu coficienti intregi.

4) Polinomul f = X*+2X° +3X? +2 este un polinom cu coeficienti in Z )

Definitie.

Daca f = iaiXi,g = ibiXi e A[X] atunci =g < a, =b,,Vi>0.

i=0 i=0

Gradul unui polinom
Definitie.

Se numeste gradul polinomului £, notat prin grad ( f ) sau grad f, cel mai mare numar

natural n astfel incat a, # 0.

In acest caz a, se numeste coeficientul dominant al polinomului f. Numarul a,se

numeste termenul liber al polinomului f.

Se obisnuieste ca polinomul f sa se scrie sub forma

f=a,X"+a, X" +..+a,X +a,, lucru intotdeauna posibil deoarece adunarea

polinoamelor este comutativa.
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Exemple.

1) Polinomul f = X +3 are coeficientul dominant egal cu 1 si grad f=1.

2) Polinomul f =-2X° — X" + X are coeficientul dominant egal cu -2 si grad f’=5.
3) Polinomul constant f =a,unde a € C,a # 0 are gradul 0, deci grad f=0.

4) Polinomul nul, /=0, are gradul egal cu -oo.

Proprietati ale gradului:
Fie f,g e A[X]. Atunci pentru gradul sumei si produsului celor doud polinoame au

loc urmatoarele relatiile:
grad ( f+ g) < max(grad (1), grad(g))
grad( fg )=grad (f)*+grad (g)

Aplicatie (Elemente inversabile din A[X])

Un polinom f € A[X] este inversabil daca si numai daca existd g € A[X] astfel incat

fg =1(cu alte cuvinte, singurele polinoame inversabile sunt polinoamele constante nenule).

1.3. Functia polinomiala. Radacina a unui polinom

Definitie.

Fie un polinom f e A[X], fziaiXi,neN, acA.

i=0
Numarul f(e)= Zaia” ,a, # 0se numeste valoarea polinomului f in punctul « .

i=0

Astfel, se poate pune in evidentd o functie, fiA> A, f (x) =f (x), Vx € A numita
functia polinomiald asociata polinomului f.

Daci f=a,+a,X +a,X* +..+a X", atunci f =a, +a,x+a,x" +..+a,x".
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Gradul polinomului dd gradul functiei polinomiale. Coeficientii polinomului sunt
coeficientii functiei polinomiale. A determina functia polinomiald inseamna a-i preciza

coeficientii.

Un polinom si functia polinomiald asociatd sunt notiuni distincte. Un polinom este o
expresie formald, o functie polinomiala are un domeniu de definitie, un codomeniu si o lege de

corespondentd determinatd de expresia polinomului.

Definitie.

Un element x, € 4 este ridicind a polinomului f daci f(x,)=0.

Exemple:

1) Dacia f=X*—-4X +1 atunci valoarea polinomului f in 1 este
f)=r-4-1+1=-2.

2) Dacid f=2-3X+4X" atunci valoarea polinomului f in V2 -1 este

FR2-1)=2-3V2+43+42-242+1)=5-3v2 +12-8/2 =17~ 1142.

3) Dacid f=-3X"+X’—X atunci valoarea polinomului f in i este
f)==3i"+i"—i=-3-i—-i=-3-2i.

4) Daci f=X?-X-2 atunci valoarea polinomului f in -1 este

f (— 1) =(=1)> =(=1)-2 =0 si elementul -1 este ridicini a polinomului f.
1.4. Adunarea si inmultirea polinoamelor
Proprietati

Considerdm polinoamele f,g e A[X] f=a,+a X +a,X* +....+a, X" si

g=by+b X +b,X* +....4+b X" ,a, #0,b, #0, n>m .

Atunci suma polinoamelor f'si g, notatd f+g, se defineste ca fiind polinomul
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Exemplu
Daci f=X’-X-1sig=X+2, atunci f+g=(X"-X-D+(X+2)=X"+15i

foe=(X"-X-DX+2)=X"+2X>-X*-2X-X-2=X"-3X>-3X-2

Daca f'si g sunt polinoame cu coeficienti reali, (respectivi rationali, intregi), atunci

produsul lor este un polinom cu coeficienti reali, (respectivi rationali, intregi).
Proprietatile adunarii polinoamelor

1. Adunarea este comutativa, adica oricare ar fi f sig, din A[X ], avem
freg=g+f.

2. Adunarea este asociativa, adica oricare ar fi f,g si A din A[X ], avem
(f+8)+h=f+(g+h).

3. Polinomul constant f = 0 este element neutru pentru adunarea polinoamelor, in sensul

ca oricare ar fi f € C[X], avem

f+0=0+f=f.

4. Orice polinom are un opus, adica oricare ar fi f € C[X ] existd un polinom notat —f,

astfel incat

S+EN =N+ f=0.
Observatie

Daca f si g sunt doua polinoame, suma f +(—g) se noteaza simplu prin f — g sise

numeste diferenta dintre f'si g.

10
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Proprietatile inmultirii polinoamelor
1. Inmultirea este comutativa, adica oricare ar fi f'si g, din A[X ], avem
fg=gf.
2. Inmultirea este asociativa, adica oricare ar fi £, g si 4 din A[X ], avem
(f&)h = f(gh).
3. Polinomul f =1este element neutru pentru Inmultire, adica oricare ar fi
f € 4[X], avem
fl=1f=f.
4. Inmultirea este distributiva fati de adunare, adici oricare ar fi polinoamele f, g
si h din A[X ] , au loc relatiile:
fg+h)=fg+ fhsi(f+g)h= fh+gh
5. Daca f'si g sunt polinoame nenule, atunci produsul lor este un polinom nenul
(f#0sig#0= fg#0).
6. Simplificarea cu un factor nenul.

7. Daca f, g h sunt polinoame astfel incat fg = fh si f #0, atunci g = h.

1.5. impirtirea polinoamelor
Aritmetica inelelor de polinoame 4/X] este analoaga aritmeticii inelului Z al numerelor
intregi. Aceasta analogie este realizata prin doua teoreme fundamentale: teorema impartirii cu

rest si teorema de descompunere in factori ireductibili.

Teorema Tmpartirii cu rest din Z ne spune ca fiind date doud numere naturale a si b,

b# 0, exista exact doud numere naturale unice g si 7 astfel incat are loc egalitatea: a =bg +r,

unde 0<r <b.

In teoria impartirii polinoamelor, se Intalneste o propritate analoaga.

11
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Teorema. (Teorma impartirii cu rest a polinoamelor)
Fiind date doud polinoame oarecare f,g € A[X] g # 0 si coeficientul dominant al lui
g inversabil, atunci exista si sunt unice doua polinoame ¢,r € A[X ] astfel incat [ =gg+r

unde grad (r)<grad (g).

Teorema impartirii cu rest este valabild in C [X ], R[X ], Q[X ] » Z,[X] (p-prim), dar in
Z[X] ramane adevarata doar daca g = +1 deoarece singurele elemente inversabile ale lui Z

sunt +1 si-1.

Algoritmul impartirii
1) Daca grad f < grad g ,atunci g=0 si r=f.
2) Fie grad f > grad g . Atunci:
* seaseaza polinoamele f si g sub forma unei scheme, ca in cazul Impartirii a

doua numere;
* se determina primul termen al catului prin Impartirea termenului de grad

maxim al lui f la termenul de grad maxima lui g ;

* se Inmulteste aceasta cu g ; se inlocuieste fiecare coeficient din produs cu
opusul sau; se trec termenii astfel obtinuti sub termeni de acelasi grad ai lui f
si apoi se face suma celor doud polinoame, obtinandu-se primul rest partial,
fis

* daca grad f, > grad g, continudm procedeul (cu f, in locul lui /) pand in

momentul in care apare primul rest partial de grad strict mai mic decat gradul

lui g.

Exemplu.
Fie polinoamele f =X’ +2X*-3X°+2X +1si g= X"+ X —3. Si se determine
catul si restul impartirii lui f la g.

X3 +2X*-3x° +2X +1 X’+X-3

- X -X*+3Xx° X +X°-X+4

12
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D & +2X +1

— Xt X} +3Xx2

/ =X +3X*+2X +1

+ X+ X?-3X

/ +4X? - X +1

—4X*-4X +12
/ -5X+13

Deci catul este ¢ = X° + X* — X +4, iar restul » = -5X +13.
Formula Tmpartirii cu rest se scrie, in acest caz astfel:

2X° 4+ X 5X° —8X +1=(X?-3)2X° + X* + X +3)+(-5X +10).
impﬁrgirea prin X —a. Schema lui Horner.

In aritmetica, gratie unor criterii de divizibilitate, se poate verifica imediat daca un
numar este divizibil printr-un alt numar, fard a efectua impartirea. De exemplu, un numar este
divizibil cu 2 daca ultima cifra este para, un numar este divizibil cu 3 dacd suma cifrelor sale
este un numar divizibil cu 3, si asa mai departe. Si in algebra, existd de asemenea, teoreme

care simplifica calculele.

Teorema (Teorema restului)
Restul mpartirii unui polinom f € A[X ] , f#0prinbinomul g=X—-ae A[X ] este

egal cu valoarea numerica a polinomului f pentru x =a, adicd r = f (a).

Exemplu.

Si se determine restul impartirii polinomului f =2X* —5iX° +3X +i+ 2 prin
binomul g =X —i.
Solutie:

Conform teoremei de mai sus, restul este

r=f)=2" =5 +3i+i+2=2-5+3i+i+2=—1+4i

13
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Teorema restului are dezavantajul ca nu ne spune nimic despre catului impartirii

polinomului f'prin binomul X —a .

Schema lui Horner
Un procedeu de aflare a catului si restului impartirii polinomului f* prin binomul X —a

este schema lui Horner.
Fiefe A[X], f=a X"+a, X" +..+a,X+a,, a,#0siacA.

Teorema impartirii cu rest a lui /" la X — a se scrie:

f=&X-aq+r, (1)

unde catul g este un polinom de grad n-1, iar restul » = f(a) € A.

Dacid g=b, X" +b, ,X"? +...+b X +b, , relatia (1) se scrie:

aX"+a, X" +.+aX+a,=(X—-a)(b, X" +b X" +...+bX +by))+r

Deci:
a, X" +a, X" +..+a,X+a,=
=b, X"+(,,—ab, VX" +(b, ,—ab, )X"? +..+(b, —ab))X +(r —ab,)
2)
Din egalitatea celor doud polinoame ale relatiei (2) obtinem ca
bn—l = an >
bn—Z y abn—l + an—l

bn—3 — abn—Z + an—2 °

©)

b, =ab, +a,,

r=ab, +a,.

Egalitatile (3) se trec in tabelul urmator:

X" X! X~ | X X
a, a,_ a,, | e a a,

a a, ab,  +a,, | ab, _,+a,, | - ab, +a, ab, +a,
b, b, , S b, r

14
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In randul de sus al tabelului se scriu coeficientii polinomului £, iar in randul de jos

coeficientii b, ,,b, ,,...,b, ai catului si restul .

Observatie.
Schema lui Horner ne oferd nu numai un procedeu de obtinere a catului impartirii

polinomului f prin binomul X —a, dar i un procedeu de determinare a restului.

Exemple
Utilizand schema lui Horner, sa se determine catul si restul impartirii polinomului f
prin

polinomul g daca:

A)f=X"-2X+6X°+X-3,g=X-2.

Xt | x? X2 X X°
1 2 6 1 3

2 1 2:-14(2)=0 [ 2:0+6=6 2:6+1=13 2-13+(-3)=23
b, b, b, b, r

Deci catul si restul impdrtirii sunt ¢ = X° +6X +13 si r =23.

b) f=2X"+3X*"-4X’+X°—1, g=X+1.

X’ X! X’ X? X X°

2 3 -4 1 0 -1
-1 2 1 -5 6 -6 5

b, b, b, b, b, r

Deci catul si restul impartirii sunt: ¢ =2X* + X° -5X> +6X -6, r=5.

15
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1.6. Divizibilitatea polinoamelor
1.6.1. Relatia de divizibilitate. Proprietdti

Relatia de divizibilitate in inelul polinoamelor K[X], unde K poate fi Q, R, C sau Z,,

cu p numadr prim, este asemandtoare relatiei de divizibilitate din multimea numerelor intregi.

Definitie.
Dacd f,ge K [X ], g # 0, atunci g divide f'daca existd un polinom ¢ € K [X ] astfel
incat f =gq.

Polinomul g se spune ca este un divizor al lui f'sau cd feste un multiplu al lui g.

Proprietati ale relatiei de divizibilitate.
1. Din teorema mpartirii cu rest rezulta ca g divide pe f daca si numai daca restul
impartirii lui f'la g este zero.
2. Daca g/fsi f # 0atunci grad(g)<grad(f).

3. Polinoamele de grad zero, adica constantele nenule, divid orice polinom.

4. Daca feste un polinomsi a € C,a # 0, atunci af / f .

5. Relatia de divizibilitate este reflexiva (adicd f/ f oricare ar fi polinomul f) si
tranzitiva (adica daca f/gsi g/h,atunci f/h,oricarearfi f,g,he C[X]).

6. Daci f/gsi f/h,atunci f/(g+h)si f/(g—h) oricarear fi f,g,he C[X].

7. Daca g/ fsif/gatunciexistia € C,a # 0, astfel incat f = ag .
Definitie.

Doua polinoame f'si g pentru care f/gsi g/ f se numesc asociate in divizibilitate

(deci daca se divid reciproc) si scriem f ~g.
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Exemplu.
Polinoamele f =X’ — X’ +4X —1si g =3X"-3X* +12X -3 sunt asociate in

divizibilitate deoarece f = % g.

Definitie.

Divizorii de forma a si af, a € C — {0}se numesc divizori improprii ai lui f € C [X ];

ceilalti divizori ai lui f; dacd existd , se numesc divizori proprii.

Teorema (Teorema lui Bézout).

Un element a € K este radacind pentru polinomul f € K [X ], f # 0daca si numai daca
feste divizibilcu X —a.

Deci polinomul feste divizibilcu X —a < f(a)=0 < aesteridicinia

polinomului f.

Definitie.

Spunem ca un element @ € K este rddacina multipla de ordin p pentru polinomul
fe A[X],f # 0, daca f'se divide prin (X—a)p,p € N,p 22, dar fnu se divide prin
(X —a)".

In particular, un element a € K este radicina de ordinul 2 (sau ridicini dubli) pentru

f, daca fse divide cu (X —a)’ dar nu se divide cu (X —a)’. Un element a € K este ridacina

de ordinul 3 (sau radacina tripld) pentru f, dacd f'se divide cu (X - a)3 dar nu se divide cu

(X - a)4.
1.6.2. Polinoame ireductibile

Fie K un corp comutativ si K [X ] inelul polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti

din K, unde K € {Q,R,C,Zp}.
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Definitie.

Un polinom f € K [X ] se numeste ireductibil peste K daca are gradul cel putin unu si
daca nu are divizori proprii.

In caz contrar se numeste reductibil peste K.

Un polinom f € K [X ] este reductibil peste K daca exista doua polinoame

g,he K[X], g,h # 0de grad cel putin unu astfel incat f = gh.

Observatie. Orice polinom de gradul 1 din K[X Jeste ireductibil peste K.

Problema descompunerii unui polinom 1n factori ireductibili (factorizarea
polinoamelor) este operatia inversa Tnmultirii polinoamelor. Reamintim faptul cd atunci cand
factorizam un numar natural, cautdm numere prime al caror produs sa fie numarul dat. Cand

factorizam un polinom, cautam polinoame al caror produs sa fie polinomul dat.

Este foarte important a specifica multimea din care fac parte polinoamele.

Asadar, un polinom f e C [X ]este reductibil peste C daca existd doud polinoame (cel
putin) g,h e C [X ] , g h# 0 de grad cel putin unu pentru care f = gh.

Analog, un polinom f € R[X ] este reductibil peste R daca existd doud polinoame (cel
putin), g,h € R[X ], g, h # 0 de grad cel putin unu pentru care f'= gh.

De asemenea, un polinom f € Q[X ] este reductibil peste O(X) daca existd doua

polinoame (cel putin) g,/ € Q[X ], de grad cel putin unu pentru care f'= gh.
Teorema (d 'Alambert —Gauss).
Orice polinom cu coeficienti complecsi de grad mai mare sau egal cu unu are cel putin

o radacina complexa.

Este foarte importanta precizarea polinoamelor ireductibile in principalele inele de

polinoame.
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1. Un polinom f eC [X ]este ireductibil, dacd si numai daca
f=aX+b;a,beC,a+0.

2. Un polinom f € R[X]este ireductibil, daca si numai daca:
f=aX+bja,beR,a#0sauf =aX’+bX +c;a,b,ce R,a+0;b> —4ac<0.

Deci orice polinom de gradul intéi din K[X] este un polinom ireductibil.

Pentru a arata ca un polinom este ireductibil intr-o multime se foloseste metoda

reducerii la absurd.

Exemplu.
Aritimci f = X>-2¢eZ [X ]este ireductibil peste Z, dar este reductibil peste R.
Solutie.
Presupunem ca far fi reductibil peste Z, deci ar admite o scriere de forma:
f= (aX+b)(mX+n),a,b,m,n eZ,am=#0.
Dupa efectuarea calculelelor, avem:

X? —2=amX’ +(an+bm)X +bn,

am =1
si conform egalitatii polinoamelor obtinem sistemul < an+bm =0,
bn=-2

care nu are solutii in Z. Deci f este ireductibil peste Z.
Cum X’ -2= (X—\/EXXJM/E), unde X—\/E,X+\/5 € R[X], se deduce ca f este

reductibil peste R.

Teorema.

Fie f e K [X ] Atunci f se poate scrie ca un produs finit de polinoame ireductibile din

inelul K[X].

Observatii.

1) Scrierea este unica (abstractie facdnd ordinea factorilor). Dacd x,,x,,...,x, suntn

radacini ale lui f1n R, atunci
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f=a,(X—x)X-x,).(X-x,)=a,X"+a,X"" +..4a, X +a,
2) Fie R un inel integru f € R[X ]un polinom cu grad ( f ) >1. Daca f are o rddacind in
R, atunci f este reductibil in inelul R[X].

3) Un polinom reductibil in R[X'] nu are in mod necesar radacini in R.

Exemple
1) Si se descompuni in factori ireductibili peste Z, polinomul f = X’ + X + 3,
Solutie:
Se observaca f (i) =0, adica x =1 este radicini a polinomului f; rezulta
==t xr+x+3)=(x+a x>+ x+3)
Polinomul g = X? + X +2 este ireductibil in Z s[X]. deoarece are gradul doi si nu are
radacini in corpul Z., pentru ca: g(f)): Q,g(i): Zl,g(é)z §,g(§)= Zl,g(zl)z 2.
Deci f = (X + ZlXX 1+ X+ Q)e Z [X ] reprezintd descompunerea polinomului f in

factori ireductibili peste Z.

2) Si se arate ci polinomul f = (X —a, X —a,).(X —a,)—1 este ireductibil
peste Z/X] unde a,,a,,....,a, € Z si sunt diferite doud céate doua.
Solutie:
Presupunem prin absurd cd f = gh,unde g,he Z (X )
Cum f(a,)=-1= gla,)=1,h(a,) = ~1saug(a,) = —1,h(a,) =1, si rezulta
gla,)+h(a,)=0, 1<i<n.
Deoarece grad (g + h) <nm,iar (g + h)se anuleaza in n puncte diferite se deduce g+ 4 =0.

Deci f(X)=—[g(X)], contradictie, deoarece coeficientul lui X", din feste 1.

1.6.3. Cel mai mare divizor comun. Algoritmul lui Euclid

Se considera K un corp comutativ.
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Definitie.

Fie f,g e K[X]. Spunem ca polinomul d € K [X ] este un cel mai mare divizor comun

al polinoamelor f, g daca:
1) d este divizor comun pentru f; g, adica d/ f si d/ g;
2) orice alt divizor comun pentru f'si g 1l divide pe d, adica:

Vd'e K[X1,d'/ [ sid/g=d'ld.

Cel mai mare dizizor comun (c.m.m.d.c) al polinoamelor f; g se noteaza ( fs g).

Lema.

Daca f,g,q,r € K[ X] astfel incat f = gg + r si daca exista (g,r), atunci exista i

(f.g) si mai mult (f,g)=(g.7)

Teorema.

Orice doui polinoame din K[X]au un c.m.m.d.c..

Modul de a obtine un c.m.m.d.c a doua polinoame se numeste algoritmul lui Euclid:

* se imparte polinomul £, de grad mai mare, la cel de grad mai mic, g, obtindnd
catul ¢, sirestul r,

* se Imparte Impartitorul g la restul 7, si se obtin catul ¢, sirestul 7, ;

* se continud procedul, obtinandu-se pentru cat si rest polinoamele ¢, si respectiv
ry; q,$1respectiv r, etc.;

e ultimul rest nenul obtinut este un c.m.m.d.c. al poliniamelor f si g.

Cel mai mare divizor comun a doud polinoame este unic pana la inmultirea cu o
constanta (pana la o asociere in divizibilitate).

Daca (f,g) =1, atunci f'si g sunt prime intre ele.

Exemple

1) Sa se gaseasca cel mai mare divizor comun al polinoamelor:

f=X"+X-2X>-4X+4sig=X"+X"+X-3.
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Solutie:
Se aplica algoritmul lui Euclid. Se imparte f la g.
X'+ X’ -2X°-4X +4

~ XX -X?P 43X

X +X*+X-3

X

-3X’-X+4
Pentru a evita coeficientii fractionari, vom inmulti in prealabil pe g cu 3 si restul impartirii cu
—1. Impartim impartitorul la rest:

3X° +3X°+3X -9

—-3X°-X’+4X

3X?+X -4

2X*+7X -9

Acum, pentru a evita din nou coeficientii fractionari, vom inmulti pe 3X* + X —4 cu
9 H 1 > 1

2 s1 continuam operatia:

2
6X>+2X -8 N Nty o
—6X*-21X +27
3
19X +19

Am obtinut restul —19X +19 . Pentru a evita din nou coeficientii fractionari, vom

imparti restul cu —19 si impartim impartitorul la rest.

2X°+7X -9 Y1
—-2X°+2X
2X+9
9X -9
-9X +9

Ultimul rest nenul este polinomul X —1 sideci (f,g)=X—1.
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2) Si se arate ci plinoamele f =3X° -2X’+X+2si g=X"-2X’+2X 1 sunt
prime intre ele.
Solutie:

Se observi ca, g = (X —1)(X? = X +1) iar £(1)=4si

f=(X* =X +1)3X +1)- X +1.Deci (f,g)=1.

3) Si se arate ci plinoamele f =X —5X*-2X° +12X*> -2X +12 si
g=X’-5X*-3X +17 sunt prime intre ele.
Solutie:

Folosind algoritmul lui Euclid , ardtdm cd c.m.m.d.c al polinoamelor f'si g este 1.

Prima Tmpartire din algoritmul lui Euclid este:

X’ —5X*=2X+12X? -2X +12 X’ -5X*-3X+17

— X 45X 43X 17X X7 +1

X’ -5X*-2X+12

— X 45x2-17

-2X-5
A doua Tmpartire (inmultim pe gcu2 sipe —2X -5 cu —1):

2X%—10X% —6X +34 | 2X +5
—-2X°-5Xx° ‘ oDy, 0
2 4
—15X*-6X +34
15X2+EX
2
§X+34
2
_83 315
2 4
1
4
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Deci (f,g) =1, polinoamele f'si g sunt prime intre ele..

1.6.4. Cel mai mic multiplu comun

Fie K un corp comutativ.

Definitie.

Fie f,g € K[X]. Spunem ca polinomul m € K [X ] este un cel mai mic multiplu comun
al polinoamelor f, g daca :

1) m este multiplu comun pentru f, g, adicd f/msi g/m;

2) orice alt multiplu comun pentru f'si g, este multiplu al lui m, adica:

Vm eK[X],f/m sig/m =m/m.
Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c) al polinoamelor f, g va fi notat cu [ 1, g].

Urmaétoarea teorema ne da un procedeu de obtinere a unui c.m.m.m.c a doud polinoame.

Teorema.

Fie f'si g doud polinoame dintre care cel putin unul este nenul.

Jg

Daca d este c.m.m.d.c al lui fsi g, atunci polinomul m = ri este un c.m.m.m.c al lui fsi g

Jg

(aict i inseamna catul impartirii polinomului fg prin d).

Exemplu.
Sa se determine c.m.m.m.c. al polinoamelor:
f=2X"-3X'-5X+ X’ +6X+3sig=X"-X"-X"+1.
Solutie:
Se afld mai intai c.m.m.d.c. al celor doud polinoame folosind algoritmul lui Euclid.

Prima impartire:
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2X3 —3X -5X*+ X +6X+3 ‘ X' —-X-X?+1

22X 42Xt 42X 22X | 2X -1
— X' -3X P+ X +4X +3

XX —-Xx?+1

—4X*+4X +4

Restul —4X°> +4X +4 il impartim cu -4 si obtinem X* — X —1.

A doua impartire:

X-x-x+1 | x*-x-1
X'+ X+ X ‘ X -1
- X+ X+1
X' -Xx-1

Ultimul rest nenul este X — X —1. Deci polinomul d = X° — X —1leste un c.m.m.d.c. al

polinoamelor f'si g.. Cum g = (X PoX— IXX > l) , atunci polinomul:

m:%:f-ng-(X—l):(X—l)(D(s “3X 5K+ X7 +6X +3)=
=2X°-5X°-2X*+6X°+5X*-3X-3

este un c.m.m.m.c. al polinoamelor f'si g.
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CAPITOLUL II
RADACINI ALE POLINOAMELOR

2.1. Radacini complexe ale polinoamelor

Definitie.
Fie f e C[X] polinom neconstant cu grad(f)>1. Ecuatia f(x)=0 se numeste

ecuatia polinomiala sau ecuatia algebrica asociata polinomului f.

Teorema fundamentala a algebrei

Orice ecuatie algebricd a, X" +a, X" +...+a,X +a, =0 de grad mai mare sau egal

cu 1 si cu coeficienti complecsi are cel putin o rddacina complexa.

Corolar.

1) Orice polinom f e C [X ], de grad n > 1, are n radacini (nu neaparat distincte; o
radacina, se repeta de un numar de ori, egal cu ordinul sau de multiplicitate).

2)Dacd f=a,X"+a, X" +..+a, X +a,,a, #0,n>1, iar x, x,,..x,, sunt
radacinile lui £ atunci f = a, (X —x, X —x, oo X =, ).

3) Daca un polinom, de grad, cel mult n, se anuleaza pentru » + 1 valori, distincte,

atunci f =0.

2.1.1. Polinoame cu coeficienti reali

Pentru polinoamele cu coeficienti reali urmatorul rezultat este important.
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Teorema.
Fie f e R[X] f#0. Daci x, =a+ib,b#0 este o radind complexd a lui f,

atunci:
1). X, =a —ib este de asemenea o radacina complexd a lui f;

2). x, s1 X, au acelasi ordin de multiplicitate.

Din teoremd rezultd ca dacad f°, un polinom cu coeficienti reali, are rddacina complexa

vvvvv

acelasi ordin de multiplicitate.

Daca x, este o radacina simpla, atunci polinomul f* se divide prin X —x,. Cum si X,
este de asemenea radacina rezultd ca f se divide si prin X —Xx,. Deci f se divide prin

(X —x, )X -%,)=(X—a—ib)X —a+ib)=(X —a) —(ib) = X* —2aX +a’ +b’.

Din teorema rezultd urmatorul:

Corolar.
1) Orice polinom cu coeficienti reali are un numadr par de radacini complexe (care nu

sunt numere reale).
2) Orice polinom cu coeficienti reali de grad impar are cel putin o radacina reala.

Teorema (de descompunere 1n factori ireductibili).
Orice polinom f =a, X" +a, X" +..+a,X +a,, a, #0, f e R[X] se poate scrie

ca un produs de polinoame de gradul intai sau doi cu coeficienti reali.

Exemplu

Sa se determine parametrii reali m,n stiind ca polinomul
=X*-3X° +mX* —(n+2)X +1 are radicina complexd x, =1—1i.
p 1

Solutie:
Cum f € R[X] six, =1—iatunci fadmite si rddacina complexa conjugatd x, =1+1i.

Prin urmare f se divide prin produsul
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(X —x )X —x,)= (X —1+i) X -1-i)=X* -2X +2

Efectuand impirtirea lui fprin X —2X + 2, se impune conditia ca restul si fie
polinomul nul. Avem: f = (X? —2X +2)X? = X +m—4)+ (2m—n—8)X —2m+9

2m—n—-8=0

Deci (2m—n—8)X—2m+9:0<:>{ de unde m =

n=1.
-2m+9=0

N | ©o

Exemplu

Si se descompuna in factori ireductibili peste R polinomul f = X* + X* +1.
Solutie:

Factorii ireductibili ai unui polinom cu coeficienti reali sunt cei de gradul intai si de

gradul al doilea cu coeficienti reali, cei de gradul al doilea avand discriminantul negativ.
Putem scrie = X*+2X° +1-X> = (X2 +1] - X7 =(X> =X +1)X> + X +1).
Fiecare din factorii de gradul al doilea X* — X +1, X* + X +1 are discriminantul negativ

(A = —3), iar acestia sunt factori ireductibili pentru f n R/X].

2.1.2. Polinoame cu coeficienti rationali

Cum Q[X]c R[X], inseamna ca rezultatele referitoare la polinoamele cu coeficienti

reali

raman valabile si pentru polinoamele cu coeficienti rationali.

in multimea Q[X] unde are loc:

Teorema.

Fie feQ[X] f#0.Dacd x, =a+~/b,a,beQ,b>0,y/b ¢ 0, este o radacina
patratica a lui f, atunci: 1) X, =a —+/b este de asemena o raddcina (conjugata patratica a
lui x,)alui f;

2) x,,x, au acelasi ordin de multiplicitate.
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Teorema afirma cad daca un polinom f°, cu coeficienti rationali, are ca rddacina

-----

produsul

(X —x, XX —%)=(X —a—b|X —a+b)=(x —af ~(\bJ =X* —2aX +a® —b.

Exemplu

Fie f=X*—4X°+ X +6X +2curadicina x, =1-+/2 = x, =1++/2 este, de

asemenea radacind a polinomului f. Atunci:

FIX =1+ (X =1-42) = fHX? = (x, +5,)X +x,%,) =
fiX?-2X-1)

Efectuand impirtirea obtinem f = (X* —2X —1)(X* —2X —2) si de aici rezulti ci

X34 1443,

2.1.3. Polinoame cu coeficienti intregi

Urmitorul rezultat se referd la multimea Z[X] si ne ofera un mod de a descoperi
radacinile rationale sau intregi ale unui polinom.

Mai precis are loc urmatoarea teorema:

Teorema.

Fie f=a, +a,X +...+a,X",a, #0, f € Z[X].
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1) Dacd x, = L ( p,q - numere prime intre ele) este o rddacina rationala a lui f,
q

atunci:

a) p divide termenul liber ( adica p/a,);
b) g divide coeficientul dominant al polinomului ( adica g/a, )
2) In particular, daci x, = p este o ridicini intreagd a lui f, atunci p este un

divizor al termenului liber ( adicd p/a,).

Teorema afirmad ca pentru un polinom f* cu coeficienti intregi raddcinile rationale

posibile se afla printre fractiile £ ,1ar p este un divizor (in Z) al termenului liber q, iar ¢

un divizor (in Z ) al coeficientului dominant a, al polinomului. In particular daca pentru

fez [X ] se cautd radacinile intregi, atunci acestea (daca existd) obligatoriu se afla printre

divizorii intregi ai termenului liber.

Exemplu
Fie f=X*-2X’-5X°+8X +4 e Z[X]. Deci, daci f admite o ridicina rationald

de forma £ atunci p/4,q/1. Rezulta ca x, € {£1;£2;+4}

q

Folosind schema lui Horner, obtinem:
f=(X-2)(X+2)(X*-2X-1)

de unde rezultd cax, = 2;x, =-2;x;, :li\/EeR—Q.

2.2. Relatiile lui Viete

Fie K un corp comutativ si K [X ] multimea polinoamelor cu coeficientilor in K .
Pentru un polinom f €K [X ] de grad n, teorema lui Bézout stabileste o corespondenta

bijectiva intre radacinile din K ale lui f* si factorii liniari din descompunerea lui f in K [X ]
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Fiecarei radacini x € K 1i corespunde factorul liniar X — x si reciproc. Deci factorii liniari din

descompunerea unui polinom f in K[X] sunt de forma X —x, X —x,,....X —x,,(p<n).
Dacd grad(f)=n,atunci f =(X —x X -x,)...(x ~x,) g, g € K[X].
Dacid p=n,atunci f=(X —x X -x,)...(X —x,)- g, unde evident grad(g)=0,
adica g e K —{0}.
Urmitoarea teoremi pune in evidentd legatura intre radacinile unui polinom f si

coeficientii sai.

Teorema

Fie f=a, X" +a, X" +..+a, X +a,, a,#0, f eK[X] un polinom de grad n,

cu radacinile x,,X,,X;,.cccceeneee. ,X, , u neaparat distincte. Atunci au loc relatiile:
a
n—1
S =x+x, 4 tx, =
aﬂ
n—2

cunoscute sub numele de relatiile lui Viete.

Observatii.

1) A rezolva o ecuatie polinomiald, inseamna a-i determina rddacinile (radacinile
polinomului).

2) Relatiile lui Viete sunt importante pentru un polinom (pentru determinarea unor
parametri din structura lui, a radacinilor), ori de cate ori, se da o relatie (sau mai multe) intre

unele dintre radacinile polinomului.
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3) Practic, ori de cate ori, avem o informatie despre radacinile unui polinom, acesteia i

se ataseaza relatiile lui Victe.

Particularizare

Relatiile lui Viete pentru polinomul f e C[X], cu grad(f)=2,3,4.

e Presupunem f =a,X’+a,X +a,, a, #0, curidicinile x,,x,.

Relatiile lui Viéte sunt :

a,
X, +x, =——

a,

a

_ 4
XXy =

a,

e Presupunem f =a, X’ +a, X’ +a, X +a,, a, # 0, curddicinile x,,x,,x,.

Relatiile lui Viéte sunt :

a,
X, +x, tx; =——=,
a,

a
y 1
XXy + XX + XX, =—,
a;
a
XXy X5 =0

a;

e Presupunem f=a,X*+a, X’ +a,X* +a,X +a,, a, # 0, cu ridicinile

Xp5Xy,X5,X, .

Relatiile lui Viéte sunt :

Observatie

a;
X +X, +X;+x, =——
a,
a,
XX, 4 X, X5 + XX, X, X5 + XX, + XX, =—=
a,
a,
XX, X5 + X, X,X, XXX, +X,X,X, =——-
a,
Qg
XX, XX, =—
a,

Relatiile a doua si a treia a ultimului sistem sunt uneori convenabil si se scrie

sub forma
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X%, + x5, +(x, +x, N, +x, )= &
a,
si respectiv
XX, (xa + X, )+ (xl + X, )x3x4 = _Z_l .
4

Exemplu

Fie polinomul / = X* —10X* +29.X —20. Si se determine ridicinile
X;,X,,x;ale lui f stilnd cd x, +x, = x;.
Solutie:

Scriem relatiile lui Viete:

x, +x, +x; =10,
XX, + XX, +x,x;, =29,

x,x,x5 = 20.
Cum x; +x, = x,, atunci din prima relatie a sistemului avem: 2x, =10 deci x, =5.
Din x,x,x; =20, obtinem x,x, = 4.
Formdm sistemul urmator:
X, +x,=5
x,x, =4

care da radacinile: x, =1Isix, = 4.

Exemplu.
Sa se gdseasca relatia intre a, b, ¢ stiind ca radacinile polinomului
f =X’ +aX’ +bX +csunt in progresie geometrica.
Solutie:
Dacd x,,x,,x; suntrdddcinile lui fatunci avem relatiile:
X, + X, +x; =—a,
XX, +x,X; +x,x;, =D,

XX, Xy = —C.
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A . .o . 2
Cum x,,x,,x; suntIn progresie geometricd, atunci x, = x,X;.
Din ultima relatie a sistemului, obtinem: x; = —c.

Cum f(x,)=0, atunci x; +ax? +bx, +c = 0, de unde rezulti ca ax +bx, = 0.

Deci x, =0sau x, =——.
a

< b .. :
Dacid x, =——din x, =—c, obtinem a’c—b" = 0.
a

Daca x, =0, atunci x,x, = 0si din relatia a doua a sistemului, obtinem 5 =0.

Cum x; = —c, atunci ¢ = 0.Dar se observa ca ultima relatie a sistemului este indeplinitd pentru

b=c=0.

Observatie
Relatiile lui Viete sunt folosite Tn numeroase probleme in care se cere sa se determine

ecuatia, cunoscandu-se relatiile Intre radacini.

Exemplu

Fie ecuatia x° —5x+1=0. Si se determine ecuatia care are ca ridicini dublul
radacinilor ecuatiei date.

Solutie.

Notdm cu x,,x,,x, ridicinile ecuatiei x* —5x+1=0sicu y,,,,y, ridicinile ecuatiei
pe care vrem sd o determindm. Avem y, =2x,, ¥, =2x,, y; =2X;.
Atunci y, +y, +y, =2x, +2x, +2x; = 2()61 +x, +x3)= 0,

Vo ¥V T 005 = (2x1)(2x2)+(2x1 )(2x3)+(2x2)(2x3):
= 4(x1x2 +x,x; + x2x3): 4(— 5) =-20.

ViV ys =8xx,x; = =8.

Aplicand relatiile lui Viéte, ecuatia care are ca raddcini pe y,,y,, Vs , este y° =20y +8 =0.

Exemplu.

Fie ecuatia x° —x” +7x+1= 0.5 se determine ecuatia care are ca ridicini inversele
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radacinilor date.
Solutie:

Notim cu x,,x,,x, ridicinile ecuatiei x’ —x*+7x+1=0 sicu y,,y,,y, radicinile

o e - . 1 1 1
ecuatiei pe care vrem sd o determindm. Avem y, =—, y, =—, y, =—.
Xl x2 x3
. 1 1 x,x, +x,x, +x,%
AtUNCE Y, + Yy + Yy = —F—+— 2 T T g
X Xy X XXy X3
1 1 1 X, + X, + X,
Yy TNV T D)5 = + + = =1,
XX, XX; X)X, XX, X,
1
V23 = =-1.
XXy X3

Ecuatia de gradul 3 care are ca radacini pe y,,y,,y; este urmatoarea:

Y’ +7y*—y+1=0

2.2. Rezolvarea unor ecuatii algebrice de grad superior

Definitie
Se numeste ecuatie algebrica de necunoscuta x, o ecuatie de forma f (x) =0, unde f

este un polinom nenul.

Definitie
Un numar a € C este solutie (sau radacind) a ecuatiei f (x) =0, dacd x = a verifica

ecuatia dati, adica dacd f(a)=0.

Gradul polinomului dd gradul ecuatiei algebrice. Daca polinomul are gradul n, atunci
ecuatia are gradul n. Coeficientii polinomului se numesc coeficientii ecuatiei algebrice.
Toate rezultatele stabilite pentru radacinile polinoamelor raméan valabile si pentru

ecuatiile algebrice definite de acestea.
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O ecuatie care nu poate fi redusa la o ecuatie algebrica prin operatiile de adunare,

inmultire, ridicare la putere, etc., se numeste ecuatie transcendenta.
Exemple de ecuatii transcendente: x —2 =cosx, Inx — Tx® +2x-4=0,
tgx+3"+x=2.

Ecuatiile algebrice de grad superior sunt acele ecuatii algebrice care au gradul mai

mare sau egal cu 3.
2.3.1. Ecuatii binome

Definitie

O ecuatie de forma x" —a =0, ne N, n>2, a e C se numeste ecuatie binoma.

Metoda de rezolvare:
Se scrie ecuatia sub forma x" = a, iar numarul complex a se pune sub forma
. .o .. 2 2 = .
trigonometricd, a = r(cosa +isina), a €[0,27), r=/x* + y* dacd a =x+iy.

Atunci radécinile ecuatiei date au forma:

X, =W{COSM+iSiHL2kﬂ:|, k=0,n-1.
n n

Imaginile geometrice ale radacinilor x,, & =0,n—1, sunt varfurile unui poligon

regulat cu n laturi Inscris in cercul de centru O (originea reperului cartezian) si de raza 4fr .

In particular, dacd a =1, ecuatia devine x" =1, iar radacinile ecuatiei se numesc

radacini de ordin n ale unitatii.

Exemplu.

Si se rezolve ecuatia: x° +1=0

Solutie:

Scriem ecuatia ca x° = —1, se aduce -1 sub form3 trigonometrici: —1 = cos 7 +isin 7

si deci raddcinile ecuatiei date sunt:
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X, = COS[ijﬂj + sin(L;kﬂj ,k=0,5.

2.3.2. Ecuatii bipatrate

Forma generald a ecuatiilor bipatrate este:
ax* +bx* +c¢=0,unde a,b,ceCsi a#0.

Rezolvarea ecuatiei se face notdnd x° = y si se obtine ecuatia de gradul al doilea

2 e e —b+A+b* —4dac . —b—Alb* —4ac
ay” + by +c =0curadacinile: y, = si .

2a : 2a

Din egalitatea x” = y se obtin ecuatiile x* = y,si x* = y, cu radacinile:

. _\/—b+\/b2—4ac v = \/—b+\/b2—4ac
1= > 2 T T

2a 2a ’
. _\/—b—\/bz—4ac v \/—b—\/bz—4ac
3T > A2 T )
2a 2a

Numerele x,,x,,x,,x, sunt rdddcinile ecutiei bipatrate.

Exemplu

Si se rezolve ecuatia x* —4x> —32=0
Solutie:

Se noteazd x” = y si se obtine ecuatia y° —4y —32 =0cu A = 1445i solutiile reale
y, =8, ¥, = —4. Revenind la notatia ficutd se obtin ecuatiile: x* =8 cu solutiile reale

X, =242, X, =225 x*=

—4 cu solutiile complexe conjugate x; = 2i, x, = —2i.

Observatie
In mod analog se rezolvi ecuatia trinoma ax>" +bx" +¢c=0.

Se noteazd x" = y si se obtine ecuatia de gradul al doilea ay® + by +c =0 cu radicinile y, si

9 y 1 " .
v, , dupd care se rezolva ecuatiile binome x" =y ;51 x" =y,.
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Exemplu

Si se rezolve ecuatia x* +2x* -3 =0.

Solutie:
Se noteazd x* = y si ecuatia datd devine: y* +2y—3 =0. Rezolvand ecuatia gisim
y, =1si y, ==3. Inlocuim valorile lui y in notatia ficuta si obtinem:

4 _ _ _ . _ .
x'=1= x =1, x,=-1, x;=i, x,=-i

xt=-3 = x, :i/g(cos”+jk”+isin”+42kﬂj, k=0,3.

2.3.3. Ecuatii reciproce

Definitie
O ecuatie de forma a,x, +a, x"" +..a,x+a, =0,cu a, # 0, in care
a, . =a,, 0<i<n(termenii egali depdrtati de extremi au coeficientii egali) se numeste ecuatie

reciprocd de gradul n.

Formele ecuatiilor reciproce care vor fi supuse atentiei sunt:
e ax’+bx*+bx+a=0,a+0,daci n=23;
o ax'+bx*+ex’ +bx+a=0,a=0,daca n=4;

o aX’+bx'+ex’ +ex’ +bx+a=0, a#0,daca n=>5.

Proprietati generale ale ecuatiilor reciproce:

< . . < < ix . O |
e Daca ecuapa reciproca arce radacina o , atunci ea are $1 radacina—.
(24

* Orice ecuatie reciproca de grad impar are raddcina x = —1.
* Orice ecuatie de grad impar se reduce la rezolvarea ecuatiei x +1= 0 i a unei ecuatii

reciproce de grad par.
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Rezolvarea ecuatiei reciproce de grad 4 se face Impartind ecuatia prin x* si se obtine:

1 1
a(x2+—2]+b(x+—]+c=0. (1)
X X
< 1 | ) . . . .
Senoteaza x+—=y ,iar x" +— =y" —2 giecuatia (1) se scrie in functie de y, astfel:
X X

ay> +by+c—2a=0

. . o 5 .. 1 1
cu solutiile y,, y,.Revenim la substitutie §i rezolvam ecuatiile x+—=y,, x+—=y,.
X

Toate solutiile acestei ecuatii sunt solutiile ecuatiei date.

Exemple

Sa se rezolve ecuatiile:

1) x’-3x*-3x+1=0
Solutie:

Se observa ca este o ecuatie reciprocd de grad impar. Rezolvarea ei se reduce la rezolvarea
ecuatiei x+1=0 (candx, =—1) si a unei ecuatii (reciproce) de gradul al doilea. Pentru a gasi
coeficientii acestei ecuatii utilizam schema lui Horner (coeficientii din ultima linie sunt

coeficientii cdutati).

X3 X? X X
1 -3 -3 1
-1 1 -4 1 0

Din schema rezultd ecuatia x> —4x +1=0 cu rddacinile x,, =
Ecuatia data are solutiile: -1, 2+ V3.

2) 2x* +7x° +9x* +7x+2=0

Solutie:

Impartim ecuatia prin x’si obtinem : 2()62 + sz + 7(x + lj +9=0.
X X
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< 1 1 . .
Notim x+—=y = y* -2=x"+ — . Ecuatia anterioard devine:
X X

22 -2)+7y+9=0 = 2y°+7y+5=0 = ylz—g,y2=—1.

1 : . 1 . 1
Deoarece x + — =y, obtinem ecuatiile x + — = 2 sl x+—=-1;
X X 2 X
1 1
x+—z—§<::>x2 +£x+1:0:>x1 =-2,x,=——
X 2 2

1 , —1-i\3 —1+i\3
x+—=-lx" +x+1=0= x, =y %=
X
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CAPITOLUL III
PROBLEME REZOLVATE

Problema 1.
Sa se determine un polinom f de gradul al doilea, f € R[X], stiind ca
f=1)=1,£(0)=0, (1)=-1.
Solutie:
Forma algebrica a unui polinom de gradul al doilea este
f=aX’+bX +c, a,b,ce R, a=0. Conditiile din problema se transcriu sub forma:
fE)=1oa-b+c=1f(0)=0=c=0,f(1)=-1a+b+c=-1
Sistemul obtinut in necunoscutele a,b,c este:

a—-b+c=1
c=0 si are solutia a =0,b=-1,c=0.
a+b+c=-1

Cum « trebuie sa fie nenul, deducem ca nu exista polinom de gradul al doilea care sa verifice

conditiile date.

Problema 2.

Se considerd polinomul f = (1+ X)*"

_ 2 2012
=a,+taX+a, X +..+a,,X .
a) Sa se calculeze a, +a, +a, +...+a,,,.
b) Sd se calculeze a, +a; +...+ ay, -
Solutie:
Calculand valoarea polinomului f In x =1 obtinem suma tuturor coeficientilor

acestuia;
2012
F)=2"2 =a,+a, +a, + a, +...+ ay,, +dy), - (1)

Pentru x =-1, avem:
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f(—1)=0=a0—al+a2—a3+...—a20”+a2012 . (2)
Adunand relatia (1) cu relatia (2) rezultd ca 2> = 2(a0 +a,+..+ azm) si
Ay +a, +.tayy, =27

Tinand seama de aceastd ultimi egalitate si de (1) rezultd @, +a; +...+ a,,, = 2"

Problema 3.
Determinati gradul polinomului
f=(m*=1)x° +(m* =3m+2)x* —(m—1)X> +(m+6)X> + X =3, f e R[X], n raport cu
parametrul real m .
Solutie:
Rezolvam ecuatiile formate cu coeficienti ai polinomului:
m —-1=0 = m=+l
m*=3m+2=0 = m=1sim=2
m—1=0 = m=1
m+6=0 = m=-6.
Discutie dupd m e R :
* Daca meR\{J_rl} = m'—-120 = grad [ =5
eDacim=-1 = m’>-1=0
m>=3m+2#0 = grad [ =4
*Dacim=1 = m>-1=0
m*—=3m+2=0
m—-1=0
m+6#0 = grad f=2.

Problema 4.

Determinati valorile reale ale parametrilor a si b astfel Incat polinomul
f=X*-8X"+4X’ +aX +b si fie pitrat perfect.

Solutie:
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Polinomul f este patrat perfect daca se poate scrie sub forma f = (X P +mX + n)2 .
Se elimina parantezele si se obtine:
=X +m’ X +n” +2mX° +2nX° +2mnX =
f=X"+2mx’ +(m2 +2n)X2 +2mnX +n’

dar f=X*-8X> +4X* +aX +b, rezulti:

2m = -8 m=—-4
m’ +2n=4 n=-6

= .
2mn =a a =48

Problema 5.
Sa se afle un polinom de grad cat mai mic astfel incat impartit la X + 2 sa dea restul -1
si impartit la X —1 sa dea restul 3.
Solutie:
Din teorema impartirii cu rest avem f = (X +2)q, -1 si f=(X-1)g, +3.Se
observi ca grad(f) = 0.
Fie f = aX +b. Din relatiile de mai sus avem f(~2)=—-1si f(1)=3, de unde rezult
—-2a+b=-1
{ a+b=3 3
Problema 6.
Si se afle un polinom de gradul trei astfel incat impartit la X > —3.X di restul
6X —15si impartitla X* —5X +8 direstul 2.X —7.
Solutie:
Fie polinomul de gradul trei cu proprietatile din enunt.
Deci f = (X *-3X )ql + 6.X —15 (din teorema impartirii cu rest) si

f=(x>—5x+8)g, +2x-7.
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Deoarece grad ( f ) =3 = grad (ql ) =1 si grad (q2 ) =1. Din prima relatie se obtine f (0) =-15

si f(3):3 . Fie g, = aX +b. Facand X =0si apoi X =3 in a doua relatie se obtine:
—-15=8h-7 b=-1 b=-1
= = .
3=2B3a+b)-1 ~|3a+b=2 a=1
Astfel, f=(X?-5X+8) X -1)+2X -7 = f=X'-6X>+15X-15.

Problema 7.
Si se determine un polinom f = X* +aX> +bX* +cX +d astfel incat imprtit la
X? —3X +1sid dearestul 2.X +1si impartit la X —1sa dea restul —2.X +2.
Solutie:
Aplicand teorema Impartirii cu rest putem scrie:
f=(X?-3X+1)q, +2X +1 si
f=(X>-1g,-2X+2 = f(1)=0si f(-1)=4.
Cum grad(f)=4=grad(q,)=2=¢, = X> +mX +n.

Pentru X =1si respectiv X =—1, in prima relatie obtinem:

O:—(I+m+n)+3 m+n=2 m=1
- )
4:5(1—m+n)—1 -m+n=0 n=1
Deci:
f=(X?3x+1 X+ X +1)+2X +1=
=X X A X+ 33X 3 X 3N+ X+ X +1+2X +1 =
=X*"-2X°-X*+2.

Problema 8.

Se considerd polinomul f =4mX’ +3X° —mX +6 cu coeficienti reali. Si se
determine m € R astfel incat polinomul f sa fie divizibil cu polinomul g = X —1.
Solutie:

(X-D/fo f)=0< 4m+3-m+6=0<3m=-9 < m=-3.

Problema 9.
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Se considerd polinomul f = X* +2aX’ +(a+1)X? +5X —4 cu coeficienti reali.Si se
determine a € R astfel incat polinomul f sa fie divizibil cu X — V3.
Solutie:

X-)/f & fW3)=0 = B +2a3 +(@+13 +53-4=0 =
9+6av3+3a+3+53-4=0 = a—M =N _-2-1133 =N

= a
3243 +1) 3-11

_2_\/5.

3

a =

Problema 10.

Sé se determine parametrii reali m, n, p astfel incat polinomul f sa se divida prin
polinomul g, in cazul f = X"* +(m+n))(3 +(m—1)X2 +X+1+2nsi g=X"+2X+3.
Solutie:

Aplicam algoritmul de impartire celor doud polinoame si obtinem:

f= g[X2 +(m+n—2)X—m—2n]+(n—m+7)X+3m+8n+1.

Conditia g/ f impune ca restul sa fie egal cu polinomul nul, adica:

-m+n+7=0 > )
, de unde rezulta solutia m =5, n=-2.

3m+8n+1=0

Problema 11.

Sa se determine m,n € Z, astfel incat polinomul f =2 X> +mX* +3X +n sise
divida
prin polinomul g = X* +2X +1, f,g eZS[X].

Solutie:

A

2
Se observa ca g = (X + 1) si se aplica repetat schema lui Horner.
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X? X? X X
a m § n
-1 = 4 2 m+3 4m m+n=0
1= 4 2 m+1 3m+4=0
Se rezolva sistemul { /" + n= OA si se obtine solutia m =2,n=3.
3m+4=0

Problema 12.
Si se determine a si b astfel incat polinomul f =aX* +bX"> -3 si fie divizibil cu
(X -1y
Solutie:
Cum (X -1’/ f = (X -1)/f = f(1)=0. Deci:
f)=a+b-3
f)=0

Polinomul f devine:

}:a+b—320:>b:3—a.

f=aX*+(3-a)X’-3=aX" +3X’ —aX’ -3=aX* (X -1)+3(X 1) X> + X +1)=
= (X —1)aX® +3X7 +3X +3)

Stiindca (X —1)/f = (X —1)/(aX’ +3X> +3X +3).
Notim g =aX’ +3X° +3X +3 si avem:

X-1/g=g(l)=0

=a+9=0=>a=-9
gl)=a+3+3+3=a+9

si b=3-a=3-(-9)=12.In concluziea=-9sib=12.

Problema 13.

Fie f=X’-6X*+3X +2si x,,x,,x, ridicinile sale. Calculati:
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2 2 2
a) x; +x, +x;

b) L+L+L
X Xy X

C) X, +X; +x;.

Solutie: Scriem relatiile lui Viete:

b 6
X, +x, +x;=——=—=6
a 1
c 3
XX, XX, + X0, =—=—=3
a 1
d 2
XX, Xy =——=——=-2
a 1

a) xl2 +x§ +x3 ()cl +x, +x3) 2(x1x2 + X, X5 +x2x3)=
=6>-2-3=36-6=30

b) L+L+L:x2x3 +x,X; +X,X, :_é

X Xy X XXy Xg

) x,,X,,x, raddcini ale polinomului f, atunci:
3 2
x; —6x; +3x,+2=0
x; —6x; +3x, +2=0
2 2 2
X —6x2 +3x,+2=0
3 3 3

Adunand cele trei relatii, obtinem:

X, + x5 + x5 —6(x12 +Xx; +x32)+3()c1 + X, +x3)+6=O:

X +x+x1=6-30-3-6-6=180-24=156

Problema 14.

Fie f=X*-3X’+2X’ + X +15i x,,x,,x,,x, ridicinile sale. Calculati:

a) (l—xl)(l—xz)(l—x3)(l—x4);

O )
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a) Stiind cd polinomul f are rdddinile x,,x,,x;, x,, atunci acesta se poate scrie sub

forma:
S == Jor =2, Jor = x Mo = x,).

Calculand valoarea polinomului f in 1, obtinem:

f(l)=(1—x1)(l—xz)(l—x3)(l—x4).

Dar f(1)=1+2-4+3-1=1rezulticad (1-x, )J1-x,)J1-x, 1 -x,)=1.
b) [L—IJ(L—IJ(L—IJ(L—IJZ(l_xl)(l_xZ)(l_x3Xl_x4)=L:—l
X, X, X, X, XX, XX, -1

Problema 15.

Se considerd polinomul f = X° + X +1e Z, [X ] . Aratati ca polinomul f este
ireductibil in Z, [X].

Solutie:

Presupunem ca f ar fi reductibil. Atunci g se poate scrie ca un produs de doud
polinoame ireductibile, unul de gradul 1 si unul de gradul 2, sau ca un produs de trei
polinoame de gradul 1. Deci, in fiecare caz, polinomul f trebuie sa contina cel putin un factor
de gradul 1. Atunci f admite cel putin o radacind in Z, .

Calculam valorile polinomului in elementele din Z,: f (6) =1, f (i) =1 si observim

ca polinomul fnu admite radacini, de unde rezulta ca f este ireductibil.

Problema 16.
Fie polinomul f =X’ -2X +2 si X,,X,,X;,X,,Xxs raddcinile sale.
a) Determinati restul impartirii lui f la polinomul X —1.
b) Calculati x; + x5 +xJ +x¢ + x?.
¢) Calculati (3 -x; X3 —-x; X3 - x; X3 -x; X3 —x: )
Solutie:

a) Notim g =X’ -1 g=(X-1)X +1).
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Deoarece grad g =2 = grad r <2 = r =aX +b. Aplicam teorema Tmpartirii cu rest si

obtinem: f=gg+r< f=(X-1)X+1)-g+aX +b.

Calculam:
fW)=a+b bl
F)=1-242=1f 74777
f(=1)==a+b -
Fe)=—t4242=3] 707

Rezolvand sistemul format de cele doud ecuatii in necunoscutele a si b, obtinem a =—1 si

b=2,deunde r=—X+2.
b) Daca x,,i= 1,_5 sunt radacinile polinomului £, atunci :

X =2x,+2=0 /x, =

x!=2x}+2x,=0, Vi=15
. 5 5 5
Insumand relatiile dupa i, obtinem: Z x - 22 x} + 22 x,=0
i=1 i=1 i=1

Aplicand relatiile lui Viete, avem :
5 5 )
in =0, inz :(x1 +x, +x; +Xx, +x5) —2(x1x2 +~-+x4x5):0

i=1

i=1 i

5
s atunci fo’ =0.

i=l1

¢) Deoarece x,,...,x; sunt radacinile polinomului f, atunci f se scrie sub forma:

f:(x_xl)(x_xz)---(x_xs)

Astfel, putem scrie:

B-x? 3 -2 )3 —x2)=
S ) YR Ny VS O Sy

=—f(x/§)-f(—x/§)=—(9\/5—2x/§+2X—9\/§+2\/§+2)=
—(7V3+2) 13 -2)=49.3-4=147-4 =143
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Problema 17.
Fie polinomul f=X"*+aX’ +bX* + X +1 unde asi b sunt numere reale si
X,,X,,X;,x, radacinile lui.
a) Dacad a =b =0, determinati restul Impartirii lui /" la X + 2.
b) Demonstrati ca pentru orice p,q € R, p # q, caturile Impartirii lui f la X —p si
X — ¢ nu sunt egale.
Solutie:
a) Deoarece a=b=0 atunci f = X*+ X +1si restul impartirii lui fla X +2 este
r=f(-2)=16-2+1=15.
b) Presupunem ca cele doud caturi ale impartirilor sunt egale si aplicand teorema
impartirii cu rest obtinem:
f=&=p)c+f(p)
f=X=q)c+f(q).
Scadem cele doud relatii si rezultacd 0=(g—p)-c+ f(p)— f(q).

Deoarece gradul deimpartitului este 4, gradul impartitorului este 1 atunci gradul catului

este 3. Deci grad[(q—p)-c+ f(p)— f(q)]=3 pentru cd p # g . Atunci polinomul
(g—p)-c+ f(p)— f(q) nu poate fi egal cu polinomul nul deoarece el are gradul 3. Deci

presupunerea facuta este falsa si rezultd ca cele doua caturi nu sunt egale.

Problema 18.

Fie polinomul f=X*+aX’ +aX +1,unde a un este numir real si X, Xy, X5,X,
radacinile polinomului.

a) Determinati valorile lui @ pentru care x; + x> +x; +x; =1.

2 2 2 2

Cxp -1 x; -1 x; -1 x; -1

b) Calculati ~*—+ 22—+ 22—+ =4
X, X, X, X,

¢) Calculati (1—2x, Y1 —2x, )(1—2x, Y1-2x,).
Solutie:

a) X, +Xx; +x;+x; :1:>(x1 + X, +x, +x4)2 —2(x1x2 + oo +x3x4):1 =
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= (-af)-2-0=1 = d°=1 = a=+I
b) x,,x,,X,,x, radacinile lui f = f =(X —x, X —x, X —x, X - x,)

2 2 2 2
X, _l+x2_l+x3_1+x4_1=

X, X, X5 X,

(1 1 1 1}
=X +X, X+ X, | —F—+—+—|=

= =—aq—-——=—-a+a=0
XX, XX,
4 1 1 1 1
¢) (1-2x )1—2x, 1-2x,)1-2x,)=2 [E—xlj(a—xzj(a—xJ(E—xJ:

16 A L et Ll 2120480416 =10a+17
2 16 8 2

Problema 19.
Fie polinomul f = X*-4X?+ X +2 si x,,x,,x,,x, ridicinile lui.
a) Caleulati f(=2)- f(=1)- £(0)- £(1)- f(2).
b) Aratati ca
Floe, +x, +x3)+ fx, +2, +x,)+ fx, +2x5 +x,)+ f(x, +x,+x,)=0
Solutie:

a) Se observi ci suma coeficientilor polinomului f* este egala cu 0, de unde rezulta ca
x =1 este ridacina a polinomului si deci f(1)=0. De aici rezulta ca:
£(=2)- f(=1)-£(0)- £(1)- £ (2)=0
b) £, +x, +x,)+ flr, 2, +x,)+ £, + x5 +x,)+ fx, +x;, +x,)=
= fx)+ fEx)+ fEx)+ fl=x)=

z(xj —4x; —x, +2)+(x§ —4x; —x, +2)+(x§ —4x; —x, +2)+(xl4 —4x! —x, +2):

:f(x4)—2x4 +f(x3)—2x3 +f(x2)—2x2 +f(x1)—2x1 =

=0-2(x, +x, +x, +x,)=-2-0=0
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Problema 20.

Un polinom impartit prin X —2, X +3, X +2 da resturile -1, -6 si respectiv 3.
S se afle restul impdrtirii polinomului prin (X —2)(X +3)X +2).
Solutie:

Din teorema restului, avem: f(2)=-1, f(~3)=-6 si f(~2)=3, iar din teorema
impartirii cu rest avem: f = (X —2)\X +3)X +2)-q+r, grad r<3.

Fie r =aX? +bX + ¢ si atunci:

F=(X-2)X+3)X+2)-g+aX*>+bX +c.

Calculam:

f(2;:4a+2b+c}:>4a+2b+c:_1 )

/2)=-1
;Ej;i?‘é—%”}:9a—3b+c=—6 @)
;E:jgi:a_2b+c}:>4a—2b+c=3 3)
)-(3) = 4b=—4 = b=-I
da+c=1
D,2) = {9a+c=—9 = 5S5a=-10 = a=-2

1 = c¢c=-1+84+2 = ¢=9
Deci restul impirtirii unui polinom la polinomul (X —2)(X +3)X +2) este

r=-2X>-X+9.

Problema 21.
Sa se arate ca daca un polinom f este divizibil prin (X - a) si
prin (X —b), a # b,atunci f este divizibil prin (X —a)(X —b).
Solutie:
filx—a)= fla)=0, fi(x-b)=rf(b)=0
Aplicam teorema impartirii cu rest: f = (X —a)X —b)-q+r, gradr<?2.

Atunci fie » = mX +n sideci: f=(X-a)X—-b)-qg+mX +n.
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Calculam:

Rezolvand sistemul format de ecuatiile (1) si (2), gdsim cd m =n =0, unde rezultd cad » =0 si

de aici deducem ci f (X —a)X —b).

Problema 22.

Sé se determine expresia restului impartirii unui polinom oarecare f € C [X ] prin
(X —a)X -b).
Solutie:

Restul Tmpartirii polinomului 1 la (X - a) este f (a) iar restul impartirii polinomului
fla (X =b)este f(b).

Folosim teorema mpartirii cu rest: [ = (X - a)(X — b)- q+r, grad r <2, dam forma
restului » = mX +n si obtinem:

( )( ) qg+mX +n.
Calculim f(a) si f(b) si obtinem :

{ ())zma+n

(b)=mb+n = mla-b)=f(a)- ) =

Inlocuind pe m 1in sistem avem:

a.wmq@):aﬂa)_ F0)+(a—bn=a- fla)-b- fla)=

(a-bp=a-f(b)-b-fla) = n= a‘f(b)—z-f(a)

1a)-s0)
a—-b a-b

In concluzie r =
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Problema 23.
Si se arate ¢ polinomul f =(2X* +X +2)’ +(2X* - X +2)’ se divide prin
polinomul g = X* +1.

Solutie:

g=X"+leog=(X-i)X +i)
Calculam: f(i)=(2i* +i+2) + (2 —i+2) =" =7 ==i=i*-i* =
——i—(~i)=—=i+i=0 = fi(x-i) (1)
Si)= i —iv2)f + (it viv2) == +i" =
——(—i)+i* P =i-i=0 = [fiX+i) )

Din (1) si (2) rezulta ca fi(X —i)X+i) = fi(x>+1).

Problema 24.

Si se arate ¢ polinomul f = (X’ +1)**"? +X*+1, ne N, se divide prin polinomul
g=X"+X+1.

Solutie:

Fie o o ridiicind a lui g€ Anci:
gl@)=0 = a’+a+1=0/-(a-1)20 =
(@-Da*+a+1)=0=
a’-1=0 = o’ =1
a’+a+1=0 = a’+l=-a
Caleulim: f(a)=(a® +1)"" +a' +1=(-a)"? +a-a’ +1=
=a"? +a+l=a" -a’+a+l=
:(a3)zn-a2+a+1:a2+a+1=0 =
=N

f:g
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Problema 25
Aritati cd polinomul f=X*"" + X**? + X +1, ne N, se divide cu polinomul
g=X"+X"+X+1.

Solutie:

Daca « este o radacind a polinomului g, atunci:
gla)=0 = *+a’+a+1=0 /-(a-1)20 =

(@-1)a*+a*>+a+1)=0 = a*-1=0 = a'=1.

Calculand f(a)=a*" +a*" +a+1:(a4)" a’ +(a4)” ca’+a+l=

=’ +a’+a+l=0 = fig.

Problema 26
Se considerd polinomul f =X’ +aX* +bX +¢, a,b,c,e R, avand radicinile

X,X,,X; €R.
a) Sa se determine numarul real c, stiind ca f(1)+ f(~1)=2a +1.

b) Stiind cd a =-3, b =1, ¢ =1, sa se determine radacinile reale ale polinomului 1.

X1 Xy X3
¢) Sa se exprime, in functie de numerele reale a,b,c, determinantul D=|x, x, x,
X3 X X

Solutie:
a) f()+ f(-1)=2a+1 = l+a+b+c—-l+a-b+c=2a+1 =

2a+2c=2a+1 = 2c=1 = c:E

b) f=x"-3x"+x+1 & f=x-x"-x"+x-x"+1 &

= f:xz(x—l)—x(x—l)—(x—l)(x+l) = fz(x—l)(xz—x—x—l)(:)

= f:(x—l)(x2 —2x—1>

x=1=0=ux =1

x? —2)6—1:O:>A:8:>x2,3 =
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¢) D=3x,x,x, =X, — X, — X
X,,X,,x, radacinile lui f = x} +ax} +bx, +c=0
3 2
x, +ax;, +bx, +c=0
3 2
x; +ax; +bx; +¢=0
2 A . . L3 3 3 2 2 2 _
Insumand relatiile, obtinem: x; + x; + x; + a()c1 + x5 +x; )+ b(x1 +x, + x, ) +3c=0
. .. . . L2 2 2 2 |
Folosind relatiile lui Viete, avem: x; + x5 + x; = (x1 +x, + x3) - 2(x1x2 + XX, +X,X, )—
2
:(—a) —2b=a’*-2b
Deci: x; +x; +x; = —a(a2 —~ 2b)—b (~a)-3c
=—-a’ +2ab+ab-3c

=—a’ +3ab -3¢

Problema 27
Se considerd polinomul £ =(X +1)*" + (X —1)*", avand forma algebrica

f=a,, X0 +ay, X +...+a,X +a,,cu a,,a,,...,a,; € R.

a) Sise calculeze f(—1)+ £(1).

b) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f .

¢) Sise determine restul impartirii lui f la X* —1.
Solutie:

2) F=1)+ £ = (11 (11 o (1 1 o (11"
(-2 4 2

— _22013 + 22013

=0

b) Forma algebricd a polinomului f fiind f = a,,; X" +a,,, X" +...+a, X +a,,

calculam:
f(l):a2013 tday, t...+a +a,
f(l): 22013
c)Notim g =X’ -1 g=(X-1)X +1)

_ ~2013
} = Ayy3 Ay, .. ta ta; =277
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Deoarece grad g =2 = grad r<2=r=aX +b

Aplicdm teorema impartirii curest : f = (X - 1)(X + 1)- qg+aX +b.

Calculam:
l)=a+b
e~
—l)=—-a+b
et
Formam sistem cu cele doui ecuatii, rezolvam sistemul si gisim a = 2°°" si 5 =0, de unde
F =023y
Problema 28

Sa se determine ordinul de multiplicitate al rddacinii & pentru polinoamele:
a) f=X°-3X'-X’+11X’-12X +4eR[X] a=1

Folosim schema lui Horner:

X’ Xt X’ X’ X! X°
1 3 -1 11 -12 4
1 1 2 3 8 -4 0
1 1 -1 -4 4 0
1 1 0 -4 0
1 1 1 -3

a =1 este radacind de multipld de ordin 3

b) f=X +2X*+2X +1eZ[X] a=1

X3 X? X! X°
1 2 2 1
1 1 0 > 0
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i i i 0
i i 2

a =1 este radicind multipld de ordin 2

Problema 29

Fara a efectua impartirea sa se determine restul impartirii polinomului
f=X""+X"+ X lapolinomul g =X’ -X.
Solutie:

grad g=3= grad r<3 =r=aX’ +bX +c

f=gq+r= f=X(X-1)X+1)-g+aX’+bX +c

f(0)= }

=c=0

f(0)=0

f)=a+b+c e Y
f(l)z 14123 =>a+b+c=
f( 1) —-b+c bic—_]
f( 1): eqeo] > a—-b+c=-—

CZO C:O a:l
Cu cele trei ecuatii formim sistem: {a+b+c=3 =Ja+b=3 =b=2= r=X"+2X.
a-b+c=-1 a—b=-1 c=0

Problema 30

S se determine polinomul f € R[X], de grad 3 astfel incat
fO)+ f@)+...+ f(n)=n*,YneN.
Solutie:
Fie polinomul f =aX’ +bX* +cX +d.
fM=a-+b-1’+c-1+d

fQ)=a-2°+b-2>+c-2+d
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fB)=a-3’+b-3>+c-3+d
f(my=a-n’+b-n* +c-n+d
Insumam relatiile si obtinem:

allP +2° +. 40 )+ b2+ 22 +32 .4 n? )+ (14243 +...+n)+n-d =n*

2 2
2.0 (n4+1) +b.n(n+1)6(2n+1)+c'n(n+1)

+n-d=n* /:n

+d=n’

2
n(n+1) +b.(7’l+1)(2n+1)+c.n+l
4 6 2

a

3a-n(n+1)° +2b(n+1)2n+1)+6c(n +1)+12d = 12n°

3an® +6an® +3an +4bn> + 2bn + 4bn + 2b + 6¢n + 6¢ +12d =12n°
3a=12 = a=4
6a+4b=0 = 24+4b=0 = b=-6
3a+2b+4b+6c=0 = 6c=-12+36 = c=4
2b+6¢c+12d =0 = 12d=12-24 = d=-1

Deci f=4X’-6X>+4X 1.

Problema 31

Aritati ci polinomul f=X*+X+1, feZ [X ] nu se poate descompune in factori
ireductibili peste Z .
Solutie:

Verificam daca f admite radacini intregi. Radacinile intregi daca exista, se gasesc
printre divizorii lui 1.

f(1)=3#0 = x=1 nueste radicina

f(=1)=1-141=-1%20 = x=-1 nu este ridacina
Deci f nu se descompune intr-un produs de factori in care cel putin unul sa aiba gradul 1.

Presupunem ca f se descompune astfel: [ = (X2 +aX + bXX2 +cX + d) € Z[X].

Atunci f=X*+cX’ +dX° +aX’ +acX® +adX +bX* +bcX +bd =
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= f=X"+(a+c)X° +(b+ac+d)X* +(ad + bc)X +bd .

a+c=0
. _ _ |b+d+ac=0
Dar f = X"+ X +1, rezulta ca:
ad +bc =1

bd =1

a+c=0

Cazull: b=d =1= Jac=-2 = S =¢ deoarece a + ¢ nu poare fi in acelasi timp $i 0 si 1.

a=c=1
a+c=0
Cazulll: b=d =-1=<ac=2 = § = ¢ deoarece a +c¢ nu poate fiin

—a-c=l=a+c=-1
acelagi timp 1 0 51 -1.
Rezultad cd f nu se poate scrie ca produs de polinoame de gradul 2.

In concluzie polinomul f este ireductibil peste Z.

Problema 32
Fie f € R[X] un polinom cu proprietatea (x +1)- f(x —2)+(x—4)- f(x)=2x+7,
VxeR.
Si se determine restul impartirii polinomului f la polinomul g = X* - X -2,
Solutie:
Deoarece grad g =2 = grad r <2 = r=aX +b.
Aplicdm teorema impartirii cu rest: f = (X - 2)(X - 1)- q+aX +b side aici obtinem

{f(z):2a+b o

f(=1)=-a+b
Trebuie sa calculim f(2) si f(~1).
In conditia din ipoteza inlocuim pe x cu -1 si cu 4:

x=-1=-5-f(-1)=5= f(-1)=-1
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x=4=5f2)=15= f(2)=3.

, . (2a+b=3 =3 o 4
Sistemul (1) devine: = , lar restul impartiriivafi r =—X +—.
—a+b=-1 b 3 3

W= w|a

Problema 33.

Sa se determine parametrii reali m, n, p astfel incat polinomul f'sd se divida prin
polinomul g, incazul: f =X +(2n+1)X> +mX —m—n, g =(X -1)X +1).
Solutie:

Metoda 1 (Prin impartire directd). Aplicand algoritmul de impartire a lui f prin g avem :
X +(2n+1)X*> +mX —m—n X? -1

- X+ X X +2n+1

(211+1)X2 +(m+l)X—m—n

~Q2n+1)X* +2n+1

(m+1)X—m+n+1
Atunci f=g(X +2n+1)+(m+1)X —m+n+1.
Polinomul f'se divide prin g daca restul » = (m + l)X —m+n+1 este polinom nul,

adicadaca m+1=0si —m+n+1=0,adica m=-1, n=-2.

vvvvv

acest caz x, =1, x, = —1 sunt rddacinile impartitorului. Aceste valori trebuie sd fie radacini si

pentru £, adica f (1) =0, f (— 1) = (. Sistemul format are solutia m =—1, n=-2.

Metoda 3 (Schema lui Horner). Se aplica de doua ori schema lui Horner: o data pentru f'si

radacina x =1 si apoi pentru catul obtinut si rddacina x = —1.

X’ X2 X X
1 2n+1 m —-m-n
1 1 2n+2 2n+m+2 n+2=0
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-1 1 2n+1 m+1=0

Din m+1=0sin+2=0,rezulta m=—-1, n=-2.

Metoda 4 (Metoda coeficientilor nedeterminati). Catul trebuie sa fie un polinom de gradul
intdi de forma ¢ = X + a . Avem egalitatea de polinoame

f:g(X+a)<:> X’ +(2n+l)X2 +mX-m-n=X+aX’-X-a.

De aici, prin identificare, rezulta sistemul :

X2 2n+l=a
X m=-1 cusolutia m=-1, n=-2,a=-3.

X’ |-m-n=-a

Problema 34.

Sa se determine parametrul real m si sa se rezolve urmatoarea ecuatie, stiind ca
ridicinile reale ale ecuatiei sunt in progresie aritmetica: x° —12x° +mx—28=0.
Solutie:

Metoda 1.
Daca x,,x,,x, sunt radacinile ecuatiei, atunci conditia ca ele sa fie in progresie
aritmetica este data prin relatia 2x, = x, +x;.
Acestei relatii 1i asociem relatiile lui Viéte:
X +x,+x; =12
XXy XX, + XX, =m
X, x,x; = 28.
Din prima relatie a lui Viéte si relatia datd rezultd 3x, =12, adica x, =4 si x, +x;, =8.
Din ultima relatie a lui Viete se deduce x,x; =7.

L X, +x; =8 g
Din sistemul: rezultd x, =1, x; =7sau x;, =7, x; =1.
X X3 =

Din a doua relatie a lui Viete m =39. Valoarea ceruta pentru m este m =39, iar

radacinile sunt: 1, 4, 7.
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Metoda 2.

- o e

X, =Xy —F, X, =Xy, X; =X, +7.
Din prima relatie a lui Viete rezultd 3x, =12, adica x, = 4.
Radacinile sunt : 4 —r, 4, 4+ r, iar din ultima relatie a lui Viéte avem 16 — r* =17 sau
r* =9, adicd r = 3.
Daca r = -3, atunci x, =7, x, =4, x; =1, iar pentru r =3, avem radacinile
x,=Lx,=4x,=T7.

Din a doua relatie a lui Viete se obtine m = 39.

Problema 35
S se arate ci polinomul f = (X —1)""" + (X —2)? este divizibil cu polinomul
g=X>-3X+3,VneN.

Solutie:

Aplicam proprietatea care afirma ca f:g daca orice radacind a polinomului g este si
radacind a polinomului f .
Fie o o radacina a polinomului g . Atunci:
gl@)=0 = a*-3a+3=0/a=0
a’=3a’ +3a=0/-1
a’-3a’ +3a—-1=-1
(a-1) =-1
Calculam f(a)=(a—-1)"" +(a-2)
= [(a—1)3]2n -(a—1)+a2 —4a+4
(-1

' (a-1)+a’ —4a+4

=a-1+a’ -4a+4

=’ -3a+3=0= fig
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Problema 36
Sa se descompund in factori ireductibili polinomul f = X* +3X° + X +2X +3,
fezlx].
Solutie:
Calculam: f (f))= 3 = x=0 nu este radicina
f(i)=i+§+i+§+§ = x, =1 este raddcini

In continuare aplicaim schema lui Horner:

X X’ X’ X' X°

1 3 i 2 3
1 1 4 0 2 0 =x =1
1 1 0 0 2
2 |1 1 2 1
3 1 2 i 0 = x, =3
3 i 0 1
4 |1 1 0 = x, =4
4 |1 0 = x, =4

A~ A A

Radacinile polinomului f sunt: x, =1, x, =3, x; =4, x, = 4, iar descompunerea lui f in
factori ireductibili este:

F=(X-DX-3)(X-4) o f=(X+1)*X+2(X+4).

Problema 37

Sa se determine parametrii reali m, n, p astfel incat polinomul
f=X'—mX’ +(m+n)X*> +(p+1)X +n—2p si admiti ridicina tripld x =1.

Solutie:
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Din f(1)=0 = l-m+m+n+p+l+n-2p=0 = 2n-p=-2 = p=2n+2.
Polinomul devine: f=X"*—mX> +(m+n)X> +Q2n+3)X -3n—-4.

Aplicdm schema lui Horner:

Xt X’ X? X' X’

1 -m m+n 2n+3 -3n-4
1 1 I-m I+n 3nt+4 0
1 1 2-m -m+n+3 -m+4n+7=0
1 1 3-m -2m+n+6=0

Punand conditiile ca resturile Tmpartirilor sa fie egale cu 0, se obtine sistemul:

—m+4n+7=0 —2m+8n+14=0 17 . 8
= => m=—8Sln=——> = p=——.
-2m+n+6=0 2m—-n—6=0 7 7 7
Problema 38
Se considerd ecuatia x° —3x” +6x+4 = 0. Si se calculeze:
a) x; +x5 +x5; b) x] +x; +x3; ) x| +x5+x5;
d) x) +x) +x3; e)L+L+L; f)iz+iz+iz;
X Xy X3 X Xy X
1 1 1
g

+ + :
x+1 x,+1 x;+1

Solutie:

Scriem relatiile Iui Viéte:

b 3
X, +X,+x;=——=—=3
a 1
c 6
XX, + XX, + X0, =—=—=06
a 1
4
XX, Xy = _d =——=—4
a 1

a) xf +x22 +x32 = (x1 +x, +x3)2 —2(x1x2 + XX +x2x3)=
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=3-2.6=9-12=-3
b) x,,x,,x; sunt rddacini ale polinomului f°, atunci:

x; =3x] +6x, +4=0

x; —3x; +6x, +4=0

x; —3x; +6x, +4=0
Adunand cele trei relatii, obtinem:

x; + x5 +x] —3()612 + x5 +x32>+6(x1 + X, +x3)+12 =0=

X +x)+x =3(-3)-6-3-12=-9-18-12=-39

¢) X,,X,,x, sunt radacini ale polinomului £, atunci:

x) =3x7 +6x, +4=0,ie{l23} (1)
Inmultim ecuatia cu x, # 0 si avem:

x!=3x) +6x" +4x,=0,ie{l,2,3}.
Notdim: S, =x, +x, +x;, S, =x_ +x; +x;, S, =x, +x +x],

S, =x!+x; +x5.
Adunam relatiile dupa 1 s1 obtinem S, —3S5, + 65, +45, =0 =
S,=35,-65,-45, = §,=3-(-39)-6-(-3)-4-3=-117+18-12=-111.
Deci x; +x) +x5 =-111.
d) In mod analog, inmultind relatia (1) cu x” # 0 si insuméand dupa i obtinem:
S, -35,+65,+4S5,=0 §,=35,-65,-4S,
S, =3-(-111)-6-(-39)-4-(-3)=-333+234+12=-87.

Deci x; +x; +x; =-87.

1 1 1 x,x,+xx, +xXx 6 3
) — +— =273 T it 0 2
X, X, X, X, X, X, -4
2.2 2.2 2.2
1 1 1 X, x, +x x5 +Xx5x;
f)_z-"_z-"_z: 2. 2.2 =
X Xy X XXy Xy
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2
_ 00 + XX 4 o 05) " — 2022, X5 4 XXX X5 + XX, X5 X5)

2. 2.2
Xy Xy X3

_6°—2-(—4)-3 36+24 60 15

(—4)> 16 16 4

+ + =
8 x+1 x,+1 x;+1

X, X5+ X, +x; +1+xx, +x, +x; +1+xx, +x, +x, +1 y

X, X,X5 + XX, +X,X; X, X, +x, +x; +1

_ 642343 15 5
—4+6+3+1 6 2°
Deci ! + ! + ! =§.
x+1 x,+1 x;+1 2
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10.

11.
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