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INTRODUCERE 
 

 

 

Polinoamele constituie un domeniu foarte important şi bine studiat al algebrei 

tradiţionale. Numeroase probleme de matematică dintre cele mai diverse, sunt enunţate şi 

rezolvate cu ajutorul polinoamelor.  

 

Prezenta lucrarea se adresează elevilor de clasa a XII-a care studiază Matematică-M2 

şi reprezintă un mijloc de fixare a cunoştinţelor despre polinoame. 

 

 Cartea respectă programa specifică profilului şi are ca scop formarea de competenţe  la 

elevi în învăţarea polinoamelor. 

 

 Lucrarea este structurată pe trei capitole. Primele două capitole cuprind noţiuni 

teoretice referitoare la polinoame: forma algebrică a unui polinom, operaţii cu polinoame, 

divizibilitatea polinoamelor, rădăcini ale polinoamelor, relaţiile lui Viète şi rezolvarea unor 

ecuaţii algebrice de grad superior.  

 Capitolul trei conţine diverse probleme rezolvate prin care se fixează noţiunile 

teoretice prezentate în primele două capitole.  

 
Polinoamele constituie o etapă fundamentală în formarea capacităţilor de abstractizare 

a elevilor. Calculul cu polinoame stă la baza celor mai multe tehnici matematice. 

 
 
 
     Autorul 
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CAPITOLUL  I 

INELE  DE  POLINOAME 
 
 
 

1.1. Inelul polinoamelor în nedeterminata X 

 

 

Se consideră un inel comutativ şi unitar A şi mulţimea tuturor funcţiilor de la N  la A, 

adică { }ANffAN →= :/ .  

Un element f din mulţimea NA , fiind o funcţie, se reprezintă cu ajutorul valorilor sale 

sub forma  f = (a 0 , a1 , a 2 ,…., a m ,..) = ( ) Niia ∈ . 

Dacă ( ) ( ) NiiNii
N bgafAgf ∈∈ ==∈ ,,,   atunci  Nibagf ii ∈∀=⇔= , . 

Pe mulţimea NA  se definesc două legi de compoziţie interne, adunarea şi înmulţirea 

polinoamelor. 

  Fie  f = (a 0 , a1 , a 2 , …) şi g = (b 0 , b1 , b 2 , …) două polinoame din NA . Polinomul  

f+g= ( )..,.........,, 221100 bababa +++  se numeşte suma polinoamelor  f şi g, iar polinomul                         

fg= ........),,........,,,( 210 rcccc , unde: 

c 0 =a 0 b 0 , 

c1 =a 0 b1 +a1 b 0 , 

c 2 =a 0 b 2 +a1 b1 +a 2 b 0 , 

……………………….. 

 c r =a 0 b r +a1 b 1−r +a 2 b 2−r +…+a r b 0 =∑
=

−

r

i
irrba

0

= ∑
=+ rji

jiba  

....................................................................... 

se numeşte produsul polinoamelor  f şi g. 
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Exemplu.  

Dacă  f = (-2, 1, 3,-4, 0, 0,…...) şi g = (1, 0, -1, 1, 0, 0, …...), atunci suma lor este: 

 f+g = (-1, 1, 2, -3, 0, 0,…...), iar produsul lor este:  

 fg = (-2·1, -2·0+1·1, (-2)·(-1)+1·0+3·1, -2·1+1·(-1)+3·0+(-4)·1, -2·0+1·1+3·(-1)+(-4)·0+0·1,  

        (-2)·0+1·0+3·1+(-4)·(-1),  -4, 0, 0, ...…) = (-2, 1, 5, -7, -2, 7, -4, 0,…...). 

 

Polinoamele de forma aa =,...)0,0,0,( se numesc polinoame constante. 

Deci ( )⋅+,,NA  este o structură algebrică bine definită. 

Cele două operaţii definite anterior verifică următoarele proprietăţi: 

 

Asociativitatea şi comutativitatea adunării 

Fie ( ) ( ) ( ) .,,,,, NiiNiiNii
N chbgafAhgf ∈∈∈ ===∈   

Atunci, pentru orice Ni∈ avem iiii abba +=+ şi ( )iiiiii cbacba ++=++ )( , deoarece 

adunarea în A este comutativă şi asociativă.  

Rezultă că fggf +=+ şi ( ) ( )hgfhgf ++=++ , oricare ar fi  f, g şi h, deci 

adunarea pe NA  este comutativă şi asociativă. 

 

Elementul neutru şi elementul simetrizabil faţă de adunare 

Există în NA element neutru faţă de adunare, şi anume funcţia 

,:0 AN → ( ) .,00 Nii ∈∀=  Pentru orice ( ) ,, Nii
N afAf ∈=∈ opusul său este NAf ∈− şi 

.0)()( =+−=−+ ffff  

Exemplu. 

( ) ( ).,...6,0,2,1,...6,0,2,1 −−=−⇒∈−= fAf N  

 

Comutativitatea şi asociativitatea înmulţirii 

Înmulţirea pe A fiind comutativă rezultă că i
kij

jj
kji

i abba ∑∑
=+=+

=  ,, Nji ∈∀  

,gffgjik =⇒+=  deci înmulţirea pe NA este comutativă. 

Se deduce în mod analog că ( ) ( )ghfhfg = , adică înmulţirea pe NA este asociativă. 
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Elementul neutru faţă de înmulţire 

Există în NA element neutru faţă de înmulţire şi anume: ( ).,......0,......0,0,1  

 

Distributivitatea înmulţirii faţă de adunare 

Fie ( ) ( ),...,...,, 10 kdddhgf =+ , ( ),...,...,, ''
1

'
0 kdddfhfg =+   şi 

( ) .∑∑∑
=+===+

+=+=
kji

jij
kji

ijj
kji

ik cabacbad  

Înmulţirea fiind distributivă faţă de adunare rezultă că Nndd kk ∈∀= ,' , de unde rezultă că 

( ) fhfghgf +=+  şi înmulţirea pe NA  este distributivă faţă de adunare. 

 

În concluzie, ( )⋅+,,NA  este inel comutativ şi unitar. 

 

 

1.2. Forma algebrică a unui polinom 

 

Notaţia ,...),,( 210 aaaf =  introdusă pentru polinoame nu este prea comodă în 

operaţiile cu polinoame. De aceea, pentru simplificare, se foloseşte o altă scriere pentru 

polinoame.  

Polinomul ,...)0,0,1,0( se notează cu X  şi se numeşte nedeterminată. 

      Utilizând operaţia de înmulţire a polinoamelor rezultă: 

  ,......),0,1,0,0(,......)0,0,1,0(,......)0,0,1,0(2 =⋅=⋅= XXX  

......),0,1,0,0,0(,......)0,1,0,0(,......)0,0,1,0(23 =⋅=⋅= XXX  

..................................................................................... 

......)0,1,0,.....,0,0(,......)0,1,0,.....,0,0(,......)0,0,1,0(1 =⋅=⋅= −nn XXX  

....................................................................................... 

Prin definiţie .10 =X  
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       Folosind adunarea şi înmulţirea definite pe NA , pentru ,......),,( 210 aaaf =  putem scrie   

,............

,...)0,1,0,...,0,0(,......)0,(......,...)0,1,0,0(,......)0,0,(,......)0,1,0(,......)0,0,(,......)0,0,(
......,......)0,,0,......0,0(,......)0,,0,0(,......)0,,0(,......)0,0,(,......),,(

2
210

210

210210

i

Ni
i

i
i

i

i

XaXaXaXaa

aaaa
aaaaaaaf

∑
∈

=+++++=

=⋅++⋅+⋅+=
=++++==

(unde există doar un număr finit de termeni nenuli). 

      Deci i

Ni
i

i
i XaXaXaXaaf ∑

∈

=+++++= ......2
210                                                  (1) 

şi 

            i
m

i
i

m
m xaXaXaXaaf ∑

=

=++++=
0

2
210 ...                                                                

(1 ' ) 

unde maaaa ,.....,,, 210  sunt coeficienţii polinomului  f, iar monoamele de forma 

,0, nkXa k
k ≤≤   se numesc termenii polinomului. 

         Din  relaţia )1( '  rezultă că orice polinom nenul este o sumă finită  de monoame nenule. 

Datorită scrierii (1) sau (1 ' ) pentru polinoame, se adoptă  pentru mulţimea NA  notaţia 

[ ]XA . În particular , avem incluziunea A⊂ [ ]XA . Datorită scrierii (1) sau (1 ' ) elementele din 

[ ]XA  se mai numesc polinoame într-o singură nedeterminată .  

 

Definiţie. Un element [ ]XAf ∈  de forma  
n

n XaXaXaaf ++++= ...2
210 ,   0, ≥∈ iAai                              (2)  

şi se numeşte polinom în nedeterminata X  cu coeficienţi în inelul comutativ şi unitar A.  

 

Elementele Aaaaa n ∈,.....,,, 210  se numesc coeficienţii polinomului f.  

Expresia (2) se numeşte forma algebrică a polinomului  f. 

 

În cazul particular când { }pZCRQA ,,,∈  se obţin mulţimile de polinoame: 

 [ ]XZ = mulţimea polinoamelor de nedeterminată X cu coeficienţi în Z, 

 [ ]XZ n = mulţimea polinoamelor de nedeterminată X cu coeficienţi în Zn, 

www.m
ate

inf
o.r

o



                                                                                                                                                              
                                                                                                                              POLINOAME 

 7

[ ]XQ = mulţimea polinoamelor de nedeterminată X cu coeficienţi în Q, 

[ ]XR =mulţimea polinoamelor de nedeterminată X cu coeficienţi în R, 

[ ]XC =mulţimea polinoamelor de nedeterminată X cu coeficienţi în C, 

[ ]XZ p = mulţimea polinoamelor de nedeterminată X cu coeficienţi în Zp, cu p prim. 

         

Au loc incluziunile: [ ] [ ] [ ] [ ]XCXRXQXZ ⊂⊂⊂ . 

 

Exemple.  

1) Polinomul 32 5
3
12 XXf −+= este un polinom cu coficienţi reali. 

            2) Polinomul 42

2
12

3
2 XXf +−=  este un polinom cu coficienţi raţionali. 

            3) Polinomul 3244 XXf −−=  este un polinom cu coficienţi întregi. 

            4) Polinomul 2̂3̂2̂ 234 +++= XXXf este un polinom cu coeficienţi în pZ . 

           

Definiţie.  

Dacă [ ],,
00

XAXbgXaf i
m

i
i

i
n

i
i ∈== ∑∑

==

 atunci .0, ≥∀=⇔= ibagf ii  

 

Gradul unui polinom 

Definiţie.  

Se numeşte gradul polinomului  f, notat prin grad ( )f  sau grad f, cel mai mare număr 

natural n astfel încât .0≠na   

 

În acest caz na  se numeşte coeficientul dominant al polinomului  f. Numărul 0a se 

numeşte termenul liber al polinomului  f . 

 Se obişnuieşte ca polinomul  f  să se scrie sub forma 

01
1

1 ... aXaXaXaf n
n

n
n ++++= −

− , lucru întotdeauna posibil deoarece adunarea 

polinoamelor este comutativă. 
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Exemple.   

1) Polinomul 3+= Xf  are coeficientul dominant egal cu 1 şi grad f =1. 

2) Polinomul XXXf +−−= 352 are coeficientul dominant egal cu -2 şi grad f’=5. 

            3) Polinomul constant ,af = unde 0, ≠∈ aCa  are gradul 0, deci grad f =0.   

4) Polinomul nul,  f = 0, are gradul egal cu -∞ . 

       

  Proprietăţi ale gradului: 

Fie ][, XAgf ∈ . Atunci pentru gradul sumei şi produsului celor două polinoame au 

loc următoarele relaţiile: 

grad ( ) ≤+ gf max(grad (f ), grad(g)) 

grad( fg )=grad ( f)+grad (g) 

 

Aplicaţie (Elemente inversabile din A[X]) 

Un polinom [ ]XAf ∈  este inversabil dacă şi numai dacă există [ ]XAg ∈  astfel încât 

1=fg (cu alte cuvinte, singurele polinoame inversabile sunt polinoamele constante nenule).     

 

 

1.3. Funcţia polinomială. Rădăcină a unui polinom 

 

Definiţie.  

Fie un polinom [ ]XAf ∈ , NnXaf i
n

i
i ∈=∑

=

,
0

, A∈α .  

Numărul ( ) 0,
0

≠= ∑
=

n
n

n

i
i aaf αα se numeşte valoarea polinomului  f  în punctul α . 

 

Astfel, se poate pune în evidenţă o funcţie, ( ) ( ) AxxfxfAAf ∈∀=→ ,,: numită 

funcţia polinomială asociată polinomului  f. 

Dacă n
n XaXaXaaf ++++= ...2

210 , atunci ....2
210

n
n xaxaxaaf ++++=  
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Gradul polinomului dă gradul funcţiei polinomiale. Coeficienţii polinomului  sunt 

coeficienţii funcţiei polinomiale. A determina funcţia polinomială înseamnă a-i preciza 

coeficienţii.  

 

 Un polinom şi funcţia polinomială asociată sunt noţiuni distincte. Un polinom este o 

expresie formală, o funcţie polinomială are un domeniu de definiţie, un codomeniu şi o lege de 

corespondenţă determinată de expresia polinomului. 

 

Definiţie.  

Un element Ax ∈0  este  rădăcină a polinomului  f  dacă ( ) 00 =xf . 

 

Exemple: 

1) Dacă 142 +−= XXf  atunci  valoarea polinomului  f  în 1 este 

( ) 211411 2 −=+⋅−=f . 

2) Dacă 2432 XXf +−=  atunci  valoarea polinomului  f  în 12 −  este  

       211172812235)1222(43232)12( −=−+−=+−++−=−f . 

3) Dacă XXXf −+−= 343  atunci  valoarea polinomului  f  în i este 

iiiiiiif 2333)( 34 −−=−−−=−+−= . 

4) Dacă 22 −−= XXf  atunci  valoarea polinomului  f  în -1 este 

( ) 02)1()1(1 2 =−−−−=−f  şi elementul -1 este rădăcină a polinomului  f. 

 

 

1.4. Adunarea şi înmulţirea polinoamelor  

Proprietăţi 

 

 Considerăm polinoamele [ ],, XAgf ∈   n
n XaXaXaaf ++++= ......2

210  şi 

m
m XbXbXbbg ++++= ......2

210 , 0≠na , 0≠mb , mn ≥  . 

 

Atunci suma polinoamelor  f şi g, notată  f+g, se defineşte ca fiind polinomul  
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n
n

m
mmo XaXbaXbaXbabagf ++++++++++=+ .......)(......)()( 2

22110    

iar produsul polinoamelor  f şi g, notat  fg , se defineşte ca fiind polinomul             

           
.........)......(......

.......)()(

022110

2
021120011000

mn
mn

k
kkkk XbaXbabababa

XbababaXbababafg
+

−− +++++++

++++++=
                                   

 

Exemplu 

  Dacă 12 −−= XXf şi 2+= Xg ,  atunci =+ gf 1)2()1( 22 +=++−− XXXX  şi   

233222)2)(1( 232232 −−−=−−−−+=+−−= XXXXXXXXXXXfg . 

 

           Dacă f şi g sunt polinoame cu coeficienţi reali, (respectivi raţionali, întregi), atunci 

produsul lor este un polinom cu coeficienţi reali, (respectivi raţionali, întregi). 

             

Proprietăţile adunării polinoamelor 

 

1. Adunarea este comutativă, adică oricare ar fi f şi g , din [ ]XA , avem 

fggf +=+ . 

2. Adunarea este asociativă, adică oricare ar fi gf ,  şi h din [ ]XA , avem 

).()( hgfhgf ++=++  

3. Polinomul constant 0=f este element neutru pentru adunarea polinoamelor, în sensul 

că oricare ar fi [ ]XCf ∈ , avem   

fff =+=+ 00 . 

4. Orice  polinom are un opus, adică oricare ar fi [ ]XCf ∈  există un polinom notat  –f , 

astfel încât  

0)()( =+−=−+ ffff . 

 

Observaţie 

Dacă f şi g sunt două polinoame, suma )( gf −+  se notează  simplu prin gf −  şi se 

numeşte diferenţa dintre  f şi g.  
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Proprietăţile înmulţirii polinoamelor 

1. Înmulţirea este comutativă, adică oricare ar fi  f şi g, din [ ]XA , avem  

gffg = . 

2. Înmulţirea este asociativă, adică oricare ar fi f, g şi h din [ ]XA , avem  

).()( ghfhfg =  

3. Polinomul 1=f este element neutru pentru înmulţire, adică oricare ar fi 

[ ]XAf ∈ , avem  

.11 fff =⋅=⋅  

4. Înmulţirea este distributivă faţă de adunare, adică oricare ar fi polinoamele f, g 

şi h din [ ]XA , au loc relaţiile: 

fhfghgf +=+ )(  si .)( ghfhhgf +=+  

5. Dacă  f şi g sunt polinoame nenule, atunci produsul lor este un polinom nenul 

0( ≠f şi ).00 ≠⇒≠ fgg  

6. Simplificarea cu un factor nenul.  

7. Dacă  f, g, h sunt polinoame astfel încât fhfg =  şi ,0≠f  atunci .hg =  

        

 

1.5. Împărţirea polinoamelor 

 

Aritmetica inelelor de polinoame A[X] este analoagă aritmeticii inelului Z al numerelor 

întregi. Această analogie este realizată prin două teoreme fundamentale: teorema împărţirii cu 

rest şi teorema de descompunere în factori ireductibili. 

 

 Teorema împărţirii cu rest din Z ne spune că fiind date două numere naturale a şi b , 

b≠ 0, există exact două numere naturale unice q şi r astfel încât are loc egalitatea: rbqa += , 

unde .0 br <≤  

 

În teoria împărţirii polinoamelor, se întâlneşte o propritate analoagă. 
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Teoremă. (Teorma împărţirii cu rest a polinoamelor) 

Fiind date două polinoame oarecare [ ] 0,, ≠∈ gXAgf  şi coeficientul dominant al lui 

g inversabil, atunci există şi sunt unice două polinoame [ ]XArq ∈,  astfel încât rgqf +=  

unde     grad (r)<grad (g). 

 

         Teorema împărţirii cu rest este valabilă în [ ]XC , [ ]XR , [ ]XQ , pZ [X] (p-prim), dar în 

Z[X] rămâne adevărată doar dacă 1±=g  deoarece singurele elemente inversabile ale lui Z 

sunt  +1 şi -1. 

 

Algoritmul împărţirii 

1) Dacă ggradfgrad < , atunci 0=q  si fr = . 

2) Fie ggradfgrad ≥ . Atunci: 

• se aşează polinoamele f  şi g  sub forma unei scheme, ca în cazul împărţirii a 

două numere; 

• se determină primul termen al câtului prin împărţirea termenului de grad 

maxim al lui f  la termenul de grad maxim a lui g ; 

• se înmulţeşte aceasta cu g ; se înlocuieşte fiecare coeficient din produs cu 

opusul său; se trec termenii astfel obţinuţi sub termeni de acelaşi grad ai lui f  

şi apoi se face suma celor două polinoame, obţinându-se primul rest parţial, 

1f ; 

• dacă ggradfgrad >1 , continuăm procedeul ( cu 1f , în locul lui f ) până în 

momentul în care apare primul rest parţial de grad strict mai mic decât gradul 

lui g .  

 

Exemplu.  

Fie polinoamele 1232 345 ++−+= XXXXf  şi 32 −+= XXg . Să se determine 

câtul şi restul împărţirii lui  f  la g. 

 1232 345 ++−+ XXXX            32 −+ XX  

     345 3XXX +−−                                     423 +−+ XXX  
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 12/ 4 ++ XX  

            234 3XXX +−−  

                123/ 23 +++− XXX  

                    XXX 323 −++  

   14/ 2 +−+ XX  

                            1244 2 +−− XX  

   135/ +− X  

Deci câtul este 423 +−+= XXXq , iar restul 135 +−= Xr .  

Formula împărţirii cu rest se scrie, în acest caz astfel: 

).105()32)(3(1852 232345 +−++++−=+−−+ XXXXXXXXX  

 

Împărţirea prin aX − . Schema lui Horner. 

 

În aritmetică, graţie unor criterii de divizibilitate, se poate verifica imediat dacă un 

număr  este divizibil printr-un alt număr, fără a efectua împărţirea. De exemplu, un număr este 

divizibil cu 2 dacă ultima cifră este pară, un număr este divizibil cu 3 dacă suma cifrelor sale 

este un număr divizibil cu 3, şi aşa mai departe. Şi în algebră, există de asemenea, teoreme 

care simplifică calculele.  

 

Teoremă (Teorema restului) 

Restul împărţirii unui polinom [ ]XAf ∈ , 0≠f prin binomul [ ]XAaXg ∈−=  este 

egal cu valoarea numerică a polinomului  f  pentru ax = , adică ( ).afr =  

 

Exemplu.  

Să se determine restul împărţirii polinomului 2352 34 +++−= iXiXXf prin 

binomul iXg −= . 

Soluţie: 

 Conform teoremei de mai sus, restul este 

( ) iiiiiiiiifr 4123522352 34 +−=+++−=+++⋅−==  
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Teorema restului are dezavantajul că nu ne spune nimic despre câtului împărţirii 

polinomului f prin binomul aX − .  

 

Schema lui Horner 

Un procedeu de aflare a câtului şi restului împărţirii polinomului  f  prin binomul aX −  

este schema lui Horner. 

Fie [ ]XAf ∈ , 0,.... 01
1

1 ≠++++= −
− n

n
n

n
n aaXaXaXaf  şi a∈A.  

Teorema împărţirii cu rest a lui  f  la X – a se scrie: 

 f = (X - a)q + r,                                                                                                             (1) 

unde câtul q este un polinom de grad n-1, iar restul r = f(a) ∈A. 

Dacă 01
2

2
1

1 .... bXbXbXbq n
n

n
n ++++= −

−
−

−  , relaţia (1) se scrie:  

)(... 01
1

1 aXaXaXaXa n
n

n
n −=++++ −

− )....( 01
2

2
1

1 bXbXbXb n
n

n
n ++++ −

−
−

− +r 

Deci: 

01
1

1 .... aXaXaXa n
n

n
n ++++ −

− = 

)()(...)()( 010
2

23
1

121 abrXabbXabbXabbXb n
nn

n
nn

n
n −+−++−+−+= −

−−
−

−−−

 (2) 

Din egalitatea celor două polinoame ale relaţiei (2) obţinem că 

  

.
,
............................

,

,

00

110

223

112

1

aabr
aabb

aabb
aabb

ab

nnn

nnn

nn

+=
+=

+=
+=

=

−−−

−−−

−

                                                                                           (3) 

Egalităţile (3) se trec în tabelul următor: 

 

n

n

a
X

 
1

1

−

−

n

n

a
X

 
2

2

−

−

n

n

a
X

 
…….. 

…….. 1a
X

 
0

0

a
X

 

a na  11 −− + nn aab 22 −− + nn aab …….. 11 aab +  00 aab +  

 1−nb  2−nb  3−nb  ……… 0b  r 
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În rândul de sus al tabelului se scriu coeficienţii polinomului f, iar în rândul de jos 

coeficienţii 021 ,...,, bbb nn −−  ai câtului şi restul r. 

 

Observaţie.  

Schema lui Horner ne oferă nu numai un procedeu de obţinere a câtului împărţirii 

polinomului  f  prin binomul aX − , dar şi un procedeu de determinare a restului. 

 

Exemple 

Utilizând schema lui Horner, să se determine câtul şi restul împărţirii polinomului  f  

prin  

polinomul g dacă: 

          a) 362 234 −++−= XXXXf , 2−= Xg . 

 

Deci câtul şi restul împărţirii sunt 1363 ++= XXq  şi 23=r . 

 

          b) 1432 2345 −+−+= XXXXf , 1+= Xg . 

 5X  4X  3X  2X  X  0X  

 2 3 -4 1 0 -1 

-1 2 1 -5 6 -6 5 

 4b  3b  2b  1b  0b  r 

 

Deci câtul şi restul împărţirii sunt: 5,6652 234 =−+−+= rXXXXq . 

        

 

 4X  

1 

3X  

-2 

2X  

6 

X  

1 

0X  

-3 

2 1 0)2(12 =−+⋅  6602 =+⋅  13162 =+⋅  23)3(132 =−+⋅  

 3b  2b  1b  0b  r 

www.m
ate

inf
o.r

o



                                                                                                                                                              
                                                                                                                              POLINOAME 

 16

 

1.6. Divizibilitatea polinoamelor 

 

1.6.1. Relaţia de divizibilitate. Proprietăţi 

 

Relaţia de divizibilitate în inelul polinoamelor K[X], unde K poate fi Q, R, C sau Zp, 

cu p număr prim, este asemănătoare relaţiei de divizibilitate din mulţimea numerelor întregi. 

 

Definiţie.  

Dacă [ ] ,0,, ≠∈ gXKgf atunci g divide  f dacă există un polinom [ ]XKq∈  astfel 

încât gqf = .  

Polinomul  g  se spune că este un divizor al lui  f sau că  f este un multiplu al lui g. 

 

Proprietăţi ale relaţiei de divizibilitate. 

1. Din teorema împărţirii cu rest rezultă că g divide pe f dacă şi numai dacă restul 

împărţirii lui f la g este zero. 

2. Dacă g/f şi 0≠f atunci grad(g)≤grad(f). 

3. Polinoamele de grad zero, adică constantele nenule, divid orice polinom. 

4. Dacă  f este un polinom şi 0, ≠∈ aCa , atunci faf / . 

5. Relaţia de divizibilitate este reflexivă (adică ff / oricare ar fi polinomul f) şi 

tranzitivă (adică dacă gf / şi hg / , atunci hf / , oricare ar fi [ ]XChgf ∈,, ). 

6. Dacă gf / şi hf / , atunci )/( hgf + şi )/( hgf −  oricare ar fi [ ]XChgf ∈,, . 

7. Dacă fg / şi gf / atunci există 0, ≠∈ aCa , astfel încât agf = . 

 

Definiţie.  

Două polinoame f şi g pentru care gf / şi fg / se numesc asociate în divizibilitate 

(deci dacă se divid reciproc) şi scriem f ~g. 

 

 

 

www.m
ate

inf
o.r

o



                                                                                                                                                              
                                                                                                                              POLINOAME 

 17

Exemplu.  

Polinoamele 1423 −+−= XXXf şi 31233 23 −+−= XXXg sunt asociate în 

divizibilitate deoarece .
3
1 gf =  

 

Definiţie.  

Divizorii de forma a şi af, { }0−∈Ca se numesc divizori improprii ai lui [ ]XCf ∈ ; 

ceilalţi divizori ai lui f, dacă există , se numesc divizori proprii. 

 

Teoremă (Teorema lui Bézout).  

Un element Ka∈ este rădăcină pentru polinomul  [ ]XKf ∈ , 0≠f dacă şi numai dacă  

f este divizibil cu  aX − .  

Deci polinomul f este divizibil cu ( ) aafaX ⇔=⇔− 0 este rădăcină a 

polinomului f.  

 

Definiţie.  

Spunem că un element Ka∈  este rădăcină multiplă de ordin p pentru polinomul 

[ ]XAf ∈ , 0≠f , dacă  f se divide prin ( ) ,2,, ≥∈− pNpaX p  dar  f nu se divide prin 

( ) 1+− paX . 

 

       În particular, un element Ka∈  este rădăcină de ordinul 2 (sau rădăcină dublă) pentru  

f, dacă  f se divide cu ( )2aX −  dar nu se divide cu ( ) .3aX −  Un element Ka∈  este rădăcină 

de ordinul 3 (sau rădăcină triplă) pentru  f, dacă  f se divide cu ( )3aX −  dar nu se divide cu 

( )4aX − . 

 

1.6.2. Polinoame ireductibile 

 

Fie K un corp comutativ şi K [ ]X inelul polinoamelor în nedeterminata X cu coeficienţi 

din K, unde { }pZCRQK ,,,∈ . 
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Definiţie.  

Un polinom [ ]XKf ∈  se numeşte  ireductibil peste K dacă are gradul cel puţin unu şi 

dacă nu are divizori proprii.  

În caz contrar se numeşte reductibil peste K.  

Un polinom [ ]XKf ∈  este reductibil peste K dacă există două polinoame 

[ ]XKhg ∈, , 0, ≠hg de grad cel puţin unu astfel încât .ghf =   

 

Observaţie. Orice polinom de gradul 1 din [ ]XK este ireductibil peste K. 

 

 Problema descompunerii unui polinom în factori ireductibili (factorizarea 

polinoamelor) este operaţia inversă înmulţirii polinoamelor. Reamintim faptul că atunci când 

factorizăm un număr natural, căutăm numere prime al căror produs să fie numărul dat. Când 

factorizăm un polinom, căutăm polinoame al căror produs să fie polinomul dat. 

 

Este foarte important a specifica mulţimea din care fac parte polinoamele. 

Aşadar, un polinom [ ]XCf ∈ este reductibil peste C dacă există două polinoame (cel 

puţin) [ ]XChg ∈, , g, h ≠ 0 de grad cel puţin unu pentru care f = gh. 

Analog, un polinom [ ]XRf ∈ este reductibil peste R dacă există două polinoame (cel 

puţin), [ ]XRhg ∈, , g, h ≠ 0 de grad cel puţin unu pentru care f = gh. 

De asemenea, un polinom [ ]XQf ∈  este reductibil peste Q(X) dacă există două 

polinoame (cel puţin) [ ],, XQhg ∈ de grad cel puţin unu pentru care f = gh. 

 

Teoremă (d 'Alambert –Gauss).  

Orice polinom cu coeficienţi complecşi de grad mai mare sau egal cu unu are cel puţin 

o rădăcină complexă. 

 

Este foarte importantă precizarea polinoamelor ireductibile în principalele inele de 

polinoame. 
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1. Un polinom [ ]XCf ∈ este ireductibil, dacă şi numai dacă  

     .0,,; ≠∈+= aCbabaXf  

2. Un polinom [ ]XRf ∈ este ireductibil, dacă şi numai dacă: 

    0,,; ≠∈+= aRbabaXf sau 04;0,,,; 22 <−≠∈++= acbaRcbacbXaXf . 

Deci orice polinom de gradul întâi din K[X] este un polinom ireductibil. 

Pentru a arata că un polinom este ireductibil într-o mulţime se foloseşte metoda 

reducerii la absurd.  

 

Exemplu.  

Arătăm că [ ]XZXf ∈−= 22 este ireductibil peste Z, dar este reductibil peste R. 

Soluţie.  

Presupunem că  f ar fi reductibil peste Z, deci ar admite o scriere de forma: 

( )( ) 0,,,,,, ≠∈++= maZnmbanmXbaXf .  

După efectuarea calculelelor, avem: 

bnXbmanamXX +++=− )(2 22 ,  

şi conform egalităţii polinoamelor obţinem sistemul 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=+

=

2
0

1

bn
bman

am
, 

 care nu are soluţii în Z. Deci f este ireductibil peste Z.  

Cum ( )( )2222 +−=− XXX , unde [ ],2,2 XRXX ∈+− se deduce că  f  este 

reductibil peste R. 

 

Teoremă.  

Fie [ ]XKf ∈ . Atunci  f  se poate scrie ca un produs finit de polinoame ireductibile din 

inelul [ ]XK . 

 

Observaţii. 

1) Scrierea este unică (abstracţie făcând ordinea factorilor). Dacă nxxx ,...,, 21  sunt n 

rădăcini ale lui f în R, atunci  
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( )( ) ( ) nn
nn

n aXaXaXaxXxXxXaf ++++=−−−= −
−

1
1

10210 ......  

            2) Fie R un inel integru [ ]XRf ∈ un polinom cu grad ( )f  >1. Dacă f are o rădăcină în 

R, atunci  f  este reductibil în inelul [ ]XR . 

            3) Un polinom reductibil în [ ]XR  nu are în mod necesar rădăcini în R. 

 

Exemple 

1) Să se descompună în factori ireductibili peste 5Z  polinomul 3̂3 ++= XXf . 

Soluţie:  

Se observă că ( ) ,01̂ =f  adică 1̂=x este rădăcină a polinomului f, rezultă  

( )( ) ( )( ).2̂4̂2̂1̂ 22 +++=++−= XXXXXXf  

Polinomul 2̂2 ++= XXg  este ireductibil în [ ]XZ5 , deoarece are gradul doi şi nu are 

rădăcini în corpul 5Z , pentru că: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2̂4̂,4̂3̂,3̂2̂,4̂1̂,2̂0̂ ===== ggggg  

Deci ( )( ) [ ]XZXXXf 5
2 2̂4̂ ∈+++=  reprezintă descompunerea polinomului  f  în 

factori ireductibili peste 5Z . 

 

                 2) Să se arate că polinomul ( )( ) ( ) 1...21 −−−−= naXaXaXf  este ireductibil 

peste Z[X] unde Zaaa n ∈,....,, 21 şi sunt diferite două câte două. 

Soluţie:  

Presupunem prin absurd că ghf = , unde ( )XZhg ∈, . 

Cum ( ) ( ) ( ) 1,11 −==⇒−= iii ahagaf sau ( ) ( ) 1,1 =−= ii ahag , şi rezultă  

( ) ( ) ,0=+ ii ahag  .1 ni ≤≤  

Deoarece grad ( ) nhg <+ , iar ( )hg + se anulează în n puncte diferite se deduce .0=+ hg  

Deci ( ) ( )[ ]2XgXf −= , contradicţie, deoarece coeficientul lui nX , din f este 1. 

 

1.6.3. Cel mai mare divizor comun. Algoritmul lui Euclid 

 

Se consideră K un corp comutativ. 
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Definiţie.  

Fie ][, XKgf ∈ . Spunem că polinomul [ ]XKd ∈  este un cel mai mare divizor comun 

al polinoamelor f, g dacă: 

1) d este divizor comun pentru f, g, adică fd / şi ;/ gd  

2) orice alt divizor comun pentru f şi g îl divide pe d, adică:  

fdXKd /'],['∈∀  şi ddgd /'/' ⇒ . 

 

Cel mai mare dizizor comun (c.m.m.d.c) al polinoamelor f, g se notează ( )., gf  

 

Lemă.  

Dacă ][,,, XKrqgf ∈  astfel încât rgqf += şi dacă există ( )rg, , atunci există şi 

( )gf ,  şi mai mult ( ) ( ).,, rggf =  

 

Teoremă.  

Orice două polinoame din [ ]XK au un c.m.m.d.c.. 

 

Modul de a obţine un c.m.m.d.c a două polinoame se numeşte algoritmul lui Euclid: 

• se împarte polinomul f , de grad mai mare, la cel de grad mai mic, g , obţinând 
câtul 1q  şi restul 1r  

• se împarte împărţitorul g  la restul 1r  şi se obţin câtul 2q  şi restul 2r ; 
• se continuă procedul, obţinându-se pentru cât şi rest polinoamele 3q  şi respectiv 

3r ; 4q şi respectiv 4r  etc.; 
• ultimul rest nenul obţinut este un c.m.m.d.c. al poliniamelor f  şi g .  

 

Cel mai mare divizor comun a două polinoame este unic până la înmulţirea cu o 

constantă (până la o asociere în divizibilitate). 

Dacă 1),( =gf , atunci  f şi g sunt prime între ele. 

 

Exemple  

1) Să se găsească cel mai mare divizor comun al polinoamelor: 

  442 234 +−−+= XXXXf  şi 323 −++= XXXg . 
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 Soluţie:  

Se aplică algoritmul lui Euclid. Se împarte  f  la g. 

  
XXXX
XXXX

3
442

234

234

+−−−

+−−+  323 −++ XXX  

      X  
  43 2 +−− XX  

Pentru a evita coeficienţii fracţionari, vom înmulţi în prealabil pe g cu 3 şi restul împărţirii cu 

–1. Împărţim împărţitorul la rest: 

  
XXX

XXX
43

9333
23

23

+−−

−++     43 2 −+ XX  

                                        X  
  972 2 −+ XX                     

 

  Acum, pentru a evita din nou coeficienţii fracţionari, vom înmulţi pe 43 2 −+ XX  cu 

2 şi continuăm operaţia: 

  
27216

826
2

2

+−−

−+

XX
XX        972 2 −+ XX  

       3 

             1919 +− X   

 

Am obţinut restul 1919 +− X . Pentru a evita din nou coeficienţii fracţionari, vom 

împărţi restul cu –19 şi împărţim împărţitorul la rest. 

  
XX

XX
22

972
2

2

+−

−+            1−X   

              92 +X  

                              
99

99
+−

−
X

X
  

               - - - - - -  

Ultimul rest nenul este polinomul 1−X  şi deci 1),( −= Xgf . 
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2) Să se arate că plinoamele 223 23 ++−= XXXf  şi 122 23 −+−= XXXg  sunt 

prime între ele. 

Soluţie:  

Se observă că, ( )( )11 2 +−−= XXXg  iar ( ) 41 =f şi    

( )( ) 11312 +−++−= XXXXf . Deci ( ) .1, =gf  

 

3) Să se arate că plinoamele  1221225 2345 +−+−−= XXXXXf   şi 

1735 23 +−−= XXXg  sunt prime între ele. 

Soluţie:  

Folosind  algoritmul lui Euclid , arătăm că c.m.m.d.c al polinoamelor f şi g este 1. 

Prima împărţire din algoritmul lui Euclid este: 

1221225 2345 +−+−− XXXXX             1735 23 +−− XXX  
2345 1735 XXXX −++−                            12 +X  

          1225 23 +−− XXX  

          175 23 −+− XX  
                       

     52 −− X  

A doua împărţire (înmulţim pe g cu 2 şi pe 52 −− X  cu 1− ): 

346102 23 +−− XXX                52 +X  

23 52 XX −−                               
4
63

2
152 +− XX  

   34615 2 +−− XX  

      XX
2

7515 2 +  

            34
2
63

+X  

            
4

315
2
63

−− X  

                       
4

179
−  
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    Deci 1),( =gf , polinoamele f şi g sunt prime între ele.. 

  

1.6.4. Cel mai mic multiplu comun 

 

Fie K un corp comutativ. 

Definiţie.  

Fie ][, XKgf ∈ . Spunem că polinomul [ ]XKm∈ este un cel mai mic multiplu comun 

al polinoamelor f, g dacă : 

1) m este multiplu comun pentru f, g, adică mf / şi ;/ mg  

2) orice alt multiplu comun pentru f şi g, este multiplu al lui m, adică:  
'' /],[ mfXKm ∈∀  şi '' // mmmg ⇒ . 

 

Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c) al polinoamelor f, g va fi notat cu [ ]gf , . 

 

Următoarea teoremă ne dă un procedeu de obţinere a unui c.m.m.m.c a două polinoame. 

 

Teoremă.  

Fie f şi g două polinoame dintre care cel puţin unul este nenul.  

Dacă d este c.m.m.d.c al lui  f şi g, atunci polinomul 
d
fgm =  este un c.m.m.m.c al lui f şi g 

(aici 
d
fg  înseamnă câtul împărţirii polinomului fg prin d). 

 

Exemplu.  

Să se determine c.m.m.m.c. al polinoamelor: 

36532 2345 +++−−= XXXXXf  şi .1234 +−−= XXXg  

Soluţie:  

Se află mai întâi c.m.m.d.c. al celor două polinoame folosind algoritmul lui Euclid. 

Prima împărţire: 
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36532 2345 +++−− XXXXX      1234 +−− XXX  

XXXX 2222 345 −++−                     12 −X  

        343 234 +++−− XXXX  

        1234 +−− XXX  

             444 2 ++− XX  

 

Restul 444 3 ++− XX  îl împărţim cu -4 şi obţinem .12 −− XX  

A doua împărţire: 

          1234 +−− XXX              12 −− XX  

           XXX ++− 24                    1−X  

                13 ++− XX  

                   13 −− XX  

                   ---    ----  --- 

Ultimul rest nenul este .12 −− XX  Deci polinomul 13 −−= XXd este un c.m.m.d.c. al 

polinoamelor f şi g.. Cum ( )( )112 −−−= XXXg , atunci polinomul: 

( ) ( )( )
3356252

3653211

23456

2345

−−++−−=

=+++−−−=−⋅=⋅==

XXXXXX

XXXXXXXf
d
gf

d
fgm

 

 este un c.m.m.m.c. al polinoamelor f şi g. 
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CAPITOLUL  II 

RĂDĂCINI  ALE  POLINOAMELOR 
 

 

 

2.1. Rădăcini complexe ale polinoamelor 

 

Definiţie.  

Fie [ ]XCf ∈  polinom neconstant cu grad ( ) 1≥f . Ecuaţia ( ) 0=xf  se numeşte 

ecuaţia polinomială sau ecuaţia algebrică asociată polinomului f. 

 

Teorema fundamentală a algebrei 

Orice ecuaţie algebrică 0... 01
1

1 =++++ −
− aXaXaXa n

n
n

n  de grad mai mare sau egal 

cu 1 şi cu coeficienţi complecşi are cel puţin o rădăcină complexă. 

 

Corolar.  

1) Orice polinom [ ]XCf ∈ , de grad ,1≥n  are n rădăcini (nu neaparat distincte; o 

rădăcină, se repetă de un număr de ori, egal cu ordinul său de multiplicitate). 

2) Dacă ,1,0,... 01
1

1 ≥≠++++= −
− naaXaXaXaf n

n
n

n
n  iar ,,...2,1 nxxx sunt 

rădăcinile lui f  atunci ( )( ) ( )nxXxXxXaf −−−= ........210 . 

3) Dacă un polinom, de grad, cel mult n, se anulează pentru 1+n valori, distincte, 

atunci .0=f  

 

2.1.1. Polinoame cu coeficienţi reali 

 

Pentru polinoamele cu coeficienţi reali următorul rezultat este important. 
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Teoremă.  

Fie [ ] .0, ≠∈ fXRf  Dacă 0,0 ≠+= bibax  este o rădăină complexă a lui f , 

atunci: 

  1). ibax −=0  este de asemenea o rădăcină complexă a lui f ; 

  2). 0x  şi 0x  au acelaşi ordin de multiplicitate. 

 

 Din teoremă  rezultă că dacă f , un polinom cu coeficienţi reali, are rădăcina complexă 

ibax +=0 , atunci mai are ca rădăcină şi conjugata ibax −=0  şi cele două rădăcini au 

acelaşi ordin de multiplicitate.  

Dacă 0x  este o rădăcină simplă, atunci polinomul f  se divide prin 0xX − . Cum şi 0x  

este de asemenea rădăcină rezultă că f  se divide şi prin 0xX − . Deci f  se divide prin  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 22222
00 2 baaXXibaXibaXibaXxXxX ++−=−−=+−−−=−− . 

 

 Din teoremă rezultă următorul: 

Corolar.  

1) Orice polinom cu coeficienţi reali are un număr par de rădăcini complexe (care nu 

sunt numere reale). 

 2) Orice polinom cu coeficienţi reali de grad impar are cel puţin o rădăcină reală. 

 

Teorema (de descompunere în factori ireductibili). 

  Orice polinom [ ]XRfaaXaXaXaf n
n

n
n

n ∈≠++++= −
− ,0,... 01

1
1  se poate scrie 

ca un produs de polinoame de gradul întâi sau doi cu coeficienţi reali. 

 

Exemplu 

Să se determine parametrii reali m,n ştiind că polinomul 

( ) 123 234 ++−+−= XnmXXXf  are rădăcina complexă ix −= 11 . 

Soluţie:  

Cum ][XRf ∈  şi ix −= 11 atunci  f admite şi rădăcina complexă conjugată ix += 12 . 

   Prin urmare f se divide prin produsul  
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( )( ) ( )( ) 2211 2
21 +−=−−+−=−− XXiXiXxXxX  

   Efectuând împărţirea  lui  f prin 222 +− XX , se impune condiţia ca restul să fie 

polinomul nul. Avem: ( )( ) ( ) 9282422 22 +−−−+−+−+−= mXnmmXXXXf  

 Deci ( )
⎩
⎨
⎧

=+−
=−−

⇔=+−−−
092
082

09282
m

nm
mXnm  de unde  .1,

2
9

== nm  

 

Exemplu  

Să se descompună în factori ireductibili peste R polinomul 124 ++= XXf . 

Soluţie:  

Factorii ireductibili ai unui polinom cu coeficienţi reali sunt cei de gradul întâi şi de 

gradul al doilea cu coeficienţi reali, cei de gradul al doilea având discriminantul negativ. 

Putem scrie ( ) ( )( )11112 22222224 +++−=−+=−++= XXXXXXXXXf . 

Fiecare din factorii de gradul al doilea ,12 +− XX  12 ++ XX  are discriminantul negativ 

( )3−=Δ , iar aceştia sunt factori ireductibili pentru  f  în R[X].  

 

 

   2.1.2. Polinoame cu coeficienţi raţionali 

 

Cum ][][ XRXQ ⊂ , înseamnă că rezultatele referitoare la polinoamele cu coeficienţi 

reali 

rămân valabile şi pentru polinoamele cu coeficienţi raţionali. 

  

 În mulţimea [ ]XQ  unde are loc: 

 Teoremă.  

 Fie [ ] 0, ≠∈ fXQf . Dacă QbbQbabax ∉>∈+= ,0,,,0 , este o rădăcină 

pătratică a lui f , atunci:   1) bax −=0  este de asemena o rădăcină (conjugata pătratică a 

lui 0x ) a lui f ; 

          2) 00 , xx  au acelaşi ordin de multiplicitate. 
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 Teorema afirmă că dacă un polinom f , cu coeficienţi raţionali, are ca rădăcină 

numărul pătratic bax +=0 , atunci are ca rădăcină şi numărul pătratic conjugat 

bax −= , şi mai mult cele două rădăcini au acelaşi ordin de multiplicitate .  

 

 Dacă 0x  este rădăcină simplă a lui f , atunci f  se divide prin 0xX − . Cum şi 

0x este rădăcină simplă a lui f  rezultă că f  se divide şi prin 0xX − . Deci f  se divide prin 

produsul 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) baaXXbaXbaXbaXxXxX −+−=−−=+−−−=−− 2222
00 2 . 

 

Exemplu 

Fie 264 234 +++−= XXXXf cu rădăcina 2121 21 +=⇒−= xx  este, de 

asemenea rădăcină a polinomului  f.  Atunci: 

             
)12(

))(()21)(21(
2

2121
2

−−

⇒++−⇒−−+−

XXf

xxXxxXfXXf

#
##

 

Efectuând împărţirea obţinem )22)(12( 22 −−−−= XXXXf  şi de aici rezultă că 

314,3 ±=x . 

 

   

 2.1.3. Polinoame cu coeficienţi întregi 

 

 Următorul rezultat se referă la mulţimea [ ]XZ  şi ne oferă un mod de a descoperi 

rădăcinile raţionale sau întregi ale unui polinom.  

 Mai precis are loc următoarea teoremă: 

 

 Teoremă.  

 Fie [ ]XZfaXaXaaf n
n

n ∈≠+++= ,0,10 … . 
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 1)  Dacă 
q
px =0  ( qp, - numere prime între ele) este o rădăcină raţională a lui f , 

atunci:  

  a) p  divide termenul liber ( adică 0/ ap ); 

  b) q  divide coeficientul dominant al polinomului ( adică naq / ) 

 2)  În particular, dacă px =0  este o rădăcină întreagă a lui f , atunci  p este un 

divizor al termenului liber ( adică 0/ ap ). 

 

 Teorema afirmă că pentru un polinom f  cu coeficienţi întregi rădăcinile raţionale 

posibile se află printre fracţiile 
q
p , iar p  este un divizor ( în Z ) al termenului liber 0a , iar q  

un divizor ( în Z ) al coeficientului dominant na  al polinomului. În particular dacă pentru 

[ ]XZf ∈  se caută  rădăcinile întregi, atunci acestea (dacă există) obligatoriu se află printre 

divizorii întregi ai termenului liber.  

 

Exemplu 

Fie ][4852 234 XZXXXXf ∈++−−= . Deci, dacă  f  admite o rădăcină raţională 

de forma 
q
p  atunci 1/,4/ qp . Rezultă că }4;2;1{1 ±±±∈x  

Folosind schema lui Horner, obţinem:  

)12)(2)(2( 2 −−+−= XXXXf  

de unde rezultă că QRxxx −∈±=−== 21;2;2 4,321 . 

 

 

2.2. Relaţiile lui Viete 

 

Fie K  un corp comutativ şi [ ]XK  mulţimea polinoamelor cu coeficienţilor în K . 

Pentru un polinom [ ]XKf ∈  de grad n , teorema lui Bézout stabileşte o corespondenţă 

bijectivă între rădăcinile din K  ale lui f  şi factorii liniari din descompunerea lui f  în [ ]XK . 
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Fiecărei rădăcini Kx∈  îi corespunde factorul liniar xX −  şi reciproc. Deci factorii liniari din 

descompunerea unui polinom f  în [ ]XK  sunt de forma ( )npxXxXxX p ≤−−− ,,,, 21 … . 

Dacă ( ) nfgrad = , atunci ( )( ) ( ) [ ]XKggxXxXxXf p ∈⋅−−−= ,21 … . 

Dacă np = , atunci ( )( ) ( ) gxXxXxXf n ⋅−−−= …21 , unde evident ( ) 0=ggrad , 

adică { }0−∈Kg . 

Următoarea teoremă pune în evidenţă legătura între rădăcinile unui polinom f  şi 

coeficienţii săi.  

 

Teoremă 

 Fie 0,... 01
1

1 ≠++++= −
− n

n
n

n
n aaXaXaXaf , [ ]XKf ∈  un polinom de grad n, 

cu rădăcinile nxxxx ....,,.........,, 321 , nu neapărat distincte. Atunci au loc relaţiile: 

( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=+++=

=+++++=

−=+++=

+−+−+−

−
−

−

n

n
n

n

kk
nknknkkkk

n

n
nnn

n

n
n

a
a

S

a
a

aaaxxxxxxxS

a
a

xxxxxxxxS

a
a

xxxS

0

21112121

2
1131212

1
211

1

.................................................................................

1........................

.................................................................................

............

......

 

   cunoscute sub numele de relaţiile lui Viète.   

 

Observaţii.  

1) A rezolva o ecuaţie polinomială, înseamnă a-i determina rădăcinile (rădăcinile  

 polinomului). 

 2) Relaţiile lui Viète sunt importante pentru un polinom (pentru determinarea unor 

parametri din structura lui, a rădăcinilor), ori de câte ori, se dă o relaţie (sau mai multe) între 

unele dintre rădăcinile polinomului. 
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            3) Practic, ori de câte ori, avem o informaţie despre rădăcinile unui polinom, acesteia i 

se ataşează relaţiile lui Viète. 

 

Particularizare 

Relaţiile lui Viete pentru polinomul [ ]XCf ∈ , cu grad ( ) .4,3,2=f  

• Presupunem 01
2

2 aXaXaf ++= , 02 ≠a , cu rădăcinile 21 , xx .  

Relaţiile lui Viète sunt : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−=+

2

0
21

2

1
21

a
a

xx

a
axx

 

• Presupunem 01
2

2
3

3 aXaXaXaf +++= , 02 ≠a , cu rădăcinile 321 ,, xxx . 

  Relaţiile lui Viète sunt : 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

=++

−=++

.

,

,

3

0
321

3

1
323121

3

2
321

a
a

xxx

a
a

xxxxxx

a
axxx

 

• Presupunem 01
2

2
3

3
4

4 aXaXaXaXaf ++++= , 02 ≠a , cu rădăcinile 

4321 ,,, xxxx . 

Relaţiile lui Viète sunt :

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=+++

=+++++

−=+++

4

0
4321

4

1
432431421321

4

2
434232413121

4

3
4321

a
axxxx

a
axxxxxxxxxxxx

a
axxxxxxxxxxxx

a
axxxx

 

 

Observaţie 

Relaţiile a doua şi a treia a ultimului sistem  sunt uneori convenabil să se scrie 

sub forma  
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( )( )
4

2
43214321 a

axxxxxxxx =++++   

şi respectiv  

( ) ( )
4

1
43214321 a

axxxxxxxx −=+++ . 

 

Exemplu 

Fie polinomul 202910 23 −+−= XXXf . Să se determine rădăcinile 

321 ,, xxx ale lui  f  ştiind că  .321 xxx =+  

 Soluţie:  

Scriem relaţiile lui Viète: 

                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=++

=++

.20
,29

,10

321

323121

321

xxx
xxxxxx

xxx
                                                                          

Cum  ,321 xxx =+ atunci din prima relaţie a sistemului avem: 102 3 =x  deci 53 =x . 

Din  20321 =xxx , obţinem .421 =xx  

Formăm sistemul următor: 

                          
⎩
⎨
⎧

=
=+
4

5

21

21

xx
xx

  

care dă rădăcinile: 11 =x şi .42 =x  

 

Exemplu.  

Să se găsească relaţia între a, b, c ştiind că rădăcinile polinomului                               

cbXaXXf +++= 23 sunt în progresie geometrică. 

Soluţie:  

Dacă  321 ,, xxx  sunt rădăcinile lui f atunci avem relaţiile: 

                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=++

−=++

.
,

,

321

323121

321

cxxx
bxxxxxx

axxx
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Cum 321 ,, xxx  sunt în progresie geometrică, atunci  .31
2
2 xxx =  

Din ultima relaţie a sistemului, obţinem: .3
2 cx −=  

Cum ( ) ,02 =xf  atunci ,02
2
2

3
2 =+++ cbxaxx  de unde rezultă că .02

2
2 =+ bxax  

Deci 02 =x sau 
a
bx −=2 . 

Dacă 
a
bx −=2 din   cx −=3

2 , obţinem .033 =− bca                     

Dacă 02 =x , atunci 031 =xx şi din relaţia a doua a sistemului, obţinem 0=b .  

Cum cx −=3
2 , atunci .0=c Dar se observă că ultima relaţie a sistemului este îndeplinită pentru                       

.0== cb  

 

Observaţie 

Relaţiile lui Viète sunt folosite în numeroase probleme în care se cere să se determine  

ecuaţia, cunoscându-se relaţiile între rădăcini. 

 

Exemplu 

Fie ecuaţia  .0153 =+− xx   Să se determine ecuaţia care are ca rădăcini dublul  

rădăcinilor  ecuaţiei date. 

Soluţie.   

Notăm cu 321 ,, xxx  rădăcinile ecuaţiei 0153 =+− xx şi cu 321 ,, yyy  rădăcinile ecuaţiei  

pe care vrem să o determinăm. Avem ,2 11 xy = ,2 22 xy =  .2 33 xy =                                         

Atunci ( ) ,02222 321321321 =++=++=++ xxxxxxyyy    

            
( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) .20544

222222

323121

323121323121

−=−=++=
=++=++

xxxxxx
xxxxxxyyyyyy

               

 .88 321321 −== xxxyyy  

Aplicând  relaţiile lui Viète, ecuaţia care are ca rădăcini pe 321 ,, yyy  , este .08203 =+− yy  

            

Exemplu.  

Fie ecuaţia  .01723 =++− xxx Să se determine ecuaţia care are ca rădăcini inversele 
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rădăcinilor date. 

Soluţie:   

Notăm cu 321 ,, xxx  rădăcinile ecuaţiei 01723 =++− xxx   şi cu 321 ,, yyy   rădăcinile  

ecuaţiei pe care vrem să o determinăm.  Avem     ,1

1
1 x

y =  ,1

2
2 x

y =  .1

3
3 x

y =                        

Atunci  ,7111

321

323121

321
321 −=

++
++=++

xxx
xxxxxx

xxx
yyy  

,1111

321

321

323121
323121 −=

++
=++=++

xxx
xxx

xxxxxx
yyyyyy  

.11

321
321 −==

xxx
yyy                                             

Ecuaţia de gradul 3 care are ca rădăcini pe 321 ,, yyy  este următoarea: 

                              017 23 =+−+ yyy   

 

 

2.2. Rezolvarea unor ecuaţii algebrice de grad superior 

 

Definiţie 

Se numeşte ecuaţie algebrică de necunoscută x, o ecuaţie de forma ( ) 0=xf , unde  f 

este un polinom nenul. 

 

Definiţie 

Un număr Ca∈ este soluţie (sau rădăcină) a ecuaţiei ( ) 0=xf , dacă ax =  verifică 

ecuaţia dată, adică dacă ( ) 0=af .  

 

Gradul polinomului dă gradul ecuaţiei algebrice. Dacă polinomul are gradul n, atunci 

ecuaţia are gradul n. Coeficienţii polinomului se numesc coeficienţii ecuaţiei algebrice.  

Toate rezultatele stabilite pentru rădăcinile polinoamelor rămân valabile şi pentru 

ecuaţiile algebrice definite de acestea. 
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O ecuaţie care nu poate fi redusă la o ecuaţie algebrică prin operaţiile de adunare, 

înmulţire, ridicare la putere, etc., se numeşte ecuaţie transcendentă.  

Exemple de ecuaţii transcendente: xx cos2 =− , 0427ln 3 =−+− xxx , 

23 =++ xtgx x . 

Ecuaţiile algebrice de grad superior sunt acele ecuaţii algebrice care au gradul mai 

mare sau egal cu 3. 

  

2.3.1. Ecuaţii binome 

 

Definiţie 

O ecuaţie de forma ,0=− axn  CanNn ∈≥∈ ,2, se numeşte ecuaţie binomă. 

 

Metodă de rezolvare:  

Se scrie ecuaţia sub forma axn = , iar numărul complex a se pune sub formă 

trigonometrică, ( )αα sincos ira += , [ )πα 2,0∈ , 22 yxr += dacă iyxa += .  

Atunci rădăcinile ecuaţiei date au forma:  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+
+

=
n

ki
n

krx n
k

παπα 2sin2cos , 1,0 −= nk . 

Imaginile geometrice ale rădăcinilor  1,0, −= nkxk , sunt vârfurile unui poligon 

regulat cu n laturi înscris în cercul de centru O (originea reperului cartezian) şi de rază  n r . 

 

În particular, dacă 1=a , ecuaţia devine 1=nx , iar rădăcinile ecuaţiei se numesc 

rădăcini de ordin n ale unităţii. 

 

Exemplu.  

Să se rezolve ecuaţia: 016 =+x  

Soluţie:  

Scriem ecuaţia ca 16 −=x , se aduce -1 sub formă trigonometrică: ππ sincos1 i+=−  

şi deci rădăcinile ecuaţiei date sunt: 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
6
2sin

6
2cos ππππ kkxk , 5,0=k . 

 

2.3.2. Ecuaţii bipătrate 

 

Forma generală a ecuaţiilor bipătrate este: 

024 =++ cbxax , unde Ccba ∈,, şi 0≠a . 

Rezolvarea ecuaţiei se face notând yx =2 şi se obţine ecuaţia de gradul al doilea 

02 =++ cbyay cu rădăcinile: 
a

acbby
2

42

1
−+−

= şi 
a

acbby
2

42

2
−−−

= . 

 Din egalitatea yx =2 se obţin ecuaţiile 1
2 yx = şi 2

2 yx =  cu rădăcinile: 

a
acbbx

2
42

1
−+−

= , 
a

acbbx
2

42

2
−+−

−= ,  

a
acbbx

2
42

3
−−−

= , 
a

acbbx
2

42

2
−−−

−= . 

Numerele 4321 ,,, xxxx sunt rădăcinile ecuţiei bipătrate. 

 

Exemplu 

Să se rezolve ecuaţia 0324 24 =−− xx  

Soluţie:  

Se notează yx =2 şi se obţine ecuaţia 03242 =−− yy cu 144=Δ şi soluţiile reale 

,81 =y .42 −=y  Revenind la notaţia făcută se obţin ecuaţiile: 82 =x  cu soluţiile reale 

,221 =x 222 −=x şi  42 −=x cu soluţiile complexe conjugate ,23 ix = .24 ix −=  

 

 Observaţie 

 În mod analog se rezolvă ecuaţia trinomă  02 =++ cbxax nn . 

Se notează yxn =  şi se obţine ecuaţia de gradul al doilea 02 =++ cbyay  cu rădăcinile  1y  şi 

2y ,  după care se rezolvă ecuaţiile binome 1yxn = şi 2yxn = . 
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 Exemplu 

Să se rezolve ecuaţia 032 48 =−+ xx . 

Soluţie:  

Se notează yx =4  şi ecuaţia dată devine: 0322 =−+ yy . Rezolvând ecuaţia găsim 

11 =y  şi 32 −=y . Înlocuim valorile lui y în notaţia făcută şi obţinem: 

  14 =x  ⇒   ixixxx −==−== 4321 ,,1,1  

  34 −=x  ⇒   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=
4
2sin

4
2cos34 ππππ kikxk , 3,0=k . 

 

2.3.3. Ecuaţii reciproce 

 

Definiţie 

O ecuaţie de forma ,0... 01
1

1 =+++ −
− axaxaxa n

nnn cu 0≠na , în care 

,iin aa =− ni ≤≤0 (termenii egali depărtaţi de extremi au coeficienţii egali) se numeşte ecuaţie 

reciprocă de gradul n.  

 

Formele ecuaţiilor reciproce care vor fi supuse atenţiei sunt: 

• ,023 =+++ abxbxax ,0≠a dacă ;3=n  

• ,0234 =++++ abxcxbxax ,0≠a dacă ;4=n  

• ,02345 =+++++ abxcxcxbxax  0≠a , dacă .5=n  

 

Proprietăţi generale ale ecuaţiilor reciproce: 

• Dacă ecuaţia reciprocă are rădăcinaα , atunci ea are şi rădăcina
α
1 . 

• Orice ecuaţie reciprocă de grad impar are rădăcina 1−=x . 

• Orice ecuaţie de grad impar se reduce la rezolvarea ecuaţiei 01 =+x şi a unei ecuaţii 

reciproce de grad par. 
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Rezolvarea ecuaţiei reciproce de grad 4 se face împărţind ecuaţia prin x2 şi se obţine:  

011
2

2 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + c

x
xb

x
xa .        (1) 

Se notează  y
x

x =+
1  , iar 21 2

2
2 −=+ y

x
x   şi ecuaţia (1) se scrie în funcţie de y, astfel:  

022 =−++ acbyay  

cu soluţiile 1y , 2y . Revenim la substituţie şi rezolvăm ecuaţiile ,1
1y

x
x =+ .1

2y
x

x =+  

Toate soluţiile acestei ecuaţii sunt soluţiile ecuaţiei date. 

 

Exemple 

Să se rezolve ecuaţiile: 

1) 0133 23 =+−− xxx                 

Soluţie:  

Se observă că este o ecuaţie reciprocă de grad impar. Rezolvarea ei se reduce la rezolvarea 

ecuaţiei  01 =+x  (când 11 −=x ) şi a unei ecuaţii (reciproce) de gradul al doilea. Pentru a găsi 

coeficienţii acestei ecuaţii utilizăm schema lui Horner (coeficienţii din ultima linie sunt 

coeficienţii căutaţi). 

  

  
  3X  

   1 

  2X  

    -3 

   X   

   -3 

   X  

    1 

 -1    1     -4    1     0 

  

 Din schemă rezultă ecuaţia  01x4x 2 =+− cu rădăcinile  
2

324
3,2

±
=x  ⇔  323,2 ±=x  .  

 

 Ecuaţia dată are soluţiile: -1, 32 ± . 

 

2)  027972 234 =++++ xxxx  

Soluţie:  

Împărţim ecuaţia prin 2x şi obţinem : .091712 2
2 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x  
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Notăm .121
2

22

x
xyy

x
x +=−⇒=+  Ecuaţia anterioară devine:  

( ) 09722 2 =++− yy    ⇔    0572 2 =++ yy   ⇒   ,
2
5

1 −=y .12 −=y  

Deoarece y
x

x =+
1 , obţinem ecuaţiile 

2
51

−=+
x

x şi ;11
−=+

x
x  

,201
2
5

2
51

1
2 −=⇒=++⇔−=+ xxx

x
x

2
1

2 −=x  

,
2

310111
3

2 ixxx
x

x −−
=⇒=++⇔−=+ .

2
31

4
ix +−

=  
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CAPITOLUL  III 

PROBLEME  REZOLVATE 
 

 

Problema 1.  

Să se determine un polinom  f  de gradul al doilea, ][XRf ∈ , ştiind că 

( ) ( ) ( ) 11,00,11 −===− fff . 

Soluţie:  

Forma algebrică a unui polinom de gradul al doilea este 

.0,,,,2 ≠∈++= aRcbacbXaXf  Condiţiile din problemă se transcriu sub forma: 

( ) ( ) ( ) 111;000;111 −=++⇔−==⇔==+−⇔=− cbafcfcbaf  

Sistemul obţinut în necunoscutele a,b,c este: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
=

=+−

1
0

1

cba
c

cba
şi are soluţia 0,1,0 =−== cba . 

Cum a trebuie să fie nenul, deducem că nu există polinom de gradul al doilea care să verifice 

condiţiile date. 

 

Problema 2. 

Se consideră polinomul 2012
2012

2
210

2012 ...)1( XaXaXaaXf ++++=+= . 

a) Să se calculeze 2012420 ... aaaa ++++ . 

b) Să se calculeze 201131 ... aaa +++ . 

Soluţie:  

Calculând valoarea polinomului  f  în 1=x  obţinem suma tuturor coeficienţilor 

acestuia:  

( ) 201220113210
2012 ...21 aaaaaaf ++++++==  .                                          (1) 

Pentru 1−=x , avem:  
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( ) 201220113210 ...01 aaaaaaf +−+−+−==−  .                                             (2) 

Adunând relaţia (1) cu relaţia (2) rezultă că ( )201220
2012 ...22 aaa +++=  şi 

.2... 2011
201220 =+++ aaa  

Ţinând seama de această ultimă egalitate şi de (1) rezultă .2... 2011
201131 =+++ aaa  

 

Problema 3. 

Determinaţi gradul polinomului 

( ) ( ) ( ) ( ) 361231 234252 −+++−−+−+−= XXmXmXmmXmf , [ ]XRf ∈ , în raport cu 

parametrul real m . 

Soluţie:  

 Rezolvăm ecuaţiile formate cu coeficienţi ai polinomului:  

012 =−m    ⇒    1±=m  

0232 =+− mm    ⇒    1=m  şi 2=m  

01 =−m    ⇒    1=m  

06 =+m     ⇒     6−=m . 

Discuţie după Rm∈ : 

• Dacă { }1\ ±∈ Rm    ⇒    012 ≠−m     ⇒   5=fgrad  

• Dacă 1−=m    ⇒   012 =−m  

                                           0232 ≠+− mm    ⇒    4=fgrad  

• Dacă 1=m    ⇒    012 =−m  

      0232 =+− mm  

      01 =−m  

      06 ≠+m     ⇒    2=fgrad . 

 

Problema 4. 

 Determinaţi valorile reale ale parametrilor a  şi b  astfel încât polinomul 

baXXXXf +++−= 234 48  să fie pătrat perfect. 

Soluţie:   
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Polinomul f  este pătrat perfect dacă se poate scrie sub forma ( )22 nmXXf ++= . 

    Se elimină parantezele şi se obţine:  

mnXnXmXnXmXf 222 232224 +++++= ⇒   

( ) 22234 222 nmnXXnmmXXf +++++=   

dar baXXXXf +++−= 234 48 , rezultă: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=+

−=

bn
amn
nm

m

2

2

2
42

82

     ⇒    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
−=
−=

36
48

6
4

b
a
n
m

. 

 

Problema 5. 

Să se afle un polinom de grad cât mai mic astfel încât împărţit la 2+X  să dea restul -1 

şi împărţit la 1−X  să dea restul 3. 

Soluţie:  

Din teorema împărţirii cu rest  avem 1)2( 1 −+= qXf  şi 3)1( 2 +−= qXf . Se 

observă că grad ( )f ≠  0. 

            Fie .baXf +=  Din relaţiile de mai sus avem ( ) 12 −=−f şi ( ) ,31 =f  de unde rezultă 

că: 

                     
⎩
⎨
⎧

=+
−=+−

3
12

ba
ba

 
3
4

=⇒ a  şi 
3
5

3
4

3
5

+=⇒= Xfb . 

 

Problema 6. 

Să se afle un polinom de gradul trei astfel încât împărţit la XX 32 − dă restul 

156 −X şi împărţit la 852 +− XX  dă restul .72 −X  

Soluţie:  

Fie polinomul de gradul trei cu proprietăţile din enunţ.  

Deci ( ) 1563 1
2 −+−= XqXXf (din teorema împărţirii cu rest) şi  

( ) 7285 2
2 −++−= XqXXf . 
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Deoarece grad ( )f  =3⇒grad ( ) 11 =q  şi grad ( ) 12 =q . Din prima relaţie se obţine ( ) 150 −=f  

şi ( ) 33 =f . Fie .2 baXq +=  Făcând 0=X şi apoi 3=X  în a doua relaţie se obţine:  

( )⎩
⎨
⎧

−+=
−=−

1323
7815

ba
b

⇒
⎩
⎨
⎧

=+
−=

23
1

ba
b

⎩
⎨
⎧

=
−=

⇒
1
1

a
b

. 

Astfel, ( )( ) 721852 −+−+−= XXXXf   ⇒   15156 23 −+−= XXXf . 

      

Problema 7. 

Să se determine un polinom dcXbXaXXf ++++= 234  astfel încât împărţit la 

132 +− XX să dea restul 12 +X şi împărţit la 12 −X să dea restul .22 +− X  

Soluţie:  

 Aplicând  teorema împărţirii cu rest  putem scrie:   

    12)13( 1
2 +++−= XqXXf    şi 

 22)1( 2
2 +−−= XqXf   ( ) 01 =⇒ f  şi ( ) 41 =−f .  

Cum grad ( ) ⇒= 4f grad ( ) nmXXqq ++=⇒= 2
11 2 .       

Pentru 1=X şi respectiv ,1−=X  în prima relaţie obţinem: 

  
( )
( ) ⎩

⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=+−
=+

⇒
⎩
⎨
⎧

−+−=
+++−=

1
1

0
2

1154
310

n
m

nm
nm

nm
nm

    

Deci: 

( )( )

.22
121333

12113

234

223234

22

+−−=

=+++++−−−+++=

=+++++−=

XXX
XXXXXXXXX

XXXXXf
 

 

Problema 8. 

Se consideră polinomul 634 23 +−+= mXXmXf  cu coeficienţi reali. Să se 

determine Rm∈  astfel încât polinomul  f  să fie divizibil cu polinomul 1−= Xg . 

Soluţie:  

⇔=⇔− 0)1(/)1( ffX  3930634 −=⇔−=⇔=+−+ mmmm . 

 

Problema 9. 
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Se consideră polinomul 45)1(2 234 −++++= XXaaXXf  cu coeficienţi reali.Să se  

determine Ra∈  astfel încât polinomul  f  să fie divizibil cu 3−X .  

Soluţie:  

0)3(/)3( =⇔− ffX    ⇒    04353)1(323
234

=−++++ aa   ⇒  

   043533369 =−++++ aa    ⇒    ( )
)132(3

358
+

+−
=a     ⇒     

113
31122

⋅
−−

=a   ⇒     

   
3

32 −−
=a . 

 

Problema 10. 

Să se determine parametrii reali m, n, p astfel încât polinomul  f  să se dividă prin   

polinomul g,  în cazul  ( ) ( ) nXXmXnmXf 211 234 +++−+++=  şi 322 ++= XXg . 

Soluţie:  

Aplicăm algoritmul de împărţire celor două polinoame şi obţinem: 

( )[ ] ( ) .1837222 ++++−+−−−++= nmXmnnmXnmXgf  

Condiţia fg / impune ca restul să fie egal cu polinomul nul, adică:  

⎩
⎨
⎧

=++
=++−

0183
07

nm
nm

 , de unde rezultă soluţia .2,5 −== nm  

 

Problema 11. 

Să se determine 5, Znm ∈  astfel încât polinomul nXmXXf +++=
∧∧

32 23  să se 

dividă  

prin polinomul 
∧∧

++= 122 XXg , [ ]XZgf 5, ∈ . 

Soluţie:  

Se observă că 
2

1⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∧

Xg şi se aplică repetat schema lui Horner. 
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 X 3  
∧

2  

X 2  

m 

X 
∧

3  

X 0  

n 

-
∧∧

= 41  
∧

2  
∧

+ 3m  m
∧

4  
∧

=+ 0nm  

-
∧∧

= 41  
∧

2  
∧

+1m  
∧∧∧

=+ 043m  
 

 

Se rezolvă sistemul 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+
∧∧∧

∧

043
0

m
nm  şi se obţine soluţia 

∧∧

== 3,2 nm . 

 

Problema 12. 

Să se determine a şi b astfel încât polinomul 334 −+= bXaXf  să fie divizibil cu 

( )21−X  

Soluţie:   

Cum ( ) ( ) ( ) 01/1/1 2 =⇒−⇒− ffXfX .  Deci:    

( )
( ) abba

f
baf

−=⇒=−+⇒
⎭
⎬
⎫

=
−+=

303
01

31
. 

Polinomul  f  devine: 

( ) ( ) ( )( )
( )( )3331

11313333
23

2333434

+++−=

=++−+−=−−+=−−+=

XXaXX
XXXXaXaXXaXXaaXf

 

Ştiind că  ( ) ( ) ( )333/1/1 232 +++−⇒− XXaXXfX . 

Notăm 333 23 +++= XXaXg  şi avem: 

     
( )

( ) 909
93331

01/1
−=⇒=+⇒

⎭
⎬
⎫

+=+++=
=⇒−

aa
aag

ggX
 

şi  ( ) 12933 =−−=−= ab . În concluzie a = - 9 şi b =12. 

 

Problema 13. 

Fie 236 23 ++−= XXXf  şi 321 ,, xxx  rădăcinile sale. Calculaţi: 
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a)  2
3

2
2

2
1 xxx ++  

b)  
321

111
xxx

++  

c)  3
3

3
2

3
1 xxx ++ . 

Soluţie:  Scriem relaţiile lui Viete: 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=−=−=

===++

==−=++

2
1
2

3
1
3

6
1
6

321

323121

321

a
dxxx

a
cxxxxxx

a
bxxx

 

a) ( ) ( ) =++−++=++ 323121
2

321
2
3

2
2

2
1 2 xxxxxxxxxxxx  

 306363262 =−=⋅−=  

b) 
2
3111

321

213132

321

−=
++

=++
xxx

xxxxxx
xxx

 

c) 321 ,, xxx  rădăcini ale polinomului f , atunci: 

  0236 1
2
1

3
1 =++− xxx  

  0236 2
2
2

3
2 =++− xxx  

0236 3
2
3

3
3 =++− xxx  

Adunând cele trei relaţii, obţinem:  

( ) ( ) 0636 321
2
3

2
2

2
1

3
3

3
2

3
1 =++++++−++ xxxxxxxxx ⇒  

156241806633063
3

3
2

3
1 =−=−⋅−⋅=++ xxx  

 

Problema 14. 

Fie 123 234 +++−= XXXXf  şi 4321 ,,, xxxx  rădăcinile sale. Calculaţi: 

a)   ( )( )( )( )4321 1111 xxxx −−−− ; 

b)   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 11111111

4321 xxxx
. 

Soluţie: 
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a)  Ştiind că polinomul f  are rădăinile 4321 ,,, xxxx , atunci acesta se poate scrie sub 

forma:  

( )( )( )( )4321 xxxxxxxxf −−−−= . 

Calculând valoarea polinomului f  în 1, obţinem:  

( ) ( )( )( )( )4321 11111 xxxxf −−−−= . 

Dar ( ) 1134211 =−+−+=f rezultă că ( )( )( )( ) 11111 4321 =−−−− xxxx . 

b)  
( )( )( )( )

1
1

11111
11111111

4321

4321

4321

−=
−

=
−−−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xxxx
xxxx

xxxx
 

 

Problema 15. 

Se consideră polinomul [ ]XZXXf 2
3 1̂∈++=  . Arătaţi că polinomul  f  este 

ireductibil în [ ]XZ 2 . 

Soluţie:  

Presupunem că  f  ar fi reductibil. Atunci g se poate scrie ca un produs de două 

polinoame ireductibile, unul de gradul 1 şi unul de gradul 2, sau ca un produs de trei 

polinoame de gradul 1. Deci, în fiecare caz, polinomul  f  trebuie să conţină cel puţin un factor 

de gradul 1. Atunci  f  admite cel puţin o rădăcină în 2Z . 

Calculăm valorile polinomului în elementele din 2Z : 1̂)0̂( =f , 1̂)1̂( =f  şi observăm 

că polinomul  f nu admite rădăcini, de unde rezultă că  f  este ireductibil. 

 

Problema 16. 

Fie polinomul 225 +−= XXf  şi 54321 ,,,, xxxxx  rădăcinile sale. 

a) Determinaţi restul împărţirii lui f  la polinomul 12 −X . 

b) Calculaţi 6
5

6
4

6
3

6
2

6
1 xxxxx ++++ . 

c) Calculaţi  ( )( )( )( )( )2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 33333 xxxxx −−−−− . 

Soluţie: 

 a)  Notăm ( )( )1112 +−=⇔−= XXgXg .  
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Deoarece baXrrgradggrad +=⇒<⇒= 22 . Aplicăm teorema împărţirii cu rest şi 

obţinem: ( )( ) baXqXXfrgqf ++⋅+−=⇔+= 11 . 

Calculăm: 

 
( )
( ) 1

12211
1

=+⇒
⎭
⎬
⎫

=+−=
+=

ba
f

baf
 

      
( )
( ) 3

32211
1

=+−⇒
⎭
⎬
⎫

=++−=−
+−=−

ba
f

baf
  

Rezolvând sistemul format de cele două ecuaţii în necunoscutele a  şi b , obţinem 1−=a  şi  

2=b , de unde 2+−= Xr . 

 b)  Dacă 5,1, =ixi  sunt rădăcinile polinomului f , atunci :  

  ⇒⋅=+− iii xxx /0225  

  5,1,022 1
26 =∀=+− ixxx ii  

Însumând relaţiile după i , obţinem:  022
5

1

5

1

2
5

1

6 =+− ∑∑∑
=== i

i
i

i
i

i xxx  

Aplicând relaţiile lui Viete, avem :  

0
5

1

=∑
=i

ix ,   ( ) ( ) 02 5421
2

54321

5

1

2 =++−++++=∑
=

xxxxxxxxxx
i

i "   

şi atunci 0
5

1

6 =∑
=i

ix . 

c) Deoarece 51 ,, xx …  sunt rădăcinile polinomului f , atunci f  se scrie sub forma:  

( )( ) ( )521 xxxxxxf −−−= …  

Astfel, putem scrie: 

( )( ) ( ) =−−− 2
5

2
2

2
1 3..........33 xxx  

( )( ) ( )( )( ) ( )=+++−−−= 521521 3............333..........33 xxxxxx  

( ) ( ) ( )( ) ( )=−−−−−−⋅−⋅= 521
5 3..........3313 xxxf  

( ) ( )=−⋅−= 33 ff ( )( )=++−+−− 2323923239  

( )( ) 14341474349237237 =−=−⋅=−+=  
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Problema 17. 

Fie polinomul 1234 ++++= XbXaXXf  unde a şi b  sunt numere reale şi 

4321 ,,, xxxx  rădăcinile lui. 

a)  Dacă 0== ba , determinaţi restul împărţirii lui f  la 2+X . 

b)  Demonstraţi că pentru orice Rqp ∈, , qp ≠ , câturile împărţirii lui f  la pX −  şi 

qX −  nu sunt egale. 

Soluţie:    

a) Deoarece  0== ba  atunci 14 ++= XXf şi restul împărţirii lui f la 2+X  este 

151216)2( =+−=−= fr . 

b) Presupunem că cele două câturi ale împărţirilor sunt egale şi aplicând teorema 

împărţirii cu rest obţinem: 

)()( pfcpXf +⋅−=  

)()( qfcqXf +⋅−= . 

Scădem cele două relaţii şi rezultă că )()()(0 qfpfcpq −+⋅−= . 

 Deoarece gradul deîmpărţitului este 4, gradul împărţitorului este 1 atunci gradul câtului    

este 3. Deci  )]()()[( qfpfcpqgrad −+⋅− =3 pentru că qp ≠ . Atunci polinomul 

)()()( qfpfcpq −+⋅−  nu poate fi egal cu polinomul nul deoarece el are gradul 3. Deci 

presupunerea făcută este falsă şi rezultă că cele două câturi nu sunt egale. 

 

Problema 18. 

Fie polinomul 134 +++= aXaXXf , unde a  un este număr real şi 4321 ,,, xxxx  

rădăcinile polinomului. 

a)  Determinaţi valorile lui a  pentru care 12
4

2
3

2
2

2
1 =+++ xxxx . 

b)  Calculaţi 
4

2
4

3

2
3

2

2
2

1

2
1 1111

x
x

x
x

x
x

x
x −

+
−

+
−

+
−

. 

c)  Calculaţi ( )( )( )( )4321 21212121 xxxx −−−− . 

Soluţie:   

a) ( ) ( ) ⇒=++−+++⇒=+++ 1......21 4321
2

4321
2
4

2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxxx  
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                    ( ) 11102 22 ±=⇒=⇒=⋅−−⇒ aaa  

b) 4321 ,,, xxxx  rădăcinile lui f  ⇒  ( )( )( )( )4321 xXxXxXxXf −−−−=  

       =
−

+
−

+
−

+
−

4

2
4

3

2
3

2

2
2

1

2
1 1111

x
x

x
x

x
x

x
x  

  =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++−+++=

4321
4321

1111
xxxx

xxxx  

       0
1

.........

4321

321432 =+−=
−

−−=
++

−−= aaaa
xxxx

xxxxxx
a  

c)  ( )( )( )( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−−−− 4321

4
4321 2

1
2
1

2
1

2
1221212121 xxxxxxxx  

1710168211
2816

116
2
116 +=+++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= aaaaaf  

 

Problema 19. 

Fie polinomul 24 24 ++−= XXXf  şi 4321 ,,, xxxx  rădăcinile lui. 

a) Calculaţi ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21012 fffff ⋅⋅⋅−⋅− . 

b) Arătăţi că 

( ) ( ) ( ) ( ) 0432431421321 =+++++++++++ xxxfxxxfxxxfxxxf  

Soluţie:  

a) Se observă că suma coeficienţilor polinomului f  este egală cu 0, de unde rezultă că 

1=x  este rădăcină a polinomului şi deci ( ) 01 =f . De aici rezultă că: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 021012 =⋅⋅⋅−⋅− fffff  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++++++++++ 432431421321 xxxfxxxfxxxfxxxf  

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−+−+−= 1234 xfxfxfxf  

( ) ( ) ( ) ( ) =+−−++−−++−−++−−= 24242424 1
2
1

4
12

2
2

4
23

2
3

4
34

2
4

4
4 xxxxxxxxxxxx

 

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−+−+−= 11223344 2222 xxfxxfxxfxxf  

( ) 00220 4321 =⋅−=+++−= xxxx  
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Problema 20. 

Un polinom împărţit prin 2,3,2 ++− XXX  dă resturile -1, -6 şi respectiv 3. 

Să se afle restul împărţirii polinomului prin ( )( )( )232 ++− XXX . 

Soluţie:  

Din teorema restului, avem: ( ) ( ) 63,12 −=−−= ff şi ( ) 32 =−f , iar din teorema 

împărţirii cu rest avem: ( )( )( ) 3,232 <+⋅++−= rgradrqXXXf . 

Fie cbXaXr ++= 2  şi atunci:  

( )( )( ) cbXaXqXXXf +++⋅++−= 2232 . 

Calculăm: 

       
( )
( ) 124

12
242

−=++⇒
⎭
⎬
⎫

−=
++=

cba
f

cbaf
         (1) 

       
( )
( ) 639

63
393

−=+−⇒
⎭
⎬
⎫

−=−
+−=−

cba
f

cbaf
        (2) 

       
( )
( ) 324

32
242

=+−⇒
⎭
⎬
⎫

=−
+−=−

cba
f

cbaf
         (3) 

144)3()1( −=⇒−=⇒− bb  

2105
99

14
)2(),1( −=⇒−=⇒

⎩
⎨
⎧

−=+
=+

⇒ aa
ca
ca

 

9281)1( =⇒++−=⇒ cc  

Deci restul împărţirii unui polinom la polinomul ( )( )( )232 ++− XXX  este 

92 2 +−−= XXr . 

 

Problema 21. 

Să se arate că dacă un polinom f  este divizibil prin ( )aX −  şi 

prin ( ) ,, babX ≠− atunci f  este divizibil prin ( )( )bXaX −− . 

Soluţie:    

   ( ) ( ) 0=⇒− afaXf #  ,  ( ) ( ) 0=⇒− bfbXf #  

   Aplicăm teorema împărţirii cu rest: ( )( ) 2, <+⋅−−= rgradrqbXaXf . 

   Atunci fie nmXr +=  şi deci: ( )( ) nmXqbXaXf ++⋅−−= . 
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   Calculăm: 

( )
( ) 0

0
=+⇒

⎭
⎬
⎫

=
+=

nma
af

nmaaf
      (1) 

       
( )
( ) 0

0
=+⇒

⎭
⎬
⎫

=
+=

nmb
bf

nmbbf
      (2) 

Rezolvând sistemul format de ecuaţiile (1) şi (2), găsim că 0== nm , unde rezultă că 0=r  şi 

de aici deducem că ( )( )bXaXf −−# . 

 

Problema 22. 

Să se determine expresia restului împărţirii unui polinom oarecare [ ]XCf ∈  prin 

( )( )bXaX −− . 

Soluţie:  

Restul împărţirii polinomului f  la ( )aX −  este ( )af  iar restul împărţirii polinomului 

f  la ( )bX −  este ( )bf . 

 Folosim teorema împărţirii cu rest: ( )( ) 2, <+⋅−−= rgradrqbXaXf , dăm formă 

restului nmXr +=  şi obţinem: 

( )( ) nmXqbXaXf ++⋅−−= . 

Calculăm ( )af  şi ( )bf  şi obţinem :  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ⇒−=−⇒

⎩
⎨
⎧

+=
+=

bfafbam
nmbbf
nmaaf

 

( ) ( ).
ba

bfafm
−
−

=  

 Înlocuind pe m  în sistem avem:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⇒⋅−⋅=−+⋅−⋅⇒=+
−
−

⋅ afbafanbabfaafaafn
ba

bfafa

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ba

afbbfanafbbfanba
−

⋅−⋅
=⇒⋅−⋅=−  

 În concluzie ( ) ( ) ( ) ( )
ba

abfbafX
ba

bfafr
−
−

+
−
−

= . 
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Problema 23. 

Să se arate că polinomul 7232 )22()22( +−+++= XXXXf  se divide prin 

polinomul 12 += Xg . 

Soluţie:   

Descompunem polinomul g după rădăcini: 

       ( )( )iXiXgXg +−=⇔+= 12  

Calculăm:  ( ) ( ) ( ) =⋅−−=−=+−+++= 43737232 2222 iiiiiiiiiif  

         ( ) ( )iXfiiii −⇒=+−=−−−= #0                      (1) 

      ( ) ( ) ( ) =+−=++++−=− 737232 2222 iiiiiiif     

         ( ) ( )iXfiiiii +⇒=−=⋅+−−= #034                            (2) 

Din (1) şi (2) rezultă că ( )( ) ( )12 +⇒+− XfiXiXf ## . 

 

Problema 24. 

Să se arate că polinomul 1)1( 4262 +++= + XXf n , Nn∈ , se divide prin polinomul 

12 ++= XXg . 

Soluţie:  

 Ştim că  f  este divizibil cu g dacă orice rădăcină a lui g este şi rădăcină a lui  f. 

Fie α o rădăcină a lui g . Atunci: 

   ( ) ( ) 01/010 2 ≠−⋅=++⇒= ααααg  ⇒  

( )( ) ⇒=++− 011 2 ααα  

101 33 =⇒=− αα  

  αααα −=+⇒=++ 101 22  

Calculăm: ( ) ( ) ( ) =+⋅+−=+++= ++ 111 3264262 αααααα nnf  

   =++⋅=++= + 11 2626 ααααα nn  

               ( ) ⇒=++=++⋅= 011 2223 ααααα
n  

   ⇒ gf #  
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Problema 25 

Arătaţi că polinomul 12434 +++= ++ XXXf nn , Nn∈ , se divide cu polinomul 

123 +++= XXXg . 

Soluţie:   

Dacă α este o rădăcină a polinomului g , atunci:  

( ) ( ) ⇒≠−⋅=+++⇒= 01/010 23 αααααg  

            ( )( ) 101011 4423 =⇒=−⇒=+++− αααααα . 

Calculând  ( ) ( ) ( ) =++⋅+⋅=+++= ++ 11 24342434 ααααααααα
nnnnf  

                                     gf #⇒=+++= 0123 ααα . 

 

Problema 26  

Se consideră polinomul RcbacbXaXXf ∈+++= ,,,,23 , având rădăcinile 

Rxxx ∈321 ,, . 

a) Să se determine numărul real c , ştiind că ( ) ( ) 1211 +=−+ aff . 

b) Ştiind că 1,1,3 ==−= cba , să se determine rădăcinile reale ale polinomului f . 

c) Să se exprime, în funcţie de numerele reale cba ,, , determinantul 

213

132

321

xxx
xxx
xxx

D = . 

Soluţie: 

a)  ( ) ( ) 1211 +=−+ aff   ⇒   1211 +=+−+−+++ acbacba   ⇒    

      1222 +=+ aca   ⇒    12 =c    ⇒    
2
1

=c  

b) ⇔+−+−−=⇔++−= 113 222323 xxxxxfxxxf  

     ( ) ( ) ( )( ) ( )( )⇔−−−−=⇔+−−−−−=⇔ 111111 22 xxxxfxxxxxxf  

     ( )( )121 2 −−−=⇔ xxxf   

101 1 =⇒=− xx  

21
2

2228012 3,23,2
2 ±=⇒

±
=⇒=Δ⇒=−− xxxx  
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c) 3
3

3
2

3
13213 xxxxxxD −−−=  

321 ,, xxx  rădăcinile lui f ⇒   01
2
1

3
1 =+++ cbxaxx  

                            02
2
2

3
2 =+++ cbxaxx  

                                                             03
2
3

3
3 =+++ cbxaxx  

Însumând relaţiile, obţinem: ( ) ( ) 03321
2
3

2
2

2
1

3
3

3
2

3
1 =+++++++++ cxxxbxxxaxxx  

Folosind relaţiile lui Viete, avem: ( ) ( ) =++−++=++ 323121
2

321
2
3

2
2

2
1 2 xxxxxxxxxxxx  

                    ( ) baba 22 22 −=−−=  

Deci: ( ) ( ) cabbaaxxx 3223
3

3
2

3
1 −−⋅−−−=++  

                               cababa 323 −++−=  

                               caba 333 −+−=  

 

Problema  27 
 Se consideră polinomul ( ) ( )20132013 11 −++= XXf , având forma algebrică 

01
2012

2012
2013

2013 aXaXaXaf ++++= … , cu Raaa ∈201310 ,,, … . 

a) Să se calculeze ( ) ( )11 ff +− . 

b) Să se calculeze suma coeficienţilor polinomului f . 

c) Să se determine restul împărţirii lui f  la 12 −X . 

Soluţie: 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2013201320132013 1111111111 −+++−−++−=+− ff  

     ( ) 20132013 22 +−=  

     20132013 22 +−=  

     0=  

b) Forma algebrică a polinomului f  fiind 01
2012

2012
2013

2013 aXaXaXaf ++++= … , 

calculăm: 

 
( )
( ) ⎭

⎬
⎫

=

++++=
2013

120122013

21

1

f

aaaaf o…
   ⇒    2013

0120122013 2=++++ aaaa … . 

c) Notăm 12 −= Xg ⇔ ( )( )11 +−= XXg  
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Deoarece 2=ggrad ⇒ 2<rgrad ⇒ baXr +=  

Aplicăm teorema împărţirii cu rest :  ( )( ) baXqXXf ++⋅+−= 11 . 

Calculăm: 

 
( )
( ) ⎭

⎬
⎫

=

+=
201321

1
f

baf
⇒ 20132=+ ba  

        
( )
( ) ⎭

⎬
⎫

−=−

+−=−
201321

1
f

baf
⇒ 20132−=+− ba  

Formăm sistem cu cele două ecuaţii, rezolvăm sistemul şi găsim 20132=a  şi 0=b , de unde 

Xr ⋅= 20132 . 

 

Problema 28 

Să se determine ordinul de multiplicitate al rădăcinii α  pentru polinoamele: 

a) [ ] 1,412113 2345 =∈+−+−−= αXRXXXXXf  

Folosim schema lui Horner: 

     

    

1=α  este rădăcină de multiplă de ordin 3 

 

b) [ ] 1̂,1̂2̂2̂ 3
23 =∈+++= αXZXXXf  

 
3X  

1̂  

2X  

2̂  

1X  

2̂  

0X  

1̂  

1̂  1̂  0̂  2̂  0̂  

 
5X  

1 

4X  

-3 

3X  

-1 

2X  

11 

1X  

-12 

0X  

4 

1 1 -2 -3 8 -4 0 

1 1 -1 -4 4 0  

1 1 0 -4 0   

1 1 1 -3    
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1̂  1̂  1̂  0̂   

1̂  1̂  2̂    

 

1̂=α  este rădăcină multiplă de ordin 2 

 

Problema 29 

 Fără a efectua împărţirea să se determine restul împărţirii polinomului 

XXXf ++= 99100  la polinomul XXg −= 3 . 

Soluţie:   

3=ggrad ⇒  3<rgrad ⇒ cbXaXr ++= 2  

rqgf +⋅= ⇒  ( )( ) cbXaXqXXXf +++⋅+−= 211  

( )
( ) ⎭

⎬
⎫

=
=

00
0

f
cf

⇒ 0=c  

( )
( ) ⎭

⎬
⎫

=++=
++=

31111
1

f
cbaf

⇒ 3=++ cba  

( )
( ) ⎭

⎬
⎫

−=−−=−
+−=−

11111
1

f
cbaf

⇒  1−=+− cba  

Cu cele trei ecuaţii formăm sistem: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=++

=

1
3

0

cba
cba

c
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
=+

=

1
3

0

ba
ba

c
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0
2
1

c
b
a

⇒  XXr 22 += . 

 

Problema  30 

Să se determine polinomul [ ]XRf ∈ , de grad 3 astfel încât 

( ) ( ) ( ) Nnnnfff ∈∀=+++ ,21 4… . 

Soluţie:  

 Fie polinomul dcXbXaXf +++= 23 . 

         dcbaf +⋅+⋅+⋅= 111)1( 33  

          dcbaf +⋅+⋅+⋅= 222)2( 23  
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          dcbaf +⋅+⋅+⋅= 333)3( 23  

          ................................................ 

          dncnbnanf +⋅+⋅+⋅= 23)(  

Însumăm relaţiile şi obţinem: 

( ) ( ) ( ) 42222333 32132121 ndnncnbna =⋅++++++++++++++ ………  

( ) ( )( ) ( ) nndnnncnnnbnna :/
2

1
6

121
4

1 4
22

=⋅+
+

⋅+
++

⋅+
+

⋅  

( ) ( )( ) 3
2

2
1

6
121

4
1 ndncnnbnna =+

+
⋅+

++
⋅+

+
⋅  

( ) ( )( ) ( ) 32 121216121213 ndncnnbnna =+++++++⋅  
3223 1212662424363 ndccnbbnbnbnananan =+++++++++  

123 =a    ⇒    4=a  

046 =+ ba     ⇒    0424 =+ b    ⇒    6−=b  

06423 =+++ cbba    ⇒   36126 +−=c    ⇒    4=c  

01262 =++ dcb    ⇒    241212 −=d    ⇒    1−=d  

Deci 1464 23 −+−= XXXf . 

 

Problema 31 

Arătaţi că polinomul 14 ++= XXf , [ ]XZf ∈  nu se poate descompune în factori 

ireductibili peste Z . 

Soluţie:   

Verificăm dacă f admite rădăcini întregi. Rădăcinile întregi dacă există, se găsesc 

printre divizorii lui 1. 

( ) 031 ≠=f   ⇒   1=x  nu este rădăcină 

( ) 011111 ≠−=+−=−f   ⇒   1−=x  nu este rădăcină 

Deci f  nu se descompune într-un produs de factori în care cel puţin unul să aibă gradul 1. 

Presupunem că f  se descompune astfel: ( )( ) [ ]XZdcXXbaXXf ∈++++= 22 . 

Atunci bdbcXbXadXacXaXdXcXXf ++++++++= 223234 ⇒  
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⇒  ( ) ( ) ( ) bdXbcadXdacbXcaXf ++++++++= 234 . 

Dar 14 ++= XXf , rezultă că: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=+
=++

=+

1
1

0
0

bd
bcad

acdb
ca

 

Cazul I: 1== db ⇒  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
−=
=+

1
2
0

ca
ac

ca
⇒ φ=S  deoarece ca +  nu poare fi în acelaşi timp şi 0 şi 1. 

Cazul II: 1−== db ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+⇒=−−
=
=+

11
2

0

caca
ac

ca
⇒  φ=S  deoarece ca +  nu poate fi în 

acelaşi timp şi 0 şi -1. 

 Rezultă că f nu se poate scrie ca produs de polinoame de gradul 2.  

 În concluzie polinomul  f  este ireductibil peste Z. 

 

Problema 32 

 Fie [ ]XRf ∈  un polinom cu proprietatea ( ) ( ) ( ) ( ) 72421 +=⋅−+−⋅+ xxfxxfx , 

Rx∈∀ . 

Să se determine restul împărţirii polinomului  f  la polinomul 22 −−= XXg . 

Soluţie:   

Polinomul g  se scrie după rădăcini sub forma: ( )( )12 −−= XXg . 

Deoarece 2=ggrad ⇒  2<rgrad ⇒  baXr += . 

 Aplicăm teorema împărţirii cu rest:  ( )( ) baXqXXf ++⋅−−= 12   şi de aici obţinem 

că  

( )
( )⎩

⎨
⎧

+−=−
+=

baf
baf

1
22

            (1) 

Trebuie să calculăm ( )2f  şi ( )1−f . 

În condiţia din ipoteză înlocuim pe x  cu -1 şi cu 4: 

1−=x ⇒ ( ) 515 =−⋅− f ⇒ ( ) 11 −=−f  
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4=x ⇒  ( ) 1525 =⋅ f ⇒  ( ) 32 =f . 

Sistemul (1) devine: 
⎩
⎨
⎧

−=+−
=+

1
32

ba
ba

    ⇒    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

3
1
3
4

b

a
,   iar restul împărţirii va fi  

3
1

3
4

+= Xr . 

 
Problema 33. 

 Să se determine parametrii reali m, n, p astfel încât polinomul f să se dividă prin 

polinomul g,  în cazul : ( ) nmmXXnXf −−+++= 23 12 , ( )( )11 +−= XXg . 

Soluţie: 

Metoda 1 (Prin împărţire directă). Aplicând algoritmul de împărţire a lui f prin g avem :     

( ) nmmXXnX −−+++ 23 12             12 −X  

           XX +− 3                                              12 ++ nX  

                           ( ) ( ) nmXmXn −−+++ 112 2  

                        ( ) 1212 2 +++− nXn  

                             ( ) 11 ++−+ nmXm  

Atunci ( ) ( ) 1112 ++−++++= nmXmnXgf .  

Polinomul f se divide prin g dacă restul ( ) 11 ++−+= nmXmr  este polinom nul, 

adică dacă 01 =+m  şi 01 =++− nm , adică ,1−=m  .2−=n  

 

Metoda 2. Arătăm că orice rădăcină a împărţitorului este rădăcină şi pentru deîmpărţit. În 

acest caz ,11 =x 12 −=x  sunt rădăcinile împărţitorului. Aceste valori trebuie să fie rădăcini şi 

pentru f, adică ( ) ,01 =f ( ) .01 =−f  Sistemul format are soluţia ,1−=m  .2−=n  

 

  Metoda 3 (Schema lui Horner). Se aplică de două ori schema lui Horner: o dată pentru f şi 

rădăcina 1=x  şi apoi pentru câtul obţinut şi rădăcina .1−=x  

 3X  2X  X  0X  

 1 12 +n  m nm −−

 1 1 22 +n  22 ++ mn  02 =+n  
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-1 1 12 +n  01 =+m   

 

  Din 01 =+m  şi 02 =+n , rezultă ,1−=m  .2−=n  

 

 Metoda 4 (Metoda coeficienţilor nedeterminaţi). Câtul trebuie să fie un polinom de gradul 

întâi de forma aXq += . Avem egalitatea de polinoame  

( ) ( ) .12 2323 aXaXXnmmXXnXaXgf −−+=−−+++⇔+=  

De aici, prin identificare, rezultă sistemul : 

0

2

X
X

X
   

anm
m

an

−=−−
−=
=+
1

12
     cu soluţia ,1−=m  ,2−=n .3−=a  

 

Problema 34. 

Să se determine parametrul real m şi să se rezolve următoarea ecuaţie, ştiind că 

rădăcinile reale ale ecuaţiei sunt în progresie aritmetică: 02812 23 =−+− mxxx . 

Soluţie: 

Metoda 1.  

Dacă 321 ,, xxx sunt rădăcinile ecuaţiei, atunci condiţia ca ele să fie în progresie 

aritmetică este dată prin relaţia 3122 xxx += . 

Acestei relaţii îi asociem relaţiile lui Viète: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=++

=++

.28

12

321

323121

321

xxx
mxxxxxx

xxx
 

Din prima relaţie a lui Viète şi relaţia dată rezultă ,123 2 =x  adică 42 =x  şi 831 =+ xx . 

  Din ultima relaţie a lui Viète se deduce 731 =xx .                                                                    

Din sistemul:
⎩
⎨
⎧

7
8

31

31

=
=+

xx
xx

rezultă ,11 =x  73 =x sau ,71 =x .13 =x  

Din a doua relaţie a lui Viète  .39=m  Valoarea cerută pentru m este ,39=m  iar 

rădăcinile sunt: 1, 4, 7. 
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Metoda 2.  

Dacă rădăcinile 321 ,, xxx  sunt în progresie aritmetică, atunci le alegem de forma: 

,01 rxx −=  ,02 xx =  .03 rxx +=   

Din prima relaţie a lui Viète rezultă ,123 0 =x  adică .40 =x  

Rădăcinile sunt : ,4 r−  4, ,4 r+  iar din ultima relaţie a lui Viète avem 716 2 =− r  sau 

,92 =r  adică .3±=r  

Dacă ,3−=r atunci ,71 =x ,42 =x ,13 =x  iar pentru ,3=r  avem rădăcinile 

,11 =x ,42 =x .73 =x  

  Din a doua relaţie a lui Viète se obţine .39=m  

 

Problema 35 

Să se arate că polinomul ( ) ( )216 21 −+−= + XXf n   este divizibil cu polinomul 

332 +−= XXg , Nn∈∀ . 

Soluţie: 

Aplicăm proprietatea care afirmă că gf #  dacă orice rădăcină a polinomului g  este şi 

rădăcină a polinomului f . 

Fie α  o rădăcină a polinomului g . Atunci:  

( ) 0=αg    ⇒   0/0332 ≠⋅=+− ααα  

                       1/033 23 −=+− ααα  

            1133 23 −=−+− ααα  

            ( ) 11 3 −=−α  

Calculăm ( ) ( ) ( )216 21 −+−= + ααα nf  

               ( )[ ] ( ) 4411 223 +−+−⋅−= αααα
n

 

    ( ) ( ) 4411 22 +−+−⋅−= αααn  

    441 2 +−+−= ααα  

    0332 =+−= αα ⇒ gf #  
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Problema 36 

 Să se descompună în factori ireductibili polinomul 3̂2̂3̂ 234 ++++= XXXXf , 

[ ]XZf 5∈ . 

Soluţie:  

Calculăm: ( ) 3̂0̂ =f  ⇒  0̂=x  nu este rădăcină  

             ( ) 3̂2̂1̂3̂1̂1̂ ++++=f ⇒  1̂1 =x  este rădăcină  

În continuare aplicăm schema lui Horner: 

 

 

 

4X  

1̂  

3X  

3̂  

2X  

1̂  

1X  

2̂  

0X  

3̂  

 

 

 

1̂  1̂  4̂  0̂  2̂  0̂  ⇒ 1̂1 =x  

1̂  1̂  0̂  0̂  2̂    

2̂  1̂  1̂  2̂  1̂    

3̂  1̂  2̂  1̂  0̂   ⇒ 3̂2 =x  

3̂  1̂  0̂  1̂     

4̂  1̂  1̂  0̂    ⇒ 4̂3 =x  

4̂  1̂  0̂     ⇒ 4̂4 =x  

 

Rădăcinile polinomului f  sunt : 1̂1 =x , 3̂2 =x , 4̂3 =x , 4̂4 =x , iar descompunerea lui  f  în 

factori ireductibili este: 

  2)4̂)(3̂)(1̂( −−−= XXXf    ⇔   )4̂)(2̂()1̂( 2 +++= XXXf . 

 

Problema 37 

Să se determine parametrii reali m, n, p astfel încât polinomul 

pnXpXnmmXXf 2)1()( 234 −+++++−=  să admită rădăcina triplă 1=x . 

Soluţie: 
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Din 0)1( =f   ⇒    0211 =−+++++− pnpnmm   ⇒   22 −=− pn    ⇒  22 += np . 

Polinomul devine: 43)32()( 234 −−++++−= nXnXnmmXXf . 

Aplicăm schema lui Horner: 

  
 

 

4X  

1 

3X  

-m 

2X  

m+n 

1X  

2n+3 

0X  

-3n-4 

1 1 1-m 1+n 3n+4 0 

1 1 2-m -m+n+3         -m+4n+7=0                        

1 1 3-m -2m+n+6=0   

 

Punând condiţiile ca resturile împărţirilor să fie egale cu 0, se obţine sistemul: 

 
⎩
⎨
⎧

=++−
=++−

062
074

nm
nm

   ⇒    
⎩
⎨
⎧

=−−
=++−

062
01482

nm
nm

  ⇒   
7

17
=m şi 

7
8

−=n   ⇒  
7
2

−=p . 

  

Problema 38 

Se consideră ecuaţia 0463 23 =++− xxx . Să se calculeze:  

  a) 2
3

2
2

2
1 xxx ++ ;           b) 3

3
3
2

3
1 xxx ++ ;                      c) 4

3
4
2

4
1 xxx ++ ; 

  d) 5
3

5
2

5
1 xxx ++ ;                    e) 

321

111
xxx

++ ;                    f) 2
3

2
2

2
1

111
xxx

++ ; 

  g) 
1

1
1

1
1

1

321 +
+

+
+

+ xxx
. 

Soluţie: 

Scriem relaţiile lui Viète: 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=−=−=

===++

==−=++

4
1
4

6
1
6

3
1
3

321

323121

321

a
dxxx

a
cxxxxxx

a
bxxx

 

a) ( ) ( ) =++−++=++ 323121
2

321
2
3

2
2

2
1 2 xxxxxxxxxxxx  

www.m
ate

inf
o.r

o



                                                                                                                                                              
                                                                                                                              POLINOAME 

 66

  31296232 −=−=⋅−=  

b) 321 ,, xxx  sunt rădăcini ale polinomului f , atunci: 

  0463 1
2
1

3
1 =++− xxx  

  0463 2
2
2

3
2 =++− xxx  

0463 3
2
3

3
3 =++− xxx  

      Adunând cele trei relaţii, obţinem:  

( ) ( ) 01263 321
2
3

2
2

2
1

3
3

3
2

3
1 =++++++−++ xxxxxxxxx ⇒  

39121891236)3(33
3

3
2

3
1 −=−−−=−⋅−−⋅=++ xxx  

 c) 321 ,, xxx  sunt rădăcini ale polinomului f , atunci: 

  0463 23 =++− iii xxx  , }3,2,1{∈i                                            (1) 

    Înmulţim ecuaţia cu 0≠ix  şi avem: 

 0463 234 =++− iiii xxxx  , }3,2,1{∈i . 

Notăm:  3211 xxxS ++= ,  2
3

2
2

2
12 xxxS ++= ,  3

3
3
2

3
13 xxxS ++= ,     

              4
3

4
2

4
14 xxxS ++= .                       

    Adunăm relaţiile după i şi obţinem 0463 1234 =++− SSSS  ⇒     

   1234 463 SSSS −−=   ⇒   111121811734)3(6)39(34 −=−+−=⋅−−⋅−−⋅=S . 

  Deci  1114
3

4
2

4
1 −=++ xxx . 

d)   În mod analog, înmulţind relaţia (1) cu 02 ≠ix şi însumând după i obţinem: 

  0463 2345 =++− SSSS     2345 463 SSSS −−=  

  8712234333)3(4)39(6)111(35 −=++−=−⋅−−⋅−−⋅=S . 

    Deci  875
3

5
2

5
1 −=++ xxx . 

e) 
2
3

4
6111

321

213132

321

−=
−

=
++

=++
xxx

xxxxxx
xxx

 

f) =
++

=++ 2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
3

2
1

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

111
xxx

xxxxxx
xxx
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=
++−++

= 2
3

2
2

2
1

332132213211
2

323121 )(2)(
xxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx
 

    
4

15
16
60

16
2436

)4(
3)4(26

2

2

==
+

=
−

⋅−⋅−
= . 

       Deci  
4

15111
2
3

2
2

2
1

=++
xxx

. 

 g)   =
+

+
+

+
+ 1

1
1

1
1

1

321 xxx
 

=
+++++++

+++++++++++
=

1
111

321323121321

212131313232

xxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxx

 

2
5

6
15

1364
3326

==
+++−

+⋅+
= . 

      Deci  
2
5

1
1

1
1

1
1

321

=
+

+
+

+
+ xxx

. 
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