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Sclipirea 25

Fiversare , Felipirea Mjntii”

HNumarul 25. Mai 2020

Dragi elevi si profesori, cititori, rezolvitori si membri ai colectivului de redactie al revistei de
matematicd ” Sclipirea Mintii” ne aflam impreuna cu ocazia aparitiei numarului 25, ocazie cu care
vrem sd va transmitem cele mai frumoase ganduri pentru cei care ne sunteti intodeauna aproape si ati
contribuit prin munca si pasiunea dumneavoastra la realizarea de fiecare data a revistei.

Cu stima si recunostintd ne aplecdm in fata dumneavoastra sperdnd in continuarea acestei
colaborari nceputd in 2008 si care isi doreste sd se ridice la un nivel care sd facd cinste scolii
romanesti de matematicd, multumindu-va deopotriva pentru toate sfaturile si materialele primite.

Nu incheiem inainte de a ne aminti de contributiile activitatilor domnilor profesori rimniceni
Apostol Constantin si Rusu Constantin adevarati mentori si stalpi ai scolii de matematica
buzoiana.

Colectivul de redactie
Director Neculai Stanciu, Redactor sef Adrian Stan

Mai jos prezentam cateva din gandurile unor colegi adresate cu ocazia numarului aniversar.

o9y

“Frumusetea revistei ,,Sclipirea Mintii” constd in bogatia si varietatea continuturilor. Apreciez
in mod deosebit faptul ca revista este deschisd la colaborari internationale cu autori tineri sau
consacrati si remarc faptul extrem de benefic pentru toatd comunitatea matematica - profesori si elevi
- ca Sclipirea Mintii este deschisa la colaborarea cu RMM.”

Dan Sitaru, Editor In Chief of Romanian Mathematical Magazine

,, Intre anii 1973-1974, ca prima generatie de teristi, am ficut stagiul militar la Buziu, oras care
de atunci pastreazd o bucdticd din viata mea de matematician. La Unitatea Militard de infanteristi,
timp de noua luni conduceam si redactam revista de matematica a unitatii, care aparea saptamanal la
gazeta de perete, continea probleme propuse care erau rezolvate de colegi —viitorii studenti -, si
noutati matematice.

Sdmanta simbolica lasata la Buzau, dupa ani buni a inceput sa rodeasca. Se infiinteaza revista
de matematica Sclipirea Mintii, de un colectiv inimos: Neculai Stanciu, Adrian Stan, Andrei
Octavian Dobre, Marin Chirciu, Ion Stanescu, [uliana Trasca, Gabriel Tica, Constantin Dinu, la care
si eu sunt membru onorific. In 12 ani, revista se afirma pe plan national, dar si pe plan international.

Revista ofera spatiu pentru articole originale, pentru probleme interesante, si publica solutiile
problemelor, care ofera elevilor o viziune matematica profunda. Revista si-a creat o banda autentica
printre revistele de matematica din tara, avand un mesaj profund de matematicd, si oferind cititorilor,
de douad ori pe an sclipiri matematice.

Speram ca dupa acest numar aniversar, revista sd pastreze traditiile buzoiene, si sa fie in
continuare un punct fix in spatiul atat de repede schimbator al valorilor intelectuale. La multi ani,
Sclipirea Mintii ! ”

Dr. Mihaly Bencze, Redactor Revista Octogon Mathematical Magazine



- ANl VERSARE 25 -

® ®

Sclzpu'ea. Mintii 25

,» Dupa 12 ani de aparitie bianuald, ajunsi la numarul 25 (cu un nucleu redactional destul de
stabil), ne bucuram sincer sa putem impartasi si cititorilor nostri, in cele ce urmeaza, cateva puncte
de vedere.

Stim ce Tnseamna sa trudesti pentru o revista de matematica, asa cum stim cat de greu e sa pui
pe picioare o redactie care sd dureze. Sclipirea Mintii, ajunsa la 25 de numere, este o izbanda care
merita salutata.

Ne-am bucura sd scriem cateva randuri si la implinirea a o sutd de numere binecuvantate de
Dumnezeus si citite de iubitorii de matematica.

Cand lumea este in plina schimbare, cand ziare si reviste apar si dispar peste noapte, Sclipirea
Mintii este un reper pentru matematica din Romania. Cred ca numarul 25 va fi o simpla borna intr-
un parcurs indelungat

Daca orice domeniu sau institutie isi are istoria sa, este firesc ca si Sclipirea Mintii aiba
acelasi lucru. Ea are numerele sale care ajutd Matematica in misiunea ei. De unde vine folosul si
succesul acestei reviste? Din caldura cititorilor, dar in egald masura si din profesionalismul
redactorilor. Cu inspiratie, dar si cu zel si tenacitate profesionald, intr-o muncd enorma de culegere a
informatiilor, de prelucrare si raspandire a lor, harnicii lucratori de la Sclipirea Mintii oferd, de doua
ori pe an, hrand matematicd pentru zeci si sute de oameni. Aceastd muncd, este rasplatitd de
dragostea, recunostinta si satisfactia a sute de minti deschise. Cu dragoste si recunostinta, adresam si
noi cele mai sincere urari de bine intregului colectiv redactional, rugdndu-ne Domnului sd-i pazeasca
si sa-1 ocroteasca In pace si sanatate. Iar acest ,,aniversar” al aparitiilor sa fie doar inceputul unei
lucrari care sa continue cat mai mult timp.

In peisajul atat de pestrit al matematicii romanesti, revista Sclipirea Mintii reprezinti o oaza

",

de bun simt si traire matematica. La multi ani
D. M. Bitinetu-Giurgiu

,» Sclipirea Mintii reuseste sa pastreze un echilibru intre tentatia fireasca a profesorilor de a
scrie despre chestiuni complicate, si dorinta elevilor de a gasi probleme mai usoare. Cred ca acest
lucru face ca revista buzoiana sa merite a fi cititd, chiar cu creionul in mana. ”

Titu Zvonaru

,» Aparitia la Buzau, a numarului jubiliar XXV , in al XIII-lea an de existentd , a revistei
nationale de culturd matematica ,, Sclipirea Mintii”, editatd de un colectiv de redactie ce cuprinde
renumiti profesori din intreagd tard, a venit in sprijinul dezvoltarii invatdmantului matematic de
performanta .

In cuprinsul ei au fost abordate teme si probleme interesante accesibile elevilor din
invatdmantul preuniversitar dar si celor pasionati de matematica.
Remarcam structura si varietatea materialelor publicate, frumusetea si eleganta problemelor
propuse ca si rezolvarile lor inedite.
Felicitam colectivul redactional si-i uram multa sanatate si succes in continuarea aparitiei
acestei frumoase reviste. ”
Ionel Tudor
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” Ratiunea este un soare dur;
lumineazi, dar te orbeste.”
Romain Rolland

(1866- 1944)

l! Istoria matematicii

Scurt istoric al numerelor complexe

de Adrian Stan, Buziu

Ceea ce toti elevii de liceu cunosc astazi despre numerele complexe, pana la mijlocul secolului al
XVl-lea era de neconceput intrucat toate operatiile aritmetice se efectuau numai cu numere pozitive,
intregi, rationale sau irationale. Rezolvarea unor ecuatii algebrice presupunea gasirea doar a acelor solutii
pozitive.

Aceasta avea sa se schimbe o datd cu cercetarile unor matematicieni ca Tartaglia, Cardano,
Bombelli, Girard, Gauss, etc.

Numerele complexe au apdrut ca solutii la rezolvarea unor ecuatii patratice sau cubice care nu au

o 1w = . 2 o e e . .o .
radacini reale. De exemplu, ecuatia X +1=0 are doud radacini nereale adicd complexe si anume,
X, =% i unde ,,i” se numeste unitatea imaginara.

Drumul pana la recunoasterea lui ,,i” nu a fost unul simplu iar cele ce urmeaza spun povestea
acestuia.

Cautand sa rezolve diverse tipuri de ecuatii profesorul Scipione del Ferro ( 1456-
1526) de la Universitatea din Bologna gaseste regula generala de rezolvare a ecuatiilor de

3 . - . - . . . . - . .
forma X + pX=(qdar nu o divulgda nimdnui cu exceptia ginerelui sau si unui elev,

Antonio Fior.

In spiritul vremii cdnd matematicienii se intreceu in punerea unor probleme la care
se cereau solutii, astfel ca in 1530, matematicianul Zuanne de Tonini propune celorlalti rezolvarea
urmitoarelor ecuatii: X +pX°=(, X +p=0gx’, X = pxX°+(q. La scurt timp
matematicianul si inginerul italian Niccolo Tartaglia( 1500- 1557) anunta cd a gasit
solutiile generale de rezolvare.

Atunci, Antonio Fior studentul lui del Ferro considera ca poate sa-1 provoace pe

Tartaglia si in 1535 1i propune si rezolve si ecuatile X +px=(q,
X’ +0= pX, X = pX+ qale ciror rezolvare le stia de la profesorul siu.

Tartaglia le rezolva si la randul sdu il provoaca pe Antonio Fior sa rezolve
ecuatiile pe care le rezolvase el mai Tnainte in 1530 Tnsa acesta nu este capabil sa le
rezolve.

Urmadrind disputa dintre cei doi, matematicianul si fizicianul italian Gerolamo
Cardano ( 1501-1576) din Pavia incearcd sa-1 convingd pe Tartaglia sa-i dezvaluie
si lui formulele pentru a le introduce in cartea sa aflatd il lucru ,,Ars Magna”, si

reuseste Intr-un final dar cu conditia sd nu le publice.

In 1543 Cardano si elevul siu Ludovico Ferrari ( 1522- 1561) in timp ce se aflau la Bologna si
examinau manuscrisele lui Scipione del Ferro prin bunavointa fiului acestuia, acestia descopera ca del
Ferro stiuse cum sa rezolve ecuatiile de gradul 3 si sa dea solutia generald pentru ecuatii de forma
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X’ + pX=(. Astfel cd, in 1545 reuseste si scoatd tratatul siu de algebrd 1in care prezinti metoda

generala de rezolvare a ecuatiilor de gradul 3 si i1 aminteste pe toti cei care au contribuit la aceasta. El
intrebuinteaza pentru prima datd solutiile imaginare la rezolvarea ecuatiilor patratice. La aflarea vestii
despre publicarea solutiilor ecuatiilor de gradul 3, intre Tartaglia si Cardano a izbucnit un scandal fiindca
lui Tartaglia i se promisese ca nu or sa fie publicate.

Cardano face observatia ca ecuatiile algebrice de grad mai mare ca unu au mai multe radacini care

pot fi numere negative sau ,, imaginare” caz in care acestea sunt in perechi. El a rezolvat ecuatia

x> —10x+40=0si a gasit ci numerele 5++/—15 si 5—+/—15 verificd ecuatia dati dar nu le-a
considerat ca fiind viabile.

Ludovico Ferrari contribuie si el la realizarea cartii lui Cardano din 1545 LALGEBRA
prin faptul cd reuseste sa rezolve ecuatiile de gradul al patrulea pe care le iy

publica in cartea profesorului sau.
Cel care a dus mai departe munca lui Cardano a fost italianul Rafael

Bombelli ( 1526- 1572) care prin cartea sa din 1972, ,, Algebra” este creditat cu

introducerea numerelor complexe. Astfel, el introduce termenulv-1 si P il
. . . . . . M.'-'-,!-n\nm'nj‘.(.'n'nm‘)hﬁ
denumirile ++/—1 =+1 ,, piu di meno” ( plus din minus) —/—1=-1 , N .

, meno di meno” ( minus din minus), precum si regulile
+1-+i=+, =1-+i=—i, +1-—i=—i, =1-=i=+i, +i-+i=-1, —i-—1=+1, etc.
Bombelli pe langd regulile cu numere negative a prezentat si operatii cu numere de forma

a+bv—1cu a si b numere rationale, a dat modul de inmultire a puterilor lui ,,i”” si a facut observatia ca in
rezolvarea ecuatiilor de gradul 3 cu coeficienti rationali rddacinile complexe apar in perechi conjugate iar

produsul lor di un numir real ca in exemplul v2+i-3-v/2—-i-3 = J7 . Trebuie mentionat ca notatiile
corespunzatoare pe care le cunoastem astazi au aparut mult mai tarziu, Bombelli cat si ceilalti foloseau
cuvinte pentru a exprima notatiile respective.

De abia in 1629, matematicianul olandez Albert Girard ( 1595-1632), introduce prin lucrarea sa

,» Invention nouvelle en Algebre” notatia J-1 respectiv J-n , i este primul care considera ca radacini
ale unei ecuatii si numerele complexe. Este primul care formuleaza celebra teoremd a algebrei (
demonstrata peste 200 de ani de catre Gauss): ,, Orice ecuatie algebrica de grad n are exact n radacini
reale sau complexe).

Si matematicianul francez Rene Descartes (1596- 1650) a utilizat conceptul de
numere imaginare in cartea sa ,, Geometria” din 1637 pentru a exprima solutiile
nereale ale ecuatiilor in incercarea de a reprezenta geometric radacinile unei ecuatii

patratice sau a ecuatiilor de gradul 3 si 4.

De asemenea, englezul John Wallis(1616- 1703) o minte stralucitd cu o
memorie fantasticd este creditat cu numeroase descoperiri printre care numarul de
divizori primi , simbolul pentru infinit cu unele reguli corespunzatoare, folosirea virgulei pentru a separa
partea intreagd de partea zecimald, a introdus denumirea de mantisd si interpolare, forma algebrica a
polinoamelor, si multe altele. Wallis a publicat in cartea sa ,,Algebra” din 1676 o interpretare geometrica
a numerelor imaginare plecand de la cea a reprezentarii mediei geometrice dar care nu a condus la ceva
concret la momentul respectiv.

Si G. Leibnitz ( 1646-1716) a ajuns la exemple de operatii cu acest concept de numere complexe
in care suma lor di un numar real precum si descompuneri ale numerelor de forma X' +a* in functie de
numerele imaginare.

Dupi ce Francois Viete ( 1540-1603) da formula (cosa +sina)" cu ajutorul formulei binomiale,
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Abraham de Moivre ( 1667- 1754) exprima aceastd formula cu ajutorul unitétii imaginare ,,i”:

(cosa+i-sina)" =cosna +isinne . De asemenea s-a ocupat si cu studiul riddcinilor de ordinul n ale

2kz . . a+2kr
+isin———

e A — a+
unitatii dand formula §r(cosar +isina) =4r (cos
n

j, ke{0;1;2;...;n—1j}.

Cel mai prolific matematician al tuturor timpurilor, Leonhard Euler (1707- 1783) introduce

notatia de ,,i” pentru unitatea imaginard +—1, si desi a lucrat cu aceste

B . . . .
nr numere $i a obtinut o serie de rezultate importante nu le-a dat prea mare

z=&% = x+iy )

T importantd. De la Euler ne-au rdmas formulele: €* =cosX+isinX,
sing )

¢ R €"+1=0.

-1 leasg 17 Mult mai tarziu, in 1799 topograful norvegian Caspar Wessel (

1775- 1818) vine cu ideea de a nota un numar imaginar sub forma

- a+ib si +—l=¢& , dand astfel o interpretare geometricd a numerelor

imaginare. El facea observatia ca daca operatiile cu

Imz

segmentele orientate din plan nu se pot face cu 5 [] [ww siw-] [‘)
ajutorul aritmeticii nu inseamna ca ele nu exista. ') \sine e /Ly
In 1806, Jean Robert Argand ( 1768- I et
1822) prin lucrarea ,, Essai sur une maniere de xy)
. . . . * = o r P M@z ) z=x+iy
reprezenter les quantites imaginaires dans les y=rsin@ — N
. . . L _J_.i.qr_e.::()
constructions geometriques”, o g X i
independent de Wessel va da x=rcos@ g L
o intrerpretare a numerelor

complexe lucrare pe care autorul i-o dd matematicianului Adrien Legendre
(1808- 1833) si apoi in 1813 este cunoscutd mai mult in urma articolului pulicat
M deunmatematician J. Francais.

O teorie completa a numerelor complexe a dat-o Carl F. Gauss (1777- 1855) incepand cu 1801
prin lucrarea ,» Disquisitiones Arithmeticae ” ,, Cercetari aritmetice”, in care face legatura
numerelor complexe — ( termen pe care-1 introduce) cu geometria si apoi pana in 1831 cand defineste

operatiile cu numere complexe si norma acestora. Este momentul cand lui ,,i” i se recunoaste identitatea
de unitate imaginara iar punctele planului se pun in corespondenta bijectiva cu numerele
complexe.

Willian Rowan Hamilton ( 1805-1865) matematician irlandez completeaza teoria
lui Gauss introducand in 1833 cuaternionii- o generalizare a numerelor complexe in patru
dimensiuni. Pentru el, numerele complexe erau perechi ordonate ( a;b) cu care se puteau
face diverse operatii iar (0;1)=i, unde i>=1.

In perioada urmitoare matematicienii nu au mai reusit si giseasci metode de
" rezolvare a ecuatiilor de grad mai mare ca patru cu ajutorul radicalilor pana cand
norvegianul Niels H. Abel( 1802- 1829) si italianul Ruffini
( 1765- 1832) demonstreaza acest fapt si anume ca ecuatiile de grad mai mare ca 4 nu
pot fi rezolvate prin radicali incheind astfel o perioada dar dand liber la gasirea unor noi
moduri de abordare a algebrei § agasirea solutiilor rationale si la aproximarea radacinilor
reale la ecuatiile de grrad superior.

Bibliografie:
1. O scurta istorie a matematicii. Adrian Stan si colab. Editura Editgraph. Buzau. 2015
2. Experiente utile In predarea matematicii. Colectiv autori. Editura Teocora. Buzau. 2010.
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,»Disce ut doceas.”
( ,»Invata ca sa-i inveti pe altii.”)
Proverb latin

E Articole si note matematice

120 de ani de la limita sirului lui Traian Lalescu
de D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau, Romania

Limita sirului lui Traian Lalescu - Problema 579, G.M., Vol. VI, 1900-1901, pag.148.
k
k!;(kj =¥k ;E

e e
: n+1 n 1
Iim("™Y(n+1)! =%/n!) = Im| ——— |=—
n—>o n—>o0 e e e
Limita sirului lui D. M. Batinetu-Giurgiu — Problema C:890, G.M., Vol. XCIV, 1989, pag. 139.

2 k!;(fj =¥ k'~ 5
(n+1) n & hm (n+1) L
e e
Teorema 1. Dacd (@,),., este un sir de numere reale strict pozitive astfel incit lim& =aeRsi
> n—o N
n
: an+1 * s 1;
lim| =™ | =be R, atunci lim(a,,, —a,)=alnb.
N—oo an n—o0
a,, n n+l 1 &, )
Demonstratie. lim—— = lim +———=a-—-1=1; notdim U, = , atunci
N> an n->o0 n+1 a, n a

a,, u, —1 u, —1 .
a,, —a, =an(?‘—lj=an(un - =a, -E-lnun = %-m-lnug, vne N, (1).

n n

n
u,—1 . [a
Avem limu, =1, deci lim =1; limu; = hm[ﬂj =b, (2).
n—o n—o lnu n—->N n-x| Q

Din (1) si (2) obtinem llm( a, ) =a-l-lnb=alnb.

A —

n
a1 .. (a . 1 1
Remarca 1. Daca @, =%¥n! , atunci lim— =—, lim Ll —eyi hm(”ﬂ/(njtl)! —N n!)=—lne=—,
e now an n—oo e e

N—o0 n

i.e. limita sirului lui Traian Lalescu .

.oa.  —a .
Teorema 2. Fie ()., si (D)., siruri de numere reale strict pozitive lim—"—" =a e R si
- - n—o n

n—oo n N—o0

lim—2= 0., =be R , atunci lim| ae
n+1/b \/7

nn n 1 n+1 b
Demonstratie. lim—— —hmn — =1lim (n+1) .

(+D™ b, _ . (n+lj bn e
n—oo Q/bi n—oo n—o bn+1 n N—ao n b b ’
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hm no_ hm n+l _an — n+l n_, n — ﬁ
oot nom(p41)? —pt moe op 2n+1 2
a a a a, u, —1 a u, —1
n+l _ n_ _ n (un 1) n_ n lnu _ n n lnun —
+]] b n b n n b lnu nn b lnu
" n+l n n n n n n
a, n u,— 1 n 4,1 nV bn 4, n2 n+l n\] bn n+l
=—+————"Inu, ; unde am notat u, = . = " . : .
n R bn 1nul’l "N bn+1 an (n + l) an n+\/1 b)1+l n n
2 e b 1 " b
. a e L. U - . . a
Avem limu, =—-—-—-—- 1=1, deci lim——=1, limu" = lim| ==~ | b =
n—o0 a b e n—o nu, n—N n—>o0 a, bn+1
A1 =@y N
n a, n a,
n4l —_ n+1"%p
hm bnn. \/bn+1 .n+1. an+l :lél hm 1+ n+l a 14 —
ool b n+l n a, b e o= a,
2
1 o - a,. a, a e ae
=—.e % =e¢.Deci, lim - =—-—1-lne=—.
e | nillp ) 2 b 2b
n+l n

Nota Redactiei. Autorii articolului au publicat zeci de probleme de tip Lalescu si de tip Bdatinetu-Giurgiu in
urmatoarele reviste de matematica:

Crux

Mathematicorum, Gazeta Matematica Seria B, La Gaceta de la RSME, Math Problems, Pi Mu Epsilon

Journal, Revista de Matematicd din Timisoara, Recreatii Matematice, Revista Escolar de la Olimpiada
Iberoamericana de Matematica, Romanian Mathematical Magazine, School Science and Mathematics,
Sclipirea Mintii, The American Mathematical Monthly, The College Mathematics Journal, The Pentagon,
The Fibonacci Quarterly,...
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Metoda D. M. Batinetu-Giurgiu pentru calculul unor limite de tip Lalescu

de Mihaly Bencze, Brasov si Marius Dragan, Bucuresti

1) Limita sirului lui Traian Lalescu (G.M., Vol. VI, 1900-1901, problema 579, pag. 148).

L=lim(y(nr D&/ =1
n—>0 e
_ et

O solutie prin metoda Batinefu-Giurgiu: notam U, = ' ;
n.

n [n| n' Cauchy—D'Alembert (n + 1)' nn n n 1
lim = limy /= = lim————-— = lim =—.
n—o pn n—o \l p n—»0 (l’l + 1) n! noo\ p+ 1 e

n+l | n+l |
limu, = lim 1/(n-l—l) 1/(n—l—l) n+l n :l-l-ezl,

n—o0 n—»w n—)oo n+1 n 2/n e

n

ou, —1 m(n ) n+1
lim——=1g limu, =lim =llm——=¢.
n—»o lnu n—»ow n—»w ,\/_ n—)oo n+l[(n + 1)'
"“(n+1 _
L=lim("yf(n+1)! - \/_)—h ~1 | =lim&/nl(u, —1)=
=lim lnu :l-l-lne:l,
no® p lnu e e

2) Limita sirului lui D. M. Batinetu-Giurgiu (G.M., Vol. XCIV, 1989, problema C:890, pag. 139).

2 2
B —lim (n+1) no|_
e f(n+ 1)) Al
(n+1)* -4/n!

n® nf(n+ 1)

O solutie prin metoda Batinefu-Giurgiu: notam U, =

8/n! i (151’

limu, =1lim im——-——=1-1=1,
n—>0 n—>0 n+1/(n + 1)] n—0 n
2 n 2n
) -1 ) ) +1 n! ) . m(n+1)!
lim =2 =1, limu, =l (n j — = lim n+l -hrn(n—):e -lze,
n—» In u, n—>0 n—>0 n n+1/(n+1)! n—o\ p o p41 e

. ont [ (n+1)? !
= lim — =1 — lim2— (u )=
n—o 2/ | n+1[(n + 1)! n n—o /4

n u,—1

‘Inu;, =e-1-lne=e .
oo fp! Inu,

3) Limita sirului lui Romeo T. Ianculescu (G.M., Vol. XIX, 1913-1914, problema 2042, pag. 160).

I=lim((n + Df(n+1) —n¥n) =1
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(n+1) "+11/(n+1 un—l_1

u,
O solutie prin metoda Batinetu-Giurgiu: notam - \/— n_)oo lnun ;
() (msl) el
limu, =lim = lim -lim dJim———=e-1-1=¢.
n—»o n—o n’l/n n—o n n—wo p n—»0 ”Jf\l/ n+ 1
= lim((n +1)g/(n +1) - nin) = hmnx/—(u ~1)= lim4/n - lnu =1-1-lne=1.

n—>0
ul’l

Remarca: Metoda de rezolvare folosita mai sus o vom numi *’metoda D. M. Batinetu-Giurgiu’’.

Bibliografie:

1. Colectia Gazeta Matematica, 1895-2020.

2. Colectia Octogon Mathematical Magazine, 1993-2020.
3. Colectia Revista Matematica din Timisoara, 1921-2020.
4. Colectia Romanian Mathematical Magazine, 2016-2020.
5. Colectia Sclipirea Mintii, 2008-2020.

Alte solutii pentru doua limite celebre

de Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin si Marian Ursarescu, Roman

Limita sirului lui Traian Lalescu:

L=tlim(fn+ D)l =&/ =L
n—»0 e

. n+11, n +1 ' . +1 ' n
Solugie. L = lim4/n! WD i nwu 1=
n—>0 n n! Nn—>00 (n!)n
n"(“l)ﬂ
— hm«/_' ;1(n+1\)/m 1 — llmw el \/T _1 _
n—%© n—o0
e e L
= hmw (8 n(n+l) _1) . n! . n! = lim n! 1. n! _ l
n—>o n(n+1) n(n+l) 250 p n+1 o’
! 1
unde am tinut cont de faptul ca im—=— si

—>oon e

n+l
(1)’ 1n£(”+2) ol )
— lim1

LI s Lt D)
n—»00 n+1 n—o0 n+2-n-—1 n—o0

Limita sirului lui D. M. Batinetu-Giurgiu:
(n+1)* n2
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2 2 nnt
(n+1)> n i " _n(n+1j " llece

i =lim
Solutie. ne| nilf(n+1)! J_ n 0/l n

im- e o lim n+1 n! 1
- 5 lim—— = T
Am folosit faptul ca o Q/ﬁ si n %Oo n n+1/(n +1)!

h{[“ﬂ lﬁm ,} n+1\"  %n n+1)  ¥nl
™D 1] - In .

=limn-| e
n J(n+1)! n J(n+1)!

n—o0

2 n/nl 2n /n!
~limn-1-In (””J L 1im1n(”—+1j + limnln W |
nN—oo n

n—oo n nm n—o n+1/(n + l)l

Vnt . n!

=2+lmln| ————| =2+1limln =

e et T ey

=2+lne’' =2-1=1

=2+Inlim J(n+1D)! =2+ Inlim
n—>oo(n+ ) n—o n+1

Nota redactiei: Daniel Sitaru - Editor-In-Chief la Romanian Mathematical Magazine (RMM) a publicat sute
de probleme (de tip Lalescu, respectiv de tip Batinetu-Giurgiu) propuse de D. M. Batinetu-Giurgiu si Neculai

Stanciu.
Marian Ursarescu — a rezolvat majoritatea problemelor propuse in RMM.

O noua metoda de rezolvare a ecuatiei de gradul II

de Po-Shen Loh, US Math Olympiad Coach

ax’ +bx+c=0< X +EX+£:0<:>(X—X1)(X—X2):0<:> X* — (X, + X)X+ XX, =0.
a

a
b
X +X, =——
Deci trebuie sa gdsim numerele X si X, cu a; adicd trebuie sa gdsim numarul U astfel Incat
Cc
XX, =—
1772 a
b b b? , C b> ¢ b*> —4ac
X =——+U, X, =———U si -u :—<:u =—S-——<&EuU=——_—.
2a 2a 4a’ 4a” a 2a
, ~b++b* —4ac . ~b-+b* - 4ac
Deci X, = st X, =
2a 2a
Remarca. Aceastd metoda a fost postatd pe You Tube de Po-Shen Loh la data de 11 decembrie 2019.

: b ¢ b> ¢ b?
Metoda clasicd: ax> +bx+c=0< x> +—X+—=0 X* +2-— X+ =0

+__
a a 2a  4a’ a 4a’
b b ¢ b \/b2—4acC> —b+4+/b* —4ac

2
<:>(x+—j =—S - —SX+t—=t—— X=
2a 4a a 2a 2a 2a
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O rezolvare elementara a unor limite mai putin elementare

de Dumitru Tudor, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

In aceastd nota vom prezenta o metoda elementard pentru calculul unor limite dintr-o anumita clasa.
X3 x5 ¥ 201
sinX—Xx+——"—+..+(-D)"-
3 5l (2n-1)!

2n+1

1. lim
x—0 X

,unde ne N7, fixat.

X3 X5 2n-1

t sinx—x+§—a+...+(—1)"-(2 1

. not. . ! ! n-1)!
Rezolvare: Fie L,,,; = lim T
x—0 X n+

unde ne N, fixat.

x¥ x° 2n-3

SiNX—X+ " ="+ .. +(-D)"*-
3 9 (2n-3)!

,n=>2.

2n+l

not. .
si Ly,, =1lim
x—0 X

3 5 7 2n-1
Notam P(X) = X — 2 + 2 — 2 e (D)
U @n-1)!

X3 5 7 , 2n-3
X)=X——F+———+..+(=D""-
Q09 3 57 D (2n-3)!

. sinx—P(x ) . sinx —Q(x
Lonu = !('_';‘ng(), respectiv L, , = Ixmle()

. sin3t—P(3t) . 3sint—4sin*t-P(3t
Pentru X =3t avem L, ,, = It|_)rg—32n+lt2n+l = lim g (3t) =
i 3(sint — P(t)) + 3P(t) — 4(sin® t — Q®(t)) — 4Q°(t) — P(3t)
=m g2 2n -

ﬂl"?%‘ 4|tirg3(sint—Q(t))(sglzznfl:;i?t.Q(t)+Qz(t)) .\ +ItirQ3P(t) —;th(zt)l_ P@3Y) _
L 4 imSint=Q() . sin®t+sint-QM)+Q*(t) , . 3P(t) —4Q° ()~ P(3t)

=—- L, , - -lim
32n 2n+1 32n+1 10 t2n—1 1—0 t -0 32n+1t2n+1

si avem:

=3 =R

1 4

Deci, L,,, = ol Ly — N L,,, +R. Vomevalua R . Pentru Q(t) avem:

) ) t4 s t6 5 t8 . . t2n—2
Qe t)=t"—2"+—-22——-2"+..+(-)" - —-
4 6! 8l (2n-2)!
t2n
(2n)!
(2n+1) - nesemnificativa in evaluarea limitei R .
5 5 7 7 9 9 2n-1 2n-1
Q3(t)=t3—3 3't_+3 3t 3 3-t—+...+(—1)”-3 3 t N
4 5 4 7 4 9 4 (2n-1)!
3™ -3-24n(2n+1) ™
4 (2n+1)!
3(3*" —1-8n(2n +1)) 2 0= (1)’ .32" -1-8n(2n+1)
gang2ni (2n +1)! 3"@n+)!

2n-3

+ (=D (2°"* —2C3 ) + w(t), unde w(t) reprezinti o expresie polinomiali de grad mai mare decét

+_(__1)n+1_

+ @, (t), unde w, (t) are gradul mai mare decat (2n+1)

Deci, R = Itirg(—l)” .
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Asadar, am obtinut urmatoarea relatie de recurenta:

2n _q
Lzml(l_iJ - _iLanl +(-1)" 3 -len@n+d

3" 3% 37" (2n +1)!
_ n _ n-1
R [T e B e O
(2n+1)! (2n-1)!
Observatie. L, = Iirgw =1. Din relatia (*) pentru n =lavem
X—> X
(3° —1)[ 3= (;—Il)j = —4( L, - %) =L, = —% , apoi prin inductie matematica rezulta
3 5 2n1
o sinx—x+);l—);l+...+(—1)”~ 2X D N
2n+1=i.Deci lim T @n-1t (D) ,VneN.
@2n+1)! x>0 X" 2n+1)!
o1x XX X
I I —1)!
2. Iing 2 n3' (-1 ,unde ne N7, fixat.
X—> X
) NCIRVE L
e _1_X_§_§_"'_(n D) , )

Rezolvare: Notam L, = lim — -, P(x) 1 X ot deci

x>0 X 2! (n=1!

X 2x
Ln = ||me—P(X) = |_n =i||me—P(2X) , (1).
x—0 X" 2" x>0 X"

2 n-1 n

P?(X) =1+2x+ (2) +..+ (2) 4 X (2" = 2) + w(x), unde @(X) este un polinom care contine

2 T (=D nt

. , o o(X
termeni X", cu p>n-+1(respectiv p<2n-2), iar Iwg#:O.
X X

Deci P?(x) = P(2x) + X—I (2" —2) + w(x) si din (1) deducem succesiv ca
n:

n

() =P?(X)+
n!

L, =—Ilim <:>Ln=i Iime_—P(X)~Iim(ex+P(x))+2 “2.0
2" x>0 X" 21| x>0 X" x—0 n!
<L, =i-Ln ~2+£-2 —2 <L, 1—3 =i 1—3 <L, =1,dacé n=l.
2" nt 2" 2" ) nl 2" nl
Observatie. Dacd N =1, atunci L, = Iirge -1 =1, deci formula de calcul pentru L, confirma L,.
X—> X
2 3 n-1
ex—l—x—);l—);—...— X 01
Deci, lim M (n- )':—,VneN,nzl.
x—0 Xn n!
Folosind aceeasi metoda se pot demonstra si urmatoarele doua limite:
X2 X4 X2n—2
cosx—1+§—j+...+(—1)”~ﬁ N
. ! ! n-2)! (- .
3. lim > ( ) :( ) ,unde ne N, fixat.
x>0 x" (2n)!
2 3 n-1
IN(L+X)— x4+~ — X 4yt oy
4. lim 2 3 n-1_ ,unde ne N, fixat.

x—0 X n n
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AN IMPROVEMENT OF AN INEQUALITY OF SHAN-HE WU

Vasile Jiglau, Arad

Let ABC be an arbitrary triangle , &,b,C its sides , @ its Brocard angle , R r its circumradius and
inradius , respectively .

R_a b
In [1] Shan-he Wu proved that 1+—2>—+— +— On the other hand , it is a known fact that
r-b c a
R 1
—2>— ([2]) - In the following we’ll prove that the first inequality may be improved via the second .
r sinw

Proposition : With the above notations , the following inequality holds :

1+ > —+—+—
sihnw b c a
Yy z2z X
Proof : Let X, Y, Z be three positive real numbers and consider the set A= {—+— —+—,—+—}
y Xz y X z
o » X Yy z .
Lemma : The following inequalities hold : max A> —+-—=+——1>min A (1)
y z X
The proof of the lemma : Suppose that X=>y > z. )
X zZz_X
Under this assumption , —+—Z—+X S XY+ Y2 2 X2+ Y’z (X = yz)(Y—2) >0 and in a similar
Z X Yy X
X Z z X z
manner—+—2z+— , thus max A=—+—. We have :
zZ X z Yy z X
X zZ_X X+Z
—4—2>—+ y+——1 +y<:>(y X)(Y—2) <0, and the first part of (1) is proved .
Z X Yy 2z X z y z
X VA X VA
We have that 2+ 2+ 21>+ )+ X+ 5 3)
y z X x" "z

because it is equivalent to : (X— Z)(Y(Y—2) + zZ(X—Y)) = 0 , which immediately results from (2) . From (3)
it results that :
Xy z
; += . +; —-1> mln{(— —) (— —)} min A , and the lemma is proved .
Remark : In a similar manner one can prove the inequality if X=>zZ2>Y.
Let’s now turn back to the proof of the proposition . We have :

1 in(B + a c_a b c¢ 1 a b c
- 2sm(, a)) —F—2—F—+——1I=21l+—2—+—+—,qed
sin w sin @ c a b c a sinw b c a
sin(B+w) a ¢c¢
(we’ve used ¥:—+— (see ([3]), 17.11))
SIn @ C a

- 1 a c b
Remark : In a similar manner we may prove that : 1+ — >—+—+—.
sinm C b a

[1] Shan-he Wu —Some improved results on the Euler’s inequality , available at www.rgmia.org/v7n3.php
[2] Miu Cristian — Cateva problem de matematica , Craiova , 1994
[3] Lalescu Traian — Geometria triunghiului , Ed Apollo , 1993
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Generalizarea unei probleme de concurs

Ionel Tudor , Cilugareni , Giurgiu

La concursul interjudetean de matematica ,,Sperante ramnicene “ , editia a 1X-a-2011 ,
desfasurat la Ramnicu Sarat , profesorul Dragos Lazarescu a propus la clasa a [X-a , demonstrarea
relatiilor trigonometrice

4cos’Z—2cos L -1=0 a1 si 8cos’ L —4cos? L —dcosZ4+1=0 (2).
5 5 7 7 7
. . . A . 2T . 3z . 3T .
Prima relatie se stabileste considerand sm? =sin| 7 5 = s1n? si cu formulele pentru arcele
dublu s triplu , avem 2sin 2 cos = = 3sin = — 4sin’ |:sin = =
5 5
2 cos% =3—4sin’ % =—1+4cos’ % , adica relatia (1). A doua relatie rezultd plecand de la
. Y ( 37:} . 4rx
egalitatea sin—=sin| r—— |=sin—=
7 7 5
. . 3T . 27 2 . . 3T . T V4 2| . 7w
3sin——4sin” —=2sin—-cos— <> 3sin——4sin” —=4sin—-cos —-cos—[: sin — =
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
3—4sin’ % =4 cos% -(2cos’ % —1) adici relatia (2).

T 1+\/§

Relatia (1) ne aratd ca X=cosg= 5 =1,618 ( celebrul numar de aur), este solutia ecuatiei

: . L V4 : .. :
x> —Xx—1=0, iar relatia (2) ne arati ci X:2cos7 este solutie a ecuatiei de gradul trei

X =X =2x+1=0.
Generalizand relatiile (1) si (2) ne propunem rezolvarea in numere naturale a ecuatiei transcendente :
7 _ LT - L T
f(n)=2"cos" —2""cos™! —2""cos™? +1=0 (@3).
2n+1 2n+1 2n+1
Se constatd ca ne {0;1} nu verifica aceastd ecuatie , dar pentru n=2 i n=3 obtinem relatiile (1) si

respectiv (2).

Deci n, =2 si n, =3 sunt solutii naturale ale ecuatiei generalizate (3).

Aratdm cd ecuatia f(n)=0 nu mai are alte solutii naturale mai mari ca 3.

Daca aratam ca sirul( f (n))m este strict descrescator , atunci rezulta f(n) ( f(3)=0, Vn>4

st atunci ecuatia (3) nu are solutii n>4. Ecuatia (3) o scriem in forma :

n-2
f(n)=2""| cos—~ 12 cos?—Z——cos—F——1|+1=0
2n+1 2n+1 2n+1

n-2
j -(cos 27 —cos—= J+1:O sau f(n)=u(n)-v(n)+1=0 unde
2n+1 2n+1

f(n)=2""| cos
™ ( 2n+1

n-2
u(ny=2"" (cos 5 d 1] si v(n) = cos 227[ -c vn>3.
n+ n

0s ,
+1 2n+1
Stabilim semnul si monotonia expresiilor u(n) si v(n) , pentru n>3 .
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) V4 2r 7@ . ) ) .
Evident u(n))0, Yn>3.Cum 0 ( (—,¥n>3 si functia cosinus este strict
2n+1 2n+1 2
T

2 . .
) cos LN v(n) (0 ¥n>3.  Pentru monotonia lui

< T
descrescdtoare pe | 0;— | avem cos
{ 2} 2n+1 2n+1

u(n)) 0
n-2
_ T
2"(cos ! cos
comparam raportul un+1 cul : u(n+1)= 2n+3 ~2.cos—"—. 2n+3
u(n) u(n) 2™ (cos T -2 2n+3 cos— "
+1 2n+1
Avem 0 ¢ il ( il (E(E:cos il Y cos il )l) 0= 2cos Y1 si
2n+3 2n+1 3 2 2n+3 2n+1 2 2n+3
r 7
cos cos
_2n+3 2A> 1 deoarece N—22>1 daca n>3.
cos— = cos—
2n+1 2n+1

Atunci %) I, Vvn=3. si cum u(n)) 0, obtinem u(n) ( u(n+1) vn>3, deci sirul
u(n

(u(n))_, este pozitiv si strict crescator.

. 2 2
Din v(n+1)—v(n) =| cos 7 cos—2— || cos—=Z—cos—"— |=
2n+3 2n+3

2n+1 2n+1
. 3z ) T . 3z . T . 3z . Tz . 3z
=-2sin sin +2sin sin = 2sin sin —2sin sin
4n+6 an+6 an+2 an+2 an+2 n+2 an+6 an+6
Pentru n23:>0<4n+2<4n+6:£> i ) T >0 si cum sinus este crescatoare in primul
2 4n+2 4n+6
i
cadran, rezulta 1) sin sin 0 (™).
) +2> 4n+6> ®
7. 3rx RY/4 . 3z . 37
Pentru n>3, —) ) 0= ﬁ)Zsm Y2 sin 0. (*%).
4 4n+2 4n+6 4n+2 4n+6

Din inegalitatile (*) si (**) obtinem v(n) ( v(n+1),¥n>3 deci sirul (V,)_, este strict crescator
si cu termeni pozitivi.

Asadar sirul u(n)-v(n) este strict descrescator si negativ deoarece U(n))0si strict crescator iar
v(n){0 si strict crescator.

Atunci u(n+1v(n+1)  u(nv(n)= u(n+hHv(n+1)+1 ( u(nv(n)+1=
f(n+1) ( f(n), Yn>3adicasirul (f(n)) . este strict descrescitor.

nx

f(n) (f(3)=0, Yn>4 iar ecuatia generalizata (3) nu are solutii naturale N>4.
Singurele solutii naturale sunt n, =2 sin, =3.

Observatie: Stabilirea monotoniei functiei f(n) cu ajutorul derivatelor (adica f'(n)0,vn=>4)
necesita calcule foarte complicate.

Dedicam aceastid notd memoriei profesorului Constantin Rusu si aparitiei editiei jubiliare
a 25-a, arevistei ,, SCLIPIREA MINTII” .



m - PROBLEME REZOLVATE -

» Ce faci pentru tine, dispare o data cu tine,
ce faci pentru altii rimine pentru eternitate.”

Albert Einstein
(1879-1955)

KN Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

2019

(G:898. Care este ultima cifra a numéarului ? Sorin Pirlea, Craiova

2019 442019
Rezolvare: N = T =44%18 .9 — U(

)=U(44"").U(2)=U(6-2) =2.

G:899. Aritati ca numéarul 2019 se poate scrie in trei moduri ca suma a trei numere prime , dintre
care unul este mai mare decéat 2000.
lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
Numerele prime mai mari decat 2000 si mai mici decat 2019 sunt 2003, 2011 si 2017.
Doua exprimari ale lui 2019 1n care apare 2003 sunt: 3+13+2003=2019si 5 + 11 + 2003 =2019)
O exprimare a lui 2019 1in care apare 2011 este: 3+5+2011=2019.
O suma a trei numere prime , egald cu 2019 in care sa apara 2017 nu exista si avem doar suma cu doi
teremeni 2+2017=2019.
Deci 2019=3+5+2011=3+13+2003 = 5+11+2003.

G:900. Aritati cd numirul a=169" se poate scrie ca o suma de doud pitrate perfecte , oricare ar fi n
natural. Gheorghe Strutu, Buzau

Rezolvare: a=169" =132 .13 = (13")"(12? +5?) = (12-13"*) +(5.13"*)", VneN.

G:901| S se scrie numirul 10°° ca sumai de cinci numere pare consecutive.
p
Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Evident, o sumda de «cinci numere are  consecutive este de forma
p

(2n-4)+(2n-2)+2n+(2n+2)+(2n+4) =10 de unde rezulti ci n=10"" i atunci,
10" =(2-10™"° —4) +(2-10™"® —2) + 2-10™"® +(2-10°® +2) + (2-10™*® + 4) .

m Fie p=22-3°-4"....-9° . Aritati ci “p” se divide cu 210° si gasiti ultima cifri nenuli a lui
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede

Rezolvare Se descompun bazele 4, 6, 8, 9 in factori primi si aplicand proprietatile puterilor rezulta:

p=2>.3.4*....9°=2".3".5.7"=(2.3.5.7)°. 2%®.3% .7 = 210°. 2* .3%. 7°.

u(21®) =1, u(2-3)? =6, u(2®)=2, u(7?)=9=u(p)=8.

G:903. Daca k este un numir natural oarecare si a = 3k+11, b = 2k+5, atunci (a;b) =1 sau (a;b) =7.
Petre Rau, Galati
Rezolvare: Prin eliminarea lui k din exprimarea luiasib, a=3k+11, b=2k +5rezulta 2a—3b=7.

Fie d = (a;b). Atunci d |a si d |b , deci d |(2a—3b) =d |7. Asadar, d nu poate fi decat 1 sau 7.
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G:904. Rezolvati in multimea numerelor naturale: 16:(X—Yy)=Xx+2 .
Marian Ciuperceanu, Craiova
Rezolvare: Cum Xx+2e Dy ={1,2;4;8;16} = x € {0;2;6;14} .

Se obtin solutiile (X; y) € {(6;4), (14;13)} .

G:905, Aflati catul si restul impirtirii numarului A=5"*.3"145"1.3"% 1 32.15" |3 2019,

Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:
A=5"*.3M 4533 1 32.15" =3".5"(5".34+5.3° +3%) =3".5".2019:2019, deci catul este 15", iar
restul este 0.

. Fie n,meN’. Si se arate ¢ 2" + 7" este divizibil cu 5 daci si numai daci 3" +8" este divizibil
cu 5. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Notam cu u(x) ultima cifrd a numarului natural X.

Avem succesiv:

6,n =4k Ln=4p Ln=4l 6,n=4q

2,n=4k +1 7,n=4p+1 3,n=4l+1 8,n=4q+1 .
u(2") = U™ = Pr @y = L u@") = 4 K pLgeN .

4n=4k+2 9,n=4p+2 9,n=41+2 4n=4q+2

8,n=4k +3 3n=4p+3 7,n=41+3 2,n=4q+3

Analizand toate situatiile posibile, deducem ca 2" +7™:5, daca:
n=4k,m=4p+2=u(3")+u(8")=u(6+9)=5=3"+8"5
n=4k+1L,m=4p+3=u(3")+u(8")=u(5)=5=>3"+8":5

) . Reciproca este evidenta.
n=4k+2,m=4p:>u(3”)+u(8m):u(5)=5:>3"+8’“:5
n=4k+3,m=4p+1=u(3")+u(8")=u(7+8)=5=3"+8"i5

G:907|. Fie a, b, c numere naturale diferite. Si se arate ci numarul N =(a—c)-(b—c) se divide la

numirul 2n° +n stiind ci are loc egalitatea na+ (n+1)c=(2n+1)b. Gheorghe Ghita, Buziu

Rezolvare:
Egalitatea data devine na+ (n+1)c=nb=(n+1)b < n(a—b)=(n+1)(b—c). Deoarece n si n+1 sunt prime

intre ele rezultd n |(b —-C);
Din na+(n+1)c=(2n+1)b | (n+Da= (2n+Da+(n+Yc=(2n+)b+(n+Da<=

@n+)(a-b)=(+Y(a—-c)=(2n +1)|(a —C) deoarece 2n+1 si n+1 sunt prime intre ele.

= Clasa a VI-a

G:908. Sa se afle doud numere naturale a si b stiind cd suma numerelor naturale mai mari ca a si mai
mici ca b este 2017. Petre Rau, Galati
Rezolvare: Evident, a<b.

Fie S =(a+1)+(a+2)+....+(b—1)=1 @+)+b-)|-|(b-D)-(a+1)+1 =£(a+b)(b—a—1).
| I -

Cum S =2017, 2017 fiind un numar prim, iar primul factor (a + b) este mai mare decét al doilea (b —a — 1),

singura varianta care convine este datd de sistemul a+b=2017sib—a- 1 =2, de unde rezulta ca a = 1007 si
b =1010.

G:909. Aritati cii existd numerele naturale a,b,c,d astfel incat a®+b’ +¢*+d°® =107,
Tuliana Trasca, Olt
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Rezolvare:
1072 =102 .10%% =107 (10°) " = (1 +2° +3 +4°)-(10°) =(10°°) +(2-10) +(3-10%) +(4-107 )
Evident, a =10, b=2.10", ¢=3-10%, d =4-10°".

G:910. Tntr-o cutie sunt 2 creioane rosii si 3 creioane albastre de aceeasi mirime. Se extrage cite un
creion. 1) Care este numirul minim de creioane extrase la intAimplare, pentru a fi siguri ci apare un
creion rosu ?
2) Ce tip de creion se extrage, daca probabilul (probabilitatea) aparitiei este 60 % ?

Ion Stinescu, Smeeni,Buzau
Rezolvare:
1) Numarul extragerilor trebuie sd depaseasca numarul creioanelor albastre. Raspuns 4.

3 2 . .. - 3
2) 60% = 5 Probabilul extragerii unui creion rogu= - Probabilul extragerii unui creion albastru= 3

Réspuns. Se extrage un creion albastru.

. Doua scumpiri succesive cu acelasi procent, un produs isi majoreaza pretul cu 21% . Care este
procentul unei scumpiri ? Marian Ciuperceanu, Craiova
Rezolvare:

Fie x pretul initial si p procentul de majorare, atunci pretul dupa prima scumpire este

2
X+l~x=x(1+ij iar dupa a doua scumpire este (1+ P j+ P -(1+ P jzx-(l+ij . (D)

100 100 100/ 100 100 100
Pe de alta parte, pretul final este X +£ X=X[1+— 21 _1al -X. (2)
100 100) 100

2 2
Din relatiile (1) si (2) rezulta | 1+ L 11 <1+ P_ 11 = p =10. Deci, dupa doua scumpiri
100 10 10 10

succesive cu 10%, s-a obtinut o majorare cu 21%.

G:912, Si se determine N e N, pentru care numirul a=23"+81 este pitrat perfect.
lonel Tudor ,Calugareni ,Giurgiu

Rezolvare: Pentru ne { 0;1,2;3; 4} se verifica prin calcul ca a nu este patrat perfect.

Daci n=5, avem a =3 +81=18%, deci e patrat perfect;

Pentru n>6, a=3"(3""+1) este un pitrat pefect doar daca 3"* +1 este patrat perfect.

cum 3" +1=(4-1)"*+1=M, +(-1)" +1=M, +2 care nu este patrat perfect pentru n par.

Daci n este impar, adicd n=2p+lcu p>=3 rezulti 3"* +1=3""+1=0* = 3" =(q-1D(q+1).

Fie abelN, ap>1 cu a+b=2p-3 si 3*=q+1 3=q-1. Atunci, 3*-3"=2= 32, fals, prin

urmare a=1, b=0 si p=q=2 si n=>5.
Asadar, singurul numar natural n pentru  care a este patrat perfect este n=5.

X+ -7 1
G:913 Determinati x, y, z stiind ca y_y-z_ > si ca 3x—2z=10. Nicolae Iviischescu, Canada

8 3
Rezolvare: Din 8y y3z—z=k:>z=2k, y =5k, x=23k.Din 3x—2z =10= k = 2. Se obtine

x=6, y=10, z=4.

G:914 Aritatica 55..5 + 33...3 =11..144..4. Adrian Gobej, Curtea de Arges
H_JH_J

2019 cifre 2019 cifre 2019 cifre 2019 cifre

Rezolvare: Notam x=11...1. Atunci, 11....144...4=11....111...1+ 33..3 = X-10%Y 4+ x+3x =

2019 cifre 2019 C|fre 2019 C|fre 2019 C|fre 2019 cifre 2019 cifre
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= X(10%° —1) +5x = x-99..9+5x=32.11....1 +55..5.

2019cifre 2019cifre 2019cifre

. a,_
G:915| Fie @, si @, douii numere diferite de zero. Fie a, = — L pentru n > 2. Aritati cii produsul
n-2

oricaror 2015 termeni consecutivi ai sirului a,,a,,a,,... este termen al sirului.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:
a, 1 1
A a . a a a 1 a a 1 a a a
Utilizdnd a, = — L obtinem a, =—2, a4:—3:—1:—, as =41 A, =—5=T2——1,
an—2 a1 a2 a2 al 3 2 2 a‘4 = aZ
al al
al
a6 a2 a‘7 al
a7 :_:T:al’aS :_:_:a27
a; L I
8.2 a2
. . L . a, 1 1 a a,
Deoarece a, = a;si a3 = a,, sirul este periodic cu perioada 6: a,,a,,—~,—,—,—,a;,a,,—,
a'1 al az aZ

Observam ca a, si inversul sau — sunt termeni ai sirului pentru orice N ; produsul primilor sase termeni este
n

egal cu 1; produsul oricaror sase termeni consecutivi este 1.

Deoarece 2016=6-336 rezulta ca produsul oricdror 2016 termeni consecutivi este egal cu 1. Deci produsul

oricaror 2015 termeni consecutivi este inversul termenului urmator, adica este termen al sirului.

G:916. Suma misurilor a 10 unghiuri este 1000°. Si se calculeze suma misurilor suplementelor

acestor unghiuri.
Florentina Popescu, Buziu
Rezolvare: Fie S suma masurilor unghiurilor suplementare. Atunci, S+1000° =10-180°, rezulta

S =1800° —1000° =800°.

= Clasa a VII-a

G:917|. Aflati numarul natural n, daci 2+4+6+.....+2n=abc este maxim.
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare:
5 n(n+1) . .

Cum suma datd este S =2(1+2+....4+4n)=2-———==n(n+1) si 31-32=992 iar 32-33=1056 ,

rezultd ca n = 31.
2 2
G:918. Fie X*Y _3_f. Calculati Xy Tatiana Cristea, Craiova
y Xy
2 2
Rezolvare: 5+X:3—\/§:>§:2—\/§:> u=§+X=2—\/§+ ! =4,
y Y y Xy Yy X 2-\3

2a+3 | 3a-1

G:919|. Exista valori ale numirului real a, astfel incat numerele X = siy= > sa fie

simultan numere Tntregi ? Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
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. 2a+3 4x-3 . 3a-1 2y +1 . 4x-3 2y+1
Rezolvare: Din X = —a= siy= =a= atunci = =
4 2 2 3 2 3

3(4x—3) =2(2y+1) = 4(3x—y) =11 ceea ce inseamna ca nu exista x si y intregi.

G:920. Si se arate cii 7 divide numarul A=29"""_22 wneN. Florentina Popescu, Buzau
Rezolvare: A =29°""_22=29.29°" —29429-22=29(29°" —-1)+7 =29- 28(M29 +l)+ 7:7.
G:921] <243,

lonel Morozenco, Tulcea

x+3<V3,= 3<x+3<3 & 3<x-3<43
ly-5<v3=-3<y-5<43

Rezolvare: (x+3)°+(y-5)°=3=

— 2J3<y-x-8<23.

1 1 1 1 1 1
-G:922. Se dau numerele rationale A=1——+———+——........... o
o f 2 345 2019 2020
1 1 1
= + + F o —_— C=+n+1++2n+1 n+l-+2n+1.
1011 1012 ' 1013 2020 i C= -

2019

a) Calculati (A—B) b) Calculati (C— A+ B)’ pentru n = 2019.

Daniela Badea, Ploiesti

Rezolvare:
a) Fie N :1+£+l+1+1+ ........... +L+L
2 3 4 5 2019 2020
N-A= 1+1+1+1+ ........... +L+L— 1- 1+E—1+ .......... +L—L
2 3 4 2019 2020 2 3 4 2019 2020
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=2 =4+ =4+ 4. et —— (=14 =+ .
(2 4 6 2018 2020) 2 3 1009 1010
1 1 1 1 1 1 1 1 1
N-B=1l+—+—+—+........... + + — + Forenn +—t—|=
2019 2020 \1011 1012 2019 2020
ST, v 1ol AsB=(A-B)™ =0
2 3 1009 1010

2
b) (C—A+B) =C?; C2:(\/n+1+\/2n+1—\/n+1—\/2n+1) -
=n+1+/2n+1 2\/n+1+\/2n+ \/n+1 J2n+1+n+1-+/2n+1=

—2n+2-2)(n+1) —(2n+1) =2n+2-2n=2,(v)ne .

G:923 Se di numirul A=4-11....155...5+4. Calculati VA . Adrian Gobej, Curtea de Arges

2019 cifre 2019 cifre

Rezolvare: Notim a=11....1.
2019 cifre

A=4[a-10"™° +5a+1]= 4.[a-(999...9+1)+5a+1} = 4[a(9a+1)+5a+1]=4(%a’ +6a+1) = 4(3a+1)°

< _ 2 2 _ _9.| 22 12 _ AR Rra
Rezultd, VA =/22(3a+1)% = [2(3a+1)| =2 (33...3+1J_66....68.

2019cifre 2019cifre
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G:924|. Sa se determine numerele reale x, y, z stiind ca ele sunt direct proportionale cu numerele 2, 3 si
4 sicax’+y + 2% - 4xy - 3xz - 2yz + 129 = 0.

Petre Rau, Galati

X y4
Rezolvare: Fie > Y 2 = p adica X=2p, Y=3p, Z=4p si egalitatea data devine

3
p*(2%+ 3%+ 4%) — p*(432 + 324+ 234) + 129 = 0, de unde avem ca p*(29 - 72) = -129, adica
p>= 37 deci p = +3, ceea ce inseamnd cd x = £6, y=+9, z = +12.

G:925| Si se rezolve in numere intregi ecuatia: 2X° + y* +3xy —3x—3y—-2017 =0.
Ionel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare: Ecuatia data este echivalenta cu X(2X+ Y)+ Y(2X+Y)—3(X+Y)=2017 de unde rezultd ca

(X+VY,2Xx+y-3)e {(l; 2017), (2017;1),(—1;—2017),(—2019;—1} de unde se obtin solutiile:
Xy e {(2019; —2018),(2019;-4036),(—2013;2012), (—2013;4030} .

(G:926. S se rezolve ecuatia 2019 = /2019 +2(1+2+3+...+X), X€A.

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Se ridica la patrat egalitatea, rezultand 2019> =2019+2(1+2+3+....+ X) =

2019 —2019 = X(x+1)=> 20192018 = X(X+1) = x =2018.

13
x+3y—
G:927. Calculati (X+Y) daci 1 4 Marian Ciuperceanu, Craiova
IX+y=
y’
. o _ , , X +3x°y=13 .
Rezolvare: Inmultim prima ecuatie cu x” si pe a doua cu y” rezultand . , de unde prin
Ixy'+y =14

adunarea ecuatiilor rezulta (X+Y)’ =3’ = X+y=3=(x+Yy)=3"=2187.

G:928. Pe latura BC a triunghiului echilateral ABC se considerd punctul D si se construiesc in
exterior triunghiurile echilaterale BDE si CDF. Dreptele AE si AF intersecteazi latura BC in punctele

M, respectiv N. Calculati + % Roxana Vasile, Craiova
Rezolvare:
DEPAB = AABM : AEDM = DM DE CF PAB = ACNF : ANBA= CN CF
MB AB NB AB
. DM CN DE +CF BD+CD AB
Atunci, =1.
MB NB AB AB AB

G:929. Fie triunghiul ABC, D e (BC), Eec(AC) astfel incit ADsi BEsa fie bisectoarele

unghiurilor S BACrespectivS ABC. Daci AB° = AC-AEsi AC’> = AB-DC, atunci calculati
maisurile unghiurilor triunghiului ABC.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:
AE AB

Deoarece — =——si S BACeste comun, rezultd cid triunghiurile AEB si ABC sunt asemenea.

AC
Deducem ca S ABE =S BAC, adica B=2C, (1).
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AC

D
Analog din A_C = B si S BCAcomun, deducem cd triunghiurile ADC si BAC sunt asemenea, deci

Sclipirea Mintii 25

A=2B,(2). Din(l),(2)sifaptul ca A+ B+ C =180" obtinem

0 0 0
o 180 . B=2. 180 . A=4. 180 .
7 7 7

. O coali de hartie dreptunghiulari cu dimensiunile L si | se indoaie o singuri dati astfel incat
doui colturi opuse si se suprapuna. Calculati lungimea indoiturii.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Avem configuratia de mai jos, unde indoitura este marcata cu linie ingrosata si are lungimea C.

L-x X
L-x 2
| \\L-x c Lx I [ c |
X Lox X L-2x X
L*—1°
Cu teorema lui Pitagora avem|” + X* = (L — X)*, de unde X = TR (1).

Aplicim din nou teorema lui Pitagora si obtinem ¢* =17 + (L —2X)°, (2).
2L 1 - 212 =22 - 1)
C .

Din (1) i (2) rezulta C =

G:931. Fie AA,BB,CC mediane in triunghiul ABC, care intersecteaza cercul circumscris in punctele
1 1 1

A A + B'B" +C|C|| ZE

triunghiului ABC. Gheorghe Ghita, Buzau

A,B.,C .Sa se arate ca: unde R este raza cercului circumscris

Rezolvare : Scriind puterea punctului A fata de cerc, avem:
2 A" 2 "A" 2 "A" 2

AA'-A'A":a—@AA,: a 2<:>'A\A,:a2<:>AA,: 2a2 —o
4 AA 4 pA AA  4m; AA  2(b°+c)-a

AA 2 AA 2 . 2(b%+c%) .
AA @ AR & a2
AA +AA  2(b°+c”) AA 2(b"+c) a
2 2 2 2 2
Deoarece AA’ <2R= 2P *C) A A" R AA < 2R 1 b+c

oS ——> =
a’ b’+c> AA a’R

Z ! l ﬁ—l a—+E+b—z+c—+c—+a— >£ de unde rezultd inegalitatea data
AR RLs @@ R R ¢ |

= Clasa a VIII-a

G:932,. Determinati numerele naturale ab stiind ci ab’ +4ab-2b”* +4a—8b=44.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad



Ze o s e - PROBLEME REZOLVATE -
bchplrea Mintii 25 @

Rezolvare:
ab’® +4ab—2b* +4a—8b =44 < b*(a—2)+4b(a—2) +4(a—2) =36 < (a—2)(b+2)* =36.
De aici, ab e {34; 61} .

J3-1 f J_ J2n+3-2n+1 120
-G:933. Aflati n, natural, pentru care ot =
" ral pemtrh NN J@n+3)(2n+1y) 121

Ion Stinescu, Smeeni, Buziu

Rezolvare:
Din 1-— 1 1 1 - 1 120 rezultd 1— —— 1 120:>
J§ B J_ J2n+1 J2n+3 121 J2n+3 121
1—#_1——:\/2n+ =121=n=7319.

J2n+3 121

G:934]. Sa se calculeze S, = 2020+ 2020a +2020aa +....+ 2020aa...a , unde a este o cifra iar la ultimul
numar al sumei avem n-1 de a. caz particular a=9.

Petre Rau, Galati
Rezolvare: S_ = 2020+ 2020-10" +a+2020-10° + aa+....2020-10"" + aaa..a =

= 2020-(1+1Ol +10° +...+1O”’1)+a- (1+11+111+...+1111..11) =

n_ 1 2 n-1 n__ n_
10 1+a'(1o9 1+109 110 1]2 2020_109 1+§_(1o 10_”“]'

2020-

. Si se scrie numirul 17°°" | ca sumi a trei pitrate perfecte iar numirul 17 —1944.17°° |
ca suma a trei cuburi perfecte.

lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
Rezolvare:

172019 :17 '172018 — (4+4+9) _172~1009 — (2.171009)2 + (2_171009)2 + (3_171009)2 )
17°%9 194417 =17°%° .17° ~1944-17°% = | (8+9)° ~1944 |- 17°°" =
= (8 +3-82-9+ 38T +9° - 1044) (177) = (8° +9° +12°)-(177?) =

=(8-17°%)* +(9-17°%)° + (12-17°%)°.

G:936|. Aratati ca daca a,b,C, X, Y, si zZ sunt numere reale pozitive astfel incat a+b+c=x+y+z=1,

atunci ax+by+cz + 2\/(ab +bc+ca)(xy+ yz+zx) <1.
Florentina Popescu si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Se aplicd inegalitatea mediilor aritmetica-geometricad si ipoteza a+b+c=Xx+y+z=1.

ax+by+cz+2\/(ab+bc+ca)(xy+ yz+2x) <ax+by+cz+ab+bc+ca+xy+yz+zx=

2 .2 K2 a2 2 2 g2 2
:ax+by+cz+(a+b+c) 2a b*—c® (x+y+2) 2x y?-2° _

:1_(a—x)2 +(b-y) +(c-z)

2
X+4
G:937. Fie numirul A= X+
X+1

<1.Egalitatea are loccand:a=x,b=y si c=2z.0

, cu X numadr rational pozitiv. Calculati partea intreaga a numéarului

A. Aflati XeQ, , pentru care partea fractionari a numirului A este 0,8.
Marian Ciuperceanu, Craiova
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Rezolvare:
5x+4 4(Xx+1)+x X X
A= = (x+1) =44+ ——.Cum xeQ, rezulta 0 ( —— ( 1. Atunci partea intreaga a lui A
Xx+1 X+1 X+1 X+1
. X 8
este 4 iar partea fractionard este Din {A} =08 —=—=x=4.

X+1 x+1 10

. Aflati numerele reale a,b,C care verifica inegalitatea
5(a”+b* +c?)+4(ab+bc+ca) < 3(2a+2b+2c-1).
Constantin Nicolau, Curtea de Arges

Rezolvare: Observamca 5(a”+b? +c?)+4(ab+bc+ca)—3(2a+2b+2c—-1) =
=(2a+b-1)*+(2b+c—1)*+(2c+a—1)* > 0. Asadar, trebuie si avem

2a+b-1=0

2b+c-1=0 :a:b:c:1

2c+a-1=0 3

35x% —29x* - 76x—12

70x3 +47x* —29x -6
Constantin Nicolau, Curtea de Arges

G:939 Determinati X €7 pentru care fractia se simplifica prin 41.

Rezolvare:

35x° —29x* - 76x—12 _ (x+1)(35x+6)(Xx—2)
70x° +47x* —29x—6  (x+1)(35x+6)(2x-1)
X+1=41= x=40; X+1=-A41l=x=-42; 35x+6=41=>x=1; 35X+6=-Al=>xe¢Z

Daca am avea (X+1)(35X+ 6) =41 care nu are solutii intregi;

Daca 41|x—2 si 41|2x—1=>41[3, ceea ce e fals. Deci, X € {-42; 1; 40}.

. Au loc urmatoarele cazuri:

G:940, Si se rezolve ecuatia \/x—2+2\/y—3+3«/z—4 :%4_24_5, X, ¥, zeR.

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Punand conditiile de existenta se obtine X>2, Y>3, z>4. Ecuatia data este echivalenta cu

2Jx-2+4,Jy-3+6Vz-4=x+y+2+5<

X—2-2Xx=2+1+y-3-4y-3+4+72-4-6J2-4+9=0&
( x—2—1)2 +( y—3—2)2+(\/z—4—3)2 =0. De aici, se obtine cid (X; y;z)e{(3;7;13)}.

G:941]. Calculati partea intreaga si partea fractionara a numarului
a, = \/\/n +1++/n ~(\/\/n +1+1—\/\/n +1—1), neN. Adrian Gobej, Curtea de Arges

Rezolvare:

a? =(M+\/ﬁ).(M+l—2\/(M+l)(M—l+M—l)=
( n+1+\/ﬁ)-2.(\/m—\/ﬁ)=2:>an2 =2=a, =\/§€(1;2).A§adar, [an]:l:{an}:ﬁ_1_

G:942. Fie punctele A, B, C, D necoplanare astfel incat AD=BD=CD=x, m(£ADB)=:60",
m(£BDC)=120", m(£ADC)=90".
a) Calculati Ctg (<):ABC);
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b) Determinati si calculati distanta de la punctul D la planul (ABC) si masura unghiului diedru

format de planele (ABC) si (BCD) ;
¢) Determinati si calculati sinusul unghiului diedru format de planele (ABC) si(ABD) si distanta de la

Sclipirea Mintii 25

punctul C la planul (ABD) Daniela Badea, Ploiesti

Rezolvare:
a) ADAB isoscel cu un unghi de 60°=> ADAB echilateral = AB = X,

ADAC dreptunghic isoscel = AC = X2
ADBC isoscel, DO 1. BC,0O € BC = DO mediana si bisectoare

ADOB,m(RO)=90°:>sinD=% OB—i:BC x3

AB X 2
Cu reciproca teoremei Pitagora avem cd AABC dreptunghic in A = ctgRABC = b2

b) AABC dreptunghic in A= AO mediana, AO = BO =CO
ADOA= ADOB = ADOC(LLL)=RDOA=RDOB =S DOC = 90"

= DO L (ABC)= d(D,(ABC))= Do%
DO 1 (ABC),DO < (DBC) = (DBC) L (ABC)

= MR ((DBC),(ABC))=90".

¢)
DO L (ABC)

OM L AB = DM L AB;
AB,OM c (ABC)

DM L AB,DM c (DAB)
OM L AB,OM c (ABC)

}: m(R (DAB),( ABC))=m(RDMO);

X2 x\/_ N

ADOM dreptunghic DOzg,OM === DM === = sinRDMO =

3
Fie OT L DM (1) ; Din ABL DM,AB 1 OM = ABJ_(DOM),OTC(DOM):OT 1 AB (2)
Din (1) si (2) = OT L (DAB);
Fie CS_L(ABD),Se(ABD)=d(C,(ABD))=CS;
CSJ_(ABD),OT J_(ABD):>CSPOT
in ACB avem [OT] linie mijlocie, de unde CS = 20T;

in ADOM = OT = 29-OM _ X*%:cszx—‘@
DM 6 3

. Trei patrate sunt inscrise intr-un triunghi dreptunghic ca in figura de mai jos.Aflati lungimea
laturii patratului din mijloc stiind ca lungimea laturii patratului mic este 1 cm iar lungimea laturii
patratului mare este 4 cm.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:
Alegem un sistem de axe ca in figura de mai jos. Trebuie ca punctele A, B, C sa fie coliniare.
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AvemAe G, = f(X) =mx+1;

BeG, >m+1l=a; y
_~C(1+a4)
CeG, =ml+a)+1=4.
Obtinem m=1,a = 2. Deci, lungimea laturei patratului din mijloc “E‘;l
este 2 cm. 2
“1A(0,1)
0(0,0) .

= Clasa a IX-a

. 3 o A
L:713, Fie A=+/n++/6n-9 —E. Si se determine numerele naturale n astfel incat \/6 AcN.

Adrian Stan, Buziu
Rezolvare:

V6-A=6-Jn+6n—9 ~3=6n—9+6V6n—9+9-3=,[(V6n—9+3) ~3=
=6n-9+3-3=6n-9 N «>6n-9=Kk".

6n=k*+9= ne{3;15;39;75,.....} se obtine pentru k=3 si k =3p, p—prim, p)3.

a*+6a’+1 b*+6b°+1 c*+6c%+1 o1
4b(b?+1) ' 4c(c®+1) ' da(a’+1) |
Tatiana Cristea, Dorina Goiceanu, Craiova

L:714| Fie a,b,c)0. Aritati ca max{

Rezolvare:
Presupunem prin reducere la absurd cd maximul cerut este mai mic decat 1. Atunci, fiecare termen este

a*+6a’+1 b*+6b*>+1 c*+6¢c*+1

> . > . > (1 ceea ce este fals deoarece
4b(b“+1) 4c(c”+1) 4da(a+1)

mai mic decat 1 si

a*+6a’+1 N
da(@’+1)

’ 3 3
. Daca 0<a<1, atunci jl_—_aa:i: j_:_>\/1+ a+a’. Petre Riu, Galati
J1-a°

Rezolvare: Membrul drept al inegalitatii poate fi inlocuit cun/1+a+a? = \/1_ .
—a

Cum toate numerele implicate in cele doua fractii sunt pozitive, elimindnd numitorii, ne rimane de demonstrat

ca+l-a -(1—a\/5) y J1-a° '(1—\/5), care este echivalentd cu

%.M(l+\/a+a) ) %.(\/1+a+a2).£1/—</§j:(l+\/5+a)> Vli+a+a®. (A)
Altfel. Inegalitatea datd se mai poate scrie Y1—a® +1—\/a_3 ) \/(1—a)(1+ a+a’+ (1—\/5)\/1+ a+a’
—l1-aa) (1—\/5)\/1+a+a2‘()2:> a’-a’Ja+a—+a (0= a’(l-Ja)-Va@-+a) ( 0
(L-va)-a-(ava-1) ( 0.

1< (a—1)* >1 sila fel pentru celelalte rapoarte.
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L:716]. Sa se arate cd dacd a,(a,(a(.....{a,, ,(a,,,, pentru n>1, atunci
(a,+a,+a,+..... +a2n)2 ) 4n(@a,a,, +a,8,, ; + 858, , T+ a,3,, ).

n-n+l
lonel Tudor , Calugareni ,Giurgiu
Rezolvare: Se considera functia f :R —> R,

f(X)=(x-a)-(x=a,,) +(X=8,)- (X—8,, ;) +.....+ (x—a&,) - (X—2&,,,) . Avem
f(a)= Zn:(ai —a,)(a — 2, 4.,) . Deoarece a,(a(a,, 1, VK = 2,n atunci a,—8,(0si a—a,,(0de

k=2
n-1
unde (&, —a,)(&, —a,, ., ))0= f(a))0. Avemsi f(a)=> (a,—a,)(a, —a,_.,) ( O deoarece din
k=1

ipoteza, @, —a,)0 si &, —a,, ., ( 0, Vk=1,n-1.

Rezulta si  f(a,,) :Zn:(azn -a,)(@,,—a,, ,,) » 0. Am gasit f(a,) ( 0(f(q) si f(a,) ( 0(f(a,,),
k=2 >"O \

’0

deci ecuatia de gradul al doilea f(x)=0 are radacinile reale distincte X, €(a,,a,), X, €(a,,8,,). Atunci
discriminantul A al ecuatiei este strict pozitiv.

n n
Cum f(x)= Z (X=a ) (X =8y, .1) = Z[XZ — (@ + 8z )X+ akaZn—k+1]

k=1 k=1
=nx*—(a +a, +..+a,, )X+ (aa,, +a,a, , +...+a,a, ) avem

2

A0 (8, +8, + 83+t 8y, ) ) 4N(B18, 88, +8y8yy, F oot BB, ) -
L:717. Determinati functia f : R — R, care verifica relatia
f(x-y)+ f(2x-y)+ f(2y—x)=2(x-3y+3). Livia Stan, Buzau
Rezolvare:

Pentru x=y=0 rezultd 3f(0)=6= f(0)=2 . Pentrux=y = f(0)+ f (X)+ f (X) =2(-2x+3) =
2f(X)=—4x+4= f(X)=—2x+2.

3
IL:718] Determinati valoarea maximi a expresiei E (a,b,c)= (4a3 +l()?:bb3 i;)) (403 +1) , canda,b,c
parcurg(0,0). Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Cu inegalitatea lui Holder avem:
(8a°+2)(8b°+2)(8¢* +2) =(8a® +1+1)(1+8b° +1)(1+1+8¢°) > (2a+2b+2c)’,

de unde (4a° +1)(4b° +1)(4c® +1) >(a+b+c)’, (1).

(a+b+c) <(a+b+c)3

(4a3 +1)(4b3 +1)(4C3 +1) (a+b+c)3 =1.

Din (1) obtinem E (a,b, C) =

Deducem ca valoarea maxima a expresiei E (a, b, C) este 1 care este atinsd pentrua=b=Cc= E .

L:719. Aratati cad numérul 22" are cel putin 149 cifre .
Constantin Nicolau , prof. , Curtea de Arges
Rezolvare: Vom utiliza inegalitatea lui Bernoulli .
648 T
>

vem =22""" = = = + = +—
A 2211 = 22397 — (22%)% =10648" = (10000 +648)* =|10000(1 10000)
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>10" - (1+ 37 648) =10"*-1,2516 ) 10",
10000
L:720. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Li} = 1—[], unde [X] este partea intreagi a
—X —1X
lui x. Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:
Notdm n = L :L, neZ=n(l-[x])=1= [x]:1—£:> ne{-11}.
1-x] 1-[x] n

Daca n:1:>[X]:O:>Xe[O;l)§i [%}:1:13%(2:)(6[0;%)

Dacd N=-1=[x]=2=xe[2;3)si {ﬁ}z—l:—lsﬁwz xe[2;3).

Asadar, X € {0;%} U [2;3).

L:721|. Fie a,b,c >0 astfel incatabc =a-+b+c+2. Aritati ca (2a+1)2 +(2b +1)2 +(2C+1)2 >75.
Marin Chirciu, Pitesti

1 1 1
+ + =1.
1+a 1+b 1+c
Cu inegalitatea mediilor AM-HM obtinem:

- 1 1 1 > 9 ,deundelzL®a+b+cz6,(l).
l+a 1+b 1+c 3+a+b+c 3+a+b+c

Egalitatea are loc daca si numai daca si numai dacd a=b=c=2.
b C
+ + =
1+a 1+b 1+c
2 2
a a a+b+c) ® 36
2= z :Z > ( )

a+a’ Y a+ya’ ZZa+2a2 '

o Ya+)ya’218< > (2a+1) 275,

Rezolvare: Avemabc=a+b+Cc+2 &

Avem abc=a+b+c+2 & 2.  Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

de unde

9> 36
Ya+ya

Egalitatea are loc daca si numai daca si numai dacd a=b=c=2.

f(x+y)+29(2x—12)=XT+1

L:722,. Sa se determine functiile f,g:R — R stiind ci 13
X+

2

f( )+g(x=7)=x+3

lonel Morozenco, Tulcea
f(x+Yy)+29(2x—12) :XTH

Rezolvare: Se inlocuieste x cu 2x-5 in relatia a doua rezultand in final . De

f(x+4)+g(2x-12) =2x-2

XD pai departe, se afld f(x+4)= %=

9 . A , ,
aici, se afla g(2x—12) = iar de aici prin Tnlocuirea lui x

7x—-37

cu x-4 rezultd f(X) = 2

—(3t +26)

3
X)=—-—x-13.
5 = g(x) 5

Notand pe 2x-12 cu t rezultd g(t) =
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L:723. Daca (bn )nzlun sir de numere reale in progresie geometrica , cu g # {—1;0;1} ;b e R", atunci

demonstrati :

4 8 i+4 g+t =1
- qn +— qn +ot— g - :q(cl N ),VneN*;i:4p,peN
b4k+1 : b4k+5 b4k+5 ’ b4k+9 Z b4k+i+l z b4k+i+5 f
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Ciobica Constantin; Ciobica Elena, Falticeni

Rezolvare:

. o _N 4k+4 4k _ 8 4 4n+a 4n)_ 4( 4n 1)

> baes = Dbyes = Db, (@% —q%)=b,(a° ~q* +..+ 9 —q*)=b,q*(q*" -

k=1 k=1 k=1

q4 B 1 N 1 3 1 )

n n - 4n _1 n n

Z b4k+1 ’ b4|<+5 bl (q ) Z b4k+1 Z b4k+5

k=1 k=1 k=1 k=1

b4k+9 _ b4k+5 _ bl(q4k+8 . q4k+4): bl(qlz _qs I q4n+8 q4n+4) blq (q 1)
q° 1

1
n n n ( n
Z Byys - b4k+9 b (q4 _1) Z;‘ Byiess
b4k+|+5 Zb4k+|+1 Zbl ( 4k+i+d 4k+i ) — b1 (qi+8 _ qi-¢—4 + o+ q4n+i+4 an+i ) b1q|+4 ( )

)

1
zb4k+9

k=1

H

ql+4 1 . 1 ~ 1

= ( ).
n n an n n

z b4k+i+1 ' b4k+i+5 bl (q 1) b4k+i+1 z b4k+i+5
k=1 k=1 k=1 k=1

1 1 1
S = - )

4n _ n n

bl <q 1) b4k+l b4k+|+5
k=1 =1

4n
b4k+|+5 Zb4k+1 Zb q4k+l+4 ): bl(qi+4 _1}14 ) (;4 __]:_I-
S _ l ( i+4 ):] ( ) B ( i+4 1) |

bl(q4n —1) -1 q* -

L:724. Daca a,b,c sunt laturile unui triungh cu semiperimetrul p, atunci
(2a-p)(2b—p)(2c—p)<(p-a)(p-b)(p—C).

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:  Relatia data este echivalenta cu
(Ba—b-c)(Bb—-a-c)(3c—a—-b)<(a+b-c)(b+c—a)(c+a—b), (2).

Suma numerelor 3a—b—c,3b—a—c,3c—a—b este pozitiva, la fel suma oricaror doud dintre ele. Daca
unul din numerele 3a—b—-c,3b—a—c,3c—a—b este negativ, atunci (1) este adeviratd. Daca toate
numerele 3a—b—c,3b—a—c,3c —a—Db sunt pozitive, atunci din inegalitatea mediilor, obtinem
3a-b-c+3b-a-c

J(Ba-b-c)(3b-a-c) < ; —a+b-c.

Scriind alte doua inegalitati similare, prin inmultire rezulta (1).
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. intr-un triunghi arbitrar de laturi a, b, ¢, notim cu W,,h, lungimile bisectoarei interioare ,

< " . W, W, W,
respectiv iniltimii corespunzitoare laturii a , etc , si cu {U,v,w} ={—,—,—=} . Demonstrati ci are
h, h R
u vw _ wu
loc identitatea : — +—+—=UwW+2. Vasile Jiglau, Arad
w u Vv

Rezolvare:  Identitatea din enunt este echivalentd cu Z UV’ = UV'W + 2uww

2,/bcp(p-a) 2S

b—’ha =
+C

Ay = doep(p—a) 4acp(p—b) a’b® _ a’b’c’p’(p-a)(p-b)

Cu formulele w, = rezulta imediat ca

(b+c)’ (a+c)? 16S - S'(a+c)’(b+c)’ 3t de aict

> uv = il > ab(a+by(p-a)(p-b) (1)

S*'(a+c)’(b+c)*(a+b)’

2 2 44 4 2

U2 2W2_4bcp(p a) 4acp(p—b) 4abp(p-c) a’b’c 6 : a'b’c’p ) deunde

(b+c)’ (a+c)’ (a+b)> 64S S (a+b)*(a+c)’(b+c)’

a’b’c’p

uvw = 3)

S*(a+b)(a+c)(b+c)
Din (1), (2) si (3) , dupa efectuarea simplificarilor , identitatea din enunt devine echivalenta cu :

p>_ab(a+h)’(p-a) p-b)=a’b’c’p+2S’(a+b)a+c)b+c) 4)

Conform formulei lui Heron avem 16S* =2p(a+b+c)a—b+c)@a+b—-c) astfel ci dupa
simplificare cu p, (4) devine echivalenta cu :

> ab(a+b)’(-a+b+c)a-b+c)=4a’w’c’ +] [(a+b)[ [(-a+b+c)=0

identitate care se verifica imediat prin calcul direct .

(1, 1 1 '
. Sa se calculeze: —+ +..+ —2¢X+n-1||, unde x>1,neN (unde [x]
\/;L\/; v X+1 v X+n-1 H
reprezinta partea intreaga a lui x).
Gheorghe Ghita, Buzau

1 .
Rezolvare:  Prin insumarea inegalitatilor ————>2(v/x+k —/x+k—1), pentru k=1,n, avem:
VXx+k-1 \/
n n
1
52 (xrk—yxrk=1)=2(/x+n=/x)>2(/x+n-1-/x)=
;«/ x+k-1 ;
n
—2/x+n-1>-2x>— Z 2«/x+n—1 >-2.
Z\/x+k— [ o X+ K~
Cu notatia
n
1 1
X, =) ————=-24/X+Nn-1,n21, avem: X, , —X = —2\/X+n+2\/x+n—1<0(usor de verificat),
" Z x+k-1 T Ix+n
. . . . . 1
si deci (x,) este un sir descrescator, si atunci X, <X, :7—2\/} <—/x.
X
(-
Din ultima inegalitate, rezulta ca: Z 24 x+k-1 |<-1.
&L emd | X+K~1

Obtinem ca partea intreaga este egala cu -2.
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= Clasa a X-a

L:727 Si se calculeze, firi ajutorul tabelelor, expresia E =1g°2+1g95-19° 2+ 21g5-1g2+1g°5
Petre Rau, Galati

Rezolvare: E =1g2(lg’ 2+1g5-1g2+21g5)+1g” 5= g 2(Ig 2+ 19 25)+ Ig’ 5= Ig 21g50 +Ig* 5 =
=(1-1g5)(1+1g5)+1g°5=1-1g*5+1g°5=1.

. 2 . . 2019
m Aritati ci Re1+ 2019 _m 2019+|. si 1+n 1+n! N n+|. i — iVneN
1-2019i 1+2019 4n \1-ni 1+ni

Ciobica Constantin, Falticeni

Rezolvare:

, _1+r2010i _(1+ 2019i)" 1-2019? 4038
' 1-2019i 1+2019° 1+2019%° 1+2019°
2019+i  (2019+i)(1-2019i) 4038 +1—20192 .

Z,= - = > = > 5| Rezultd Rez, =Imz,.
1+ 2019i 1+ 2019 1+2019° 1+2019
1+ni 1-n? 2n . . n+i 2n  1-n?. ~1+ni n+i. 4ni
— = >+ Sl s - = >+ -1 atunci __+ i = 5
1-ni 1+n° 1+n 1+nt 1+n° 1+n 1-ni 1+ni 1+n
1 2 1 . . 2019 1 2 ani 2019
+n ( +n|+n+| .|j _ +n . nl —iZOlg—i2016.i3—1.(_i)—_i
_ - - - 2 - - - - "
4n \1-ni 1+ni 4n  1+n
1 1

Vab < 5.0 4+b-gb

Florica Anastase, Lehliu Gara

L:729. Dacia a,be (0;1) cu a®+b® =1 atunci si se arate ci (a+b)-e

Rezolvare: Consideram functia f :(0;00) — (0;00), f(X)= e¥ convexa pe (0;1), atunci

3 3
f(Lj:f[a +b]:f( PO -szs 8 f@)+—2 f )
a+b

a+b a+b a+b a+b a+b

1 1 1 1

a - b =
e < % eai ~ b (ath)-e™P <a-e+b-ed.
a+b a+b

L:730. Rezolvati ecuatia 107 -X"* +1g® x = x+Igx+2 In R*. Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare: Cum X% =X si X'9* =10'"%, ecuatia data devine: 10210 * +1g% x =10* + Ig X + 2 <
107 ~10% +1g° x—Igx -2 =0[:10%" = 10772 +1(Ig2 x—lgx—2)=1.

X
Se va studia semnul functiei f(X)=Ig®x—Igx—2=(Igx—2)(Igx+1), f:(0;00) > R.
Daca —KIgx(2 = f (x){0; Daci lgx e (—o0;—1)(2;00)= f(x))0. Daca lgxe{-1;2} = f(x)=0.

f(x
Ecuatia datd este 10700 4 227 ( ) =1.

Se observa ca doar pentru f(x)=0 se obtin solutii ale ecuatiei.

10f(x) f(X) =10° = 1:>|gx=—1:>x1=io,§i |gX:2:>X2=100.

L:731. Determinati X,y € R’ stiind ci X + > 2,3y —y-— Livia Stan, Buzau



- PROBLEME REZOLVATE - = - . ~
m Schplrea Mintii 25

1 :
Rezolvare: Se foloseste inegalitatea mediilor X +—= =3-1=3 cu egalitate pentru
X

+ ! >3- 3 11

e——— . 3 . — ——

3/X2 §/; 3/X2
2

x=1,iar 2,3y -y<3& (ﬁ—ﬁ) >0, adevarat, cu egalitate pentru \/V =3=> y=3.

L:732. Sa& se demonstreze cd orice triunghi de arie egali cu S, unde S verifici ecuatia

2
4108

Emil C.Popa, Radu Diaconu, Sibiu

Y3—X +X—1=2are raza cercului inscris in triunghi mai mici sau egali cu

Rezolvare:
Conditiile de existenta ale radicalilor ne dau X € [1; 3] iar cu notatiile U=</3—X si V=<X—1 obtinem

u+v=2
sistemul { . care se rezolva ridicand la puterea a patra prima ecuatie:

ut+v*=2
Se obtine: u® +v* +4uPV? + 4u’v +4uv® + 2u®v® =16 care este echivalenti cu
2+4uv(4—2uv) +6u”v’ =16. Notaim cu z=uv=>2z"-167+14=0<2>-82+7=0cu solutiile
u+v=2 u+v=2
ze{1;7}. Asadar, {uv_ Su=v=1=x=25si {uv:7 =u=vgR. Seobtineci S=2.

Se foloseste inegalitatea lui Euler si inegalitatea mediilor:

(a+b+cj3
3

rSEzabczabcS 3 _ 8p _ 83:>r< 2 .
2 85 16 16 27-16 54r {108

IL:733. Fie B=111-211.311 .....194411 .1945!!. Ariitati c¢i B nu este pitrat perfect. Poate fi scos un
numar k!! din B astfel incit numéarul ramas sa fie patrat perfect ?
Lucian Tutescu, Cristina Ene, Craiova

Rezolvare:

Se observa ca 1933 este cel mai mare numar prim care este mai mic sau egal cu 1945. Numarul 1933 va
trebui sa apara in B la o putere para.

Numerele unde apare 1933 sunt: 1933!!, 193511, 193711 193911 194111, 1943!1, 1945!1. Si atunci in
factorizarea lui B numarul 1933 apare de sapte ori adica B nu este patrat perfect.
Deoarece 1931 este numar prim iar 1933 , prim, apare in descompunerea lui B la puterea a saptea. Va trebui
scos unul dintre numerele 1933!!, ....... , 194511, Atunci 1931 va apdrea tot la puterea a saptea In numarul
ramas, adicd nu se poate sa scoatem un k!! ca numarul ramas sa fie patrat perfect.

L:734|. Sa se arate ca S = \/Cgozo Cooo +\/C;020 C2 +...+«/C22821§ {C2 (270 1.

Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Se aplica inegalitatea mediilor si formulele de la combinari.

CO +Cl Cl 'C2 C2019 'CZOZO

S < 2020 2 2020 + 20202 2020 4.+ 2020 2 2020
S 22020 1d CO _CZOZO . d o . d N 1 d . CO _1
f— < - eoarece 2020 — 2020 $1 8€ aduna §1 S€ scade€ 1n iega 1tatea de mal sus 2020 — +-

1 2 2019 2020 #2020
- Czozo + Czozo to + Czozo + C2020 =2 -1,

1-x
L:735| Rezolvati ecuatia: arctg 1— =44° . lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
+ X

Rezolvare: Evident 1+ x # 0, deci xe R — {—1} .
1-tg1°
1+tg?°

1-tg1°
1+tg1®’

tg44° =tg(45° -1°) = si cum functiile tangenta si

=3 (arctg 1_—Xj =tg44° =
1+x



- PROBLEME REZOLVATE - @

Sclipirea Mintii 25

1-x 1-tg?l°
arctangenta sunt inverse uneia alteia, rezulta . 5= 2X= 2tg1° = x=tgl° = 1.
1+x 1+tgl
L:736] Fiea>0.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
33x? —3x+1+434x° —3x* =ax® +(1-5a)x+4a+6. Marin Chirciu, Pitesti

4 . . ..
Rezolvare:  Domeniul de definitie este D = [O, 5} . Cu inegalitatea mediilor avem:

2
Y3x? —3x+1 :g/(sx2 ~3x+1)11< (3" —3x+1) +1+1 ey

3
cu egalitate pentru3x? —3x+1=1.

fax -3 = g4 -3x*) 111 < (4 -3¢ )+1+141 45 —3x* +3
§ < ; 2]

cu egalitate pentru4x® —3x* =1.

3 a4
Obtinem ax*"+(1—5a)x+4a+6:€‘/3x2—3x+1+4<‘/4x3—3x4 SXZ—X+1+4-w=

=6—X+ Xx?+4x>—3x*, de unde rezulta ca:
ax5+(1—5a)x+4a+6£6—x+x2+4x3—3x4 = ax5+3x4—4x3—x2+(2a—5)x+4a£0 =

& (x-1)°(ax*+(2a+3)x" +(3a+2)x+4a)<0.
Cuma=>0 §iXE[0,%} avem(ax3+(2a+3)x2 +(3a+2)x+4a)20.

Deducem din cele de mai sus ca X =1 este solutia unica a ecuatiei date.

L:737|. Si se rezolve in Z ecuatia: (2n+3)3" =2°"2 —1. Gheorghe Ghita, Buziu
Rezolvare:  Prin calcul deducem ca 0, 1 si 2 sunt solutii ale ecuatiei.
Pentru n > 3 ,dezvoltand dupa binomul lui Newton, avem:

27" =4(3+1)" =4(3" +C!3" +C23"* +..+CM'3+1) > 4-3"+4n-3"" +2n(n-1)- 3",
In acest caz ecuatia nu are solutii, deoarece:
4.3"+4n-3"' +2n(n-1)-3"*>(2n+3)-3"+1<=3"-2n-3"" +2n(n-1)-3"?* -1>0 <=
3"? -(2n2 —8n +9) ) 1 deoarece pentru n>3avem ci 3" *)1si 2n° —8n+9 ) 1.
Pentru n < 0 Tnlocuim n cu — n si ecuatia devine:
(3-2n)-3"=2""?_1<(3-2n)-4"=4-3"-12" =3.4"-2n-4"=4.3" 12" &
3-4" +12" =4-3" +2n-4". Observam ci pentru N >lavem inegalitatile: 3-4" >4-3" si
12"Y2n-4" < 3")2n, inegalitati care se demonstreaza usor prin inductie matematica.
Tn concluzie, multimea solutiilor S = {0,1,2}.

- COSX .
L:738. Demonstrati inegalitatea \1+4™"* > > +sinx, VxeRR.
Constantin Nicolau, Curtea de Arges

CosX . . . . . A A i
Rezolvare: Pentru - +sinx (0 inegalitatea este evidentd , intrucat y1+4™"* >0 .

Deoarece sinx>—1, Vx e R, iar functia exponentiald f :R — R, f(X)=4" este strict crescatoare,

rezultd ca 1+ 4™ >1+47" :%, vxeR. (1).
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Din inegalitatea Cauchy — Buniakovski-Schwarz obtinem

2
(COZS X +sin xj < (%+1).(Sin2 X + C0s? x) = % . (2). Din (1) si (2) rezultd concluzia.

L:739. Sa se arate ca Tintr-un triunghi ABC 1in care p = 2R, are loc inegalitatea:
Jab ++/bc ++/ca)9-32 - r, notatiile fiind cele obisnuite intr-un triunghi.
Alin Pop, Radu Diaconu, Sibiu

33

Folosind inegalitatea mediilor, inegalitatea lui Mitrinovic p > 3r\/§ echivalenticu R > T -r,

Rezolvare :

ipoteza si relatiile abc =4RS, S = pr avem:

Jab ++/bc ++/ca ) 3¥/abc = 33/4RS =33/4Rpr =3Y8R?-r >93/2.r.

L:739 | Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi cu aria S, atunci si se demonstreze ca

3 3

a a — . . .

E E > 6S°. D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
a+b a+3b

Rezolvare: Folosim inegalitatea Zaz > Zab , si inegalitatea lui Bergstrém si obtinem

Za_s_ a’ S (Zaz) >Za2

a+b “~aZ+ab Yat+yab 2

, (D).

2 < a Za?f _Xa
Za+3b_Z = = @

a’+3ab > a’+3>ab 4

Riméane si mai aratim ci >652 < Zaz > 4S+/3 , care este tocmai inegalitatea

lonescu-Weitzenbock.

= Clasa a XI-a

e™ Inx
1 |, xeR_ *.

L:740. Se consideria matricea A(X) = Jx
X i

X
a) S se calculeze suma A(l) + A(2)+ A(2Y) +....+ A(2°) ;
b) Si se calculeze det[A(l)2020 : A(2)2020] : Livia Stan, Buzau
24 -1
Rezolvare: a) ™ =x= 1+2+2°+...+2°="—=2"_1=2047;

IN1+IN2+IN2°+IN2° +...+In2° =0+In2+2In2+3In2+....+10In 2 = (1+ 2+ 3+...4+10)- In2=55-In 2.

1424427 4 4320 =142+ 2+ 242+ 22 + 42+ 22 +8 2+ 2* +16(2 + 2° =
312+ (1+2+22+2° +2* +2°) =312 +63.
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. 2047  55In2
1 1 1 1 2%

1+ —+—=+—=+.....+ — =———_ Asadar suma este 1_11.
20 20 312463 22

2020

b) det| AL)*™- A(2)** | =det A1) - det A(2)2°2° (det AQL))™ - (det(A(2))™ si mai departe

In2
10
A(l)z[l 1j:>det(A(1)) 1, A(2) = 1 = det(A(2)) =1-+2-In2.
1+nx «
m 1]. Se considera matricea M X o 1enx j unde xeR,neN .

a. Aritati cii det(M,,(0))=1.

b. Demonstratici M (x)-M, (y)=M, (x+y) unde x,yeR;neN".
c

d

)+ (0)+ -+ M2019 (O)
S(x)=M,, (x),unde xeR;n,meN".

. Determinati matricea M, (0

. Demonstrati ca Mn( )

10
e. Demonstrati ci M,(0)-M,(0)-...-M,,,,(0)=1,, unde 1, =(0 J.

f. Aritatici M (x)+M, (~x)=2M,(0), unde xeR,neN".
g. Determinati numirul real pozitiv X pentru care are loc egalitatea:
M, (\/; ) M, (\/ X+ 2)= M, (2), vneN’. Ciobica Constantin;Ciobica Elena, Falticeni

Rezolvare:

10
a) My (O) = [O 1) = det( 2019( =detl, =1

6 Mn(x).Mn(y):(unx j (1+ny ny J:[1+n(x+y) n(x+y) j=Mn(X+y)-

—nx 1-nx)\ -ny 1-ny —n(x+y) 1-n(x+y)

ZilgM ©0)=1,+1,+..+1,=2019 L 2019 0
) MO Lt et 0 2019)°

de 2019 ori

" Mn(X)'Mm(X)=(1+nX ) (1+mx N mx) (1+(n+m)x (n+m)x ]: M. (%)

—nx 1l-nx mx —(n+m)x 1-(n+m)x
2019
e) M;(0)=1 :>]_[|v| 1, =1,.
de 2019 ori

1+nx nx 1-nx -—nx 2 0 .
f) M, (x)+ M, (x)= ( )+( ]=( )ZZ'Mn(O);VXER;nEN

—nx 1l-nx nx 1l+nx 0 2
Q)Mn(\/;)'l\/ln(\/ ) (\/_+\/X+ ) M, (2) = x+/x+2 2:>x_£11 [0;0).

272 1

m Si se rezolve in N *, ecuatia: (n+1)cos™ H +(n+1)cos™ =

lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare: Singura solutie care verifica ecuatia este n=3.
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4.cos® + 4cos® =— s i6 + iﬁ = is . Celelalte nu verifica.
3 22 2 2
8
Daca n=4 rezulta 5cos® z +5cos? z_ 5. £ = % i4 .
4 2 2 2" 2

T T . . < n A < T T
Daca n)4, avem —(— si cum functia c0S X este strict descrescatoare in cadranul intéi , rezulta COS —) COSZ
n n

si (n+1)cos?™ =+ (n+1)cos? 2—”) cos”" >cos .
n n 4 T

1+sinx+sin’ x)* —1
IL:743, Si se calculeze limita IIm( — _ )
x>0 sIn® X+4sIn X

Rezolvare: Notam sinx=t. Rezulta:
(1+t+t )? -1_ (l+t+t2 —1)-@Q+t+t2+1) Iimt(t+1)-(t+t2+2) B
HO t* + 4t HO t(t+4) 0 t(t+4)

Adrian Stan, Buzau

2 1
4 2
IL:744. Fie ABe M, (R) astfel incat det[(l,—B)-A+(A-1,)-B]=det(A—B). Si se arate ci
(A-B)"=0,, neN*. Florica Anastase, Lehliu Gard
Rezolvare: (I,—B)-A+(A-1,)-B=A-B

tr[(A—B)(AB—BA)] =tr(A—B)-tr(AB—BA) deoarece tr(AB—BA)=0.
Atunci, det(A—B+ AB—BA) =det(A—B) +det(AB — BA) = det(AB —BA) =0.
Din ecuatia Hamilton-Cayley se obtine:

(AB—BA)? —tr()AB — BA)(AB — BA) + det(AB—BA) -1, =0, = (AB—BA)> =0,,ne N* .

L:745. Fie a,,a,,...,a, >0 astfel incat aa,..a, =1 si /12% . Aritati ca

1 1 1 +a,+..+ . ..
+ ..t <&*3 & Marin Chirciu, Pitesti
A+a, A+a, A+a, A+1
Rezolvare: Inegalitatea se mai scrie 4 >
: Z A+1 Zﬂb+a1
Se va utiliza urmatoarea lema:
Lema.
1 . . X 1 A+2
Daca x>0 siA>—, are loc inegalitatea > + =Inx. (%)
2 A+l X+ A4 (,1 +1)

Demonstrarea presupunene studiul monotoniei functiei f Z(0,00) >R,

X 1 A+2

f(x)= - - ~Inx, care are in 1 un minim egal cu f(1)=0. Rezultd ca f (x)>0,
A+l X+ A4 (,1+1)

VX e (0, oo) , de unde rezulta inegalitatea (*).

Folosim Lema pentru X € {a1 Ay, an} sumam si tinem seama de conditia din ipoteza a,a,...a, =1.

Loa L1 i+2 > a L1 A+2
Obtinem: > Ina > I
e =1+1 3 ai+l Zn Z:‘1+/1 ,Zl“a1+ﬂ+(g+1)2 n(a1a2 a”)®
L8, 51 A+2 g
— > In1 >
;uz ;ai+/1+(/1+1)2n .lel+i Z1+za

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai daca & =a, =...=a, =1.
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_ctg®x—2ctgx+n-1 X€|:£ 3_71
ctg’ x+2ctgx+n+1" 4" 4 |
Marin Chirciu, Pitesti

L:746| Fie n>2. Determinati imaginea functiei f(x)

2
Rezolvare: Notandl+ctgx=t avem0<t<2si f(t) :W.
+
4(t* —t—n _
Calculim f’(t)=(—2)§0pentru03t§2, jar f(0)= n+2 si f(2):n—2.
(t2 +n) n n+4
Rezultd cid functia f este strict descrescatoare pe[O,Z] ,deci Imf = [f (2), f (O)] = I:n;Z’nLZ} )
| n+4 n

L:747|. Aritati ca daca M € M, (C) astfel incét ecuatia det(M — Al,) =0 are in multimea numerelor
complexe C douid solutii distincte, si X. sunt solutiile ecuatiei X?=M atunci

Z X'=0,,V n=impar. Gabriel Tica, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau
i

Rezolvare: Voma arata ca daca M € M, (C) are doud valori proprii distincte atunci ecuatia X =M are

exact patru solutii X;, i = 1,4.

A
Lema. Daci M = ( j ,unde A # u# 0, atunci orice solutie a ecuatiei X 2 = M este 0 matrice

Y7,
diagonala.

A0 b)* (a?

Demonstratie. = a - @ +hbe (a2+ d)b Rezultda a? = d?, deci a+d = 0.Atunci
0 u c d (a+d)c d°+bc

b=c=0.00

, A 0
Apoi daca =
0 u 0 d

_ ) , (4 0 - a 0)(—-a 0)(a O0)(-a O
Deci, ecuatia X ° = are solutiile: ; ; ; .
0 u 0o d/lo dflo —d/l o -b

Acum se stie cd daca M este 0 matrice cu doud valori proprii distincte 4 si x existd o matrice inversabila

2
J rezultici @’ =1 si d® = .

A
V astfel incat V *MV = (O

. Se mai observid ca X este solutia ecuatiei X > = M daci si numai daca
7,

_\/1 . .. 2 1 - ﬂ/ O
Y =V XV este solutia ecuatiei Y =V "MV = 0 .
7

+ta O .
Asadar, X? =M are exact urmitoarele patru solutii V( 0 )Vl. Prin urmare avem ca 1 =1,4 si

+d
i 2a" —2a" 0
pentru n =imparrezultica » X =X+ X; + X +X] =V ) V*=0,.0
i 0 2d" —-2d
7(1-x)
L:748|. Rezolvatiin R ecuatia Xx-7 ¢ =1. Constantina Prunaru, Luiza Cremeneanu, Craiova
7(x-1)
7(x-1) 6

Rezolvare: Ecuatia data este echivalentd cu X=7 © adica =1.

X
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7(x-1)
S5 75 (Xn7-1)
Fie f:(0;0) >R, f(x)= cu f'(x)= 62 . Deoarece lim f (x) =00 si
X X—>00
Iirrg f (X) =00, ecuatia f(X) =1 are cel mult doua solutii: X, =1, X, =%.
x)0
, 2 n _ / 2 n
IL:749. si se calculeze L = lim (Tx+Nx +1) +n(7X X +1) , NeN,n>2.

X—00 X

Alina Tigae, lleana Duma, Craiova
Rezolvare:

x“(7+1\/x2+1)”+x”(7—1\/x2+1)n 7Y 7Y
L =lim X - X =lim (7+ /1+—2J {7— /1+—2j =8"+6"
X—»00 X X—>0 X X

2 n _ 2 n
Generalizare: lim X+ YX +D *‘n(ax VX' +1)

X—00 X

=(@a+)"+(@-1)", n=2,neN.

. Fie functia f : [a,b] —>R: continud, cu 0 < a < b si f(a) # f(b). Sa se arate ca pentru orice k, I, m,
k k
t@©)-f"@)_b""
tlo)-f'@ b"-a"
k k
F 00— (@ b™—x"
t')-f'@ b"-a"
m m m-1 m-2

m-1

Deoarece g(a)=-> —8 —-D A tut8 o,
b —-a b "+ab "+..+a

. f“O)-f'@ _ O+ f@f b +..+ ()
i 9(0) =— 7~ =3 2 E

flo)-f'@ o)+ f@fF*DO)+..+ ()

dce(a,b) astfel incat g(c) = 0, de unde rezulta relatia propusa.

neN, dce(a,b) astfel incat: Gheorghe Ghiti, Buzau

Rezolvare: Fie functia g : [a, b] >R, g(X)=

, care este o functie continua.

>0 sig continua rezulta ca

n
L:751, Fie (@), un sir monoton, astfel incaitVneN" a, >0. Notim S, = Zak pentru VneN".

n=1

k=1
Daca sirul (Sn )n>1 este convergent, demonstrati ca lim (an \/ﬁ ) =0. Luminita Petrisan, Buzau
2 n—o0
Rezolvare:
Daci notim lims =leR, rezultd ¢ lima,,, =lim(s,,;—s,)=1-1=0, deci a, —>0. Rezultd ca
n—oo n—o0o + nN—o0 + n
sirul (an )nzl nu poate fi crescator (ar avea toti termenii in [ai, oo) , cu a, >0, ceea ce contrazice a, —0 ).

Deci (an)nzl este descrescdtor, de unde rezultd cd @ >a,=>a,=>..>a,. Deci a >a,, a,=a,, ..,
a, > a,. Insumand cele n inegalitati obtinem s, > n-a, pentru VneN". Sirul (s, ), , fiind convergent, este

mirginit, deci existi M >0 astfel incdt VneN"s <M . Obtinem pentru YneN  0<n-3g <M

. . . . M . )
Impartind cu \/ﬁ >0 deducem inegalitatea O<a, \/ﬁ <——>0. Aplicand teorema ,clestelui” rezulta

n
an-\/ﬁ—>0.
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= Clasa a XII-a

1+v2-x  ~J2-X
-L:752. Se considerda multimea G =< M(X)= /IXxeR¢.
{ ) (—\/2~x 1—\/2~XJ }

a) S se arate cd mulfimea G este parte stabild in raport cu inmultirea matricelor din M, (R)
b) Si se demonstreze ci (G,)este grup abelian.
¢) Aritati ci functia f :R — G, f(x)= M (x) este morfism de grupuri ( de la grupul (R,+)Ia grupul
(G,-)) d) Aratati ca f (O) =1,,unde f este functia de la punctul c).
Ciobica Constantin; Ciobica Elena, Falticeni

1+42x  V2x ) [(1+42y 2y
—J/2x l—x/EXJ ( —~2y  1-+2y
b) Element neutru: M (e) =M (0)=1,; Element simetrizabil: M (x')=M (-x)eG.

o) f(x+y)=f(x) f(y)=Mx+y)=M(x)-M(yf vx,y €R

d) f(e,)=e, ; e =0 elementneutruin (R+). e, =M(0)=1, element neutruin (G,);
= f(0)=M(0)=1,

Rezolvare:

a)VM(x),M(y)eG:M(x)-M(y):[ ]:M(x+y)eG

T . .
L:753| Si se arate ci in orice triunghi ABC in care A, B, C e (O, E} are loc inegalitatea:

JcosA ++/cosB ++/cosC +¥ < Z[Jsing +\/sing + \/sin%} Vasile Mircea Popa, Sibiu

Rezolvare: Vom utiliza inegalitatea lui Popoviciu (a se vedea de exemplu: Mircea Becheanu, Bogdan
Enescu — Inegalitati elementare... si mai putin elementare, Editura Gil, Zalau, 2002, pag. 63-64).
Fie f : 1 — R o functie concavasi a, b, ¢ puncte din intervalul |. Atunci este adevarata inegalitatea

f(a)+f(b)+f(c)+3f[a+—g+cj < 2{1‘(&; b)”(b;cj”[c;aﬂ_

Demonstratia este datd in lucrarea amintita anterior, in cazul unei functii convexe (cand sensul inegalitatii este
invers fata de cel de mai sus).

Si consideram functia f: (0, g:l —->R, f(X) =+/COSX .

1 1+cos®x

4 cosx/cosx

T L . . .. .
concava pe intervalul (0, E} . Aplicand inegalitatea lui Popoviciu pentru functia f(x) =/COSX , rezulta

Obtinem: f"(x)= f"(x)< 0 pentru x e (0, ﬂ , deci functia f(x)=+/cosx este

inegalitatea propusa, valabila 1n orice triunghi ascutitunghic sau dreptunghic.
Avem egalitate in cazul triunghiului echilateral (si numai in acest caz).

x 0 . .
L:754] Fie numirul natural N> 2 si multimea G_ ={A=[O yj‘x, yeC A" = IZ}C M,(C)

Sa se arate ca (G, ,-) este grup comutativ. Aflati numéirul elementelor grupului G,,.
lonel Tudor , Calugireni , Giurgiu
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Rezolvare:

Sclpiee Miati 25

Evident operatia de iTnmultire a matricelor este lege de compozitie interna pe Gy, si este si asociativa.

10
Elementul neutru este 1, :[ Je G, deoarece 1," =1,
01

1
—_—]
. . _ X
Elementul inversabil este A™ =
0 =
y
Prin inductie se aratd ca

o y"

e G, deoarece (A’l)n :(A”)fl =(1,) " =1,.

.

0)=I2:>x =y'=1=

_ 2r . . 27w . . s
X, ye {1, &, 52,..., g" 1} unde & = COS— +1SIN— este radacina de ordin n a unitatii.

n n

Matricele A din G, se formeaza considerand pentru fiecare din cele n valori ale lui x cele n valori ale lui

Yy, prin urmare G, are n-n= n? elemente.

. . 5 .7
L:755. Sa se demonstreze egalitatea: 3\/23|n% +3\/25|n—n —3\/28In1—;c =

18

Rezolvare:

18

3/339-6.

Vasile Mircea Popa, Sibiu

. T . 57 ) V& . Im
Notam: =SIin—; =SIn—; =SIn| —— | = —-SIn—. Avand Tn vedere formula
oum: y, =sin " y, v, =sin - %) ——sin 7

sin3o = 3sina —4sin® o, deducem: 3y, —4y> :sin%:%,

50 1

3y, —4y; :SinEZE’

. 7 1
3y, -4yl = sm(— Fnj = > ceea ce inseamnd cd Y,, Y,, Y, sunt raddcinile (reale si distincte) ale

ecuatiei: 3y —4y°® = % care se poate scrie:  8y® —6y+1=0.

Considerdm ecuatia de gradul trei: X* —S,x*+S,x—S, =0
care:
Avem relatiile, care se pot verifica usor:

XP+x5+x5=S-3SS, +3S,
XIX3 +X5X3 +x3x2 =S5 -3S,S,S, + 357

3,3,3 _ 3
X X5X5 =S;.

Ecuatia care admite ca radacini cuburile radicinilor ecuatiei precedente (2) este:

y Sy’ +S,y-S,=0 (3
Vi =X;, Y, =X5, Ys = X3
Si=Y.+Y,+Y; 283_38182 +3S,

unde:

S, =YY, +Y,.Ys +YsYy =Sg -35,5,S; +3S§

S, =V.Y,Y; =S5.
3 1

Revenind la ecuatia (1), putem spune: S; =0, S), = T S;=—=.

8

Punem conditiile: S} —3S,S,+3S,=0; S5-3SS,S,+3S: = _% :

1)

(2) curadacinile X;, X,, X, siin

S =X +X, + X5, S, =X X, + XX XX, S5 =X X, X5,
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3_

Rezolvéand acest sistem se obtine S; = 5 apoi S, = si inlocuind obtinem

1

(25¢ -3 +5453(2S —3)+324S} =0. Notand S =t se obtine ecuatia 8t +72t2 +216t—27 =0 cu

3/g _ 3/g _
solutia unica tle(O, 1) sianume t, = 3\/52 2 adica S, = 3.

2

T . 57 i 33(3/5_2)
Asadar, Sl:x1+x2+x3:§/y_1+s/z+§/y_3=3S|nE+SsmE—3smE: EC

si egalitatea propusa in enuntul problemei este demonstrata.

m Sa se calculeze f e (

Rezolvare:

+Incos xjdx Xe (O 7[). Adrian Stan, Buzau
cos? X 2

J.ex(cosl de e*tgx — J.extgxdx f e*-Incosx dx=e*-Incosx — je (—tgx)dx . Rezulta ca integrala data
X

este | =e”-tgx+e*-Incosx+C.

2 In(x-1
L:757. Sa se calculeze J‘#dx . Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
> XT—2X+3
. . . t+1 -2 . o
Rezolvare: Folosind schimbarea de variabila x = 1 =dx= Wdt si atunci cand
— t_
X=2=1t=3,x=3=1t=2 obtinem
t+1
In(x-1) ;| -1 tIn2-In(t-1)
- j D gy | j—d t=n2. 4dt—l
X —2x+3 2(t+1 —ZE 3 (t 1 —-2t+3
t-1 t-1
1 In2 t ' In2 1
=1+l=In2: | —————dt= 1=— arctg — .
f(t -1y +(2) 2 J_ 9l T2k e
o1
L:758. Sa se calculeze I CzT_bldx, a,b,ceR,c>0. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
A +
Rezolvare:
t=a+b—-x=dx=-dt, b b 1
Notand x=a=1t=Dh, J.WdXObtlnem | = ICZX = J.C2a+2b pTa +1dt =
X= b:>t— a a
b ct-a- b b 1 b 2x-a-b b b—a
2.!" b 2,[ -!. Zt abdt:>|+|ZQWdX'F!WdX:!]dX:b_a:)I:T
te*(1+Inx—xInx) e
L:759. Calculati: I dx . Marin Chirciu, Pitesti
. e+ x%In*x

X

xlnx] _ (I+Inx)e*—xInx-e* e*(1+Inx—xInx)

Rezolvare: Avem
( e eZX e2x
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(xln xj
“(L+Inx—xIn x ¢
Obtinem j _[4dx arctg( Xj = arctge™*

e +x%In?x 1y, (xlnx

eX

1

n ( 1)(k ) (a+1)(k+n)—a
. a—+ +n)—a
. . (a+1l)n? *
L:760 Calculati r|1I_)I wll kE_l In( (a+Dn J ,unde aeN".

Gabriel Tica, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:

( ]_)(k ) (a+1)(k+n)-a

a+ +Nn)—a -
"mZ'” (@t —hmZ 1, @rDk-aj [y, @+hk-a)
n—>0 (@a+1n o =i (@+Dn (@a+1n
Observiam ca k_1< (a+Dk-a <E, k :]T

n (a+Dn n
Deci, Zn (1 %j In[l+%j este suma Riemann pentru f (x) = (L+ x) In(1+ x) pe
=l + +

intervalul [0,1] , cu partitia {0,

lim> 1 ( MJ - In[1+ M] :j(1+ X)In(L+ x)dx=2|n2—%.m

oo d=in (a+Dn (@+Dn

1 n-1
— } Deoarece f(X) este continua pe [0,1] urmeazi ca:
n n

z
4

L:761]. Sa se calculeze integralaj{G“ “.sinx+e*-sin (Z - XH -In(1+tgx)dx .
0

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:

Facand schimbarea de variabila ¢(X) = % —x=0'(X)=-1, ¢(0)= %, (o(%) =0 integrala datd devine

0 T
X - T X . T 7w
I:—.ﬂe -sm(z—xj+e4 -smx}-ln[lﬂg(z—x)}dx.Cum In[1+tg(z—x)}=
n
[ex-sin(z—x}rez_x-sin x}dx—l =1 _In2
4 2

T
inﬁnalseob‘gine|—\/_In2 Z |r122( —\/Ej
0

=
1+tgx

a

.
I=(n2)- ex-sin(%—xjdx+j e4 -sinxdx |-
0

O |y
O = |y

arcsin x—Inx
L:762. Se consideri functia f :(0;1) > R, f(X)=———F—.

X2

1 T
a) Determinati primitiva F a functiei f pentru care F(=)=2—-—

3
. Vs ¢ g In x . -
b) Aritati ¢ lim F(x)(4-". ¢) Calculati fx (100 +=—7)dx. Radu Diaconu, Sibiu
X
1

2
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Rezolvare:
a) F(x)= I de:—w—lnl+ iz—l+|n—x+l+C: F(E)=2—z si cum
X X X X X 2 3
F&y=2-Z . remuia F()=— 2SN gLy [1 g Inx 1 - In(-+445).
2 2 X X X X

. T T T N_a T
b) lim F(x)——E+1+In(8+4\/§)——E+In(e-(8+4\/§))<—5+In(e-e )=4 >

1
. . 1 1
¢) Integrala cerutd este | = _[ X-arcsin X dx si se calculeaza prin parti pe [E’u} E(u(l.

2

u 1

16 4 24 48

,\,\._n—.c

2
X arcsmxdx—Ilm[?ar03|nu—4£8+u\/1 u —%—Z 1-u? J§ arcsinu ﬁjzm.

ERATA
Tn revista nr. 24 la problema L701 apare o alta solutie care nu apartine problemei date, cea corecti fiind data
mai jos:

n
L. 701. Sa se arate ca are loc egalitatea: C1+1C2+1C3+ +1C”—1+§ Z+ +2 -1 neN
g n

2 3 2 3
Gheorghe Ghita, Buzau

n+l
k__ n+l ky_
Rezolvare . Fie S, ch Avem: S, -S, Zk k. zkc =_—Ci+ Z(Cnﬂ clH=
n+l
k
1 o 1 . o1 L NCy kzc 2™ 1
Cn+ C C _C — N+ - n+ n+. — = — .
n+1 M Z:k( * ) C"*l ch n+1 n+1+z:n+1 n+1 n+1
k+1_

k+1 '

Insumand dupi k, relatia: S, ,, —S, = obtinem:

n

k+1 k+1 k+1 k+1
Z(Sm =Sy )= 22 R Sni1 =Sy Zz 1<:>S“+1_1 sz 11 QS”“:anszrll'
k=1

k=0

Stiati ca ...?

..... Proprietatea lui Darboux cunoscuta in matematica si care se refera la proprietatea unei functii definita
pe un interval si care o datd cu valorile luate in doua puncte ale intervalului ia si toate valorile intermediare
cand argumentul functiei parcurge intervalul determinat de cele doua puncte a fost folositdi mult mai Tnainte
de catre Carl Gauss( in 1799) la demonstrarea teoremei fundamentale a algebrei si definitivata de catre
Bernhard Bolzano in 1850.

Proprietatea a ajuns sa-i poarte numele marelui matematician Gaston Darboux si ca urmare a faptului ca
acesta a avut mai multe contributii iTn domeniu precum si cé a aratat in 1875 ca exista functii care fara sa fie
continue au aceasta proprietate, posteritatea pastrand numele lui in detrimentul celorlalati.
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»A citi si a nu intelege este asemanitor
cu a vana si a nu prinde nimic”
Proverb italian

Probleme propuse
4. propuse

= Clasa a V-a

. Aratati cd numdrul 5" se scrie ca sumd de trei patrate perfecte nenule, oricare ar fi
numarul natural n.

Gobej Stefan, elev , Curtea de Arges
. Un dreptunghi are marimile lungimea L, 1afimea i. 1) Dacd marim L cu 1, apoi il micsoram
cu 1, cat va fi suma ariilor noilor figuri ? 2) Aceeasi intrebare, daca marirea (micsorarea) se face cu
n<L.

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

. Sa se determine numerele naturale prime a, b, ¢, d pentru care avem:
2a+5b+50c+250d = 2020 Mariana Mitea, Cugir, Alba

G:947. Aflati ultimele patru cifre ale numirului n=2-8%2—2.4%% 2%,
Adrian Gobej, Curtea de Arges

G:948. Determinati n e N care verifica ecuatia n" = 4294967296 .
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:949. Aflati numiarul abc pentru care a-(b_bb +13° +c +c)= 2019.  Nicolae Ivischescu, Canada

(5:950. Aratati ca existd o infinitate de patrate perfecte care se pot scrie ca suma de trei cuburi
perfecte si o infinitate de cuburi perfecte care se pot scrie ca suma de trei patrate perfecte.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu

= Clasa a VI-a

11 1 12 n

. Comparati numerele 2020n—[2+3+....+mj si 2020(7?'”+ﬁj cuneN.

lon Stinescu, Smeeni, Buzau

G:952. Sa se afle numarul n, stiind ca £+ 4 + 83 ot 3917 _505_n

1.4 4.7 710 ~ 61.64 16 2°

Tuliana Trasca, Olt
G:953 Se considerdi multimile A={x=2019n+n’[neN}si A={y=2019n"+n+1|neN}.
Calculati AnB. Adrian Gobej, Curtea de Arges

G:954. Aflati produsul ultimelor trei cifre ale numarului n=304961, unde
x1=1.2-3-.....-X, Xe N*. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
G:955. Sa se demonstreze ¢ numarul 2" nu se poate scrie ca suma de doud patrate perfecte, oricare

ar fi numarul natural par nenul n.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
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2020 _

G:956. Sa se arate ca numarul n=

este natural si sa se afle ultimele doua cifre ale sale.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:957|. Rezolvati ecuatia 1+l . 1+i . 1+L 1+; =2020.
’ ’ X x+1 X+2 x+2018

Nicolae Ivischescu, Canada
G:958. Fie AOB, BOC, ..., HOA opt unghiuri in jurul punctului O astfel incdt m(AOB) = x°,

m(BOC) =x°+6°, m(COD) =x°+2-6°, m(DOE) =x"+3-6°, etc.

a) Aflati masurile celor opt unghiuri.

b) Arati ca unghiul ZBOH este drept.

¢) Arati ca punctele A, O, F sunt coliniare. Mariana Mitea, Cugir, Alba

= Clasa a VII-a

G:959. Sa se arate ca nu exista numerele naturale a,b,c astfel incat (a+b)(a-+c)(b+c)=28920.
elevi Carina Viespescu, Mihai lonescu, Craiova

G:960. Rezolvati ecuatia X+30-{x} = [X], xe @, unde [X] respectiv {X} reprezinta partea intreaga
respectiv partea fractionara a lui x.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:961. Reconstituiti inmultirea: a-ab=(a—1)ba . Nicolae Ivaschescu, Canada

G:962. S se arate ¢i pentru n > 3 nu exista patrate perfecte de forma n*- 6n°+ 8n?- 6n + 4.
Petre Rau, Galati

G:963| Determinati restul impartirii numarului N =87 —7%% |a 56.
lonel Morozenco, Tulcea

G:964. Se considerd numerele a=, /505+% si b=, ’505—% . Sa se determine numarul real x

astfel incat a si b sa aiba sens si sa se arate ca daca a-+b=+/2020 , atunci a — b este natural.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. Determinati perechile (X, y) de numere naturale nenule cu proprietatea ca x* = y*.
Nela Ciceu, Rosiori, Bacdu si Roxana Mihaela Stanciu, Buziu

G:966, Ardtati ci: ———2 ) 1, unde a = 27~/27 +48/48 + 7575 + /1875 iar
J673-875-D

b= 1+E . l+z . 1+g e l+i : Mariana Mitea, Cugir, Alba
5 6 7 2018

J4+23 - x—+3-22 -y =15+ 26
\/4—2\/§~x—\/3+2\/§~y=\/§+\/§

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

G:968 Si se determine m,n € N'si numarul prim a, stiind ca va™ +a”" este numar rational.
Gheorghe Ghita, Buziu

(G:967. Rezolvati sistemul de ecuatii
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G:969, 1n triunghiul A ABC cu m(A) =15° si m(B) =90° se considera punctele D e (AC)si
E e (AB)astfel incat m(ABD) =15° si m(ACE) =30°. Se duce EF L AC, F (AC) si fie
(BD)N(EF)={M}, (BD)N(CE)={N}.
a) Sa se arate ca triunghiul A MEN este echilateral,
b) Calculati m(BDE);

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:970, Tn triunghiul ABC cu m(A) =90° avem AB=4 cm. Bisectoarea AD, D e (BC) aunghiului

BAC are lungimea 3+/2 cm. Aflati perimetrul si aria triunghiului ABC.
Adrian Gobej, Curtea de Arges

= Clasa a VIII-a

. Si se arate ¢ numirul (2n* +2n)® +(2n —2n)® + (n” + 2)* este pitrat perfect pentru orice n
natural; Sa se gaseasca trei numere naturale distincte care au suma patratelor egala cu 133225.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:972] Determinati toate perechile de numere intregi (X, Yy) care verifica relatia
2x° + X2y +xy? +2y° =0.
Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau
. Pentru care x € R, E(x) este minima , unde

1 1
E(x) = (4x* —=12x+5)- -
() =( ) (2x—5 2x-1

((4x% —12x+13), x# l X#
2 2

lon Stanescu, Smeeni, Buzau
x*—2x% +3x% —2x+2
X2 —x+1 '
Petre Riau, Galati
G:975. Aritati cd numerele de forma 4(4n° +5) se pot scrie ca sumi de patru pitrate perfecte de

G:974|. Sa se determine valoarea minima a functiei f :R >R, f(x)=

numere naturale impare consecutive pentru orice ne N*—{1}. Nicolae Ivischescu, Canada
G:976. Fie A=2019"". Calculati produsul dintre media aritmetici si media armonici a tuturor
divizorilor naturali ai numarului A. Adrian Gobej, Curtea de Arges

G:977. Sa se determine n numere intregi consecutive pentru care suma cuburilor lor este egald cu
patratul sumei lor. Gheorghe Ghita, Buzau

G:978. Fie A=112131....194311944!, Sa se extraga un numar k! din produsul A astfel incat
numarul rdmas sa fie patrat perfect si sa se arate ca A nu poate fi patrat perfect.
Gabriela si Rizvan Drinceanu, Craiova

= (Clasa a IX-a

L:763| Sa se determine functia f :[0;00) —[0;00)care satisface proprietatea
f2(x+2020) = (X +2019)2 + 2(x + 2019) +1, ¥x >-2020. Adrian Stan, Buziu
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L:764. Daca S, este suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice, sa se arate ca

3
=S, =S,,-S,. Petre Riu, Galati
5

n n

2 2 2 2
L:765. Fie A >0. Si se demonstreze ci (X +y )y +X) > (A2 +D)xy+ A(X* +y?),Vvx,y>0.
Xy
Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

L:766] Fie neN si a,be@Q astfel incat a®™* +b*"*' =2a"b". Si se arate ci 1—ab este patratul

unui numar rational. Gobej Adrian, Curtea de Arges
. —a i o . o, -
L:767. Fie a,b>0. Numerele reale x;,X,,...,X, > verifica relatia X, + X, +...+X, =N . Aratati
2a
1 1 1 n i o
cd —; +— tot— 2 . Marin Chirciu, Pitesti
ax; +b ax; +b ax;+b a+b
< a A . a b c
L:768. Daca a,b,c >0 astfel incita+b+c =3 aratati ca: + + >1.

b®+b?+b c*+c’+c a*+a’+a
Marin Chirciu, Pitesti
2X+3

L:769 Se considerd in R, inecuatia: 1+[x] +[

x > 0. Determinati multimea S a solutiilor inecuatiei date. ([a] este partea intreagd a numarului a).

} <3x. Ardtati ca dacd x este solutie , atunci

lonel Tudor ,Calugareni, Giurgiu
L:770. Fie a, eN, k=1n distincte doua cate doua. Daca a=max(a,,a,,...,a,), atunci are loc

n n n
inegalitatea Y a* <(a—n)> a +> k-a, . Cand are loc egalitatea? Gheorghe Ghiti, Buziu
k=1 k=1 k=1

L:771. Sa se arate ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:
1 1 1 1 - - —
( N j\/g min{ at+b+c a-b+c a+b c}
) 2

~+ +
p p-a p-b p-c 2 2
16 a+b+c

Radu Diaconu, Sibiu

L:772. TIntr-un triunghi de laturi a,b,c notim cu m_, w, lungimile medianei , respectiv bisectoarei
interioare aferente laturii a, etc , celelate notatii fiind cele uzuale . Demonstrati ca :

2
zﬂ >y e EC m_g , Vasile Jigliu , Arad
r 4 ab+bc+ca

a

= Clasa a X-a

1
L:773. Saserezolvein R? =RxR ecuatia: 9V +9V +9V = 81 -
X+ Jy +——
Jxy

Gobej Adrian , Curtea de Arges
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X 1

.7 < .
L:774. Sa serezolve ecuatia: —+Xx-7* =14 . Adrian Stan, Buzau
X
2
. . e o 5 5 z z
L:775. Daci z este o radécind de ordinul 5 a unitatii, sa se arate cd numdrul E(z) =— 1 +— 1
z°+1 7"+
este un numar real. Petre Riu, Galati
L:776| Fie a,b,c>0 astfel incat a®+b?+c®+abc=4. Aritati ca
a \ b Y c }._3
( Zj +( 2) +( 2] >—, undeneN. Marin Chirciu, Pitesti
4—a 4-b 4—c 3
L:777. Sa se determine numerele naturale a ( b { ¢ stiind cd sunt in progresie geometrica iar
c<l+a+2log,a. Emil C. Popa, Sibiu

L:778. Fie x,y,z>0. Sa se demonstreze ca 2y—Z + ZZ_X + 2X—y =
22(x+y) X(y+z) y’(z+Xx)

D.M. Biitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
L:779. Daca a,b,ce(L) sau a,b,c e(0;1) atunci are loc inegalitatea:

log,. a+log,, b+log,, c>log , bc+log ., ca+log .ab. Gheorghe Ghiti, Buziau

. Pentru un numar natural k , notam prin S(k) suma cifrelor. Sa se arate ca:
Daca numirul a= (n!)" are n cifre zecimale , atunci S(a) este patrat perfect.
Dacd numarul b= (n!)* are 2n cifre zecimale , atunci S(b) este patrat perfect.
lonel Tudor , Calugareni, Giurgiu

L:781] Pentru a,be(Lx) cu {log,b} +{log, a} =1atunci si se arate cd
{Iog”a b} + {Iog”b a} =1, VneN. Floricd Anastase, Lehliu Gara

L:782. Fie | centrul cercului Tnscris in triunghiul ABC, respectiv G centrul de greutate al
Al - AG®

triunghiului. Stiind ca cos AcosBcosC = i aratati ca Z =11R°.
32 % sin —sin —
2 2
Radu Diaconu, Sibiu
= Clasa a XI-a
2 1 —
L:783. Sa se calculeze limita lim 2€08” X +5siNXx—4. Adrian Stan, Buziu

o 4c0s°+6sinx—6

L:784. Aratati cd daca numerele asib verifica 2 (a ( bve (e=2,71...), atunci

X+y+2

(x+a)(y+a)b’ 2 , vx,y=>0. lonel Tudor, Cilugireni

L:785. Si se calculeze A", unde A=

,azb#c#a. Gheorghe Ghiti, Buziu

®© O Q
-~ O O
O O o
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X+y—-z=0
L:786. Se considera sistemul: < x+13y—-5z=0, undex,y,zeR
x-11y+3z=0

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A, A fiind matricea sistemului.
b) Sa se rezolve sistemul.

c) Sé se gaseascd o solutie (X,, Yo, Z,) asistemului pentru care

(% +3) (Yo +4) = (2o +1)" + Yo = %" + Vo2 — 27 — Yo +39. luliana Trasci, Olt

L:787. Fiea, b, c laturile unui triunghi oarecare cu 2(ab+bc+ac) <3. Sa se arate ca
sin(@®>+b®+c?) . a’+b*+c®
sin(ab+bc+ac) = ab+bc+ac

L:788. Se considera sirul (x,,),-, de numere reale cu termeni pozitivi si
X + X+t X, =IN1=X,,;), N21. Sa se calculeze limnx, . Florici Anastase, Lehliu Gara

n—o0

-cos(ab+bc+ca). Emil C. Popa. Sibiu

n+1

nN—o0 2

L:789. Pentru n,keN, n>2 cu k(n sa se determine Iim(H(1+\/E].
k=1

Florica Anastese, Lehliu Gara

= Clasa a XII-a

L:790. Sa se arate ca dacd a, b, ¢ si d sunt numere reale, cu a+b+c+d=0, atunci avem
12(a%+b%+c+d®) = 3(a®+b*+c?+d?)® + 4(a>+b3+c+d%)2 Petre Riu, Galati
L:791 Si se determine functia f : R —>R, f(x)=cosx+ j e f (x—t)dt, YxeR si f(0)=0.
0

lonel Morozenco, Tulcea
1

d
x(1+ xw/x-i/;)

ex(1+ Inx —In? x)

L:792. Sa se calculeze. I X. Adrian Stan, Buziu

dx . Marin Chirciu, Pitesti

. Calculati: I
1

L:794. Sa se arate ca polinomul f(X)=X(X+L)(X +2)-....-.(X+n)-1 are o singurad radacina

e +x%In’x

pozitiva X si Xi(%, neN*. Polinomul g(X)=X(X-D)(X-2)-.....(X —n)+(-1)" are o singura

. . 1 o
rddacind negativa X, si ——'(Xl, neN¥*, lonel Tudor , Calugareni, Giurgiu
n!

S 1
-L:795. Calculati lim .
'H‘X’kZ:l:nJrkﬂ/n2 +nk

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
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numai daci 2a® =9ab-27c. Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau
L:797. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie “*” astfel:
X*y= %(x+ y—2xy+1),oricarear fi x,yeR.

a) Este aceastd lege comutativa? Care este elementul neutru?

PR 1 . A
b) Aratati ca orice element X € R\ {E} este simetrizabil in raport cu legea “*”
. . 1
¢) Saserezolve in R ecuatia: 3**9* = 3 Tuliana Trasca, Olt

L:798. a) Si se separe radicinile reale ale ecuatiei x> —5x* +10x> —10x* +86x—325=0.

i/25+3\/@+i/25—3\/@
2 2

b) Ardtatica x= este solutie a ecuatiei de la a).

lonel Tudor , Calugareni, Giurgiu

Demonstratii fara cuvinte *

Sirul lui Traian Lalescu: Tn G.M., Vol. VI (1900-1901) la pagina 148, marele matematician Traian
Lalescu propune:

Problema 579. Daca L, ="J(n+1)! - 8/nl, n> 2, si se calculeze lim L,.

n—o

5 =IE

k1=
L= lim("y(n+1)!—%/nt) — |im(”+1_ﬂj:1.
Nn—o0 e

Sirul lui D. M. Bitinetu-Giurgiu: Tn G.M., Vol. XCIV (1989) la pagina 139, D.M. Bdtinefu-Giurgiu,
propune:

n+1)® n’ :
(n+d _ , N> 2, sd se calculeze limB,,.

"J(n+1)! Un! N

Problema C:890. Daca B, =

1=l = k:>k =K
. (n+1)? n? k_(e) “e (n+1)* n?
B=Iim — = lim
el ndf(n+1)! /n! noe (N+1) N
e e

= lim((n +1)e — ne)

n—oo

e .

de Neculai Stanciu
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» Mathematics possesses not only truth,
but supreme beauty - a beauty cold
and austere like that of sculpture”.

Bertrand Russel
(1872- 1970)

IEA QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before October 01, 2020.

PROPOSALS — QUICKIES

Q59. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Prove that in any triangle ABC with usual

2
L N . w, 9
notations is true the following inequality E b—a <—.
C

4
Q60. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. If a, >0 (k = 1,_n) , then prove the following
. . n a; a; n
inequalities a) » k )Z <—.
= (&, +1)(@&; +1) 4 7 (a +a, +1)(ak +1) 6

Q61. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Prove that in any triangle ABC with usual notations is true the following inequality

ab + be + ca 212-\/§-r.
s—Cc S—a S-b

Q62. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania

Compute the following limits: a) IIm Z\/_ nIm Z
—>oon k'(kl

SOLUTIONS - QUICKIES
Q55. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
Let aeR, f:R— R, beastrictly increasing function and g :IR — R be a function which satisfy

T

3
F(g(x+a)) < F(X) < F(g(X)+a) forany xR, then compute | 9()AX.

4
Solution by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania and independently by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. \We

have g(X)+a>x< g(X)>x—a VxeR. Alsowe have g(X+a) < X, where we take X+a =Y, thus
g(y)<y-a,vyeR so g(x)<x—a,vVxeR.So, g(x)=x—a, VxeR.

Hence, ,,§=£ 7—7[—a .
« 12\ 24

g(x)dx = j‘(x —a)dx= [X—ZZ - axj

4

ANy
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Q56. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

a,,
Let (3. )n>1be a positive real sequence such that lim—= =a e R Evaluate the following limits:
n—oo na

a) ’I‘I—[EVa» 1/ WherebER+,b) Ilm'g/(n .1)

_ 1 (nD n vri 1
Solution | by author. a) (1).
n/an n/a

n! m+)! n" . (n ) 1
I|m— I|mn —=lim—————=lim — | == ().
N N o (n+1)"™ nb noe n4l e

n’ (n+)™ a, .. na (n+l)" e
r|1|mn _I|mn = lim~—=—- =" =|im LE )
—m la n—w n—w an+1 n n—ow an+1 n a

1 )" el11 1
From (1), (2) and (3) we obtain lim—— - ( ) 11
>enla, "ael a

mnmn(”+n man+1 /”+ — lim / 1_nmJ vy
n—oo n—)oo n n—)oo n—oo n + n—oo

z(nD ’V(

Solution IT by Daniel Viacaru, Pitesti, Romania. a ||m -lim but
y ) n/a —>oo n/an n—oo n\/B
. n/(n)" n' C-D'A n+1 a
land lim ( ) =lim = lim ( )
n—o0 \/_ n—o nlan n~>oo an n—o0 an+1 nl
(n+1)an T (n+1)na 1. 1 1
naoo a n—)oo na a a
,l(N +1) n +1
b) v , and by Cauchy-D’ Alembert we obtain
1
. In+1 . (n+2)¥n! . nt s f(n+1 1—t/n! Lalescu o,
limn =1lim =1-lim———— = lim = ==
e\ Rl e )rd(n+ )l eedne )t e 2 -nf(nr L
€

Q57. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
sinA sin®B  sin®C (5,2—4Rr—r2)3
=2 + a2 + =2 e 2p4 '
sin“B sin“C  sin“ A 8s°R
Solution | by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. a° +b” +¢* =2(s* —4Rr —r?);
sin® A sin®B  sin®C 1 ((@%)° (?? (c )? Radon 1 (a® +b* +c?)®
Ly L R 4 > T 2 2 4’ 2
sin“B sin“C sin“A 16R b c a 16R (a+b+c)
_ 1 8(s®—4Rr—r?)°® (s’ —4Rr-r?)’
16R* 4s? 8s’R* '

If ABC is atriangle, then prove the inequality
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Solution IT by Marian Cucoanes, Marisesti, Romania. By J.Radon’s s inequality we obtain
. . . . 3 . 3 . 3 . . . 3
sin A sin°B  sin’C _ (sin” A) . (sin? B) . (sin>C) . (sin? A-+sin” B +sin’C)
sin®B sin’C  sin®A sin?B sin®C sin® A (sinA+sinB+sinC)
. - - - s? —4Rr —r? _ . . S
Since, sin“ A+sin“B+sin“ C = Tand sinA+sinB +sinC = E we are done !
Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania and Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

Q58. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

a>  b* c?
If ABC isatriangle, then prove the inequality + + >4,

rb r-c rc r-a ra r-b
Solution I by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.
2( 1 1 1 j
rr, +rr, +rr, =S + + =
(p—a)(p-b) (p-b)(p—c) (p-c)p-a)

p-a+p-b+p-c 0?
(p-a)(p-b)(p-c)

2 2 2 2 2
a N b N c S (a+b+c) :4p2
rr, rr, nr hL+nr+rrn p

a

=p(p-2a)(p-b)(p-0c)-

=4.

Solution Il by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

a? b* c? ) )
+—+ >4 > a*(p-b)(p-c)248° &
rLr, rr, rr

< Y a’(a+b-c)a-b+c)>165* < > (a’ —a’h?—a’c® +2a’bc) 22> a’h’ -) a' &
e2>at-2>a%? (2> a’h*-2) a’hc) 20« > (a’-b*)? -> c*(a-h)’ 20«
=Y (a-b)*((a+b)?—c?)>0= Y (a-b)*(a+b+c)@a+b—c)>0.
Solution III by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania.

2

a

By Bergstrom’s inequality we get Z—r > (Z )
b

c a'b

2
ra ,and using Y a=2p and Y _r,r, = p*, we obtain the
conclusion.

Solution 1V by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
a’ 2 c? R

Using identity in triangle —+ —+ — = 4(— —1) the inequality is written
Lr, rr, rr r

4(——1) >4 < R 2 2r, (Euler's inequality). Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.
r

Also solved by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.

CALEIDOSCOP MATEMATIC
O problema propusa de Lewis Caroll (Charles Dodgson):

in lupta inversunatii care a avut loc, 70 din cei 100 de pirati si-au pierdut un ochi, 75 o
ureche, 80 o0 mana si 85 un picior. Care este numarul minim de pirati care si-au pierdut
simultan un ochi, o ureche, 0 méana si un picior ? ( raspuns la pagina 55)
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,» Intre ceea ce stii si ceea ce nu stii este ceea ce presupui”

Ia Caleidoscop matematic

Doua mii douazeci

2020 este un numar compus, descompunerea in
factori primi: 2020 =225 101 .
Are 12 divizori, care sunt urmatoarele:
1,2,4,5,10,20,101, 202,404,505, 1010,
2020
Sume divizorilor mai mici ca numarul nsusi:
1+2+4+5+10+ 20+ 101 + 202 + 404 + 505
+ 1010 = 2264
Descompunerea ntr-o suma de numere naturale
consecutive:
2020 = 402 + 403 + 404 + 405 + 406
2020 = 249+250+251+252+253+254+255+256
2020=31+32+33+ ... +68+69+70
Cum se mai poate scrie acest numar?

2020 = 22 + 42 +.8% + 442

2020 = 22 +4% +20% + 407

2020 = 22 +12°% + 24% +36°

2020 = 3% + 72 +21% 4392

2020 = 3% +9% +9° + 437

2020 = 3% +9% + 29% + 332

2020 = 4% + 82 +28% + 342

2020 = 4% +14% + 287 4327

2020 = 5% +5% +11° + 437

2020 = 5% + 52 +17° + 417

2020 = 5% + 23% + 257 4 29°

2020 = 72 +11% +13% + 41

2020 = 72 +11% + 25% + 357

2020 = 7% +13°% +29° 431

2020 = 72 +15° +15% +39°

2020 = 72 +17% +29° +29°

2020 = 7% +21% + 217 433

2020 = 8% +10° +16° + 40°

2020 = 82 +162 +16° +38°

2020

*k*

de Kovacs Béla, Satu Mare

Suma patratelor a doua numere naturale (doua

2020 = 162 + 422 2020 = 242 +382

Diferenta patrarelor a doud numere naturale (doua

gt vyt

2020 = 506° —5042 2020 = 1062 —96°

Suma patratelor a trei numere naturale (o singura
posibilitate)
2020 = 187 +20% + 362

Suma patratelor a patru numere naturale:
2020 = 8% +16° + 26% + 322
2020 = 82 + 202 + 207 + 342
2020 = 92 +11% +27% +33?
2020 = 9% +15% + 252 + 332
2020 = 112 +13% +19% + 372
2020 = 112 + 212 +27% + 272
2020 = 112 + 232 + 232 +29°
2020 = 122 +12% + 24° + 347
2020 = 122 +16° +18° + 367
2020 = 122 + 20% + 24? + 307
2020 = 132 +13° + 292 + 29°
2020 = 132 +192 + 232 + 312
2020 = 14° +162 + 282 + 287
2020 = 14% + 20% +20° + 322
2020 = 152 +152 +27% + 292
2020 = 152 + 212 + 252 + 27
2020 = 162 +162 + 222 +322
2020 = 172 +19° +23° + 292
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Sume si diferente de patrate:
2020 = 22 + 452 —3°

2020 = 10° + 442 — 42
2020 = 14° +43% -5?
2020 = 26° + 372 -5°
2020 = 30% +34° —6°
2020 = 25° +38% — 72
2020 = 222 +40% —8?
2020 = 26° +38% —10?
2020 = 20° + 422 122

Sume si diferente de puteri
2020 = 282 +62+12°

2020 = 5°-3* 210
2020=5%+4°+3°+ 27

2020 = 745328

2020 = 7° +41%2 - 22

2020 = 113 +9°-72+ 32
2020 = 122 +6° + 43+ 2% 22
2020 = 13%-132 - 28

2020 = 155 —6*—33_2°
Cu puterile lui 2:

2020° = 4002 +1980?

2020° = 8682 +18242

2020% =12122 +1616°

20202 =13442 +15082

20202 = 25252 —15152

Cu ajutorul factorialelor:
2020=4!-5!—-6! -51 - 41+ 31 - 21
2020=2-6'+4-5!'+3-4'+4-31+2-2!

2020=2-6!+4-50+4-41+31-21
2020 =

JL01+9142.81+2.71-2-61-4.5!-3.41-31- 2!

2020 =

\/2020+10!+ 91+2.-814+71+61+2-51+2.41+2.3!

| |
2020= 22 _ 2
31211 3!

2020 = 33% +34° —15°
2020 = 26° +40% —16°
2020 = 30% +38% —182
2020 = 342 + 352 197
2020 = 222 +44% — 202
2020 = 30% +43% - 272
2020 = 342 + 422 —30?
2020 = 38% +40% —322

2020= 210429 128 4 27 1 26, 054 92
2020 =
210129428107 4264 0% 404 08 22
2020 = 21— 2423 _2?

2020 = 21— 25422

Cu puterile lui 3:
2020 = 3" —3°+3*—3%2 43+ 3

Printre numere pitagorice

I I
2020 = 30 3!
21.31.271 21.31
I I
2020:i+i—2!
51.91 313!
I I
2020:—25' N +3!
31221 31-10!
Printre fractii egiptene:
1 1 N 1
2020 2420 12220
1 1 1
2020 1620 8181

1 _ 1., 1 1
2020 1900 818100 30780

Raspuns de la pag. 53

30 nu si-au pierdut un ochi; 25 nu si-au pierdut
o ureche; 20 nu si-au pierdut o mana;

15 nu si-au pierdut un picior (total 90 de pirati)
. Deci, 100-90 = 10 pirati care si-au pierdut
simultan un ochi, o méana, un picior si o ureche
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,» Esti inteligent daci nu crezi decit jumatate
din ceea ce auzi. Esti intelept daca stii care jumaitate.”
Alain Gillet

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a apirut numirul 25 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revisti, constand in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbundtatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitand materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e_mail: ady stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate Tn
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie si fie originale si sa nu mai fi fost
trimise sau sa mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare,
apartine redactiei.

(ata finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 26 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 OCTOMBRIE 2020. Va uram succes si va asteptam.

ELEVI REZOLVITORI

Scoala Gimnaziala “Gh. Popescu” Margineni- Slobozia, Scornicesti, Olt
Clasa a VIll-a: . Mindreanu Florentina, Vlaicu Liliana; Prof. Iuliana Trasca

Colegiul Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:
Clasa a X-a: Chiriac Maria Elisa, Stefan Denis. Prof. Daniel Vacaru.

Scoala Gimnaziala ,, Armand Calinescu” nr. 5, Curtea de Arges:
Clasa a V-a: Gobej Adrian, Prof. Constantin Nicolau;

a%

Scoala Gimnaziala ” Rares Voda” Ploiesti, Prahova
Clasa a Vll-a: Paduraru Catalina, Mihai Alexandra, Gaitanaru Andreea, Cilinescu Alin, Nitoiu Vlad,
Boboc Gabriel, Savu Gabriel. Prof. Daniela Badea

Liceul Tehnologic ,,Meserii si Servicii”, Buziu:
Clasa a IX-a: Gavaneanu Adriana, Berechet Stefan; Clasa a X-a : Stirbu Catélin; Clasa a Xl-a: Catinca
Teodora; Clasa a XlIl-a: Vizitiu Anamaria, Coman Andrei, Rosioru Ionut; Prof. Adrian Stan.

Scoala Gimnaziala Smeni:

Clasa a V-a: Jifcu Mario, Mirzu Alexandru, lon Alexandru;_Clasa a VI-a: Negoita Elena, Anghel Marius,
Rusu Sebian; Clasa a VII-a: Andreescu Mario, Teodorescu Sebastian; Clasa a VIll-a: Cucuvea Rares, Neacsu
Alexandra; Clasa a Xl-a: Nicolae Mirabela; Prof. Ion Stinescu
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APARITII EDITORIALE

ION CRISTIAN MIU

SHESTIUNI $1 PROBLENE
DE MATEMATICA

R
; = cosec w

Editura ROTIPO

Emil C. Popa Petrica Dicu
Radu Diaconu

Culegere de probleme

de analiza matematica
vol. 1

Calcul diferernitial

Apdrutd 1n anul 2019 la editura Rotipo din lasi,
cartea de 352 de pagini reprezintd o excelenta
colectie de probleme si teme matematice utile
elevilor de liceu, studentilor si profesorilor prin buna
organizare a continuturilor si a detalierii rezolvarilor.

Chiar daca existd un numar restrans de teme
principale, ele sunt urmate de o bogata gama de
exemplificari  ale notiunilor care genereazd noi
rezultate adecvate propunerii lor ca subiecte pentru
olimpiadele scolare.

Astfel, autorul insista pe o serie de inegalitdti
integrale, teoreme de medie, limite de siruri duble,
inegalitdti in triunghi, convergenta sirurilor aducand
in prim plan inegalitati celebre cum ar fi inegalitatile
Jensen, Holder, Minkwski, Cebasev, Openheim-
Chirita-Bandila, Hadwiger-Finsler, etc, la care
dezvoltd numeroase aplicatii ale acestora.

Prin urmare, cartea se inscrie in categoria cartilor
pe care trebuie sa le aibd in biblioteca orice profesor
cu pretentie.

O lucrare de exceptie aparuta in 2018 in doud
volume la editura TechnoMedia din lasi insumand
peste 800 de pagini si realizatd de un colectiv de
profesori de la Universitatea ,,Lucian Blaga” din
Sibiu, autori cunoscuti pentru numeroasele probleme
propuse in revista Gazeta Matematica precum si In
alte publicatii.

Desi cartea se adreseaza in principal studentilor,
ea contine destule capitole care pot fi parcurse si de
catre elevii de clasele a XI-a si a XII-a intrucat sunt
prezentate metodic si bine organizate notiunile de
teorie si aplicatiile lor in capitole ca: siruri, serii
numerice, derivarea functiilor, primitive si integrale.

Iese in evidenta bogata gama de aplicatii ale
notiunilor teoretice care sunt insotite de rezolvari
complete ceea ce face ca lucrarea sa fie de un real
ajutor elevilor si profesorilor intrucat sunt continute
exercitii atat pentru consursuri si olimpiade scolare
cat si utile pentru pregitirea examenului  de
bacalaureat.

Nu ne rdmane decdt sd felicitdim autorii pentru
munca formidabild in realizarea unei colectii speciale
de analizd matematica.
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