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>> Oricare ar fi durata timpului, stiinta
intrebuintérii lui il va face lung”’
Seneca

E_Isto_ria Matematicii

Istoria calendarului
de prof. Adrian Stan

Etimologic, cuvantul *’calendar *’ vine de la latinescul = ’’calendarium ’’ ce reprezenta primele zile
din luna si care se numeau ’’calende >’ - zilele in care se plateau datoriile. Calendarul astronomic reprezinta
modul de divizare a timpului dupa observarea fenomenelor astronomice ciclice cum ar fi fazele Lunii —
calendar lunar, sau dupa miscarea aparenta a Soarelui — calendar solar.

In Egipt acum circa 2700 ani i.e.n a aparut primul calendar solar cu care se
putea calcula cu exactitate anul, avind 12 luni a cate 30 de zile, in total 360 de zile
la care se adauga la sfarsitul anului inca cinci zile. Pana la acesta, egiptenii foloseau
din anul 2776 1.e.n, un calendar lunar, in functie de fazele Lunii, ce incepea o data
cu anotimpul inundatiilor asociat cu rasaritul stelei Sirius la mijlocul lunii iulie.
Este interesant cd egiptenii au gésit cu o precizie uimitoare Nordul geografic(cu o
deviatie de cel mult un grad), orientand fetele marilor piramide in directia celor
patru puncte cardinale.

Civilizatia sumerienilor a realizat gruparea stelelor in constelatii fapt ce a permis intocmirea unui
calendar lunar si mai apoi unul lunisolar cu 12 luni avind 354 de zile. Diferenta de 11 zile fatd de anul solar
se realiza prin addugarea din trei in trei ani a unei luni.

Babilonienii folosind sistemul sexagesimal preluat de la sumerieni au fost primii din lume, acum
circa 2000 de ani i.e.n, care au impartit cercul in 360 de grade, gradul in 60 de minute iar minutul in 60 de
secunde. Acestea au fost mai departe preluate de evrei, greci si mai apoi de romani ajungand pina in vremea
noastra.

De asemenea, ei imparteau si anul in 360 de zile. Din sutele de mii de tablite de lut descoperite,
stiinta mesopotamiand a excelat in algebra si astronomie, fiind primii care au facut diferenta dintre o stea si o
planeta, primii care au determinat solstitiile si echinoctiile, si de asemenea ei au fost primii care au impartit
ecliptica n doudsprezece zodii. Prima hartd a boltei ceresti avea notate cu exactitate orbitele, conjunctiile si
eclipsele principalelor planete. Uimitor este faptul cum au reusit sa prevada foarte multe din eclipsele de
luna.

In Mesopotamia acum circa 500 de ani i.e.n era folosit un calendar lunar dar la care pe parcursul a
19 ani se addugau sapte luni suplimentare pentru a-l putea potrivi cu anul solar.

Si in Europa , in zona de sud a Germaniei, la Ezelsdorf, s-a descoperit un corp conic din aur din
perioada Bronzului, acum circa 970 ani i.e.n, avind gravate pe el o serie de cercuri ce simbolizau zile.
Adunate, acestea dadeau 354 respectiv 365 zile indicand de fapt un calendar lunar-solar.

In mitologia greaca, transmisa de citre poetul grec Hesiod, Timpul numit Cronos este fiul rezultat
dintre Uranus —Cerul si Geea — Pamantul. Lumea zeitatilor este cit se poate de uman reprezentatd, in
scrierile pastrate ale Antichitatii, caci se aminteste de Cronos ca cel care si-a ucis tatél si si-a Inghitit fratii
din care doar Zeus a scapat.

Stiinta greaca ii are in prim plan pe Aristarh din Samos(310-230 i.e.n) care in sec. IIl i.e.n in
tratatul “ Despre dimensiunile si distantele Soarelui §i Lunii *’afirma ca Pamantul efectueaza o miscare de
rotatie de 24 de ore, in jurul axei sale. De asemenea, aminteste faptul ca stelele si Soarele sunt fixe iar
Pamantul se invarte in jurul Soarelui descriind un cerc, gandire ce este premergatoare sistemului heliocentric
al lui Copernic (1473 - 1543)si care din pacate nu este Impartasita de mai toti savantii Antichitatii. Chiar si
Copernic a trebuit sa asiste la interzicerea in 1616 a operelor sale despre sistemul heliocentric de cétre Papa
Paul al V-lea.

Heraclit din Pont (circa 350 ani i.e.n) discipol al lui Platon contribuie la formarea unei imagini
astronomice despre Univers. Pentru el, bolta cu stele este fixa iar Pamantul se roteste o data pe zi in jurul
axei sale, migcarea aceasta de rotatie fiind sensul pentru succesiunea zi- noapte.

De abia in 1851, fizicianul francez Jean Bernard Focault (1819-1868) cu ajutorul unui pendul



A e e -

- ISTORIA MATEMATICII - L SCTIPIE R A NVITN T T3

(pendulul Iui Focault —o franghie lunga de 67 m si o bila de 28 kg)
prezintd publicului dovada stiintifica a rotirii Pamantului in jurul propriei
axe, demonstrand ideea heliocentrica a lui Copernic (Soarele in centrul
Universului). Miscarea spatiului de sub pendul reprezenta dovada rotirii
Pamantului.

Un mare Invatat al
timpului sdu, Eratostene din

ERATOSTENE (276-194 a.C.) e la circonferenza terrestre.

e e soun Cirene(circa 240 i.e.n) considera °F : :
///Md\?j% %‘ _— Pamantul ca avand forma sfericd si reuseste cu o precizie uimitoare
f e pentru timpul sdu sd deducd lungimea circumferintei Pamantului de
R’ 54: \‘ 39690 km foarte aproape de valoarea reala de 40075 km.
| 5400 stedic 725 tm In anul 153 1.e.n anul oficial va incepe la 1 ianuarie si nu la
1 martie ca pind atunci. Lunile septembrie (luna a saptea),
g octombrie(luna a opta), noiembrie(luna a noua), decembrie(luna a

zecea) ni s-au pastrat din acea perioada.
Primul calendar cu an bisect este introdus prin decret de citre regele egiptean Ptolemeu al I11-lea ,
pentru a elimina decalajul de o zi la patru ani.

Un alt matematician si astronom grec din sec. II 1.e.n, Hiparcheos , a fost primul care a introdus in
stiinta greaca Tmpartirea cercului in 360 de grade, gradul in 60 de minute, si minutul in 30 secunde si de
asemenea a construit o serie de instrumente astronomice folosite mult timp si
dupd el ce i-au permis sa determine anul solar cu o precizie uimitoare, la o
diferentad de cateva secunde de cel real si sda determine precesia echinoctiilor-
fenomenul de deplasare anuala a punctelor echinoxiale.

In sec. Il e.n Ptolemeu (87- 165 e.n ) creatorul sistemului geocentric a
reprezentat virful stiintei elenistice prin tratatele acestuia despre optica,
astronomie, acustica, teoria planetelor si stabilirea unui calendar al rasaritului si
apusului astrilor.

Si in Imperiul Roman, lulius Cesar sfatuit de astronomul egiptean
Sosigene, introduce in anul 46 1.e.n calendarul ce-i poartd numele, calendarul
iulian, si care intrd in vigoare la 1 ianuarie 45 1.e.n, iar din trei in trei ani 1i va fi addugat un an bisect. El va fi
corectat in anul 9 1.e.n de catre Imparatul Augustus care incepand cu anul 8 i.e.n i din patru in patru ani este
introdus anul bisect. Denumirea lunii iulie provine de la latinescul Iulius dat in cinstea imparatului roman.
Mai mult, o data cu expansiunea crestinismului in Imperiul Roman, calendarul incepe sa calculeze timpul de
la nasterea lui Isus Cristos si nu de la intemeierea Romei, din sec. VIII, 1.e.n.

O noua reforma a calendarului care se pastreaza pana astazi este realizatda de catre
papa Grigore al XIII-lea in 1582 pentru a ajusta diferenta de zece zile dintre data actuala
conform calendarului iulian §i cea a anului solar. Astfel, calendarul gregorian numit asa in
cinstea papei, face ca ziua de 4 octombrie sd devina 15 octombrie.

In Rusia, inceputul anului se ficea la 1 septembrie, si o datd cu trecerea de la
calendarul bizantin la cel iulian data de 1 septembrie 1700 devine 1 ianuarie 1700.

Primul calendar oficial in China dateazd din anul 104 ie.n si se datoreaza
observatiilor astronomice ce au permis chinezilor sd asocieze constelatiilor observate, succesiunea
anotimpurilor. Anul era Tmpartit Tn 365 de zile si un sfert, atdtea grade avand si cercul. Primul mare
observator din lume dotat cu un mecanism de orologerie a fost inventat de chinezi in anul 1088.

Calendarul mayas aduce in prim plan divinitatea careia populatiile precolumbiene incepand cu sec
5 1. e. n 1i datoreaza cunoasterea scrierii iar intelegerea cosmosului si spiritualitatea Tnsemna acelasi lucru.
Calendarul mayas era impartit in 18 perioade (numite uinal) a cate 20 de zile fiecare reprezentate de un
caracter, in total 360 de zile, la care se adduga 5 zile nefaste care nu aveau nume deoarece se considerau
nefaste. Separat aveau si un calendar pentru ritualurile divine si de asemenea un calendar numit marele ciclu
de 5200 tun (1 tun = 360 zile) ce cuprinde toatd istoria lor si care pleaca de la data de 13 august 3114 i.e.n si
care se incheie in 21 decembrie 2012 si ar fi Tnsemnat sfarsitul lumii dupa unii. Interesant este cé la mayasi
spre deosebire de noi apare anul zero.

Bibliografie: 1. Istoria culturii si civilizatiei. Ovidiu Drimba. Ed. Saeculum . 1980.
2. Cronica ilustratd a omenirii. Editura Litera. Bucuresti, 2011.
Prof. Liceul Tenologic. Costin Nenitescu, Buzau
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>’Cénd ratiunea altuia izbuteste si ma
convinga pe deplin, devine propria mea ratiune”.

Jonathan Swift
E Articole si note matematice

Demonstrarea unor inegalitati din Octogon Mathematical Magazine

(1)
de D.M. Bitinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu si Titu Zvonaru

Acest articol este o continuare a celui din[1] si vom demonstra unele inegalitéti enuntate in [2].

r. .1
2 2 2

Ll 3 g XV 2 250 (vezi [2], Teorema 38, p. 101).
X Yy z Xx+y+z XT+yi+z

Demonstratie. Inegalitatea de demonstrat se scrie succesiv:
(xy+yz+zx)(x+y+2z)-3x)z S 2(x*y* +y*z* +2°x%) o
xyz(x+y+2z)  oxz(xt +yP 4z

S+ +2) Xy +xp Yzt +xlz 4 xz7) 2>
>2(x+y+2)(x°y  +yzt +2°x0) & Zx4y+2xy4 +Zx3y2 +Z:x2y3 +
+22x2y222 ZZ:x3y2 +ZZ:x2y3 +22x2y22 = Zx4y+2xy4 > Z:x3y2 +
JrZ:xzy3 @ny(x—y)z(x+y)20.l

4
4 +4 +4
2. x+y+z+t—4-4xyzt 23-(@-%} » X, ¥,z >0 (vezi [2], Teorema 6, p. 81).

Demonstratie. Pentru usurintd notim x=a',y=b'z=c*,r=d", si avem de demonstrat ci

4
a* +b* +c¢* +d* —4abed >3- [%W—dj . Putem presupune (eventual renotind) ca

d= min{a,b,c,d}. Daca notam @ =a-d, f=b—-d,y=c—d, avem «a,f,y >0. Nu este foarte

greu de verificat identitatea:

a* +b* +ct +d* —dabed =2d° [’ + P+ +(@ =B +(B-y) +(y—a)’ ]+

+4d(a’ + B + 7’ =3afy)+8afyd +a* + f* +y*, si atunci este suficient si demonstrim ci

(a+p+p)°
27

inegalitatea lui Radon, sau cu inegalitatea lui Cebasev:

a4+,84+7/4:a3-a+ﬂ3-ﬂ+73-72%(a3+ﬂ3+7/3)(a+,8+7/)2

at+ B+t > . O demonstratie pentru ultima inegalitate se poate obtine cu

Zé(a2+ﬂ2+y2)(oc+ﬂ+7/)2 22L7(a+ﬂ+7/)4.l

3 2 2
3. (x+y+zj > (x+)) (x+y+42) >xyz, X, ¥,z >0 (vezi [2], Teorema 41, p. 102).

3 48(x+y+z)
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Demonstratie. Inegalitatea din stdnga se scrie succesiv

16(x+y+2)" 29(x+ )’ (x+y+42) S dx+y+2)° 23(x+y)(x+y+4z)

SxP+ Y 4427 +2xy—4xz-4yz> 0 (x+y—22)> 0. Deoarece (x + y)* > 4xy,
pentru inegalitatea din dreapta este suficient s demonstram ca

(x+y+4z)’ 212z(x+y+z) & x° +y° +4z2° +2xy—dxz-4yz > 0 &
S(x+y-22)°20.m

4.x+y+Z <£+Z+£, x,y,z >0 (vezi [2], Teorema 39, p. 101).

yxyz y z x

Demonstratie. Notind x = a’, y =b’,z = ¢’ , avem de demonstrat ci

a’c +a’b’ +b°c® >a’b*c* +a’h’c? +a’h’c’, care rezulti din adunarea urmitoarelor trei
inegalitati:

a’c® +a°c® +a’b® s 0, @b’ +a’b’ +b°c°

>a’bc’;
3 3

bc® +b’c® +a’c’

21.5 .2
>a'b’c;

> a’b’c’.m

3
5. Wa=»)* + (e =A2)" + (a0’ + (Jy =) +(Jy V1) + (2 =) 2

>x+y+z+t—4-3xyzt, x,y,z,t >0 (vezi [2], Teorema 14, p. 90).

Demonstratie. Notind x =a*,y=5b*,z=c", t =d*, avem de demonstrat ci

at +b* +ct +d* +2abed > a’b* +a*c’ +a’d? + bt +b*d? +cdP.

Folosim inegalitatea din teorema 12 ([2]), adica

3a* +b* +ct +dY)+4dabed > (a+b+c+d)a’ +b +c’ +d’), rescrisa sub forma
2a* +2b* +2¢* +2d* +4abcd > a’b+ab’ +a’c+ac’ +a’d +ad’ +b’c+be’ +
+b°d+bd’ +c’d + cd’ . Rezulta ca este suficient si aratim ci

a’b+ab’ +a’c+ac’ +a’d+ad’ +b’c+bc’ + b’d +bd’ +cd+cd’ >

>2a’b* +2a’c? +2a’d* +2b°c® +2b°d* +2c’d?, care este echivalenti cu
ab(a—b)* +ac(a—c)* +ad(a—d)*> +bc(b—c)’ +bd(b—d)* +cd(c—d)* >0.m

6. 8- (x+ )y +2)(z+x)+xpz
) XxX+y+z

3
j >27xyz(x+ y)(y+z)z+x), x,y,z>0 (vezi [2], Teorema 33,

p. 99).
Demonstratie. Deoarece (x+ y)(y+z)(z+x)+xyz =(x+ y+z)(xy + yz + zx),
inegalitatea de demonstrat se scrie succesiv:

8(xy + yz+2x)’ 2 27xyz(x + V) (y + 2)(z + x) & S(Z:)c3y3 + 3Zx3yzz + 3Zx2y3z +

+6x°y*z%) > 27xyz(2x2y + Z)cyz +2xyz) < EiZ:)c3y3 > 32x3y22 + 32x2y3z +

+6x°y’z2’ & 3(2‘)53)/3 +3x%y%z° - Zx3y2z — Zx2y3z) + 5(2x3y3 —3x*y*z*)>0;

prima paranteza este pozitivd conform inegalitatii lui Schur (aplicatd numerelor xy, yz,zx), iar a
doua paranteza este pozitivda conform inegalitatii mediilor.m

Bibliografie:

1. D.M. Bitinetu-Giurgiu, N. Stanciu, T. Zvonaru, Demonstrarea unor inegalitati din Octogon,
Sclipirea Mintii, Nr. 12, 2013, 5-6.
2. Octogon Mathematical Magazine, Vol. 13, April, 2005.
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Aplicatii de analiza matematica
de prof. Florin Stiinescu , Dambovita

(n

In cele ce urmeaza prezentim continuarea articolului din numirul 11 ce isi propunea determinarea
unor functii, definite, in special, prin relatii integrale, cu ajutorul inegalitatilor lui Cebéasev si a lui Jensen.
Aplicatia 4. Determinati functiile f :[0,1] — R ,care au urmatoarele proprietati:

a) f este derivabila de trei ori cu f"(x)>0,(V)x €[0,1];

b) /' este crescitoare si strict pozitiva;

c) f'(1) (2 (f(l) - f(O)) — f'(l)) ]-(f'c(b;))z =1. Mathproblems ,Volume 2, Issue 2 (2012)

Rezolvare: Din

( x j SO o cro= J( ] _ If -5, 1 _ Jrf ©=9"® 4 s,
S®) (S ™) (fe) SO (@Y

Consideram functia g :[0,1] > R, g(x) = f'(x) —xf "(x) = g'(x) = —xf "(x) <0 = g este descrescatoare.

Cum functiile g(x) si ! - sunt descrescatoare, conform ¢)—a),avem
(/')

[ VACO R WP S S 8 1 [ e [ )_

= 7 (/') —xf SO=FO) =D+ |/ '(x)dx | =
f(l)a[ (1) J‘(f()) J( of() 6[
I( 'c(l'x))z (2( f-f (O))— f '(l))(6). Relatia din enunt mai poate scrisa sub forma

j D (2(f(1)=£(0))- (1)), deci I D (2(f(1)=£(0)- £ (D)= ——

X0 '(1) 3 (/@) '(1) 3 (/@) 7'
Astfel, % sau g sunt functii constante.

1.Daca f'(x) =a,(V)x€[0,1]= f(x)=ax+b,a,beR,a>0. (7)
2.Daca

g)=c= fO-1f"O)=c,(Vel01]= f(f'(t)—tf“(t))dt=Cx,(V)x€[0,1]:>f(X)—f(O)—Xf'(X)+

If 'Odt=cx=2(f(x)—- f(0)—xf'(¥)=cx= f'(x)= %f(x) +(—@—c},(V)x € (0,1]. Ultima

relatie reprezinti o ecuatie diferentiald liniara de ordinul intai: y'= p(x)y+¢g(x), cu solutia

y=e™ J‘q(x)efp(x)dx, unde  P(x) reprezinti o primitiva fixata a functiei = p.Cum

P(x)=2Inx= f(x)=e&"" I(—&—c]e_ZIHde -2 j(—&—cj%dx=x2(f(g)+£+dj:
X X

x X 2x
S0 inua _ 1O
e +ox+ 5 +e,(V)x€(0,1]. Deoarece f este continud pe[0,1]=> f(x) =dk’ +cx+ 5 +e,(V)x €[0,1]. (8).
Din (7) si (8) si respectand conditiile din enunt obtinem ca f(x) = ax’ + bx+c,a>0,b> 0.

.. .. . . o T « S
Aplicatia 5. Determinati functiile continue si crescatoare f : [0,3} —[0,), cu urmatoarele proprietati:
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a) cos’ x-+/ f(sinx) +sin’ x-./ f(cos x) Zl,(V)xe[O,%} b) 2If(x)a’xé%.

Solutie. Avem ca f (sin x) este o functie crescatoare, iar f (Cos x) descrescatoare, deci ambele functii sunt

integrabile. Aplicand inegalitatea Cauchy-Schwarz, putem scrie:

1< (cosx-cosxw/f(sinx) Jrsin)c-sin)m/f((:osx))2 <
(cos2 x+sin’ x)(cosz x-(\/f(Sinx) )2 +sin’ X'(\/f(COS x))z) =cos’ x- f(sinx)+sin’ x- f(cosx),

(V)xe {0,%}. Integrand pe [0, %} ultima inegalitate, putem scrie:

sin® x- f(cos x)dx cu schimbarea

SES

B
sin® x- f(cos x)dx + Jcosz x- f(sinx)dx. (9) .Pentru integrala
0

o._.m\éa

T
—<
2
z
2

B
de variabila x = B —1, obtinem Ismz x- f(cosx)dx = I cos’ x - f(sin x)dx.Revenind in (9) avem
0 0

2

: . : V2 .

< Jcosz x- f(sin x)dx .Folosind ca: sinx < x,(V)x € [0,3} , [ crescitoare, deci
0

NN

f(sinx) < f(x),(V)xe [0,%}, si a)—b) , avem:

v

P P B :
< J.cos2 x- f(sinx)dx < J.cosz x-f(x)< 2 Jcosz xdbx - J.f(x)a’x <— == = z( am mai folosit ca
0 0 Ty ; T 4 2 4

Va

NG

2

cos’ x este descrescatoare pe [0,%}) , rezulta f(x)=c,x € [O, %} , iar din If(x)dx < % =0<c<I.
0

Inlocuind f = c in relatia din enunt

= (sin2 X +cos’ x)\/zz I=>c>1=c=1= f(x)=1,(V)xe [O,%}.

O alta aplicatie in care se foloseste egalitatea lui Young si inegalitatea lui Jensen este urmatoarea problema
Aplicatia 6. Determinati functiile integrabile f:[0,2] >R, pentru care existi a e R astfel incat

N . . 5a
f(x +x)—smax,(V)xe[O,1] si Jf(x)dx—251n16.
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Prof. , Scoala Serban Cioculescu, Gaesti, Dambovita

” Stiinta putina 1i face pe oameni pretentiosi, in timp ce stiinta multa i face modesti: asa dupa
cum spicele goale isi inaltd spre cer capetele lor trufase, in timp ce spicele pline, se apleaca spre
pamant sub greutatea lor. >’

Leonardo da Vinci
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A method for solving equations

by Mihaly Bencze and Titu Zvonaru

Here, we present a method for solving algebraic equations, trigonometric, exponential, or combining
these types of equations.

We must to solve the equation: F(x) =0, xel, I c R, (1),where R is the set of real numbers. We put
the equation to solve in the form: f(g(x)) = f(h(x)), xe1,(2)

where f:J — R is an injective function on J, and g respectively / are functions with values in J . By
the injectivity of the function f°, the equation (2) becomes g(x) = /(x),x € I, (3),which generally is easily
solved. The difficulty is in choosing the function f . Here we present some illustrate examples ([2]) as
follows:

Example 1. Solve in R the equation:

3
cosSx +8cos” x 3
g, =8 +3cosx — 27 _cos5x —8cos’ x+1.
COS X

lo

Solution. Considering the injective function f(7)=1log,7+2'+¢, ¢>0, the equation to solve, it is
written successively
f(cos5x+8cos’ x) = f(3cosx) < cos5x+8cos’ x =3cosx

<> cos5x+4cosx-2cos’ x —3cosx =0 < cos5x+4cosx(l+cos2x)—3cosx =0
< cosSx+cosx+4cosxcos2x =0 < 2cos3xcos2x+4cosxcos2x =0
<> cos2x(cos3x+2cosx) =0 < cost(cosx(4cos2 x—3) +2cosx): 0

<> cosxcos2x(4cos’ x—1) =0 <> cosxcos 2x(2(1 +cos2x) — 1) =0
<> cosxcos2x(2cos2x+1)=0.

Hence, cosx =0, or cos2x =0, or cos2x = ——.

We obtain the solutions x € {i % + 2k7z|k € Z} U {i % + k7z|k € Z} U {i % + k7T|k € Z}.

Example 2. Solve in R the equation:

x(2x* +3x +4) X

5 — +log;
(x"+2)

Solution. Considering the injective function f(¢)=¢+2-3' +3-3%, #> 0, the given equation is written

f(log3 al 2} = f(x* —5x% +3).

4 2 4 2
x4+3+2.3x —5x +3+3.9x—5,\ +3:5x2+

x> +2

xt+

Therefore, it remains to solve the equation  log, =x"—-5x"+3,x>0.

x2+2
X

x2+2 3 x> 42

If x € (0,)U(2,0), then x* —5x* +3 > —1 and al
(0.D1U(2,) x*+2 3 x*+2

Yields that the only possible x; =1 and x, = 2 which are indeed solutions.
This completes the proof.

If xe(1,2), then x* —5x* +3 < -1 and

3
Example 3. Solve in R the equation: 2x* —9x”* —3x+10 = log, 2_x

X420
Solution. We consider the injective function £ (¢) = log, t +2¢+2¢*,t>0.
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Then the equation to solve is written as £ (x> +2) = f(3x).

So, x> —=3x+2 =0, and we get the solutions x, =1,x, =2. The proof is complete.
Example 4. Solve in R the equation:

x> +11x
xt+1

log, =121-22x-135x% = 2x° +42x* —3x°

Solution. Considering the injective function f(r) = log, ¢ +2¢+3t%,¢>0,
the equation to solve is written as f'(x” +11x) = f(6x° +6).

So we must to solve the equation x° +11x = 6x° +6.
We get the solutions x;, =1,x, =2,x, =3. The proof is complete.

Example 5. Solve in R the equation:

2 2
X +7+log, > 5x+8+10g3 X —ox+d =5x+2Jx-2.

Jx-2 2/x-2
Solution. Considering the injective function f(¢)=1log,+log ¢+, the equation to solve
becomes f(x*> —5x+8) = f(2\/xT2) .
So we must to solve the equation x> —5x+8 = 2\/xT2 ,
which by squaring becomes x* —10x° +41x* —84x+72=0
< (x=3)*(x* —4x+8) =0. Hence x =3, and we are done.

1 1
Example 6. Solve in R the equation: 3x° + logz(x2 + 3—] +log, (xz + 3—] +1=3x
x x

Solution. Considering the injective function f(¢)=log,?+log,7#+¢, the given equation

becomes £ (3x” +1) = £(3x). So it remains to solve the equation 3x° +1 = 3x , which has all roots real for
1 1
e.g X € (0, E) ,X, € (E ,lj . So, you find the solutions using Cardano’ s formulas.

Example 7. Solve in R the equation:

log3(%+zij = 819+ 6x — 226x7 +216x° — 28x* —x°.
X

Solution. If we consider the injective function f(f) =log, ¢+ +1* +1,

the equation it is written in the form (x> +9) = f(6x) . So, x> +9 =6x,i.e. x =3, and we are done.
Example 8. Solve in R the equation: PR LI (3 —sin’ xcos” x)cos2x =0

Solution. We have (3 —sin” xcos” x)cos2x = (3(sin2 x+cos” x)° —sin” xcos’ x)cos 2x

= (3sin* x +3cos* x+ 5sin” xcos® x)(cos’ x —sin’ x)

=3co0s’ x—3sin® x—2sin* xcos” x +2sin” xcos* x

=3cos® x +2cos* x(1—sin” x) —3sin® x — 2sin* x(1 —sin” x)

=cos® x+2cos* x —sin® x —2sin* x.

If we consider the injective function f(f)=2'+¢>+2t>, then the given equation becomes

cosx) = f(sin x) .Therefore, cos x = sin x, which yields x =£+k72', keZ.
f(cosx) = f(sinx) 4

REFERENCES
[1] M. Bencze, Utilizarea injectivitdtii functiilor in rezolvarea ecuatiilor, Recreatii Matematice, 1(2013), 27-
28.
[2] Octogon Mathematical Magazine, 1993-2013.
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Inegalititi ciclice obtinute cu functii convexe
de prof. Marius Dragan, Horatiu Stoian, Bucuresti

Scopul acestui articol este de a demonstra cd inegalitatea ciclica:
a+p a+p

> xix) > le”THxln” (1)

este adevdratd pentru orice x,,x,,...,x, pozitive, n > 2 ,a, f € (0,) astfel incat o 2 nf3 .

Substituind x;, — ,i=Ln, si considerand functia convexda f(x)=e", x € R, inegalitatea (1)

a+pf
este echivalentd sub forma mai generala cu:

Teorema. Fie x,x,,..,x, €(0,0), n>2, a,f (0,0)astfel incat a=>nf, si f:R—->R o
functie convexa. Atunci are loc inegalitatea:

j{iaﬂh +-/%x2J'+,f{}%xz_F/QX3]'+"V+¢f{?1xn_F/QX1J >

a+pf a+pf a+pf
2x, + X, +...+ X X, +2Xx, +...+Xx X, +X, +...+2x
> L2 LBy ! 2 L (I L2 L 2).
f( n+l1 j f[ n+1 j f( n+1 j @

Demonstratie: Din inegalitatea Jensen cautam «,,«,,...,a, € (0,1) astfel incat:

ljr(Cle+_/3x2:J 2JF(CKX2_%/3x3j_+‘”_ktxnjf(cxxn +_/%xlj >

+ [ + [ a+pf
> 7 al(ole+ﬂx2)+a2(0ax2+ﬂx3)+ +Otn(oocn+,b’xl) _f(2xl+x2+...+xnj
B a+ a+ a+f - n+1

si analoagele

Cl”f{:axl_klzsz Lf(‘ZXZ_F/%x3]_+"“+‘1n_hf(%xxn_+/3x1] >

a+pf a+pf a+pf
Zf(an(axl+ﬂx2)+a1(ax2+ﬂx3)+m+anl(axn—kﬂxl)]:f(xl+2x2+...+xn]
a+pf a+pf a+pf n+1
ox, + px, ax, + fx, ax, + px,
S e S e S
Zf(az(axl+,Bx2)+a3(00c2+ﬂx3)+m+a1(axn+ﬂx1)j=f(xl+x2+...+2xn] 3
a+pf a+pf a+pf n+1

Adunand inegalitdtile (3) vom obtine inegalitatea (2). Ne ramane sa demonstrdm cd «,,«,,...,a,
sunt bine determinate. Prin identificarea coeficientilor din (3) obtinem sistemul

2
aa, + fa, =(Ol—+ﬂ);,8051 +aa, =M;ﬂa2 +aa, = a+ﬂ;...,
n+1 n+1 n+1
pa,  +aa, = 2P )
n+l

Deoarece determinantul sistemului d =a” —(—f)" #0, rezultd ca sistemul este compatibil
determinat. Adunand egalitatile (4) rezultd o, + o, +...+ ¢, =1.
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Din: fa, , +aa, :—’B,Vk =2,n rezultd a, — = P o — , sau
n+1 n+1 o n+1
i1
1 1 — :
a, — (£ a, — ,Vi=1,n.Pentru i = nobtinem
n+l o n+1
n-1
1 B 1 . o . . : <
a, — =|-= o, ——— |, 1ar apoi din prima ecuatie a sistemului rezulta
n+1 a n+1

-1 Y n-1
2+ p) _ﬁal __1 - (_1)”‘l g —a, + =D (ﬁj , de unde rezulta
pant) T n+l a™ ' nvl\a

0 - 20" +a" B (—B)"
L (D" - (-p)"]
22" va" f-f 20" 4@ [ )B gt g5 nps

(n+D[a" = (=p)"] (n+D(a” - B")

. . a
Rezultd a, >0. Aritim cd «, <1 echivalent cu a""'f+npB" <(n—-1)a". Dar, f<—, de unde
n

.Ardtamcad 0 <a, <1.

Cazul 1. n=par. a, =

a” a” a” a”
a”' B+np" < — +n-——, deci este suficient sd ardtdim ¢cd —+n-—<(n-Da" <
n n n n

1 1 1 1 .

—+—<n-1.Dar, —+——<2<n-1, decipentru n=par 0<a, <.
n n" n n"

20" +a"' B+ B"

(n+D)(@" +p)"

Aritim ci a, < 1 echivalentcu a"'f<nf" +(n—-1a". Dar, a"'f<a"" -

Cazul 2. n =impar. a, = > 0. Ardtam cd o, <1 echivalent cu

a o
n n

n

a . . . 1
Aratam ca — <nf" + (n—1)a”, inegalitate adevarata deoarece —<n—1.
n n

In continuare demonstram inductived 0 <a, <1,Vi=1Ln.
Presupunem 0 < g, , <1, adevarat. Aratam 0 < a, <1. Deoarece 0 < fa, , < f, deducem ca

a+—
a+pf . n 1

0<a+ﬂ—aai<ﬂ.Rezulté a, < < =
n+1 an+1) amn+l) n

De asemenea ai>L(M— j=a_—ﬁnzO.Deci,0<ai<l,Vi:1,_n.
al\ n+1 a(n+1)
Corolar. Fie x,x,,..,x,€(0,0), n>2, a,Be(0,0)astfel incdt o >nf. Atunci are loc

a+p a+p a+p a+f
inegalitatea: xx% +x7x? + ..+ x“x/ >| x,"" + x4+ x |(xx,.x, ) e

Aplicatii:
. : : 3 3 3 2 2 2,
Dpentru o =3, 8 =1,n =3, obtinem inegalitatea x; x, +x,X; + X;X, = X, X,X; +X,X;X; +X,X,X; ;

. . . 4 4 4 4
2)pentru « =4, f =1,n =4, obtinem inegalitate x, x, +x,x; +X;X, + XX, = X,X,X,X,(X, +X, + X, +X,)
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Probleme de calendar
de prof. Ionel Tudor, Giurgiu

I. Matematica si zilele saptaimanii

In anii 1886-1887 , reverendul Cristian Zeller a stabilit o formuld matematica pentru aflarea zilei
saptamanii unei date oarecare.

Pentru a intelege formula lui Zeller , amintim ca partea intreagd a unui real x , se noteaza [x] si
reprezintd cel mai mare numar intreg care nu depaseste pe x . Mai exact , daca scrierea zecimala a lui x este x

=a,, a,a,a, ---unde a,este numar natural iar a,,a,,a,, --sunt cifre , atunci [x]=q, .

Daca z reprezinta ziua din luna / a unui an N , iar # este numarul format din ultimile doua cifre ale lui
N si m este numarul format din celelalte cifre ale lui N, atunci

S =z+n-2m+ {ﬁ:| + |:£:l + [M} =M7+r , unde r < 7 indica ziua sdptamanii,
4 4 10

corespunzator lui 0-sdmbata , 1-duminica , 2-luni , 3-marti , 4-miercuri , 5-joi , 6-vineri .

Lunile ianuarie si februarie se considera ca a 13-a si a 14-a lund a anului precedent.

Aceastd formula este valabila in calendarul gregorian , adica cel folosit Tn mod obignuit, ,,pe stil nou”

Pentru calendarul iulian , adica cel “ pe stil vechi” , formula este:

S=Z+n—m—24{%}+[%o+l)}:M7+r,under<7.

Exemple:

1. In ce zi a saptamanii a cazut data de 2 iulie 1504 ?

Este data (,,pe stil vechi’’) la care s-a stins din viatd domnitorul Moldovei , Stefan cel Mare.
z=2,1=7 ,N=1504 , m=15 , n=04=4. Deci,

4 26-8
S=2+4-15-2 -{Z} + {T} =-10+20=10=1-7+3 , decir=3 care corespunde zilei de marti.

Pe acoperamantul de mormant , de la Manastirea Putna , al marelui voievod , lucrat din porunca fiului sau
Bogdan al I1l-lea Vlad , este scris :

,,Jo Bogdan Voievod din mila lui Dumnezeu , domnul Tarii Moldovei , a infrumusetat si a acoperit cu acest
acoperamant mormdntul tatdlui sau , lo Stefan Voievod , cel care a domnit in Tara Moldovei 47 de ani i trei
luni , care s-a stramutat la lacasul de veci in anul 7012=1504 luna iulie , ziua 2 de marti ,in ceasul al
patrulea din zi ,,

2. Incezi asiptimanii a cizut data de 13 august 1595 (pe stil vechi , iar pe stil nou 23 august 1595) ?
Este data victoriei obtinute de marele voievod Mihai Viteazul , in lupta de la Calugareni , impotriva armatei
turcesti condusa de Sinan Pasa.

5 26-
z=13,1=8 , N=1595 , m=15, n=95 iar S=13+95-15-2+ [97} + {%} =108-17+23+23=137=7-19+4,deci

r =4 care corespunde zilei de miercuri.
Cu formula pentru calendarul gregorian se obtine tot S=137 si aceeasi zi de miercuri.
Marele nostru patriot si revolutionar de la 1848, Nicolae Bdalcescu 1n opera sa ,,Romanii supt Mihai -
Voievod Viteazul” consemna :
n sfarsit soarele veni sa lumineze aceastd mare zi de miercuri 13/23 august , menitd a fi briliantul cel mai
stralucit al cununei gloriei romdne.”
3. Sa vedem 1n care zi a saptimanii s-a petrecut Unirea Principatelor Romdne la 24 ianuarie 1859.
7z=24,1=13, N=1859 , n=58 , m=18
S :24+58—364{§}+[§}+[M} =46+4+14+36=100=7-14+2,
4 4 10
deci r=2 iar actul unirii s-a petrecut intr-o zi de luni.
4. In ce zi a saptimanii a fost data de 1 Decembrie 1918 2 (Ziva ,, Marii Uniri’’)
z=1,1=12 ,N=1918 , m=19 , n =18 si obtinem :
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S=1+18—384{%} + [?} + {%} =—19+4+4+33=22=3-7+1,decir=1 si corespunde zilei de
duminica.

5. Mentiondm ca formulele raman valabile i pentru anii bisecti.
Sa vedem in ce zi din saptamana a cazut 29 februarie, in anul bisect 2012.
z=29,1=14,N=2012,m=20,n=11

S=29+11—40+{¥}+[%}+[¥}:5+2+39=46=7-6+4,

deci r = 4 care corespunde zilei de miercuri.
II. Matematica si Pastele

Problema aflarii datei unei anumite zile este legata de unele fenomene astronomice. De exemplu,
data Duminicii Pastelui , in religia ortodoxi pe stil vechi, a preocupat si pe marele matematician si
astronom german Karl Gauss.

In anul 325, 1a Conciliul de la Niceea , la care au participat si Sfintii imparati Constantin si Elena, s-a
stabilit ca prima zi de Pasti sa fie prima duminicd dupd luna plind, dupd ziua echinoctiului de primdvarad
(21 martie), sau intr-o zi urmdtoare acestuia. Aceastd zi cade la
date diferite in diferiti ani , repetdndu-se intr-un ciclu de 28 ani.
Cum fazele lunii se repetd cu o perioada de 19 ani , Duminica Pastelui ortodox pe stil vechi, 1si schimba data
in calendar la un interval de 28-19 =532 ani. Stabilirea ei
revine la rezolvarea Tn numere intregi a unor ecuatii liniare diofantice , sau mai pe scurt , dupa procedeul lui
Gauss, la folosirea resturilor unor impartiri. Cum anume?
lata raspunsul :

Pentru a afla data x a primei zi de Pasti ortodox pe stil vechi intr-un anumit an n , trebuie sa calculam
resturile unor Tmpartiri si anume :

¥, =nmod 19 (adica restul impartirii luinla 19) ;

r, = nmod 4 (restul impartirii lui n la 4) ;

ry = nmod 7 (restul impartirii lui  la 7);

v, = (1 91 +1 S)mod 30 (restul impartirii lui 197, +15 1a 30) si

vy = (21”2 +4r, + 61, + 6) mod 7 (restul impartirii lui 27, +4r, +6r, +61a 7).
Calculam apoi x =7, +75 +4.

Dacd x <30, atunci aceastd data cade intr-o duminica din luna aprilie .

Daca x>30 , atunci cifra unitatilor lui x reprezintd data Duminicii Pastelui in luna mai.

Pastele ortodox pe stil vechi cade cel mai devreme pe 4 aprilie si cel mai tirziu pe 8 mai.
Pastele catolic pe stil nou cade cel mai devreme pe 22 martie si cel mai tarziu pe 25 aprilie.
Exemple:

1.In ce datd de duminica va fi Pastele in 2014?

1, =2014mod19=0 ; r, =2014mod4 =2

r, = (197, +15)mod30 = (19-0+15)mod30 =15 ;
ry =(2r, +4r, +6r, +6)mod7=(2-2+4-5+6-15+6)mod7 =120mod 7 = 1
x=r,+r,+4=15+1+4=20<30, deci , in 2014, Pastele ortodox cade duminica 20 aprilie(la fel ca si

Pastele catolic pe stil nou) .
2.S4 gisim in ce dati va fi Pastele ortodox din anul 2078.

7, =2078mod19=7 ; r,=2078mod4=2 ; r, =2078mod7 =6 ;
r, = (197, +15)mod30 = (197 +15)mod30 = (133 +15)mod 30 = 148 mod 30 = 28 ;
r, =(2r, +4r, +6r, +6)mod7 =(2-2+4-6+6-28+6)mod7 = 202mod7 = 6 ;
xX=r,+r;+4=28+6+4=38>30si in 2078 , Pastele ortodox cade in duminica de 8 mai.

. 1, =2014mod7 =5 ;
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Interesant este faptul ci 2078 , este singurul an in perioada 2000-2100 , cind Pastele ortodox
cade cel mai tirziu , anume in 8 mai.

Prezentam in continuare data Sfintelor Pasti ( ortodox stil vechi) pe perioada anilor 2008-2025 (Pascalia)
: 2008-27 aprilie; 2014-20 aprilie ; 2020-19 aprilie ;

2009-19 aprilie; 2015-12 aprilie ; 2021- 2mai

2010- 4 aprilie; 2016- 1 mai 2022-24 aprilie ;

2011-24 aprilie; 2017-16 aprilie ; 2023-16 aprilie ;

2012-15 aprilie; 2018- 8 aprilie ; 2024- 5mai

2013- S5mai 2019-28 aprilie ; 2025-20 aprilie.

Bibliografie: 1. Colectia Revistei de Matematica din Timisoara(R.M.T.)
2. Wikipedia.
Prof., Lic. Tehn. ,,Mihai Viteazul “ Calugdreni, Giurgiu

O metoda de calcul al unor integrale definite
de Constantin Rusu, RAmnicu Sirat

Scopul acestui articol este de a da o metoda de calcul al unor integrale definite. Acestd metoda a fost
obtinutd prin generalizarea unor probleme publicate in Gazeta Matematica. In final se propun probleme care
se rezolva aplicand metoda data.

Teoremi. Daca f : [a,b] —>R, g: [a,b] >R, h: [a, b] — R sunt functii continue cu

)+ f(s—x)=h(x),g(x)=g(s—x),Vx e [a,b],s =a+ b, atunci:

If(x) _ }h(x) N
2 &) 2 8(x)

Demonstratie. Cu subsitutia x = s — 7, avem succesiv: [ = _[ S ) dx = If (s =

2 8(x)
IO IOy IO g T gy jh<x) .

. & 8@ 78 2 8( X) 2;8(x)
Observatie. Metoda este eficienta daca se poate calcula Ih(x) dx .
2 8(x)

Aplicatii:

/4

4
Al. Cazul g(x)=1. Calculati I = Iln(1+tgx)dx (N. Boboc si I. Colojoard, Manual de Analiza
0

Matematica, 1980)

Solutie. Consideram, f(x)=In(l+17gx), [ : { 4} —>R,s —% si avem:

7ln2

f(x)+ f] (% - x} =In(l+17gx) + lr{l + tg(% — xﬂ =In2. Aplicand teorema, obtinem: / =

A2. Cazul h(x) # k. Calculati [ = I\/;+ VI—-x sinm

dx .
¢ 1+4/2x cos?
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\/; \/_ sinzze, £:[0,]] > R, g(x) =cos’ x, g:[01]>R" i
N

avemh(x) = f(x)+ f(1-x) = 2 -sin zx . Din teorema, obtinem / = ———.
V4
A3. Cazul h(x)=k.

£

Solutie. Luam  f(x)=

3.1. Calculati Md (Problema 22430, din G.M-B/1991, autor Alexandru

-1
Constantinescu, Bucurestl).
Solutie. Deoarece arccosx + arccos(—x) = 7, cu teorema obtinem:

2

arccosx V4 V4 T

I = =— dx = —arctgx|', = =(arctgl + arctgl) = — .
I1+x 2 41+x> 2 oF 2( & g 4

3.2. Fie functia f : R — R, continud pe R cu proprietateaca f(x)+ f(—x) =k, VxeR.

IZ'

f(

Sa se calculeze [ = J
cos’ x

dx (Problema 24132 din G.M.-B, 5-6/1999, autor Vasile Gorgotd, Rm.

4

Vilcea).

f f
Solutie. Aplicind teorema avem: / = J. f(x) dx :g '[ 12 dx=k.
H

S

X

3.3. Calculati: I = _[ dx . (Publicata in G.M.-B, 12/2002, autor Manuela Prdjea,

1+sinx+cosx
Drobeta Tr. Severln).

3 3
Solutie. Cu teorema avem/ = J. - al =" J. - ! dx si de aici calculul
o 1+sinx+cosx 4 s1+sinx+cosx
. . oL X
integralei se face cu substitutia tga =t.
t
Obtinem [ =— i = Zln(l +1)= Ean .
4 51+t¢

0

3.4. Sa se calculeze:/ = dx (Problema 25332 din G.M.-B, nr. 6/2005, autor Nicolae

J«arcsm\/_
cxT—x+1

Pavelescu, Rm. Valcea).

. . . T 5 T . -
Solutie. Deoarece arcsin+/x + arcsin+/1 - x :5 rezulta kz? si aplicand teorema gasim:

larcsm\/_ 1 ! 1
= (;[xz—x+l __I Z(;[
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Generalizarea unei probleme date la
Olimpiada Balcanica de Matematica
pentru juniori, Antalya-Turcia 21-26 iunie 2013

Prof. Serban George-Florin, Braila

La aceastd olimpiada de matematica a fost propusa urmatoarea problema :

“Determinati toate perechile ordonate de numere naturale nenule (a,b) pentru care numerele
a3b -1 . b3a +/
si
a+1 b—1

Propun generalizarea acestei probleme :
“Determinati toate perechile ordonate de numere naturale nenule (a,b) pentru care numerele

a'b-1 ibna+1
a+1 } b—1

sunt simultan numere naturale nenule .

sunt simultan numere naturale nenule , unde n este numéar natural impar. “

n
a'+1 _ _ . .
=a"'—a"?+..—a+1eN , nimparsi aeN.

Solutie :  Folosesc formulele :

a+l
n _ n g n o n
a lzan_1+an_2+..‘.+a+l ’a b 1:(a +1)b-b 1:(a +Db  b+1

a—1 a+1 a+1 a+1 a+1

Dar MEN , atunci leN
a+1 a+1
n n_ n_ n_
ab +1:(b l)a+a+1:(b 1)a+a+1 dar (b l)aEN stunci a—i—lEN si b+1EN
b—1 b-1 b-1 b—1 b—1 b-1 a+1
rezultd ca si produsul lor este numar natural adica
bl 21 071, 2 1, 2 (v, 2w, b-le{l,2} =be{2,3}.
b-1 b-1 b-1 b-1 b-1 b-1
5 o 2a" -1 . ;
Daca b=2 atunci eN si 2a"+1eN (A)
a+1
2a —1:2(a +1)—3:2(a +1) 3 eN | dar 2(a +1)€N
a+1 a+1 a+1 a+1 a+l1
rezultd ca a+le{l,3}:>ae{0,2},anenul , deci (2,2) este solutie.
n_ N n_ n _ n
Daca b=3 atunci 3a leN si MEN,%I 1:3(a +1) 4:3(a +1)— 4 eN ,
a+1 2 a+1 a+1 a+1 a+1
3(a" +1) oo .
dar —————e N rezultd ca eN | a+le{l,2,4}:>ae{(),l,3},anenul deci (1,3) ,(3,3) sunt
a+1 a+1
n n+l
solutii. Daca a=3 , verificam si cealaltd conditie 33 41 eN 37+l = (u+l)+1 =u+1eN. Daca

2

M+l v+I+1

a=1 si b=3, verificam si cealalta conditie v+1eN , (A). Analog se analizeazd si

cazul n=1 .
S={(1,3).,(3,3),(2,2) } .

Bibliografie : “Olimpiada Balcanicd de = Matematicd pentru juniori ,Antalya-Turcia 2013”

Prof., Liceul Pedagogic “ D. P . Perpessicius “ Briila
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Comentarii despre cateva probleme din Gazeta Matematica
de Nela Ciceu, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

In aceasta nota dorim sa prezentam cateva comentarii si solutii inedite pentru unele probleme aparute

in G.M.-B nr. 5/2013, ale caror solutii au fost publicate in nr. 11/2013.
2

E:14495. Determinati numerele naturale x si numerele intregi y, prime intre ele, stiind ca —

X“—=xy
este numar intreg. ( D.M. Batinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu)

Deoarece (x, ) =1, este evident ca perechea (1,0) nu este solutie. Iatd o solutie ceva mai directa:
2

Cum (x,y)=1, rezultd (x—y,y)=1 si atunci % este numar intreg dacid si numai
x(x—y
daca ———— este numar intreg. Obtinem posibilitatile x(x—y)=1,
x(x =)

x(x—y)=-1,x(x—y)=5,x(x—y) =-5. Din prima relatie deducem
x =1,y =0 care nu convine, iar din celelalte trei relatii rezulta solutiile (1,2),(1,—4),(5,4),(1,6),(5,6).

149°*" +184*!
E:14496. Aritati ca fractia /' = ——————— este reductibil.

2977% 4737

Grigore Dumitru
Solutia din revista este scurta si usor de urmarit:

437+ +(5-37-D"" M, +1+M,, -1 M,

8-37+D)™ +(2-37-1)"7 M, +1+M, -1 M,
deci fractia se poate simplifica cu 37.”

Un elev care nu a rezolvat problema si vede aceastd solutie se intreabad In mod natural: am inteles,
dar cum trebuia sd ma gandesc la numarul 37?

Folosind o descompunere in factori, stim cd dacd a si b sunt numere naturale, iar # e un numar

>> Putem scrie F' =

2

natural impar, atunci a’ +b" se divide cu a+b. Deoarece avem puteri diferite, cel mai simplu mod de a
folosi acest rezultat este sa alegemb =1.

Scriind  149° +184™" =149 —1+184™" +1=149""" +1+184"™ -1, rewlts ca avem

o 149" —1 se divide cu 148 si 184" +1 se divide cu 185;
o 149" +1 sedivide cu 150 si 184" —1 se divide cu 183.
Cum 150=2-3.5%,183=3-61,148=2%-37,185=5-37, putem incerca sd vedem daca fractia data

. . - 792 . . 37 . . - A
se simplifica cu 3 sau cu 37. Deoarece 297" se divide cu 3, dar 73" nu se divide cu 3, ne raméane doar
varianta 37. Avem

F,:149%1—1+184“1+1::A4M8+A4m5
2977 —1+737 41 My + M.,
simplifica cu 37.
E:14497. Fie triunghiul ABC (AB< AC), m(ZA)=90° si (AE bisectoarea unghiului 4
(E € (BC)). Punctul D se afla pe (AC) astfel incat dreptele DE si BC sunt perpendiculare. Daca
{M } =DE() AB si {N } = BD (1 MC , demonstrati ci triunghiul BNC este isoscel.
Cosmin Manea si Dragos Petricd

si cum 296 =8-37,74=2-37, rezultd ca fractia se

Prezentam doua solutii, diferite de cea publicata.
I. Triunghiurile CDE si ABC sunt asemenea (sunt dreptunghice si au un unghi ascutit comun) si atunci
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s
e meeme——
DE EC DE AB
= & = (D).
AB AC  EC AC
N
A
C

Analog, din asemanarea triunghiurilor MBE si ABC
2).

BE _AB
ME AC’

obtinem
ME  BE
AC AB

B

Folosind teorema bisectoarei avem
BE AB
)]

EC AC

Din (1), (2), (3) rezultd ca BE = ED si CE = ME si

atunci din triunghiurile dreptunghice BDE si CME

deducem ca m(LEBD)=m(LECM)=45", adica
triunghiul BCN este dreptunghic isoscel.
triunghiul BNC' este dreptunghic si are un unghi de 45°, deci este isoscel.
aria egala cu /2013, oricare ar fi x numir real pozitiv.

Prezentdm o solutie care nu foloseste faptul ca patrulaterul de arie maxima cu laturi de lungimi date
este inscriptibil, si nici formula pentru aria unui patrulater inscriptibil.

Notam cu [ XY...Z] aria poligonului XY...Z .

II. Din AC 1L BM si ME 1 BC rezulta ci D este ortocentrul triunghiului BCM , deci m(£BNC) =90°.
Folosind patrulaterul inscriptibil BEDA, deducem ca m(£DBE) = m(LEAD) = 45°; rezulti ca
Gabriel Sitaru

E:14500. Sa se arate ci un patrulater cu lungimile laturilor 4,5,6 respectiv x nu poate avea

avem

AB =a,BC =b,CD = c. Fie A'proiectia punctului

Consideram patrulaterul ABCD, cu laturile
A pe dreapta BC si D' proiectia punctului D pe
triunghiului

inegalitatea

dreapta AC .
Din
AC < AB+ BC.
Obtinem succesiv:
[ABCD]=[ABC]+[ACD] =
BC-A4" AC-DD’
+ 5 <

(

2
BC-AB AC-DC
< +
2

2
2
Deoarece am obtinut o expresie simetricd in a,b,c, rezultd cd oricare ar fi ordinea laturilor,
Pentru {a, b,c} = {4,5,6} obtinem [ABCD]<37; cum 37 <4/2013, rezulta cd un patrulater cu

2

2
ab+bc + ca
—

laturile 4,5,6,x nu poate avea aria egald cu +/2013.

- BC-AB+ (AB+BC)-DC ab+bc+ca

avem|[ABCD] <
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» Nu am esuat. Doar am gisit 10000 de situatii care nu merg.”.

Thomas Edison

» Jnvatamant primar

| $94.9). Determinati numerele naturale de doui cifre stiind ca diferenta dintre suma cifrelor si 7 este
egala cu produsul cifrelor. Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

Rezolvare: Fie numarul cautat de forma ab . Din problema rezulta
a+b-T7=a-b<= a(l-b)—(1-b)=6= (1-b)(a—1)=6. Se obtine a=7,b=0:>%=70.

. Determinati cifra a astfel incat: (a +aa+aaa+...+aa...a): a =123456789.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare. Observam ca:
9+99+999 +...4 999999999

9

1 PATL.  Qn liftul unei cliadiri cu 10 etaje urca de la parter cinci persoane. in cate moduri pot cobori din
lift persoanele astfel incét pe un etaj s nu coboare mai mult de o persoana.

=1+11+111+..+111111111=123456789. Asadar, a =9.[

Prof. Adrian Stan, Buzau

vor coboriin 10-9-8-7-6 = 3024 moduri.

| #PAR). Se scriu numerele naturale in ordine cresciitoare incepand cu 1. Sa se determine cifra de pe
pozitia 2900. Prof. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare:

Primele 999 de numere sunt scrise cu 9 + 2-90 + 3-900 = 2889 cifre. Restul de cifre pana la 2900 este
de 2900 — 2889 = 11 cifre. Acestea evident, vor face parte din numere de patru cifre, care sunt in numar de
trei: 1000, 1001, 1002. A 11-a cifrd din numerele de patru cifre este 0, prin urmare, a 2900-a cifra este 0.

| @PX 1. Determinati toate numerele naturale care impirtite la 1961 dau restul de 400 de ori mai mare
decét catul.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:

Se foloseste teorema impartirii cu rest, d=i-c+r, Cum 7{(7 =1961 rezulta r € {0;1; 2, ;1960} )
Din r=400-c=ce {0;1;2;3;4} .
In final, numerele cautate sunt {0; 2361;4722;7083; 9444} )

| $¥1y). Aflati numiirul care se mireste cu 198939, dacid adiugim, la dreapta lui, numirul 48.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Fie (X) numarul care trebuie aflat (il scriem intre paranteze, caci, nu stim cate cifre are);

= (x)48=(x)+198939 = (x)-100+48 =(x)+198939 = (x)-99=198891 = (x)=2009.




ST ED R R il AR E— - - PROBLEDE REZOLVATE -

{
|
|
\
v
||||

= Clasa a V-a

[&R1]]). Determinati toate numerele naturale @ pentru care existd exact 2014 numere naturale b care
a
verificd relatia: 2 < —<35.

Prof. D.M. Biitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: (dati de DI Titu Zvonaru):

Avem 2< %<5 st b ja, a
b a 5 5 2

e Dacid a este multiplu de 5, atunci b poate lua una dintre Valorile%,%+l ,...,{§:| ; adica b poate
lua a —ﬁ+l valori;
2 5

e Daca a nu este multiplu de 5, atunci b poate lua una dintre valorile {%} +1, {%} +2,..., [%} ; adica

b poate lua {ﬁ:| — |:ﬁ:l valori.
2 5

Avem de analizat 10 cazuri, in functie de restul impartirii lui ala 10 ; fie K € N ; Sunt bune doar situatiile :
a=10k =5k -2k+1=2014= k=671si a=6710;

a=10k+2=5k+1-2k=2014= k =671si a=6712;

a=10k+3=5k+1-2k=2014= k =671si a=6713; In celelalte situatii, nu se obtine k € Z

Deci a € {6710,6712,6713}.

LY. Fie B=1.2-3-4......-495i C =24-14641. Aritati ci C divide B.

Prof. Petre Piaunescu, Rosiorii de Vede
Rezolvare: 14641 nu este divizibil cu 2, 3, 5, 7, dar este divizibil cu 11 deoarece 14641 =11".
Cum C=(1-2:34) - (11-11-11-11)=(1-11)* (2:11)<3-11)<(4-11) rezulta ca C divide B.

(&3R4, Calculati :
{{{ [(1+2+3+...+200):201}888 -10* :100000401}—19} :3* —1}-(101-102-103)104 +(2007—1997)0 -100.

Prof. Simion Marin , Rm. Sarat

200-201
Rezolvare: Stim ca : 1+2+3+4+.. ..+200=T =100-201
100-201 :201=100=10" ;(10*)**=10""° ;10"7° - 10*'=10"7, 10”7 :100000 *'=10""" :
(10)* =10 =100 ;  (100-19) :81-1=0 ; (2007-1997)°=1 ; 1-100 =100 . Expresia data este 100.

[eRE]Y. Aritati ci numirul 4 =100°"" se poate scrie ca o sumi de doui pitrate perfecte.
Prof. Gheorghe Strutu , Buzau
Rezolvare:

A — 1002013 — (102)2013 — 102-2013 — 102-201372 .1()2 - — (102012)2(62 +82) — (6'102012)2 +(8'102012)2.

(&Rl Aflati restul impértirii numarului 287> +4017 1a 2009.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: 287 +4017 =287 -287%" +2009 + 2008 = 82369 -287°*" +2009 + 2008 =
=2009(41-287%*" +1) + 2008 => restul impartirii lui 287%*° + 4017 la 2009 este 2008.
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G:391‘ Aritati ca daci S este suma divizorilor naturali ai numirului 2010 atunci 34S este patrat
perfect si 1734S este cub perfect. Prof. Nicolae Iviaschescu, Craiova
Rezolvare: Cum 2010=2-3-5.67 = suma divizorilor lui 2010 este
21+1 _1 31+1 _1 51+1 _1 671+1 _1
S = . . . =3-4-6-68. Atunci, 34S =(2°-3-17)° _1734S:(22-3-17)
2-1 3-1 5-1 67-1 $1

3

G:392‘ 60 de muncitori, lucrand céte 8 ore pe zi, au pavat un drum de lungime 900 m in 12 zile. Cati
muncitori pot pava in 10 zile, lucrand cite 6 ore pe zi, un drum lung de 1200 metri?
Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:
1) 60 muncitori ............... 8h/zi.............. 12 zile ................ 900 m
2) X ? muncitoti .............. 6h/zi ............. 10 zile ............... 1200 m
900 900 5
Din 1) rezulta ca un muncitor lucreza my/  sau = my
) 60-12 él 60-12-8 6~84
50
Acelasi muncitor dar in situatia de la 2) va lucra in 10 zile cate 6h/zi un numar de §6 10=—m.
50 1200
Asadar, la §m ....... 1 muncitor, atunci 1200 m ....... X muncitori, x = 50 - 192 muncitori.
8
— —2
—_— + —_—
G:393. Aflati numirul natural xy , astfel incit (xy J x] xy =1573.
X+y

Prof. Tuliana Trasci, Scornicesti, Olt

H(x+y) T
X — — _
—y} -xy =1573; 121xy =1573 = xy =13.

Rezolvare:
x+y

G:394‘ a) Gisiti trei numere naturale nenule si diferite care si verifice egalitatea Sa—11b+6¢c=0;

b) Aritati ca oricare ar fi numerele naturale nenule si diferite a, b, c, astfel incit, sa aiba loc
egalitatea 5a —11b+6¢ =0, numirul A =(a—c)(b—c) se divide cu 55.

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: a) Fie m,neN* m#n sifie c=11lm,a=11n.Din 5-1In—-11b+6-11m =0. Se obtine
b=5n+6m. Pentru m =2, n=3 rezulti a=33, b=27, c=22.
b) Din egalitatea 5a —11b+ 6¢ =0, obtinem 5a + 6¢ =11b sau 5a+ 6¢ =5b+6b, de unde,

5(a—b)=6(b—c). Deducem ca 5 divide b—c¢ si6 divide a—b.

Tot din egalitatea 5a—11b+6¢ =0, adica din 5a+ 6¢ =11b, adun[Ind 6a [In ambii membri, obtinem
Ila+6¢=11b+ 6a, deunde, 11(a—b) =6(a—c). Rezultd ca 11 divide a—c si 6 divide a—b, ceeace
stiam . Asadar, A se divide, sicu 11, si cu 5, deci se divide cu 55 .

[&RI'K. Determinati numerele naturale x si y daci 7x° +39)° =2013.
Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau
Rezolvare: Cum 7x’ este un termen al sumei, rezultd 7x° <2013 = x’ <287 = x e {1,2,3}.

Singura solutie bund este x=3si y=2. S= {(3; 2)} .

G:396‘ Aflati toate numerele de forma abc stiind ca %=(a+b+c-9)(a+b+c-8)(a+b+c-7)
Prof. George-Florin Serban, Briila
Rezolvare: Folosim faptul cd produsul a trei numere consecutive e divizibil cu 6.

3\@, adici a-+b+ceste multiplu de 3; dar a+b+c>9=> (a+b+c)€{12,15,18,21,24,27} .

Daca atbtc =12 atunci abc=3-4-5=60ceea ce e fals;
Dacd a+b+c =15 atunci abc =6-7-8 =336 , a=b=3si ¢=6, fals;
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Dacid atb+c =18 atunci abc=9*%10*11=990 , a=b=9si ¢=0; In celelalte cazuri nu obtinem solutii
deoarece abc=(atb+c-9)(atb+c-8)(atb+c-7)>(21-9)(21-8)(21-7)=2184. Numarul cautat este 990 .

(&KP¥). Un numir natural de trei cifre impértit la rasturnatul siu da catul 3 si restul 175. Aflati
numarul. (In legitura cu problema S:E13.90 din SE al G.M.-B.— martie 2013).
Titu Zvonaru, Comanesti

Rezolvare: Fie abc numirul cautat , cu a#0. Deoarece abc =3-cba+175 , deducem cd ¢ < 2 (daca
¢ >3, atunci 3-cha+175 are mai mult de trei cifre), deci ¢ € {0,1,2}

-dacd ¢ =0, atunci abc =3-cha+175 < 97a-175= 20b ; trebuie ca 97a —175 si se termine cu cifra 0,
deci a=5. Avem 20b =310 si nu obtinem solutie;

-daca ¢ =1, atunci abc =3-cba+175 < 97a— 474 = 20b ; camai sus, 97a — 474 se termind cu 0 --daca
97a se termind cu 4; obtinem a =2 si cum 97 -2 <474 nu avem solutii nici in acest caz ;

_dacd ¢ =2, atunci abc =3-cha+175 < 97a—773 =20b; obtinem a=9,b=5= abc =952 .

= Clasa a VI-a

[ORIT. Rezolvatiin N*xN* ecuatia x+48+[25—[=2009-10"",
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:  Evident, 2009-10"" >0 < 107" <2009 = y-1le {1, 2,3, 4} . Inlocuind pe y in relatia din

enunt se obtin solutiile (x,y) € {(940; 4),(1839;3),(1928;2),(1936; 1)} .

[eRRILY. Aflati restul impirtirii numarului x = 2074°°" —94*°" 1+ 2046*°" 1a 2013.
Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

Rezolvare: Restul este zero deoarece x = (2013 +61)*" —(61+33)*" +(2013+33)*" =

— ]\42013 +612013 _612013 _M61,33 _332013 + M2013 +332013 — ]\42013 )

Alta rezolvare data de DI. Titu Zvonaru:

Vom demonstra mai intéi ca daca a si b sunt prime intre ele, atunci (a+b)" —a" —b" se divide cu ab .
Folosind descompunerea in factori, avem:

(a+b)'—a"—-b"=M(a+b—a)—Mb=Mb;(a+b)" —b"—a" = M(a+b—b)— Ma= Masi atunci
(a+b)"—a"—b" =Mab .

Numirul dat se scrie x =2074°°" —61°°" +2046°"° —33°" —[(61+33)*"" =337 —61*°"]=
=M(2074—-61)+ M((2046—-33)—M61-33=M?2013, deci restul impartirii lui x la 2013 este zero.

y | 1
G:400. Raportul a doud numere este egal cu 7 iar suma lor este tot rk
a) Aflati cele doud numere ;

- 1
b) Impartiti numarul Z in pérti invers proportionale cu numerele determinate la punctul a)

- 1
¢) Impartiti numarul Z in parti direct proportionale cu numerele determinate la punctul a)

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

a 1 1
Rezolvare: a) Fie a si b cele doud numere . Din datele problemei avem : — = Z sia+b= Z . Din prima

b
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1 1
egalitate deducem cd b =4a si, astfel, din a doua egalitate, obtinem a +4a = Z, adica Sa = Z , de unde,

at:L si, deci, b=l ;
20 5

1
b) Fie x siy, cele doud parti ale numarului. X _Y_X*y zizi; deducem ca x zl si y=L .
20 20+5 25 100 5 20
1
o —_ 1 u vV u+v 4 S S
c) Fie u si v, cele doua parti ale lui 1 1—1—1+1—5—1 ,deducemcau—20 $1V—5 .
20 5 20 5 20

(&Z1)]. Aritati ca printre orice 305 numere naturale, doud cite doui coprime cuprinse intre 2 si
2010-2011 exista cel putin un numir prim.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Presupunem prin reducere la absurd cé toate cele 305 numere 7,,n,,...,n,, care, verifica
ipoteza sunt compuse. Fie p, cel mai mic divizor prim al lui »; si p cel mai mare dintre p,.
Deoarece n,,H,,...,Hy, sunt coprime, factorii p,, p,,..., P,s sunt distincti. Rezulta p > 2011(al 305-lea
numar prim este 2011). Deci, pentru acel #n care are cel mai mic factor prim p avem

n>p*>2011" >2010-2011. Contradictie![|

G:402. Fie numerele a, b, ¢, d, e, f astfel incat a + b + ¢ + d + © + f :E,
a+b b+c c+d d+e e+f f+a 13

a b c d e f
+ + + + + .
a+f a+b b+c c+d d+e e+ f
Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt

a b c d e f
+ + + +
a+b b+c c+d d+e e+ f f+a

( a b j ( b c J ( c d J ( d e j e f
m+n= + + + + + + + + + +
a+b a+b b+c b+c c+d c+d d+e d+e e+f e+ f

f  a j 15 63

aflati numéirul m =

Rezolvare: Notam n = , avem

+ =>m+—=6=>m

+ =—.
(f—i—a f+a 13 15

G:403. Fie triunghiul ABC cu BC=1, AB=a, AC =bunde a,b € N*, Aritati ci triunghiul ABC
este isoscel. Prof. Mariana Mirculescu, Craiova
Rezolvare:  Din inegalitatea triunghiului a+1)b = a>bsi b+1)a= b >a = a=b, adica triunghiul

este isoscel.
A

[T in triunghiul ABC avem : De (BC) astfel
incit m(xXBAD) = 30°i m(£ADB)=50",
Ee (AC) astfel incit m( £ABE) =50°. Stiind ci

{F} = AD " BE si m( £ACB) = 20, aritati

caim(X FCB)=10".

Prof. Simion Marin , Rm. Sarat
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Rezolvare: BFD este unghi exterior triunghiului ABF = m( £BFD) =30° +50° =80°. in

ABFD calculim m(£FBD) =180 —(80° +50°) =50 = £ABE = XEBD <> (BE este bisectoare
inAABC.  ADB este unghi exterior triunghiului ADC = m( £ADB)=m(£DAC)+m(£DCA)

=50"=m(£LDAC)+20°= m(LDAC)=30" = £BAD = XDAC = (AD este bisectoare in A4BC .
Bisectoarele (AD si (BE sunt concurente in F = (CF este a treia bisectoare ; dar m( £X4CB) = 20" =
m(XFCB)=10°.

- Clasa a VII-a

(&ETIN].  Sa se scrie numirul 60332012 ca diferenta de doui produse de céte trei factori, numere
naturale consecutive. Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

Rezolvare: 6033-2012=3-2011-(2011+1)=2011(20117 +3-2011+2-2011* +1) =
=2011-(2011+1)(2011+2)—2011(2011+1)(2011—1)=2011-2012-2013-2010-2011-2012

4 4
G:406. Araitati ca 2010 + 2010 »32. Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
1001 1009

2010\" (2010)’ 1009\’ 1001Y* 1009N'(. 1001\
Rezolvare: + =[1+—| +|1+—| >2- | 1+——— | | 1+——— | =
1001 1009 1001 1009 1001 1009

4
e e

1009 1001 1009 1001

(@Fly). Determinati x € N pentru care v4x” +9x+7 e N.

Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt
Rezolvare: Observam cii ©  V4x? +4x+1</4x? +9x+7 <+/4x> +12x+9 sau

2x+1<~/4x* +9x+7 < 2x+3, x fiind natural = v/4x> +9x+7 = 2x + 2 ,adic
4x* +9x+7=4x* +8x+4 < x =3.

(&E1].  In primul an, din lotul de n seminte al unei statiuni de cercetare agricold, nu a incoltit o
samanta. In anul urmitor, din n — 1 seminte de acelasi fel, nu a incoltit o simanta. Situatia se repeta x
ani, dupi care experimentul inregistreazi incoltirea 100 %.

x+1
Aflati x, daca suma semintelor incoltite in intervalul respectiv este 3(n - > J .

Prof. lon Stinescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Fie n-1 numarul de seminte incoltite in primul an, n-2, numarul de seminte incoltite in al doilea,
n-3 , numarul de seminte incoltite in al treilea an, ................. , n-x, numarul de seminte incoltite 1n al x-lea an.
Suma tuturor semintelor devine

S:nx—(1+2+3+---+x):x(n—XTHJ::’»(n—X;Llj = x=3.

Yy —

[eRIl). Aflati numerele naturale x, y si numirul prim p care verifica relatia: x> — p” =1.
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti
Rezolvare: Vom arita ca (x, v, p) € {(3,3,2);(2,1,3)}. Evident x # 0, si de asemenea y # 0 deoarece 2 nu

este patrat perfect. Avem: p” =x° —1=(x—1)(x+1), de unde rezulti ci existi numerele naturale

asibastfelincdt 0 <a<bcu x—1=p“six+1=p”. Atunci p’ — p* =2saup“(p" ™ —1)=2.
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e p'=1p""-1=2=a=0,p"=3=a=0,b=1,p=3=(x,y,p)=(2,1,3);
o p'=2p" " ~l=1l=p=2,a=12"=2=a=1,b=2,p=2=(x,v,p)=(3,3,2).

G:4108 Se consideri dreptunghiul ABCD cu aria 3 (u.a.) si punctele A, respectiv N cu
M € (AB),N € (BC) astfel incit aria triunghiului MND este 1 (u.a). Determinati minimul sumei

AM +CN.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Avem figura de mai jos.
Din relatiile: (1) [ABCD]— [MVD] =3-1=2;
(2)[MBN]+[MAD]+[NCD]=[4BCD]-[MND],

C-26-9 3, .

3 3
rezulti: X+ 2+ " =2 & 3——y—zx+zy+—y+xz =4 yz=1.
2 2x 2 X X
A M
. . .. - .. - . y
Din inegalitatea mediilor avem ca y + z este minim dacd si numai
dacd y=z.
z =1
Deoarece {y , rezulta y=z= \/I =1. Obtinem asadar
y=z

min(y+z)=2.

(@], intr-un triunghi ABC, M  (BC) si m(BAM) =25°, iar m(CAM) =30°, N € (AC) si
m(@ )=45", iar m(ﬁ] ) =55, Aritati cii latura (AB) este media geometrici a segmentelor
(AM) si (BN) . Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvare: Din datele problemei, rezulta
m(ACB) =180° —[m(BAC) + m(ABC)] =180° —(55° +100°) = 25°.
Deducem ca A ABM ~ A CBA, av(Ind unghiul @ , comun $i m = 1@ Scriind

AB BM AM AB-AC
proportionalitatea laturilor, = = = ; > AM=——— (1)

BC AB AC BC
Din m(@) = m(C/BT\I) =55", deducem ca A CBN ~ A CAB, avInd unghiul ACB , comun i
o B B AB-B
BAN = CBN.. Din proportionalitatea laturilor, = ¢ = N = CN = BN = ¢ 2)

AC AB BC
AB-AC AB-B
Cnmultind relatiile (1) si (2), membru cu membru, obtinem : AM - BN = BC ¢ . AC ¢ , de unde,

dupa simplificari, rezulta AM -BN = AB?, relatie care arati ca latura (AB) este media geometrica a
segmentelor (AM) si (BN).
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[eR3b). Scrieti numirul numirul 20117 +4°°° ca produs de doi factori.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
Rezolvare:
Observam ci: 20117 + 422 =2011"" +4.4°°" =((2011)°")* +4-(4°")* =a"* + 4b".
Dar, a* +4b* =a* +4a’b*> +4b* —4a’b* =(a’ +2b*)* —(2ab)* =
=(a” +2b° +2ab)(a’ +2b*> —2ab) , care reprezinta identitatea Sophiei Germain.
Deci 20117 +4°°° = (a® +2b* + 2ab)(a” +2b* —2ab) ,undea = 2011°" | b = 4>

. Determinati #» € N* pentru care este adevirati egalitatea:
32427 ) (327 427 ) (37 427 ) (32 +27)- (3+2)=6561% —256°,
Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt
Rezolvare: Amplificind membrul din stdnga al egalitatii cu 1=3-2 si utilizand produsul sumei cu diferenta,

" —2"" Deasemenca, 6561=81"=(3') =3%:256=2".

se obtine 3°
65617 =37 | =3*". 256 =(2f) =2%F =272 2",

Amobtinut: 3% =227 =3¥ —2¥ o n+l=11n=10.

(&Y. Se considerd o functie /R —> R, /(f(x)) =2009x—2008. Aritatica f(1)=1.

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:  Din f(f(x))=2009x—-2008 (1), pentru x=1 se obtine 7(£(1))=1 . (2). Inlocuim in

(1) pe x cu f(1) se obtine f( f(f(1)))=2009f(1)—2008 (3). Din (2) si (3) se obtine
f(1)=2009f(1)-2008= f(1)=1.

1
G:415. Cercetati daci max max(—x’ +5x+7) apartine intervalului (—I;E} .

Prof. Ton Stinescu, Smeeni,Buzau
Rezolvare:

X +5x+7=—(x" -2 -%x + %) + 25 +7= ? —(x— %)2 . Rezultd ca maximul expresiei este v si

4

naartine(l1
u -1;—1.
part 5

n’+n’+n+2

3

G:416,. Sa se arate ci pentru nici o valoare intreaga a lui n, raportul 3
n’ —n+

, hu este numar

intreg.
Prof. Constantin Apostol, Rm.Sarat

Rezolvare: Observam ca oricare ar fi a € Z, la numitor obtinem numarul a’ —a+3, care se divide cu 3,
cici, a’—a+3=a(a—1)(a+1)+3,unde a(a—1)(a+1) este un produs de trei numere intregi

consecutive.
Sa ardtam ca pentru nici un numar a € Z , numarul de la numarétor, nu se divide cu 3.
In raport cu impartirea la 3, un numar intreg este de forma 3k, 3k +1 sau 3k+2, ke Z.

Pentru a =3k , obtinem : (3k)’ +(3k)” +3k +2=M, +2 ;
Pentru a =3k +1, obtinem : (3k +1)’ + Bk +1)> + Bk +1) +2 =M, +2
Pentru a =3k +2, obtinem : (3k +2) + 3k +2)* + 3k +2)+2= M, +1
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Daca numaratorul nu este divizibil cu un divizor al numitorului, deducem cd numairitorul nu este
divizibil cu numitorul si, deci, raportul nu este numar intreg.

(k). in cubul ABCDEFGH de muchie a se consideri M mijlocul lui [AB ] . S se determine

distanfa de la H la planul (FMC).
Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:
Fie {N}=GBNFC. N este mijlocul lui [FC]

si din triunghiul echilateral HFC rezulta HN L FC (1)

H G

|

|

|

|

|
Lo

F
HG =a, GN:NB=a\/§,MB=£. D
2 2 ,/ / C
rd '/ '/ /4
Deoarece HG :G—N =2 si e
NB MB A £ .

m(G) =m(B) =90 rezulti A HGN ~ A NBM = HNG = NMB
= m(HNG) +m(MNB) =90° = HN L MN (2).

a6

Din (1) si (2) rezulta HN L (FMC), iar d(H,(FMC))= HN = HG® + GN* = —

(&3] Fie cubul ABCDA’B’C’D’si M € (BB ') . Precizati pozitia lui M pe muchia (BB') daci

e 4
cos (m [(ADM), (ABC)}) = 5 Prof. Gheorghe Darstaru, Buziu

Rezolvare: Deoarece MA 1 AD si AB 1 AD , unghiul dintre planele (ADM) si (ABC) este XMAB .

Avem:cos(m[(m)})z j}\i = ! :i = BM:%Z .

I? + BM?

(638, Pe planul triunghiului dreptunghic ABC avind cateta AB = 12 cm si ipotenuza

BC =6+/13 cm, se ridica perpendiculara BM = 10 cm . Calculati :

a) Distanta dela M la AC ;
b) Distanta de la M la centrul de greutate al triunghiului .
Prof. Simion Marin , Rm. Sarat

Rezolvare: Deoarece MB L (ABC) si AB L AC rezulta
MALAC((t.3 1);deci MA=d(M, AC). Din triunghiul

dreptunghic MBA obtinem MA =+/10> +12% = 2J61cm .
Din triunghiul ABC obtinem

AC=+BC? — AB*> =468 —144 =/324 =18 cm.

Fie N mijlocul lui [AC] .

AC
Rezulta ca AN:T =9 cm. Din A ABN calculam lungimea

2
medianei BN =15cm. BG= g din BN =10 cm.

Din AMBG obtinem MG = 10+/2 cm .
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L:268. Si se determine a,b € R astfel incat ecuatiile (4a—10)x” + (a—8)x+3 =Osi
(b+8)x* —(2b+19)x+9 =0 si aibi aceleasi solutii. Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

Din conditia 410 = 978 1 ltd 12a—30 = b+8si 3a—24=-2b-19. De aici,

b+8 —(2b+19) 3

, , _[12a—-b=38 ,

prin rezolvarea sistemului rezultd a =351 b=-2.
3a+2b=5
L:269. Determinati multimea 4 =<xeR 2; ely. Prof. Constantin Dinu, Buziu
x +3x+3
Rezolvare: ——— = peZ= px*+(3p—-x+3p=0.Pentru p#0,xeR=A>0 <
x +3x+3

—3p*—6p+120= pe{-2;-1;0}.

Pentru p:—2:>xe{—2;—%}; p=-1=xe{-3-1}; p=0=xe{0}; In concluzie,

A ={—3;—2;—§;—l;0};
2

L:2708 Fie x,y,z numere reale, z<0,x =0, astfel incét |y|<2\/xz. Si se demonstreze

inegalitatea: x(x> + y> +z°)+ y(x+ y+2z)+3z<0.
Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat
Rezolvare: Deoarece xz >0, avem x < 0. Asociem numerelor reale x, y,z functia f:R — R datd prin

f()=xt>+yt+z. Dar |y| <2z e y> —4xz<0. Deducem ci f(t)<0,VteR. Deci
f(x)<0, f(y)<0, f(z) <0. Adunind aceste trei inegalitati obtinem cerinta din enunt.

: .3 3
L:271. Fie x€ O;Z . Aratati ca SIn X 05 X ZL. Prof. Ana Cismaru, Malu Mare, Dolj
2 5 12 13
Rezolvare:
-3 3 : 4 4 2 2 2
Sin"x  cos"x _sinx  cos x Z(sm X+cos” x) > 1 =i
5 12 3sinx 12cosx  3sinx+12cosx [(32+12%)(sin’ x+cos’x) 13
L:272, Ar:‘itagicﬁl+i+L+ ......... +2;(l, VneN*,
5 13 25 2n" +2n+1

Prof. Nicoleta Bran, Craiova
Rezolvare: Deoarece 2n° +2n+1=n"+(n+1)°)2n(n+1)=

T e Do i 2 [ o e
Sk +2k+1 S2k(k+1) 25\k k+1) 2 n+l 27

3

L:273. Stiind ci X,y € R si x <y, si se compare numerele : a = Y sib=2x"+xy+y .
X

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

—_

Rezolvare:  Fie ® relatia dintre cele doua numere, care poate fi,, >”,,, = ”sau,, < ”.
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3
Asadar, Y ® 2x> +xy+y’ |-x S Y R2X+XYy+xy’ S vy X’ ® X+ X’y +xy’ &
X

S (y-x)(y +xy+x7) ® x(X* +Xy+y’) < y-X ®x<y®2x.  Obtinem cazurile :
I) Dacd y<2x,= ®este,, <

II) Daca y =2x, = ®este,, = 7

IT) Daca y > 2x, ® este ,, > 7

. Si se arate ci dacd x, y, u, v € R astfel incat x°+y*=9 si u’+ v*=36, atunci

Xu+yve [—18;18] . Prof. Tuliana Trasci, Scornicesti, Olt
Rezolvare:

Metoda 1: Alegem x=3cosa, y=3sina, u=6cosb , v=6sinb (care verifica egalititile de mai sus)

Atunci, xut+yv= 18cos(a-b) € [—18, 18].

Metoda 2: Conform inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz rezulta

(xu—l-yv)2 < (xz+y2 )(uZJrV2 )=324, adica xutyv € [—1 g, 18] .

L:275. Pentru n € N* , se considerd numerele in progresie aritmetica: 1++/\/vn+1,

2+2yvn+1, 1++/n+1. Sa se determine ratia progresiei.

Prof. lonel Tudor,Calugareni,Giurgiu
Rezolvare: Numerele date sunt in progresie aritmetica daca si numai daca

2+2\/\/n+1:(1Jr n+1)+(21+ Nn+l) = 4+4\\Vn+1 =2+~n+1+\Vn+l.
Notam x =A\\vVn+1)0= \vn+1 =x"si Vn+1=x". Seobtine, ecuatia 2+4x” =x* +x de unde

x* —4x* +x—2=0. Descompunand, rezulti x’(x*—4)+x-2=0< (x—2)(x’ +2x* +1)=0.
Pentru x>0 avem x° +2x” + )1)0. Rezultd x=2 si atunci Vn+1=x* =16 = n=1=256 = n = 255.
Am gasit progresia aritmeticd +3,10,17 care are ratia r="7.

IBpY[Y. Fie /:R — Rastfelincat m- f(x—1)+n- f(—x)=3x+7 . Determinati m,n € R astfel incét

f(2)=-5, f(-3)=4. Prof. Claudia Popa, Berca, Buzau
. 4dm—-5n=1 23 28
Rezolvare: Pentru x =—2 respectiv x =3 rezultd >n=——, m=——.
—Sm+4n=16 3 3

L:277. Daca x, € (O,%) ,Vk = I,_n, atunci aritati ca [Z (sinx, +2fgx, )]Z“L >3n’.
k=1

k=1 X

D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

sinx +21gx >2tg§>x,‘v’xe(0,%) (D)

Rezolvare: Este evident ci :

- X
Intr-adevar, notand tga =te (0,1) avem de demonstrat c:

A M S evie(0)) o

2
PR +——>3Vte(0l) e 1-1 +2+27 >3(1-t) &

1+ 1-¢
<3+ >0,V e (0,1), ceea ce este evident.

Prin urmare,
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(sinxk + 2tgxk)> 3Zxk,ka € (O,%),k =1n 2)

k=1 k=1

BN

1
_] > n’, inegalitatea (2)

M=

. 1 <
Inmultind inegalitatea (2) cu E — > (i tindnd seama c.ﬁ:( E X, j{
k=1 Xk

k=1 X k=1

devine: (z (sinx, +2fgx, )jZ— > 3(2 X, J[Z ] >3n’, ceea ce demonstreaza enuntul.
X

k=1

|BPXL] Si se demonstreze ca intr-un triunghi oarecare (cu notatiile obisnuite) au loc relatiile:

2
a) GI'= —————[(a-b)(a—c)(p-a)+(b-a)(b—c)(p-b)+(c-a)(c-b)(p—<)].

9 a+b+c)
b) GI’= é (p* +5r* —16Rr). Prof. Marcel Chirii, Bucuresti
Rezolvare: Solutie. AG = —(AB +AC ), Al = b AB+—SAC =
a+b+c a+b+c
Gi- (2> —1)Z3+( ¢ L6 pa E%’-A_c':l-(b2 +c*—a?)
a+b+c 3 a+b+c
G- Gi-Gi-[(—2—Nap+ (¢ ][( LT I Yol
a+b+c 3 a+b+c +b+c 3 a+b+c 3
2 2
[ a+c—2b 24 a+b-2c b a+c-2b a+b-2c (b —a?) =
3(a+b+c) 3(a+b+c) 3(a+b+c))\3(a+b+c)
1
= ————[(atc-2b)’c? +(atb-2¢)’b” +(atc-2b) (atb-2¢) (b*+c’-a’)]
9(a+b+c)
=; (—a’ b’ ¢’ +2a’b +2a’c +2ab” +2b’c +2ac” +2bc” —9abc).
9a+b+c)

Se verifici usor ca : —a’ —b°> —c’ +2a’b+2a’c+2ab* +2b*c+2ac® +2bc* —9abc =
=2[(a-b)a—c)p-a)+(b—a)b-c)(p—b)+(c—a)c-b)(p—c)]
at+b+c _ngurﬂXp—murw) &:%%a%m

, = >

Tinand cont de formulele: p =

2 p p
(p +512 ~16Rr) = [(“”’”)  S(b+c—a)c+a-b)at+b=c) 8abc
o4 4a+b+o) a+b+c
1 (a+b+c)2+5(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c)—32abc]:
9(a+b+c) 4(a+b+c)

—— (-2’ b’ —¢’ +2a’b +2a’c +2ab’ +2b’c +2ac” +2bc* —9abc) = GI.
9a+b+c)

IBPHL). Fie a,b,c numere reale pozitive. Si se demonstreze inegalitatea:

48(a+b+c)<(a’ +b* +c* +9)°.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Cu inegalitatea mediilor avem:
a’+b*+c’ .
a+b+c _ |a’+b’+c’ a’+b*+c*+3
< \/ 1< 3 - )
3 3 2 6
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a’>+b’>+c’+3 .
a’+b*>+c*+3 6 a’+b*>+c*+9
Dar, 1< =
6 2 12
2
a’+b*+c*+3 (a’+b>+c*+9
& < ()
6 12
2 2 2
+b° +
Din (1) si (2) rezulta concluzia. Egalitatea se obtine daca a=b=c, % =1, adica
a=b=c=1.

- Clasa a X-a

IL:280. Fie /iR >R, f(x)=x>+14x+42. Rezolvatiin C ecuatia /(/(/(/(f(x))))=0.

Prof. Dana Camelia, Didu Ileana, Craiova
Rezolvare: f(x)=(x+7)-7= f(f(x)=(f(x)+7) =T=(x+ 7)22 —7 . Analog,

FES @)=+ =T,ete. f(FFLULEDN) =(x+T) =T=
(x+7)25 =7="T7(cos0+isin0)= x, =3\2/7(00523k—27[+isin23k—2”} k=0,31.

(erl)2 N (y+1)2 N (Z+1)2
3-302) +1 3-3(x2)* +1 3-3/(xp)” +1

>3.

L:281. Fie x,y,z)0. Aritati ci

in ce caz avem egalitate ?
Prof. Gabriel Tica, Bailesti, Prof. Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare:

(x+1)2 (x+1)2 -3 ﬂ— i n —y=z=
Z3-3(y2)2+122(y+1)(z+1)23 \/H(y+1)(z+1) =3. Egalitate pentru x=y =z =1.

S-a aplicat inegalitatea mediilor: 3-3/(yz)* +1=3-3yz(yz) +1< y+z+ yz+1=(y+1)(z +1).

L:282. Si se rezolve ecuatia log > 7 —log 1 log, Ix +§ =0.
¥ 1

S
Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Din conditiile de existenta rezulta x)Osi x #1.

Avem :log 7 =;; logﬁlz—logﬁx=—;=—2log7x. log, 3/;=—llog7 X.
log, x x 1 = 3
7 log 7 7
2
Notand log, x =¢ ecuatia dati devine 7 +4¢> +3=0< (t+1)(7* -7t +3)=0=
1

ty=—Lt,; ¢ R. Asadar, din log, x=—1:>x=7.

. Folosind eventual identitatea x° —13x+12 = (x —1)(x —3)(x + 4), rezolvati ecuatiile:

a) 3% —13-3"+12=0;

b) lg x +lg(x* +25x) = lg(x +1) +1g(25x —12). Prof. Constantin Dinu, Buziu
Rezolvare: a) Cunotatia 3" = y >0, ecuatia devine y> —13y+12=0 < (y-1)(y=3)(y +4) =0
rezultd y =1,y =3,y =—-4.De aici se obtine ca x € {0;1};
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b) Din conditiile de existenta ale logaritmilor x)0, x*+25x)0,
x+1)0, 25x—12)0,rezultix € {% ; +oo}; Ecuatia devine Ig x-(x* +25x) =lg(x+1)-(25x—12) =

¥ —13x+12=0 :>xe{1;3}.

27 +27 427 =5
. Si se rezolve sistemul: {27 +277° +2° =7, Prof. Strutu Gheorghe, Buziu
27427 427 =11
Rezolvare: Notim: 2" =a > 0;27 =b > 0;2° = ¢ > 0. Astfel, sistemul devine:
a+ab+b=5 (a+1)b+1)=6 a=2=>x=1
b+bc+c=7 <b+)(c+1)=8 < b=1=y=0
c+ac+a=11 (a+1)(c+1)=12 c=3<z=log,3

. Sa se rezolve in multimeaZ x7Z ecuatia: 7" = 3" +100.
Prof. Ovidiu Tatan, Rdmnicu Sarat
Rezolvare: Aratam mai intai ca ecuatia nu are solutii intregi negative.
Daca x<0,y<0=7"€(0,1),3" €(0,1) = 3" +100 € (100,101), deci nu avem solutii.
Daca x<0,y>0= 7" €(0,1),3" +100 > 100, deci nu exista solutii.
Dacd x>0,y<0=7">1,3"+100€ (100,101) , dar nu existd x €Z cu 7° €(100,101) deci din nou nu
avem solutii. Asadar x >0,y > 0. Cazurile x=0 sau y=0 nu conduc nici ele la solutii.
Pentru x > 0,y >0 scriem ecuatia sub forma: 7° =343 =3"-243 = 7°(7"" -1)=3’(3"" -1).
Cum (7°,3%) =1 si observand ci ecuatia nu are solutii x <3,y <5 rezulta 7° /(3" —1).
Daca y>5,yeN=23"" —1=-1(mod3) . Dar 7° =343 =1(mod3) deci —1=1(mod3) , fals.

Rimane deci y =5 siapoi x=3. In concluzie, ecuatia admite solutie unici, S = {(3; 5)} .

IBPA]Y. Fie ne N, n>2 sinumerele realea)b)0) pentru care (a—b)" =a+b.

2n+1
Si se arate ci: a) "Na’—b> =4a+b;b) la=b)™ este pitratul unui binom.
n+lla2 _ b2
Prof. Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Mai Intéi facem observatia ca exista numerele a>b>0 si n care verifica conditiile din ipoteza, de
exemplu a=3,b=1 si n=2.

(a—b)" :a+b:>\”/a+b=,/(a—b)n =a—>b)0 .
Atunci "Na® — b? =”+\1/(a+b)(a—b) :”*\ll(a—b)n (a—b) =a-b=Xa+b.

Sz/_zb) b2 - (ad;bib = (a;b)b =(a-b)”" =[(a—b)”}2 =(a+b).
a* — _

- Rezolvati ecuatia \/§ _ \/5 _0= \/IUX(TD - \/5 .
V3 —Inx(x—1) NCENG)

Prof. Petre Paunescu, Rosiorii —de —Vede
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Rezolvare: Se face notatia /In x(x—1) = a)0si V3-V2=b , atunci
b _a- NE)

1 b

-2= = y+—=2unde s-a facut notatia
B-a b y -a
1++1+4€°

a=+2=1In x(x—1)=2=x* —x=¢* cu solutiile X,, =————— care respectd conditiile de

=y . Se obtine y =1 dupd care

existentd x*-x>0 , In(x*-x)>0 si numitorul diferit de zero.

. Se consideri multimile 4, = (o, ] si 4, =[f,+%),unde a = x*y* +9x> +4y? + 36,
B =(xy+6)*, iar x,y numere reale. Si se arate ci:

1) a) A, () A, # multime vida, Vx, y € R ; b)Precizati relatia dintre x §i y pentru care o = f3;

2) Aflati valorile lui x si y pentru care 4, (1 4, =[49,50].

Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat
Rezolvare: 1) Demonstram ca a>f. In adevir, « se scrie  succesiv  astfel

a=x"y  +9x° +4y° +36=x>(3> +9+4(y* +9) = (x> +2°)(y> +3%). Avem de aritat ca
(x* +27)(»* +3%) = (x-y+2-3)*, ceea ce este adevirat conform inegalitatii C-B-S.

2
Sau a > <> (3x—2y)* > 0. Egalitatea se obtine daci X =§. Pentru punctual 2) avem de rezolvat
y

xy+6=7 ) _{xy+6=—7

sistemele: S, : si
: {xzyz +9x% +4y? +36 =50

x*y?+9x% +4y> +36=50

Sistemul S, nu are solutii reale deoarece a doua ecuatie devine 9x” +4y° =50-36-169 < 0. Se obtin

23 2 3
lutiile: S = —1,—1 , 1,1 d—== Ll === ;-
solutiile {( ), (LD) (3 2) ( 3 2}}

IBPAL].  Si se rezolvein RxR xR sistemul de ecuatii:

V2x+1+ 3y +1+dz+1=15
32x+J3y_+ 33y+\/ﬁ 34z+\/ﬁ 330

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti

Rezolvare: Ridicand la patrat prima ecuatie si tindnd cont de inegalitatea mediilor obtinem:

@x+1)+ By+1) + (42+1) =225 -2/ 2x + DBy +1)  —2/By+D)(dz+1) 24z +D2x +1) =
2x +3y+4z+3 2 225—(2x+1+3y+1)—(3y+1+4z+1)—(4z+1+2x+1)
= 6x+9y +122>216 =2x + 3y +4z>72.

In ecuatia a doua tinand cont de inegalitatea mediilor si de inegalitatea precedentd obtinem:

330 32x+«/3y+ 33}+\/4z+ 34z+x/2x+ >3 \/32’c+«/3y+1+3v+ 4z +4z4~2x+] 3 [32r+3}+4z+153 /387 330

Se obtine egalitate atunci cand 2x+1= \/ 3y+1= Jaz +1 .Tinand cont de prima ecuatie obtinem
x=12, y=8 si z=6.

Clasa a XI-a

. 4n® +8n
L.:290. Intr-o progresie aritmetica (an )n>l , suma primilor n termeni este §, = ———. Sii se

a+a,+..+a,

calculeze lim
n—o0 n . a
n

Prof. Adrian Stan, Buzau
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8n+4 4n® +8n
Rezolvare: Cum a, =S, -5, | = 3 ,Vn>l,iar a, +a,+..+a, =S, = —3 rezulta,
4n* +8n
._ata,+..+a, . . 4n’+8n 1
lim—— r = fim—3 = lim e =
n—w n-a, n—0 n 8n+4d  noe 81’12 +4n 2
3

IR Fie (x,) ., x,=3,x,=2, x ,=+/x,,+x,, n=1.

1
a) Ardtatica x, <2+—,Vn2>1;
n

b) Sirul (x,),., este convergent si limx, =2;

n—>0
Prof. Ion Nedelcu, Ploiesti, Prof. Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare: a) Se arata prin inductie.

xn+23\/2+l+2+ <o L2l Y A —3n—420,Vn>2.

n n+l1 n+2 n”+n n+4n+4

1 :
b) Se aratd prin inductieca x, 22. x, € [2;2 +—},Vn >Llimx, =2 .
n

n—>0

|BPLP). Se consideri dezvoltarea (X —3)"° =a, +a X +a, X’ +...+ a,X"°.S4 se calculeze

a,+2a, +3a, +...+10a,,. Prof. Florentina Popescu, Buzau
Rezolvare: Derivand relatia din enunt, se obtine 10(X —3)’ =a, +2a,X +3a,X° +...+10a, X" si

pentru X =1, rezulta a, +2a, +3a, +...+10a,, =—10-2°.

. Se considerd functia f:Dc R > R, f(x)= %
\3—|x—

a) Sa se determine domeniul maxim de definifie a functiei si sa se studieze continuitatea lui f pe aceasta

multime.
2

b) Calculati ling( F (X)), Prof. Constantin Dinu, Buziu
X—>

Rezolvare:

a) 3— |x - 3|>0 = D= (O; 6) ; Dupi explicitarea modulului, rezultd f'(x) ,

. /6 -X .. X . .
Deoarece lim =lim,|—— = f(3) =1, atunci f este continua pe D.
x—3 X x—3 6 —X
)3
1
2

x(3

o i S22~ [ = e (F)i=e
i 2 = timf ) e = i (o) e

x(3

IBPRE. Fie nc N* si 4,8 e M (C)inversabila. Aritati ca:
a)Daci AB' =1 Lt BA ' atunci A — B este inversabili.

b) Daci BA™' = I + AB " atunci A+ B este inversabili.
Prof. Otilia Dragan, Prof. Ovidiu Cioponea, Craiova
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Rezolvare:
a)Din (A—B)(A' =B ')=1 —-BA'+A4B"' —1 =1 = det(A—B)# 0= A— B este inversabila.
b) Din (A+B)(A' =B ")=1 +BA" —AB"'—1 =1 = det(A+ B)# 0= A+ Beste inversabila.
IBPLY. Fie x,),z)0 cu x+ y+z =1.Aritati cii:

2) (4 (4 2) - (z4x) sé;

b) x7F .yt 2T L 5; Prof. Ion Nedelcu, Ploiesti, Prof. Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare:
+2
a) Fie f:(0;1) > R, £(x) = xIn(1—x), atunci, £"(x)= (’6—1)2<o, Vx € (0;1) = f este concava pe
x J—

L S@+ )+ /()
3

. e Xt+y+z .
(0;1) de unde rezultd conform inegalitatii f ( ;j j ceea ce trebuia aratat.

—-x+1
b) Fie g:(0;1) > R, g(x)=(1—x)Inx, atunci, g"(x) = xz (0,Vx € (0;1) = g este concava pe
X
(0;1) de unde rezulta conform inegalitatii g ( X ;j il Zj > g0+ ggy) *8(2) ceea ce trebuia aratat.

. Fie f :[a;b] > R, 0(a(b de dous ori derivabili si Jaf®)+bf(a)= (\/; + \/E)f(\/%)
Aritati ca exista ¢ € (a; b) astfel incat 1 "(c)=0.

Prof. Liviu Smarandache, Ramona Puchiu, Craiova
Rezolvare:

f(ab)— f(a)
Ja(b-a)

f'(c,).Dinenuntsi ¢,{c, = f'(c,)=f'(c,)=3ce (cl,cz) c (a;b)astfel incét

d¢ € (a;\/E ) astfel incat =f'(¢)sidc, e (\/E ;b)astfel incat

f(b)— f(ab) _
Vb(Jb—a)

J/"(c)=0.
2" +x=3" .
L.:297. Sa se rezolve in R x R sistemul . Prof. Aurel Chirita, Slatina
2V +y=3"
Rezolvare:

Pentru x(y = 3" =2"+x(2" + y(3" = y(x, fals. Analog pentru y{x. Atunci, x =y =
2"+x=3". Fie f: [2; 3] —> R, f(t)=1¢". Conform teoremei lui Lagrange, dc € (2; 3) astfel incat
-2 =x-c"mx=x-c"" =xe{ll}= (x;»)€{(0;0),L1)}.

|BPLLS.  Fie curba de ecuatie xx’y = 2x—2, «)0. Prin punctul de inflexiune se duce o

perpendiculari pe o dreapta variabila ce trece prin origine. Sa se afle locul geometric al intersectiei.
Prof. Claudia Popa, Berca, Buziu

Rezolvare:
y=f(x)= 2x—22 = f(x)= _2xf4 = f"(x)= 4"_412 .Din f"(x)=0=> x, =3. Punctul
ax ax ax

de inflexiune este / (3;9— iar ecuatia locului geometric este ecuatia cercului
a
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(xz—gj +(y—ij :2-1- 42 de centru C(E;ijsirazaR: 2+ 42.
2 9a 4 8la 2 9a 4 8la
- Clasa a XII-a

IL:299. Fie £:M,(Z) > M,(Z), f(x):(aﬂ 3

- X . Si se determine a € Z astfel incat f sa
-1 a+4

fie automorfism al grupului (M ,(Z), +) .
Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:
: : N a+tl 3 ) : :
Fie f automorfism al grupului (M ,(Z), +) , rezulta f e bijectiva = { 4 e inversabila, deci,
-1 a+
= (a+1)(a+4)+3=0.
a+l 3 Y 1 a+d 3 ,
=" =a+4, -3, 1, a+1 trebuie sa fie divizibile cu
-1 a+4 a +5a+7 1 a+l

a’* +5a+7adica a* +5a+7=1 sau —1.
Din a2+5a+7:1:>ae{—2;—3} sidin a*+5a+7=-1=a¢’Z.

L.:300. Se consideri functiile 1, F : (l;oo) >R, f(x) :%(L—ln(l—l)j, iar F(x) :lln(l—l) .
x \x+1 X X X

a) Demonstrati cd F(x) este o primitiva a lui f(x);

b) Calculati j f(x)-F(x)dx. Prof. Constantin Dinu, Buzau
2
TP 1Y I, 1 1|
Rezolvare: a) F este o primitiva a lui f deoarece F"x)=| — | In(1 ——) +— In(1 ——) = f(x).
X

et

b) jf(x) F(x)dx_—Fz( )‘ Lin (1——)}

1] 1 LR
_5‘:6_2(111(6_1)_1) —Eln 2}.

L:301 Sa se calculeze: I(a):j T ile?) 5 dx,aeR.
X +iZx +4x +o3x+2+a

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
(x* +x)
x*4+2x° +4x* +3x+2+a

Rezolvare: /(a)se mai scrie I dx, ceea ce sugereazi scrierea numitorului

dupa puterile lui x* + x . Astfel:
xP+2x +4x7 +3x+2+a=a(x’ +x)* + (x> +x)+y, iar prin identificarea coeficientilor gisim

dt
a=1,8=3,7=2+a.Cusubstitutia x> +x =¢,avem [(a)= .[2—
1" +3t+2+a
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d'll

2
} 1 o, 3V 9 3V (1
Daca A:9—8—4a>0<:>a<z,atun01 t"+3t+2+a= t+5 _Z+2+a: t+§ —|.J==al =

:LHE_\/ZIHEJW/:J si I(a) = 1 |2l+3 NI 4a|
2 V4 2 V4 J1-4a \2z+3+M\
1 |2(x +x)+3-— m|
J1-4a \2x +2x+3+m\

DacéA:1—4a:O<:>a=l,atunci:I(a):J. dr == ! +C:—++C.
4 3 3 2x° +2x+3
t+= I+
2
(>
Daca A<O<:>a>%,atunci I(a):j dr - = 2 arctg 21 +C =

2x% +2
arct ali x+3+C.

2
T aa—1 T Jaa

+ arccos
L:302. Sa se calculeze: ua’x, unde a > 0.
1+ x

D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

1
) a+arccosx . . s
Rezolvare: Fie [ = J—dx, in care facem schimbarea de variabila x=u(t)=—-t, cu

4 1+ x?
u'(t)=-1,u(l) = —1,u(-1) = 1si obtinem:

—1 1 1
a + arccos(—t) a+ m —arccost
= |———=(-1)-dt = dt=(a+r dt—1.
1-[ 1472 =D _Jll 1472 ( )_11+t2
. 1 T 7[(72' + a)
Deci, 21 = (a+ ﬂ)arctgt‘ L =(a+7) S deunde [ =——=.
cos2x

L:303. Aflati primitivele functiei /R > R, f(x)= .
P tiei / S (sin x +cos x +2010)*""'

Prof. Liviu Smarandache, Ivanescu lonut, Craiova

Rezolvare: Se face substitutia sinx+cosx =7 =>(cosx—sinx)dx =dt = '[ - €052 o=
(sinx+cosx+2010)
(cos x +sin x)(cos x —sin x) tdt dt dt
I : 2011 = I 2011 I 2010 OI 2011
(sinx+cos x+2010) (t+2010) (t+2010) (t+2010)
1 1 1 sinx+cosx+1

. + =— +C
2009 (z+2010)*""  (¢+2010)*" 2009(sin x + cos x +2010)*"°
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L.:304]. Sa se calculeze integrala I 4x +26x i 8x3+ 3.yz’x . Prof. Constantin Dinu, Buzau
o (" +x+1)
Rezolvare:
]-4x3+6x2+8x+3dx_2r2(x2+x+l)(2x+1) zj a4l ] 2 1 2108
J (P +x+1y S (P tx+l) S +x+1) X 4+x+10 2" +x+1)°|0 49
L:305. Fie ac R, . Si se arate ci Ilg(\/9x2 +1+3x)dx=0. Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Fie f:R >R, f(x)=I1g(v9x” +1+3x). Se arati ca f este impari:

F(=x)=1g(\9x* +1-3x) = 1gﬁ =lgl—1g(9x> +1+3x) = —f(x).
X X

|BR]I[3. Si serezolvein R ecuatia: 8x°— 3xJx—1=0.

Prof. Tonel Tudor,Calugareni,Giurgiu
Rezolvare: Impunem conditia x > 0 . Valoarea x=0 nu verifica ecuatia.

Pentru x>0 notdm y = X\/;>0 si ecuatia devine succesiv:

8y' -3y-1=0<8y" -4y’ -2y +4y° -2y’ —y+4)y’ -2y-1=0<

2y*(4y" =2y =D+ y(4y’ =2y -D+(4y’ -2y-)=0=

(4y* =2y -1)(2y* + y+1)=0= Pentru ecuatia 4y> -2y —1=0=>A=20=y,, =#. Convine

1++/5 s 2_3+\/§:> Y3+5 3+/5
. = —

Avem Xx =y x=———)0, deunde x=
4 2

Pentru ecuatia 2)y° +y+1=0=>A=-7 = ecuatia nu are solutii reale.

P3++/5 ‘

2

doary =

Deci, in R ,ecuatia data are doar solutia x =

Stiati ca .....?7

Pe 28 mai 585 i.e.n este observata o eclipsi de soare si datati cu exactitate pentru prima data,
eveniment ce avea si raméini in istoriografie ca fiind momentul in care conducitorul mezilor
Cyaxares trebuie sia intrerupi lupta cu ostile lidianului Alyattes deoarece ziua devenise noapte.
Evenimentul a fost prevestit de Thales din Milet care inca din secolul VI i.e.n calculeazi si viitoarea
eclipsa din 14 martie 190 i.e.n.

Cometa Halley ce poarti numele astronomului englez Edmund Halley (1656 — 1742) este
observata si consemnati pentru prima dati de citre chinezi acum circa 239 i.e.n. Miscarea sa
periodicé in jurul Soarelui devine vizibili in jurul Pimintului la circa 77 de ani si de obicei oamenii de
rand considerau cd aceasta prevestea ceva riu ca si in 160 i.e.n odatd cu razvritirea iudeilor
impotriva dominatiei seleucide sau in 1066 in bitilia de la Hastings a lui William Cuceritorul (1027 —
1087)in care acesta a crezut ci e de bun augur pentru el . Ultima dati, cometa a fost vizibila in 1986 si
va mai fi vizibild urmétoarea dati in 2061.

Construirea observatorului astronomic de la Greenwich incepe in 1675 la initiativa regelui
Charles al II-lea (1630 — 1685) pentru a veni in sprijinul navigatorilor si pentru a defini meridianul
zero care este marcat printr-o banda de alamai ce trece prin curtea institutului. Vizitatorii care calca
pragul institului pot vedea acest meridian si chiar pot cilca pe el.
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» Este o problema simpla sa faci lucrurile sa fie complicate,
dar e foarte complicat sa le faci simple”.
Legea Lui Meyer

BN _Probleme propuse

» Invatamant primar

P:288. Priviti cu atentie urmatorul tablou cu numere:

12 46 58 62
2 24 40 ?
Descoperiti regula dupa care sunt agezate numerele si completati spatiul lipsa.
Prof. Gabriela Stoenescu si Florin Stanescu, Dambovita
. Suma a trei numere este 19. Dacd primul numar adunat cu triplul celui de-al doilea este 19 , iar al
doilea adunat cu al treilea este 15, sa se afle numerele .
Elevd. Alexia Dragan, Bucuresti
. Suma a cinci numere naturale este 416 . Aflati numerele stiind ¢ primele patru numere sunt impare
consecutive , iar al cincilea este o treime din suma celorlalte .
Prof. Marcela Marin, Rm. Sarat

P:291. Un elev a citit o carte in 3 zile. In prima zi a citit jumitate din numarul paginilor, in a doua zi un
sfert din rest, iar in a treia zi 24 de pagini. Céte pagini are cartea?
Prof. Anton Maria, Berca

P:292. Daca impartim diferenta numerelor 528 si 179 la suma dintre 7 $i un numar necunoscut, obtinem
catul 7 si restul 6. Afla numarul necunoscut.
Prof. Lupsan Cristian-Cosmin , Buzau

P:293|. Aflati numarul necunoscut din {[(x +3)x3+3]x3+3} x3+3=309
Inv. Lupsan lon, Plescoi, Berca

P:294,. Suma a patru numere este 700. Sa se afle numerele stiind ca suma dintre primul si al treilea este de
doud ori mai mare decat al doilea, iar al patrulea este jumatate din al doilea si cu 6 mai mare decat primul.
Prof. Lupsan Nicoleta-Gabriela, Berca

P:295. Diana si mama ei au impreuna 30 de ani. Peste 6 ani, Diana va avea o cincime din varsta mamei
sale.  Cati ani are fiecare acum?
Prof. Marinescu Gabriela, Vadu Pasii, Buzau

P:296|. intr-un siculet sunt 20 de baloane galbene si rosii. Daca scot 10 baloane fira si le vad, sigur este
unul rosu, iar daca scot 12 baloane, sigur unul este galben. Cate baloane sunt de fiecare culoare in saculet?
Prof. Ticea Daniela, Buzau

. Diferenta dintre varsta corbului mare si varsta corbului mic este de 51 de ani, iar o jumatate din
varsta corbului mare este de doua ori mai mare decat varsta corbului mic.
Cat mai are de trait fiecare, stiind cd un corb, daca ar trai 10 ani si inca 20, ar trdi a zecea parte dintr-un
mileniu?

Prof. Vrabie Marioara , Berca



I e — ——
-5

ST IPFIRE S MINTIH 15 4 - PROBLEME PROPUSE - ==

-_— TS e - S

= Clasa a V-a

G:420. Se danumarul 4 ={[5:(2:3-1)+14]:15+3:[1+2-(45:15-2)]} : 2+2008.

Sa se calculeze suma divizorilor numérului A.
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

G:421|. Determinati cele mai mici numere naturale abcde , respectiv fghij astfel incat: 2 - abede = fghij

si cele doua numere Tmpreuna sa utilizeze toate cifrele de la 0 la 9.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
G:422.  Aflati numirul natural n, astfel incat 2013-4024+2-2013-4024+...+1-2013-4024 sa fie
patrat perfect. Prof. Ion Stinescu, Smeeni, Buziu

44
G:423|. a) Sa se arate ca fractia F = %este ireductibila.

51" (3) 544
b) Determinati 7 € N care verifica egalitatea (Ej - (—j =

5) 225
Prof. lonel Tudor, Viorica Dogaru, Calugareni, Giurgiu
1961
G:424,. Determinati numerele naturale a si b astfel incat fractia sa fie echiunitara.
ab—Ta+3b-21

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

G:425. Sia se gaseascd numerele naturale m i n stiind ¢a :  1"+2"+....+2013" =45 -12 .
Prof. Serban George-Florin, Briila

G:426. Determinati perechile de numere naturale (a, b) , pentru care 2ab+3a+b=21.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:427. Determinati numerele ab , si trei numere naturale consecutive cu primul numar prim, stiind ca prin

impartirea lui ab la cele trei numere numere, se obtin ca resturi precedentele celor trei numere.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

G:428. Multimile A si B sunt astfel incatcard(Aw B) =140, card(A— B) =50si card(B— A)=60.

Sa se calculeze card(AN B). Prof. Adrian Stan, Buzau

. Prin Tmpértirea numarului a la numarul b (a, beN ) obtinem catul 7 si restul 12.

Aratatica 70-a—490-b—111este patrat perfect si cub perfect. Prof. Tuliana Trasca, Olt
E+E+laaa+...+lw

. Simplificati fractia: y . Prof. Sorina Vicarean, Cluj-Napoca

= Clasa a VI-a

G:431. Numerele x)y)0si n e N *verifica egalitatea x™"*' —y*""' = x + y. Aratati ca numarul x*" —y*"

este supraunitar. Prof. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:432|. Sa se arate ci pentru orice numdr natural n numérul N =2011" +2013""" +2015"* nu poate fi
patrat perfect. Prof. Gheorghe Ghiti, Buziu
X 12
G:433. Determinati numerele naturale x,y,z stiind ca 9 = % =—.
z

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
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G:434|. Aflati toate numerele de forma abca care verifica simultan conditiile :
a) abca : 11

b) Restul impartirii numérului abca lanumirul ab este un numar cu trei divizori .

c)b<a.
Prof. Serban George-Florin , Braila
N X, +x Xp10 T X .
G:435. Dacd X,,X,,..., Xpp € R¥gi ——2—=—"2_3 = =20 "1 aqnciavem
x,+2010x, x,+2010x, Xy010 +2010x,
X=X, =Xy = X010

Prof. Nicolae Iviaschescu, Craiova
G:436. Determinati cel mai mic numar natural n stiind ca impartit la 108, 75, si 90 se obtin resturile 57,
63 respectiv 48. Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

_ 2014 —2014"" (1+2013-2015)
G:437. a) Calculati numarul m = +161;
2014"-2013-2015

m
a-b+c~(a+c7)

€ N, unde m este numarul

b) Sa se afle numerele E scrise 1n baza zece stiind ca
determinat la a). Prof. Iuliana Trasca, Olt

. Determinati o infinitate de cvadruple (a, b, c,d) care sunt solutii ale ecuatiei
a’+b’+ct=d’.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu
G:439. Calculati catul impartirii numarului a = 14,01+ 4,05 + 77,09 +...+ 431,57 1a 3.
Prof. Sorina Vicarean, Cluj-Napoca

G:440|. Fie A produsul primelor 100 de numere naturale nenule. Determinati numarul B* astfel incat B sa
fie maxim, sa divida numarul A si s nu fie divizibil cu 6.

Prof. Petre Paunescu, Rosiorii de Vede
G:441|. In patratul ABCD, se considera punctele E pe (AB) si F pe (BC), astfel incat,

AE _BF_ l Aratati ca m(ﬁ) + m(]?E\F) =45°.
EB FC 2
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:442|. Aratati ca daca masurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proportionale cu trei numere
naturale cu proprietatea ca unul dintre ele este egal cu media aritmetica a celorlalte doua , atunci triunghiul

are un unghi cu masura de 60" . Prof. Simion Marin, Rm. Sarat

= Clasa a VII-a

G:443|. Gasiti x € Nastfel ca x> +2x + 2012 si fie patrat perfect.

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
G:444. Aratati ca |x—2009|+|x—2010|+[2x—4015| > 4,Vx e R.
Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
G:445. Dacid a, b sic sunt numere reale pozitive sa se arate inegalitatea :

(a+b+c)?>22(ab+bc+ac).
Prof. Serban George-Florin, Braila
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G:446. Fie A={xeR|,|— 1 € N +. Determinati probabilitatea ca alegdnd un numar din
X+

multimea A, acesta s fie irational si strict negativ. Prof. Sorina Vicarean, Cluj-Napoca
G:447. Folosind formule de calcul prescurtat, descompuneti in factori numarul 4 =+/420 .
Prof. Petre Piunescu, Rosiorii de Vede

G:448| In triunghiul ABC, [AM ] este mediana, iar Pe(AB)astfel incat %:% Daci

AM NCP = {N} aratatica A, =44, - Prof . Gheorghe Darstaru, Buzau
G:449. Se considerd dreptunghiul ABCD cu aria a (ua.) si punctele M, respectiv N cu
M € (AB),N € (BC) astfel incat aria triunghiului MND este b (u.a). Determinati minimul sumei

AM + CN 1in cazul in care a > 2b .

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu
. Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC, in care bisectoarea (BD) este
cat (DC) si BA+ AD =BC. Prof. Constantin Apostol,Rm. Sirat
. Sd se arate ca nu existd numere naturale nenule si distincte pentru care suma inverselor cuburilor

lor sa fie egald cu % . Prof. Gheorghe Ghiti, Buzau

G:452|. Aratati cd in orice trapez isoscel ortodiagonal (cu diagonalele perpendiculare) , avem relatia :

d2

2

h=

, unde h este lungimea indltimii iar d lungimea diagonalei trapezului.

Prof. Marin Simion, Rm. Sarat

= Clasa a VIII-a

G:453|. Daca numerele reale nenule a,b, ¢, d verifica relatiile a+b+c+d =16 si

1 1 1 1
ab+ac+ad +bc+bd+cd=96,si se arate ci _+Z+_+_ este numar natural.
a c

Prof. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. Fie a,b € R astfel incat a(a—6)+2b(b+4)+17=0. Sa se calculeze 2-(a—b)*"" +(b—a)™".
Prof. Adrian Stan,Buziu

| 1 1 3

5 +— +— =—.
X +4x x +12x+32 x +20x+96 13
Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

G:456|. Fie functia f:R > R, f(x)=-x+2010. Determinati functia g:R—R, f(g(x))=—7x+4020.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

G:455 Rezolvati in R ecuatia

. I 1 1 1 . .
G:457. Daca x,y si z sunt numere reale nenule astfel incdt —+—+4+ —=——— atunci aratati
X y z x+y+z

2013 2013 2011

ca: (xzml + 24 zzo“)(x+ y+z) = (x2°13 + 28 4z Xx+y +z)
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu

G:458. Sa se rezolve ecuatia: [ x =2 } + [ x4 } + [ x =6 } +..+ {ﬂ} =1.unde [x] reprezinta

2016 2016 2016 2016

partea intreagd a numarului x. Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
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G:459. Aratati ca W% eN, undene N* . Prof. Serban George-Florin, Briila

n

G:460,. Pe perpendiculara in A, pe planul dreptunghiului ABCD, se considerd punctul M. Stiind ca

laturile triunghiului MBD sunt proportionale cu numerele /34, /25 si V41 sica MC = 15\/5 cm,

calculati dimensiunile dreptunghiului si lungimea segmentului (MA).
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:461. Pe planul triunghiului ABC avind m(4)=90°, AB =6 cm sim(C ) =30 se ridica
perpendiculara AM. Sa se determine lungimea acestei perpendiculare stiind ca masura unghiului diedru
format de planele (MBC) si (ABC) este de 60 0, Prof. Marin Simion, Rm. Sarat

= Clasa a IX-a

(m+Dx*+C2m-Dx+m—1
X+ 2mx+m+1
f(x) = Opentru orice x numar real. Prof. Adrian Stan, Buziu

L:308. Daca in triunghiul ABC avem m(A) < m(B) < m(C) si a’>+b*=2Rc si se calculeze m(C).
Prof. Marcel Chirita, Bucuresti

. Sa se determine m € R astfel incat

L:307. Fie /RS R, f(x)=

L.:309. Aratati ca in orice triunghi ABC, are loc inegalitatea z >4p.

p—a
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
L:310. Daca:2” =33" =4,4° =557 =6,6° =7,7/ =8, cat este valoarea produsului abcdef ?

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu

. . . : . A B [3(r+4R
L.:311|. Sa se arate ca in orice triunghi ABC, are loc inegalitatea: cosE+cos3+c0s%S %,

cu notatiile cunoscute. (In legatura cu problema C;2742, GM nr. 4/2004,Dinu Teodoresu, Pucioasa)
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

L:312. in interiorul triunghiului ABC se considerd un punct K . Aratati ci daca:

2 2
A(ABKC) = % si A(ACKA) = % ,atunci K apartine mediatoarei segmentului [AB ] :

Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat

. c0s25° + x-sin 25’
1.:313|. Si se arate ca existd x € R, pentru care 350 eN.
cos

Prof. Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L:314| Fie triunghiul ABC cu m(«A4=90") si [, m, h, sunt bisectoarea , mediana respectiv

inaltimea corespunzatoare ipotenuzei . Daca / a2 >my -h, atunci A4ABC este dreptunghic isoscel .
Prof. Serban George-Florin , Braila
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= Clasa a X-a

L.:315 Si se arate ca dacd a,, a,, a3, a, sunt termenii unei progresii aritmetice cu termenii strict pozitivi

1 1

1 1
+ < +
rla,  *la, ila, ilay
Prof. Chiritd Marcel, Bucuresti

p m n
L:316. Pentru p € N* se considerd suma S(p) = Z Z (k+ Dk +2)(k +3) -C*3 . S se rezolve
m=0 n=0 k=0 (7’1 + 1)(” + 2)(” + 3)

si cu ratia pozitiva atunci : ,oricare ar fi neN, n > 2.

ecuatia S(p)+2p =15.
Prof. Ionel Tudor, Prof. Stelian Piscan, Cilugareni, Giurgiu
L:317. Dac sirul (an )n20 este definit prin a, =1, a,; =0 si pentru orice n > 1, termenii a, ,, a,a, si

a,,, sunt in progresie aritmeticd, atunci determinati a,,, .

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu
V4
. Fie a,b,c € (—o0,—1) U (0,+) astfel incat arctga + arctgb + arctgc = R

Sa se demonstreze ca : 8abc > 3\/5(1 —a’)(1-b*)1-c?).
Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat

. Daca xi,ai>0,izl,71,neN*,meN,m23, atunci are loc inegalitatea:

m m m m
x" x x X +Xy o+ X
B O St (0 +% ») —.
%% &n (’”;1/0:1 +m e, +..+mJa, )

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

L:320. Sisearate ci V3n+5+~/5n+15 <24/4n+10,VneN.
Prof. Adrian Stan, Buziu

4
. Fie a,b € R cusuma 1. Aratati ca a” b < 57 precizand cand are loc egalitatea.

Prof. Constantin Dinu, Buzau

= Clasa a XI-a

. Determinati matricile 4,B € M, (Z) pentru care A+ B = AB.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu

~1)"n* +1
. Sa se studieze convergenta sirului :a, = (l),

5 ,aER.
n-+(=1)"n" +1

Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat
L:324. Fie sirul de numere reale (x,), ., cu proprietatea x, )0 si

x,(x, +2)—x,
X+ X+ X et X, Z@anl.
a) Sd se determine X, X,, X3,.....X, ;
b) Sa se arate ca \/xl +x,+x,+....+x,+1 eN. Prof. Adrian Stan, Buziu

L:325, intr-un sistem de coordonate XOY se considerd punctele 4(2;3), B(-3;-2), C(0;c),ceR. Sa se

gaseasca pozitia punctului C astfel incat suma AC + BC sa fie minima.
Prof. Constantin Dinu, Buzau
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L:326. Daci A eM,(R) si det(A + L) = det(A® + L) atunci det(A) si Tr(A) iau valori in intervale de aceeasi
lungime, unde det(A) si Tr(A) sunt determinantul, respectiv, urma matricei A.
Prof. Gheorghe Ghiti, Buziu

L:327. Daca A4,Be M, (C),inversabile sicare verifica relatia A+ B = AB
-1
atunci(A_1 + B_l) =1, . Prof. Marcel Chirita, Bucuresti

L:328. Fie Ae M,(Q) o matrice astfel incat 4> = O, . Aratatici VB e M,(Q) , numarul
N = \/ det(4+ AB+ BA) este rational.

Prof. Florin Stanescu, Giesti, Dambovita

= Clasa a XII-a

L:329. Se considerd functia f:R >R, f(x)=x"—4x’ +8x+5.
a) Sa se rezolve ecuatia f(x)=0;
b) Aratati cé existd a € R pentrucare f(1+a)= f(1-a)=1;

Prof. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
1

L.:330. Calculati: Jx2°13(l—x)2014dx.

0
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu

L.:331]. Se considera o functie f :[0,a] — [0,%), derivabild cu derivata continud. Sa se arate ca existd
c €[0, a] astfel incét sa avem: J f(x)dx > a( f(a)- #j :
0

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

122015 2013
1.:332,. Sai se calculeze integrala: I g x0025014 al dx, pe un interval I pe care are sens functia de
COS X COS X

integrat.
Prof. Gheorghe Ghita, Buziu

L.:333  Stiind ca a)0si ¢(0, stabiliti care este numarul de radacini reale pozitive ale polinomului
P=X’+aX’+bX +ce R[X] ) Prof. Constantin Dinu, Buziu

L.:334. Fie f: [a;b] — R, * o functie derivabild de doua ori, cu f "(x) continua si pozitiva pe [a;b] .

Dacé f este strict crescatoare, aratati ca:

3 F AT {f(b)—f(a)+f'(b)—f'(a),f(b)—f(a)+f'(b)—f'(a)}_
;@ f@-f@  fB f@f®) [

Prof. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
L.:335 Sa se determine un polinom P(X) cu coeficienti intregi astfel incat 3" + P(n) sa fie divizibil cu 32

pentru orice neNx*,
Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
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ﬂ QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new proposals-
quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file) to
stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and an e-mail
address. Submited solutions should arrive before September 30, 2014.

PROPOSALS - QUICKIES

Q9. Proposed by Nela Ciceu, Rosiori, Baciu, Romania.
Let 4, B,C be three collinear points and M be any point in the plane of the points 4, B,C . The symmedian

from A in triangle ABM intersect MB in the point P, and the symmedian from A in
triangle ACM intersect MC in the point (). Prove that the line PQ passes through a fixed point.

Q10. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, and Neculai Stanciu, Romania.

m+2 m+2 2 2
+ J > Xty .
(ax+by)"  (ay+bx)" (a+b)"”
Q11. Proposed by Titu Zvonaru, Comiinesti, Romania.
Prove that if a,band c are the lenghts of the sides of a triangle, then

a b c [a—bjz (b—cjz [c—ajz
+ + -2 + + >3.
b+c—a c+a-b a+b-c a+b b+c c+a

Q12. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.
Prove that in all acute triangle ABC , holds

V(X 1g4)> ctga)> 943 > 43 sin 4> cos 4).

If a,b,x,y € Ri and m € R, , then prove that

SOLUTIONS - QUICKIES

QS. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, and Neculai Stanciu, Romania.
Show that: if m e [O,oo), X,V,Z,t € (0, oo), then in any triangle ABC, with usual notations holds the

(xa2 +ym§ )m+l . (4x +3y)"" S
- 1
3" 2 (z40)"

inequality Z

eyelic (thz + thj )m

Solution of Q5 by authors. By 4, <m_,h, <m,,h. <m_,J. Radon’s inequality and Zmaz =— Za we

cyclic cycllc

m+1
2 2
2 2 m-+1 2 2 m-+1 Z(xa + ymb )
) (xa +ym, ) (xa +ym, ) RADON \ o ohie
obtain Z > > =
: 2 2 \n : 2 2 \" m
cyclic (th + tha ) cyclic (ch + tma ) 2 2
Z (zm. +1tm))
cycclic

cyclic cyclic cyclic cyclic cyclic

(xZa +yZme [xZa +yZaJ (4x+3y)”’+1(2a2J

(z+t)"{2mj] ( j (z+z)"{2aJ 4"7“( j (z+t)’"[2a]
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(4x+3y)"’+1[2a2j

cyclic

. By lonescu-Weitzenbick inequality, i.e. a* +b* +c¢* > 4+/3S and from above we

4.3" - (z+1)"
m+1
()ca2 + ymf) : - (4x+3y)"!
ic 2 2\ - m—l
cyclic (th + tha ) 3 2 (Z + t)m
Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.

obtain S, gedm

Q6. Proposed by Titu Zvonaru, Coméinesti, and Neculai Stanciu, Romania.

How many digit has the number 2%9

Solution of Q6 by authors. Using the inequality 2' = 1024 > 1000 = 10° we obtain that:
2% =2°.(2) > 64107 > 10

We have succesively:

2" =1024 <1025=5%-41= 2% <5%-1681<5*-1700=5° -2 -17

=2"%<5°17=2% <5%.289<5%.290=5"-2-29
=27 <57.290=27 <5%.841<5%.850=5" .34
=2%<5%.17<5%.20=5" .2 =27 <57

and then 2% - 2% < 5% .2% = 2% <10%.

From 107 < 2% <10* we deduce that 2°° has 28 digits.m
Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.
Q7. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.
Solve in positive real numbers the equation

X
Solution of Q7 by Titu Zvonaru and Daniel Vicaru, Romania.

1og§(x+fj rx+do (x> +4x—2)% 42742,
X

Using the function f()=2"+t>,t>0, the given equation becomes

f[logz(x + EJJ = f(—x* +4x —2) and because the function f is increasing ( £'(¢) >0 for any ¢ >0),
X

4 4
so f is injective we obtain log, (x + —j =—x*+4x-2. We havex+—2>4 and
X X

—x* +4x-2<2 & (x—2)* > 0. Hence, we find one solution, and this is x =2 .m

Also solved by author.

Q8. Proposed by Babis Stergiou, Greece

Find two even and continuous functions f,g:R — R with f(1) = g(I) and in addition with the

properties: 3 J f(t)dt = xg(x) and 3~j‘g(t)dt =xf(x)forall xe R.
0 0

Solution of Q8 by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania
Consider two primitives ' : R — R,G : R — R such that F'(x) = f(x),G'(x) = g(x),
VxeR and F(0)=G(0)=0. So, 3F(x)=xg(x),3G(x)=xf(x),Vxe R. Therefore we get

3F(x)f(x) =3G(x)g(x) and multiplying by % we deduce that (F?)(x)=(G*)(x), so

F*(x)-G*(x)=k,VxeR. Then (F(x)-Gx)(F(x)+G(x))=0, which yields
F(x)=G(x) = f(x) = 2(x) = 3F(x) = x/ (x) = f(x) = g(x) = x*,Vx R

Also solved by Marius Dragan, Bucharest and Babis Stergiou, Greece.
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“Nimic nu este mai agil ca gandul ,
el te poarta prin intregul univers.”

Thales
Ia Caleidoscop matematic

1. Aranjeaza cele patru fructe in toate modurile posibile. Cate astfel de moduri exista ?

2. Douia borcane cu gem de caise de aceeasi calitate
stau pe raftul unui magazin. Borcanul mai inalt este
cu doua treimi mai inalt decat celdlalt si are
diametrul jumitate din diametrul borcanului mai
scurt. Daci borcanul mai inalt costi S lei iar cel mai
scurt, 9 lei, care cumparitura este mai avantajoasa ?

3. Din varful A al patratului ABCD de latura 16 m,
pleaca simultan un melc si o furnica. Daca viteza melcului este de 2,5 cm/s si a furnicii de 320 mm/s, sa
se giseascd ce distantd va fi intre cei doi dupd 3 minute.

4. Am mai multe pixuri care scriu colorat: 3 cu rosu, 4 cu albastru, 5 cu verde si 2 cu negru.
In cate moduri pot scrie o scrisoare doar cu doua culori.

5. intr-o gradina zoologica triiesc 4 lei, 5 tigri si 6 pantere. Daca vrem si alegem un leu, un
tigru si doui pantere, in cite moduri o putem face ?

6. Douii cisterne au capacitatea de 8 m’, 10m’
respectiv 10 m’ si sunt inciircate cu 5 m’,
respectiv 6 m’ de benzini pentru a fi
transportate la o statie. S se determine
care cisterni este mai bine folositd in

raport cu capacitatea sa.

7. Cinci barbati isi lasd la garderoba
palariile care seamini intre ele insid doamna de la garderobi nu le aranjeaza in ordinea in care
le-a primit. Care este probabilitatea ca fiecare dintre cei cinci si-si primeasca propria palarie ?

8. Avem un dulap cu opt sertare incuiate iar cheile nu sunt numerotate ca sa stim carui sertar i
corespunde fiecare cheie. Céte incercari trebuie si facem pentru a deschide toate sertarele?

9. intr-un sifonier se afli 18 méinusi: 4 perechi negre, 3 perechi verzi si 2 rosii. Pe intuneric, cite méanusi
trebuie sa alegi ca sa fii sigur ca printre acestea se afli cel putin doua de aceeasi culoare ?
Raspunsuri: 1) 24; 2) borcanul mai scurt; 3) 1,9 m; 4) 6 situatii; 5) 300 moduri; 6) prima cisterna;

7) P= L; 8) 36 incercari; 9) 4 manusi; (Rezolvarile detaliate vor fi puse in numarul urmator.)
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,»» Scoala va fi scoald cind omul va fi om si statul va fi stat ”.
Mihai Eminescu

Posta redactiei

@ragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 13 al revistei de matematica ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, sperdam noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, din judetul Buzau si nu numai, pentru a face din obiectul
matematicii o activitate performanta.

Profesorii si elevii care doresc s trimiti materiale pentru revistd, constand in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a Tmbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si s nu mai fi
fost trimise sau si mai fie trimise §i citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

(Data finala pani cand profesorii pot trimite materialele, rezolvirile si comenzile pentru numirul 14 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Octombrie 2014. Va urdm succes si va asteptam.

Rubrica rezolvitorilor de probleme

Scoala cu clasele I-VIII, Smirdan, Brideanu

Clasa V-a: 15p. Anghel Mihaela; 9p. Neagu Alina, Furtuna Aurelian, Grigore Denisa, Zoican Bogdan;
Clasa a VI-a: 19p. Serban Larisa, Drugea Elena, Florea Madilina, Andrei Florentina, Oprea Elisa.

Clasa a VII-a: 20p. Furtuna Elena, Neagu Andra, Stanciu Catrinel, Ilie Adina. Prof. Stanescu Ion.

Scoala cu clasele I-VIII, “Tristan Tzara” Moinesti, Baciu

Clasa a V-a : 18p. Paduraru Catalin, Dobrovat Alina, Munteanu Diana, Ailincai iulian, Ciubotariu Costin.
Clasa a VI-a: 45p.Maziliu Alexandra, Gherman Andrada, Faraoneanu Madalina.

Clasa a VII-a : 55p. Munteanu Gheorghe, Lila Ionut. Prof. Cornelia Gurau;

Scoala cu clasele I-VIII, nr. 2 Cugir, Alba

Clasa a V-a: 25p. Bel Luana;

Clasa a VII-a: 65p. Codrea Maria, Codrea Marian, Muntean loan, Molodet Dragos, Siderias Alexandru;
Prof. Mariana Mitea.

Scoala cu clasele I-VIII “Gh. Popescu ¢ Margineni —Slobozia, Olt

Clasa a VII-a: 53p. Trasca lonut- Vladut, Ene Daniela- Iuliana, Vochin loan — David, Moisescu Denis,
Costea Nicoleta, Nedelea Adrian Ilie, Mamularu Cristina, Fuior Daniela; Prof. ITuliana Trasca.

Liceul Tehnologic ,.Costin Nenitescu”, Buzau

Clasa a X-a :35p. Stroe lonut, Blajanu loana, Dogaru Ana Maria, Croitoru Andrei.

Clasa a XI-a: 59p. Tureac Andrei, Stoian Cristina, Sterpu Denisa, Sandu Cristina, Pirnog Georgiana,
Ciopec Corina, 53p. Dobrin Iulian, Dragomir lonut , Picu Elena Daniela,; Prof. Stan Adrian.

Scoala Serban Cioculescu, Giesti, DAmbovita.Clasa a VII-a: 10p. Maierean Alex, Petre Adriana,
Tudor Georgiana, Mihalache Alexandra, Badea Valeria;

Clasa a VIII-a: 15p. Paun Alexandra, Bucur Diana, Serafim Laurentiu; Prof. Florin Stinescu.




Aparitii editoriale

Florin STANESCU

PASIUNE SI CREATIVITATE
IN MATEMATICA

272 DE PROBLEME
DIN GAZETA MATEMATICA
1980-2013

Cartea Teste la matematica scrisa de
profesorii Adrian Stan, Andra Popescu,
Florentina Popescu si Gabriela Mihaila,
aparuta in 2013 in conditii excelente la Editura
Editgraph, reuneste sub forma unor teste,
cunostintele la matematica din clasele a IX-a
sia X-a.

Prima parte a cartii este alcatuita dintr-o
sinteza completa de cunostinte teoretice la care
elevii pot face oricind apel atunci cand
incearca sa rezolve problemele.

Partea a doua contine teste din materia
de clasa a IX-a si a X-a de nivel mediu si peste
mediu, organizate pe fiecare lectie in parte
pentru a fi un sprijin pentru elevi in
aprofundarera lectiei respective intrucat la
sfarsitul cartii exista si rezolvarea completa a
testelor.

Partea a treia contine un numar de 50 de
teste recapitulative pentru bacalaureat-
subiectul I, putand fi de folos atat elevilor de
clasa a X-a care fac o recapitulare finala cat si
elevilor de clasa a XII —a care se pregatesc
pentru bacalaureat.

Cartea ''Pasiune si creativitate in
matematica” scrisd de bine cunoscutul
profesor Florin Stinescu, autor a numeroase
probleme si articole in revistele de specialitate,
incanta ochii si dezvolta simturile gandirii
prin realizarea unei sinteze bine structurata a
unora dintre cele mai frumoase probleme de
matematica personale sau a unor autori
celebri, aparute pe o perioada de 30 de ani in
Gazeta Matematica. Autorul ofera solutii
ingenioase problemelor apirute aici de nivel
gimnazial sau liceal insistand pe nivelul liceal
si pe metode care sa suscite atentia cititorului.

Aparuta la Editura Matrix Rom din
Bucuresti in anul 2013, sub atenta indrumare
a domnului prof. univ. dr. habil. Cristinel
Mortici, lucrarea de fata este una deosebita,
remarcandu-se prin claritatea explicatiilor si
stilul de lucru detaliat al domnului profesor.

Pentru mai multe informatii, domnul
profesor va sta la dispozitie la adresa de e_mail:
florin.florinstanescu@yahoo.com

AdrianStan ~Andra Popese
“Florentina“Popescu ~ * Gabriela Mi

" TESTE LA MATEMATICA -
Clasele IX - X o




REVISTA SCLIPIREA MINTII
NR. 13 ANUL VII - 2014

Cuprins

1. Istoria matematicii _
e Istoria calendarului de prof. Adrian Stan

2. Articole si note matematice

e Demonstrarea unor inegalitati din Octogon

MATEINFO.RO

Mathematical Magazine de D.M. Bitinetu-Giurgiu,
Neculai Stanciu §i Titu ZVONaru .........cceceveeeeeneessecsssennes 3 "

A&

e Aplicatii de analizi matematicd de Florin Stanescu
e A method for solving equation by Mihaly Bencze
and Titu Zvonaru

C

e Inegalitati ciclice obtinute cu functii convexe de
prof. Marius Dragan, Horatiu Stoian

Probleme de calendar de prof. lonel Tudor

O metoda de calcul al unor integrale definite
~ de Constantin Rusu

Generalizarea unei probleme date la Olimpiada
Balcanica de Matematici pentru juniori,
Antalya - Turcia 21 - 26 iunie 2013 de Serban
George-Florin

Comentarii despre cateva probleme din Gazeta
Matematica de Nela Ciceu si Roxana Mihaela
Stanciu ' :

3. Probleme rezolvate

4. Probleme propuse

5. Quickies
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