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“ Matematica este muzica ratiunii *
J.J. Sylvester

F

Istoria Matematicii

|storia une prietenii
deprof. Adrian Stan, Buziau

Desi viatai-a adus impreuna direct sau indirect prin intermediul scrisorilor pe unii dintre cel
mai mari matematicieni cum ar fi Gauss si Janos Bolyai, Descartes si Fermat, Tartaglia si Cardan
sau Arhimede si Apolonius si multi altii, intre e nu s-au legat mari prietenii care sa duca la alte si
alte descoperiri asa cum s-a intdmplat in cazul a doi matematicieni englezi a caror pasiune comuna
pentru matematica, desi e practicau avocaturain timpul intalnirii lor, aadus un castig matematicii
prin dezvoltareateoriei matricelor , a determinantilor, precum si ainvariantilor.

Este vorba despre nimeni altii decé James
Joseph Sylvester ( 3 septembrie 1814 — 15 martie
1897) care la mijlocul secolului a XIX-lea, in
anul 1850 introducea denumirea de matrice — un
tablou dreptunghiular de numere iar prietenul siu
Arthur Cayley (16 august 1821 — 26 ianuarie
1895) care punea bazele teoriel matricelor.

Sylvester ainceput sa studieze matematicile
cu Augustus De Morgan, un reputat matematician

James Joseph Sylvester Arthur Cayley
de laUniversitatea din Londra, dar nu a reusit sa-si termine studiile aici din cauza unui incident cu
un coleg asa ca este nevoit si continue in 1831 la Colegiul St. John's din Cambridge und 1l
ntalneste pe profesorul John Hymers. Tn 1839, la numai 25 de ani este ales membru a Societitii
Regale din Londraiar pana in 1841 el publicase degja peste 50 de articole despre dinamica fluidelor
si despre ecuatii algebrice dind printre altele si 0 noua forma a eliminantului a doua ecuatii
algebrice.

Tn 1838, el reuseste sa ajunga profesor de filozofie naturala la Universitatea din Londra de
unde pleaca in 1841 pentru o perioada scurta de timp 1n America, pentru a tine cursuri la
Universitatea din Virginia. De dtfel, Tn America era si un frate a siu ma mare. Dar
comportamentul aversiv a unor studenti fata de e, (Sylvester era evreu) si lipsa de reactie a
facultatii 1l determina sa-si dea demisianumai dupa trel luni.

Arthur Cayley s-anascut laLondra dar primii sai opt ani de viata si i-a petrecut la St.
Petersburg (Rusia), dupa care s-a inapoiat cu parintii la Londra. El s-a dovedit de mic un copil
talentat, de aceea a fost trimis si studieze la King' s College School si apoi la Trinity College din
Cambridge. La 21 de ani ocupa primul loc la examenul de matematici si gungea si predea la
Cambridge, acolo unde absolvise.

Lucra foarte mult scriind articol dupa articol, in 1841 introducand notatia moderna a
determinantilor si diverse tipuri de determinanti Tn 1844, dar Tn acelasi timp citea cu pasiune pe
marii scriitori Shakespeare, Byron, Walter Scot, Thackeray. Tntre 1843 — 1845 pune bazele teoriei
functiilor eliptice iar Tn 1854 studiind teoria grupurilor a dat o generalizare a teoriei cuaternionilor,
ceea ce reprezenta de fapt o generalizare a numerelor complexe.
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Dupai ce pleaca la Londra ca sa studieze dreptul la Lincoln’s Inn, in 1849 devine avocat, aici
cunoscandu-l in 1850 pe Sylvester, un brunet mic si indesat dar avand un spirit entuziast si plin de
pasiune, cam agitat si parca gata de lupta dar care la 36 de ani studia si el dreptul.

Cayley avea 29 de ani, era timid, rezervat si desi diferiti in comportament, discutiile dintre
ei pe holurile din Lincoln’s Inn sau pe drumul pina la el au dus la o stransa prietenie pentru
todeauna ce a facut ca la scurt timp, in 1851, Sylvester sa publice un articol despre determinanti si
sa afirme ca “ teorema mi-a fost sugerati n parte, in cursul unor discutii cu domnul Cayley, datorita
caruia am regasit bucuriile vietii matematice “. apud [1.], pag195.

Tn anul 1850, Sylvester a propus Intr-un articol ca tabloul de numere din care deducea
determinantii sa- numeasca matrice introducand in aceeasi perioada si denumirile de rang si
signatura a unei forme patratice precum si denumirile covariant si invariant, lui datorandu-i-se din
1853 si denumirea de jacobian.

Cayley care era un spirit tenace si pragmatic s-a aplecat si mai mult asupra studiului acestor
forme, publicAnd in 1858 lucrarea ,,Teoria matricelor” dand proprietatile fundamentale ale
matricelor.

Astfel, “ Cayley a faurit armele viitoarelor generarii de fizicieni “, apud [1.], pag. 195,
dupa cum spunea matematicianul P. G. Tait, caci, dezvoltarea teoriei matriceale si a determinantilor
de catre cei doi a dus la gasirea de aplicatii nu numai in matematica la sistemele liniare sau la
transformarile geometrice dar si in fizica la analiza vibratiilor corpurilor in miscare, la grafica pe
calculator sau n teoria comunicarii sau in economie. Calculul matriceal a facut legatura dintre
teoria ecuatiilor algebrice adica algebra si teoria structurilor algebrice.

De asemenea, Cayley a introdus calculul tensorial in cadrul studiului curbelor si suprafetelor
si S-a ocupat cu obtinerea invariantilor in teoria formelor.

Tntre timp, cei doi prieteni s-au lisat de avocatura si au ocupat din nou posturi de profesori,
in ciuda unui castig mai mic. Astfel, dupa 14 ani de avocaturd, Cayley a ocupat un post la
Universitatea din Cambridge iar Sylvester din 1855 si pana in 1870 cand a iesit la pensie a ocupat
un post la Academia Regala Militara din Woolwich. Dupa aceasta perioada a cochetat si cu poezia
timp n care printer altele, a scris poemul Rosalinde, care era alcatuit din 400 de versuri toate cu
aceeasi rima cu a titlului.

Tn 1876, Sylvester la 61 de ani pleaci In America la Universitatea John Hopkins din
Baltimore, Maryland si dupa doi ani, Tn 1878 pune bazele primei reviste de matematica din
America, “ American Journal of Mathematics “.

Tn 1881, Cayley ajunge si el in America la invitatia Universitatii din Baltimore si pentru o
perioada de timp, tine cursuri in fata studentilor si a lui Sylvester.

Tn 1885 este randul lui Sylvester sa raspunda invitatiei Universitatii din Oxford unde preda
Cayley si renunta astfel la postul sau din America cu parere de rau, pentru a ajunge sa predea la
Oxford un curs de teoria invariantilor, n care, alaturi de Cayley scrie multe articole ce-i
consacreaza ca fondatori ai acestei teorii.

De fapt, Cayley este considerat unul dintre cei mai prodigiosi autori de lucrari matematice
publicate, al treilea dupa Euler(1707 - 1783) si Cauchy( 1789 - 1857). insusi Sylvester nu inceta sa
le aminteasca studentilor sai de la Oxford de meritul pe care l-a avut asupra sa, intilnirea cu
prietenul sau: “ cu toate ca este mai tanar decat mine, Cayley a fost parintele meu spiritual, el a
fost primul care mi-a deschis ochii i i-a curarat de orice ceatd, aga ca de atunci ei au putut vedea
si Tnsusi misterele adinci ale credingei noastre in matematici “.apud [1.], pag. 196.

Bibliografie:
1. Florica T. Campan. A treia carte cu probleme celebre din istoria matematicii. Editura Albatros. Bucuresti.
1976.
2. Vasile Bobancu. Caleidoscop matematic. Editura Niculescu. Bucuresti. 2001.
Prof., Liceul Tehnologic Costin Nenitescu, Buzau
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,» Puterea care dinamizeaza inventia matematica
nu este ratiunea, ci imaginatia. ”
Augustus De Morgan

E Articole si note matematice

Proprietati si aplicatii ale functiilor integrabile
de prof. Lenuta Pirlog, Buziau

Lucrarea de fata prezinta cateva proprietati interesante ale functiilor integrabile, Tnsotite de cateva
exemple:
Propozitia 1. Fie acR, *si f:[-a;a] >R, o functie continui. Atunci,

jf(x)dx j [£()+ f(=x)]dx

—a

Demonstratie: jf(x)dx J.f(x)dx+J.f(x)dx Prin schimbarea de variabila —x =1, dx=—dtin

—-a

0 0

integrala J. f(x)dx = —I f(-t)dt :j f(-t)dt :j f (—x)dx si punand x in loc de t se obtine in final ceea
a a 0 0

ce trebuia demonstrat.

T
8056 1

Aplicatia 1. Sa se calculeze | = I (l+ 2014X)(:03(2014)()dx

8056
Rezolvare: Folosind Propozitia 1, si faptul ca cos(—X) = cos X, rezulta

s

8(;;6 8056 2014x
_ 1 1 iy — l+e dx —
(1+ 2014X)COS(2014X) (1+ _2014X)COS(2014X) . (1+eZOl4X)COS(2014X)
g i z 2

1 "f cos2014x ¥ cos2014x . 1 i 1
< €0s(2014x) < €0s”(2014x) < 1-sin?(2014x) 2014 ¢ 1-t?
substitutia sin2014x =t = 2014 cos 2014xdx = dt, de unde, mai departe se obtine ca

I = —Mln(:% 2\/_)

dt. S-afacut

J’ V2-—X dx
V2 - X +/x—1.3

- 3 . . A
Rezolvare: Se foloseste substitutia X_E =1, dx=dt si Proprietatea 1, rezultand

e

Aplicatia 3. Sa se calculeze | = Iarcco{

a

Aplicatia 2. Sa se calculeze | =

dt=2

o'-—.w\r—*
O — |

}dx ac[0:2].



@ - ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - ¥ T TDID T A N TTNITTT 14 Y
£ A TT . (RPEIIF S R S I ]

a 3 _ a 3 _ 3 _ a
Rezolvare: | = .f arccos { X 5 3X}dx = J'{arccos( X 5 SXJ + arccos(—(x—;x)ﬂ dx = j;zdx =ar
_a 0 0

Propozitia 2. Fie ac R, * si f,g:[-a;a]—> R, functii continue. Daci f este pari si
. 3 f(X) 2
g(x)eg(—x)=1, Vxe|—-a;a|si g(x)=0,atunci, | ———dx=| f(x)dx.
e e

Demonstratie: Din aditivitatea integralei si din g(x)«g(—x) =1, se obtine

g 0
J. ! (X) J. f (X) J. de iar din substitutia —x =t, dx =—dt in

Vg0 ™ Tiwgeo ™ 1T
9(—X)
0
J-g(—x)-f(—x) dx — (90 f(t)( (9 (x 9091 4 rezuita in final ceea ce trebuia demonstrat,
11 g(—x) L 1+g(t) 1+9(x)
2 2014
Aplicatia 4. Sa se calculeze T4 2

-2
2 2014
2014x

2014 - .
sig(x)=e se obtine IWdX:

Rezolvare: Folosind Propozitia 2 pentru f(X) = x

2015 2 22015

_ I %204 dx
2015 0 2015
Propozma 3. Fie f :R — R o functie continua si periodica de perioadﬁT)O Atunci, au loc

a+T a+nT

egalitatile: a) j f (x)dx = jf(x)dx VaeR. b) j f (x)dx = njf(x)dx VaeRneN.

a+T
Demonstratie: a) Fie g:R —> R, g(a) = J. f (x)dx . Atunci, g'(a) =0 (f functie continua, periodica de
a+T aT
perioada T) si g(a)=g(0), deci I f(x)dx = I f (x)dx, Va e R.Pentrub) vezi aditivitatea integralei.
a 0
20157

Aplicatia 5. Sa se calculeze | = J. arcsin(sin x)dx .

0
20157

Rezolvare: I_Iarcsm(smx)dx+ I arcsin(sin x)dx.

20157 7+1007-27 b)
Cum jarcsin(sinx)dx= I arcsin(sin x)dx=

s

1007- j arcsin(sin x)dx _1007J' arcsin(sint)(—dt) _1007I arcsin(sin x)dx =0.

V4 % V4 % V4 2
Atunci, | = J'arcsin(sin X)dx = J.arcsin(sin X)dx + J.arcsin(sin x)dx :I Xdx +J.(7z —X)dx = %
0 0

s

2 2
Bibliografie:
1. Culegere de probleme de analiza matematica. Mircea Ganga. Editura Mathpress. 2008.
2. Colectia Gazeta matematica;
Prof. , Liceul Teoretic “Alexandru Marghiloman”, Buzau
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Alta metoda de calcul al unor integrale definite
de Constantin Rusu, R&mnicu Sarat

Articolul prezent este o continuare a celui din [1].

Teorema. Daca f,h: F,a} —>Rsi g :F,a} — R”,a >1sunt functii continue care indeplinesc
a a

conditiile f(x)+f(1j=h(x), XZQ(EJ:Q(X),VXG[E,(;,atunci IM zlj&d
X X a'” 1900 219(x)

f(x)

X)

. - 1 .
Demonstratie. Cu substitutia x =1 obtinem:

{6}

D | C—
(@)

Il
m'—.m\H
—
H—‘
/ﬁ\
\_/

g)“—\'—.g;

jh(t)_ f(t)dt:j@dt—jmdt de unde urmeazi ci j?dx=%1@dx.
1 1 1 1

tng 9(t) g) 19 X) 19(x)

t

Aplicatii:
a 2n+1

1. Sa se calculeze: | = J'I4dx unden e N~ (Problema 23792 din G.M.-B, nr. 9/1997, autor
X +x+1

a
Traian Tamaian, Carei).
2n+1 2n+l 1

X

Solutie. Deoarece In“"" x+1In =0 cu teorema 2 obtinem | =0.

2. Calculati | _Iﬂdx unde a >1(Publicata in G.M.-B, nr. 4/2007, autor Gheorghe Sz0ll6sy).

a

Solutie. Aplicand teorema unde h(x) =% obtinem | =J'md _% de:%lna.
T X X

© | b —y

f(x) dx.

L+ xz)(f(x)+x”‘f()1(D

undea>1,a¢>0si f: E,a} — (0,4) (Problema 25333, din G.M.-B, nr. 6/2005, autor Dumitru

a
3. Sa se calculeze I (a) = J.
1
a

Acu).

Solutie. Tn teorema luam f (x) ca fiind f,(x) = f(x) 1 , f :F,a}e(o,%o) si
f(X)+Xx“ f(j a
X

g(x) =1+ x> si avem h(x) = f,(x) + fl(%jzl.
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1|

a’-1

Deci: 1 (a) = lJ.dex = 1arctgx e
291+ 2 2a

_1 arctga — arctg .t arctg
> 2 a) 2

a

4.Daca a>1si f: {— a} —>R,0: F }—) R™ sunt functii continue astfel incat g(x)g(ij =1,
a X
sa se calculeze: 1(a) J. r(x) 1 dx (Problema C.3072 din G.M-B, nr. 9/2006,
@+ xz)(f(x)+ g(x)f(n
X

autor D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti).

Solutie. Consideram in teorema pe f cafiind f, :F,a} — (0,40), f,(x)= f(x) iar
a

f(x)+g(x)f[1]
X
2 1 .
g(x) =1+x ,g:[—,a}eR si avem
a
1 17 1 1 a’-1
h(x)=f,(x)+ f,| = |=1, de unde rezultd 1(a) == | ——dx =—arctg——.
() =f,(9+ (X] A1) =5 [T ™ =2,

a

2 2n n
5. Calculati | :I 5X2 +24X +3 dx (Problema 25815 din G.M.-B, nr. 6/2007, autori Alfred
1@+ X)X +x" +1)
2
Eckstein si Viorel Tudoran, Arad).

2n n
Solutie. Tn teorema consideram f :[1,2} —R, f(X) :w si
2 X"+ x"+1

g(x)=1+x°,9: [ }—)R Obtlnemh(x)—f(x)+f( j 8 si deci:

| =— J'—dx 4arctgx| >

= 4(arctg 2—arctg l] = 4arctg 3 .
> 2 4

1+x
Exercigii:
Utilizand teorema calculati urmatoarele integrale:
1
a arctg— In“ x
J' X ; b) I—dx aeN", a=impar;
14 +3X+4 \/4x +x2+4
-1
a NI arctg—
o) | dx ; d) j —X+1dx
1 ( x+1)\/2x —x?+2 2" + X2 +2
Bibliografie:

1. Constantin Rusu, O metoda de calcul al unor integrale definite, Sclipirea Mintii, An VII, Nr.
X111, 2014, 13-14.
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Tn legitura cu problema 1X.370 din RMT 3/2013

de Marius Dragan, Bucuresti, Neculai Stanciu, Buzau
si Titu Zvonaru, Comanesti

Tn aceasti nota dorim sa prezentam rezultatele obtinute in legatura cu urmatoarea problema
(1) Fie a,b,c e (0, oo) cu proprietatea a+b+c=3. Aratati ca:

& f
reformulata astfel:

2 2 2

(1) Aratati ca XYz \/3(X2 +y?+12%),vxYy,2>0.
y z X
I. O solutie folosind inegalitatea lui Holder (vezi [1]).
2 2 2 2 2
(X—+y—+Z—J(X—+y—+ J(x +y22% +2°x%) > (X* + y* + 2%)°
y z x)\y z
sl atunci este suficient sa aratam ca
(x2 + y2 +12%)°
X°y® +y?z2% + 72°x

\/_ > 3. (I1X.370, RMT 3/2013, Marian Cucoanes)

~23(x* +y? +2%) o (xP+y  +2°) 23(x*y? + y’z? +2°X7)

inegalitate adevarata deoarece este echivalenta cu (x* —y®)* +(y? —z°)* +(z* - x%)* > 0.

I1. O solutie folosind inegalitatea lui Jensen.
2 2 2

y +Z—2\/3(x2+y2+22), vx,y,z >0 notam x*=a, y*=b, z°=c,
X

X
Pentru a demonstra — +>—
yA

iar dupa conditionarea a+b+c =1, inegalitatea devine— >./3.
5 f =
Cu inegalitatea Jensen ponderata aplicata functiei convexe f :(0,0) >R, f(t)= % avem
I
af (b) +bf (c)+cf(a) > f(ab+bc+ca) & — :
\/_ \/_ \/_ v Jab+bctca
. 1 1 . . .
Este suficient sa aratim ¢ ————— >3« ab+bc+ca<>, care rezulti imediat din
Jab+hc+ca 3

cunoscuta 3(ab +bc +ca) < (a+b+c)?, tindnd cont de faptul ci a+b+c=1.

I11. O extindere pentru patru variabile a problemei.

Sa se demonstreze ca pentru orice numere strict pozitive
2

: : X
X,, X,, X3, X, are loc inegalitatea Zx—l > \/4(xf + X2+ X2+ X)) .
2

Solutie: Notim x2 = a, , i =1,n. Inegalitatea este echivalenti cu

i scrisd sub forma

2

+a,+a,+a,=1cua,a,,a;a, 20,(2).
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Din inegalitatea Jensen ponderata aplicata functiei convexe f :(0,0) > R, f(x)= cu

1
Jx
. a 1
obtinem » — > , (3).
Ja, JJaa, +a,a, +a.a, +a,a

1 )
Dar, deoarece a,a, +a,a, +a,a, +a,a, < 2 pentru a, +a, +a,+a, =1 cu a,,a,,a;,a, =0 din

ponderile a,,a,,a;,a,

(3) rezulta ca inegalitarea (2) este adevarata.
IV. O solutie elementara si o rafinare (vezi [2]).
Aplicand inegalitatea lui Bergstréom obtinem
2 2 2 2
a~ b° ¢
—+—+—2M:a+b+c.
b ¢ a a+b+c

Dar, conform inegalitatii dintre media aritmetica si media patratica, avem
\/S(az +b?+c?)>a+b+c.
Scriem inegalitatea sub forma

2 2 2
%+?+%—a—b—021/32a2 -Y a
a’ b’ ya’-(Yaf

& —+b-2a+—+cCc— 2b+ +a 2c >
b c a y3Da’+>a

o (a-b)? (-0’ (c-a)’ D (a-h)’
b c a \/?,zia+2a
(a-b)® _  (a-b)’
b

- YD al+> a '

Daca a =b avem egalitate; daca a = b, raimane de aratat ca
1

1
—2
b sHa*+> a
Solutia de mai sus are avantajul ca ne permite obtinerea urmatoarei rafinari
2

al bt ot 7,y _(@-b)’@+c)
b ¢ a Z\/32761+2b(1/32a2 +Za).

V. O solutie folosind problema 26865 din G.M.-B, 1/2014.
2
"’ Daca a,b,c >0, demonstrati inegalitatea %+_+_ > Z\/a —ab+b®.”

Este suficient sa demonstram ca

= SZ a’ +a+c>0, adevirata.

Solutie: Scazand Za din ambii membri obtinem:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
D b= ipo2ar Y hcahe S pamgeo @D (B0 (€-9)
b ¢ a b C a b C a
Z\/az—ab+b2—za=2(\/a —ab+ bz—aTer):

2 ., (a+h)?
:za —ab+b 2 3(a—h)?

Ja? —ab + b2 +aJ2fb _24\/a2—ab+b2 +2(a+h)
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(a-b)* 3(a—b)?

4Ja?—ab+b?+2(a+h)

Daca a =b avem egalitate; daca nu, raiméane de aratat ca

1 3

=> < 4va® —ab+Db® +2(a+b)>3b, adevarata deoarece
b 4ya?-ab+b? +2(a+b)

va’-ab+b® >

Inegalitatea de mai sus, impreuna cu problema 26865 din G.M.-B, nr. 1/2014, i.e.:
Sa se arate ca daca x,y,z >0, atunci Z\/x2 —Xy+y? > \/32 x* (pentru care solutii se gasesc

Este suficient sa demonstram ca

b : : .
. Avem egalitate daca si numai daci a=b=c.

in Gazeta Matematica, nr. 6-7-8/2014 si in [2]), duce la o noua solutie pentru problema 1X.370 din
RMT 3/2013.

Bibliografie:

[1] T. Zvonaru, N. Stanciu - Bergstrom sau Holder, RMT nr. 4/2013, 10-12.

[2] T. Zvonaru, N. Stanciu — O modalitate de a demonstra unele inegalitari, RMT nr. 3/2014.

Modele aplicative pentru calculul primitivelor

unor functii cu ajutorul “ formulei de integrare prin parti”
I
Prof. Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

Lucrarea cuprinde mai multe modele aplicative , de calcul a primitivelor unei functii , utilizand
»metoda de integrare prin parti”. Lucrarea se adreseaza elevilor de liceu, profesorilor de matematica
si cercurilor de matematica a profesorilor si elevilor.

Model 1.
Avem urmatoarele tipuri de integrale:

a. IP -exdx xeR

b. [P(x)-e”dx,xeR,aeR’
J '(x)-h(x)-e*"dx, xeD, nD,,u,h:D —>R(derivabile cu derivatele continue),
() u(x)+c;ceR
d. [P(x)-(e™+e™ +..+e")d,neN a R ,i=1n
unde P(X)=s,-X"+8, - X" +..+5 X+ ,5 €R,i=0,ns, £0,xeR

Exemple: Sa se calculeze integralele:

a) I(X+l)-eXdX,X€]R; b) jXZ-ezde,XER; c) jX-erdX,XER; peN’; d) J'x-emxdx,XER
e) j(cosx)-(sin x+4)-e"dx,xeR; f) j(\/§X+1)-(ex+93X+....+62011x)dX,X€R;

g) I(X+1)-(X2+2X+1)-€X2+2XdX,XER.

Rezolvare:
a) j (x+1)-e*dx,xeR.

Rezolvare: J' x+1)-e*dx =(x+1)-e jexdx (x+1)-e*—e*+C=x-e"+C.
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b) J.Xz-ezde,XeR ;
Rezolvare:
1
fr(x)=e= f( e%dx=1.[2. e“dx—— u e'Wdx==.e"® 1Cc==.e2+C
(x)= x)=[e¥dx="- Ju'(x >

g(x)=x*=g'(x)=2x
Aplicam integrarea prin parti:
2x
e . . NPT N
2 — J. x-e**dx, pentru integrala din partea a doua a egalititii aplicam inca o data

| =x°-
2
> = f(x):jezxdx:%ezx, g(x)=x=g'(x)=1.

formula integrarii prin parti: f'(x)=e

) e2x e2
= . X -
2 2

c) IX-erdX,XER; peN’;
Rezolvare:
fr(x)=e™= f( '[epxdx—

pX

p
pX px
| = -e———-J‘erdx_x-——iz-epHC
p P p P

d) J-X'e\/J—EXdX,XER;

Rezolvare:

f'(x):eﬁ = f( .[eJ_Xd _\/J%:\/E.\/?'eﬁx ; 9(x)=x=g'(x)=1

2+V2 et _‘/E'\/ﬁ.J'ewﬁxdx:\/z\/iz‘eJﬁx _Q.eﬁX+C
2 2 2 2

e) I(cos X) - (sin x + 4)-e*"*dx

Rezolvare:
f'(x)=cosx-e™ = (x):J-(cosx)-es"‘xdx:j(es‘”X dx:eS‘”X; g(x)=sinx+4=g'(x)=cosx

| =(sin x+4)es"‘x—J'(cosx)es"‘xdx=(sin x+4)~es‘“x—j( s'”x) dx =(sin x+4)-e™™ —e™™ +C,

f) I(\/§x +1)-(eX +e¥ +....+e2°”X)dx
Rezolvare:
3x e2011><
fr(x)=e"+e" +..+"" = f(X) :J.(eX ¥ +...+e2°“x)dx= X+ :

3 2011
g(x):\/§x+1:> g'(x):\/§;

2011x

\/_ e3x e \/_ e3x e2011x
| =(+/3x+1):| e +—+...+ — |3 e+ —+.+ dx =
(et (s Sn S | T o e
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_(\/§X+1)- ex+£+ +e201lx _\/§. ex+ﬁ+ N e2011)( +C -
_ 3201 7t oo | O
9) I(X+1)'(X2 +2X+1)'exz+zxdx, xeR
Rezolvare:
f'(x):(x+l)-EXz+2X j— f(X):I(X+1)eX2+2de :%,J.(exz+2x)‘dx :%_eXZ+ZX

g(x)=x*+2x+1=g'(x)=2(x+1)

I =%-(x2 +2x+1)-eX2+2X —I(x+1)-ex2+2xdx =%-(x2 +2X +1)-eX2+2X —~

1

_(E (@) ax= Lo s 2x41) et et o
2 2 ( ) 2

Profesori, Colegiul Vasile Lovinescu, Falticeni

An elementary proof of one Wallis-type limit

By D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania and

Neculai Stanciu, Buzau, Romania

Introduction
4" (nh)?

= . ,n>1, (1).
(2n -2 (2n +1)

is defined by:

The famous Wallis’ s sequence (W, )

n>1

It is well-known that limW, :%, (2).
Nn—o0
By results of many mathematicians which use properties of some sequences of definite integrals
n—oo

or the asymptotic analysis of W, we can obtained that lim n(Wn —%j = —%, (*), (see fore.g.[1])

Result, In this paper, using elementary methods, we show (*). Indeed, we have:
T

Wn "~ Cesaro-Stolz _ —
timn(w, = | = fim— 2 5 i Yo =Wy W = Woy
n—oo n—oo 1 (9} n—oo 1 _ 1 n—oo 1
’ n+l n n(n+1)
_Wn+l
@) n+1 | 2 —_1\1 2
w7 i ey 47D (@n-Diy@n+D))
o 1 @2 o "2 ((2n+1)M)*(2n+3)
n2
2 _ 2
_ 7 gimn2l1- 4(n+1) :ﬁ-limnz-(2n+1)(2n+3) 4(n+1) _
2 now @n+)(2n+3)) 2 no= 2n+1)(2n+3)

:%- lim(4n® +8n-3-4n° —8n—4) :%- lim(-1) = —%, and we are done.
References:
1. Eugen Paltanea, On the rate of convergence of Wallis’ sequence, Aust. Math. Soc. Gazette 43

(2007), no. 1, 34-38.
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,» Algebra nu e decat o geometrie scrisa
si geometria nu este decéat o algebra figurata .”
Marie Sophie Germain

EA _Probleme rezolvate

» Invatamant primar

. Suma a 46 de numere naturale diferite si nenule este 2011. Aratati ca cel putin doui dintre ele
sunt numere naturale impare.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:  Suma primelor 46 de numere pare nenule ne da 2162 iar pentru a obtine suma 2011 trebuie sa
Tnlocuim un numar par de numere pare cu acelasi numar par de numere impare, deci, cel putin doua dintre
numere sunt naturale impare.

. Raisa si Violeta au Tmpreuni 35 de ani. Tn urmi cu 5 ani varsta Violetei era de 4 ori mai mare
decat varsta Raisei. Aflati varstele celor doua.

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Notam cu x varsta Raisei si cu y varsta Violetei. Atunci, Xx+y=35=y=35-x (1) si

4(x—-5)=y-5= y=4x-15, (2). Din (1) si (2) rezulta x=10= y = 25.

. Gica vrea sa cumpere mai multe reviste ’Sclipirea Mintii’’. Daca ar cumpara sapte, i-ar mai
raméane 10 lei, iar daca ar dori si cumpere noui, ar mai avea nevoie de 10 lei. Cat costia o revista
’Sclipirea Mintii’’?
Prof. Gheorghe Strutu, Buzau
Rezolvare:
Fie g pretul unei reviste *’Sclipirea Mintii’’. Conditia din enunt se scrie sub forma 79 +10 =9g —-10,

de unde g =10 lei.

. Aritati ca oricare ar fi sase numere pare, diferite, exista cel putin doui a caror diferentia se
imparte exact la 10.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare :
Un numar par are ultima cifra 0, 2, 4, 6 sau 8, adica sunt cinci cazuri. Avand sase numere, doua
dintre ele se vor termina cu aceeasi cifra. Facand diferenta lor vom obtine un numar care se termina cu zero,
deci se imparte exact la 10.

SRl Stiind ci 1x 2 — (a—1)(4—a)=0, aflati numirul a.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Daca diferenta este egal cu zero, rezulta ci 1x2 = (a—1)(4—a).
Dacil=a-1si 2=4—a,deducemca a=2;
Dacil=4-asi 2=a-1, deducemca a=3.
Rezulta ca exista doua valori ale lui a pentru a avea egalitatea data .
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= Clasa a V-a

OIS e danumarul A= {[5:(23-1)+14]:15+ 3:[L+2- (45:15-2)]} : 2+ 2008,

Sa se calculeze suma divizorilor numarului A.
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

Rezolvare: Se calculeaza A si se obtine A=2009 = 7%.41. Divizorii lui A sunt :1,7,41,49,287,2009 .
Suma lor este 2394,

(€W ¥Xl. Determinati cele mai mici numere naturale abcde , respectiv fghij astfel incat:

2-abcde = fghij si cele dous numere impreuni sa utilizeze toate cifrele de la 0 la 9.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Conditia ca cele doua numere impreuna sa utilizeze toate cifrele de la 0 la 9 este echivalenta cu

conditia: la litere diferite sa corespunda cifre diferite. Evident avem A=1eeee si B=2eeee cifrele 1l
si 2 sunt astfel folosite. Apoi B =2A, contine pe 0 (altfel A contine 0, iar B contine 0 sau 1 —

contradictie). Mai departe avem A=13eee A=134ee si B=26eee. Deoarece B contine cifra 0,

rezulta ca A contine cifra 5. Daca A=134e5 atunci B =2A=2691e, contradictie(avem de doua ori

cifra 1). Rezulta A=134e5, unde pozitia zecilor poate fi ocupati de 7 sau de 8. Singura posibilitate
convenabila este cifra zecilor 8. Asadar, numerele cautate sunt: (abcde, fghij ) e {13485,26970} .7

ER:¥¥d.  Aflati numarul natural n, astfel incat 2013-4024 +2-2013-4024 +...+n-2013- 4024 sa fie
patrat perfect. Prof. lon Stanescu, Smeeni, Buzau

_2013- 4074 -n(n+1)
B Z

Rezolvare: Suma dati este egala cu 2013-4024-(1+2+3+...+n) care este

patrat perfect pentru n=2012.
< g . 544 : -
G:423 a) Sa se arate ca fractia F = 2—25este ireductibila.

b) Determinati n € N care verifica egalitatea § - § :%.
3 5 225

Prof. lonel Tudor, Viorica Dogaru, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
. 544 2°.17 . o A ol
a) Fractia F = — = ——— este ireductibila Tntrucat nu se simplifica.
225 35
2n __nq2n 5
b) Egalitatea data se mai scrie 5 = 25 Din a) rezulta ca fractia F este ireductibila, prin urmare, se

impune ca 5°" —3*" =544i 3".5" =225=n=2.

o . o A . 1961 . -
(G:424. Determinati numerele naturale a si b astfel incat fractia sa fie echiunitara.

ab-7a+3b-21

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
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1961 3 1961
ab—7a+3b-21 (a+3)(b-7)
obtin urmatoarele solutii: (a;b) € {(34;60), (50;44), (1958;8) .

[eWPA). Sa se giaseascd numerele naturale msinstiindca :1" +2" +3" +.....+2013" =45" -12.
Prof. Serban George-Florin, Briila

Rezolvare: Cum = (a+3)(b—7)=1961. Din 1961=1-37-53se

Rezolvare:

A=(1"+2"+....+10")+ (11"+12"+.....+20")+.....+(2001"+2002"+.....+2010")+2011"+2012" +2013" . Avem 201
paranteze avand aceeasi ultima cifra.

Dacia n=4k ,u(1"+2"+....+10")=u(1+6+1+6+5+6+1+6+1+0)=3

u(2011"+2012"+2013" )=u(1+6+1)=8 . Deci u(A)=u(201.3+8)=1 ,

Daca n=4k+1 , u(1"+2"+.....+10")=u(1+2+3+4+5+6+7+8+9+0)=5

u(2011"+2012"+2013" )=u(1+2+3)=6 . Deci u(A)=u(201-5+6)=1 ,

Dacd n=4k+2 ,u(1"+2"+....+10")=u(1+4+9+6+5+6+9+4+1+0)=5

u(2011"+2012"+2013" )=u(1+4+9)=4 . Deci u(A)=u(201.5+4)=9 |,

Daca n=4k+3 , u(1"+2"+....+10")=u(1+8+7+4+5+6+3+2+9+0)=5

u(2011"+2012"+2013" )=u(1+8+7)=6 . Deci u(A)=u(201-5+6)=1

Deci, u(A) poate fi 1sau9.Presupun ca n>1 ,atunci u(A)€{1,9}, dar u(4s™-12)=3, pentru
m>1 , egalitatea nu poate avealoc. Dacan=0 avem

2013=45™-12 , 45M=2025=45% , m=2.Dacam=0 , 1"+2"+....+2013"=-11, fals, deoarece suma este
pozitiva . Tn concluzie, avem cin=0sim=2.

[€R:Y4s. Determinati perechile de numere naturale (a, b) , pentru care 2ab+3a+b=21.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

21-b :>2a=42_2b e N= 2b+3 divide 42— 2b si
2b+3 2b+3

Rezolvare: Din 2ab+3a+b=21=a=

deci, 2b+3divide 45—(2b+3).

45-(2b+3) 45 2b+3 45
2b+3  2b+3 2b+3 2b+3
1) 2b+3/45 i 2) 45

2b+3
) Daci 2b+3 =1, => bgN ;

I) Daca 2b+3=3, =>b=0sia=7, = (a,b)=(7;0);
Il) Daca 2b+3=5, => b=1sia=4, = (a,b)=(41);
IV) Daca 2b+3=9, =b=3sia=2, = (a,b)=(2;3);
V) Daca2b+3=15 =>b=6sia=1, = (a,b)=(L6);
V1) Daca 2b +3 =45, =b=21sia=0, = (a,b)=(0;21).

Astfel, concluzionam ca, perechile ordonate care verifica egalitatea data, sunt:
(7;0), (41), (2:3), (16), (0;21) .

-1 e N . Astfel, rezulta ca:

>1. Divizorii lui45sunt1, 3,5, 9, 15 si 45.

€R'¥Y{. Determinati numerele ab, si trei numere naturale consecutive, dintre care primul numar

este prim , stiind ci prin Tmpirtirea lui ab la cele trei numere numere, se obtin ca resturi
precedentele celor trei numere.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare : Fie n+1,n+2,n+3,ne N", cele trei numere consecutive la care se fmparte un numar natural

N=ab ,cu n+l prim. Resturile Tmpartirii lui N la cele trei numere sunt n,n+1, respectiv n+2.
Conform teoremei Tmpartirii cu rest, avem: N =(n+1)c, +n=(n+2)c, +n+1=(n+3)c; +n+2,
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si, atunci: N +1=(n+1)(c, +1)=(n+2)(c, +1)=(n+3)(c,; +1),
deci N+leste multiplu de n+1,n+2si n+3,cu n+1 prim, adica N+1 se divide la produsul lor, adevarat
doarece n+2 si n+3 sunt prime intre ele. Deci N =(n+1)(n+2)(n+3)k—1,keN".Se observi ci pentru
k=1.n>3, sau k>2,n>2 obtinem numere N mai mari ca 100. Ramane de gasit numerele N pentru n € {1, 2}.
1) Pentrun=1= N =24k -1= N €{23,47,71,95}, pentru care prin impartirea la 2, 3, 4 se obtin
resturile 1, 2 si 3 ;
2) Pentru n=2= N =60k —1=> N =59, care prin impartirea la 3, 4 si 5, da resturile 2, 3, respectiv 4.
In concluzie ab €{23,47,71,95}si cele trei numere naturale sunt 2,3 si 4,si pe de alti parte

ab =59 cu numerele naturale sunt 3,4,5.

[€FE] Multimile A si B sunt astfel incatcard (AU B) =140, card (A-B) =50si card (B —A) =60.
Sa se calculeze card (AN B). Prof. Adrian Stan, Buziu
Rezolvare: Cum card(AwB)=card(A—B)+card(B - A)+card(AnB)rezulta

140 =50+60+card(AnB) = card(AnB) =30.

G:429. Prinimpartirea numarului a la numarul b (a, be N*) obtinem céatul 7 si restul 12.

Aratatica 70-a—490-b—111este patrat perfect si cub perfect. Prof. luliana Trasca, Olt

Rezolvare: a=7-b+12, b>12, 70-a—490-b—-111=490b +840—-490b—-111= 729, deci,
729=27%,729=9°.

la+laa+laaa+...+1laaa...a
—

9 cifr
G:430. Simplificati fractia: 9 - Prof. Sorina Vicarean, Cluj-Napoca

Rezolvare: 1a+1aa+laaa+...+1aaa..a =(10+a)+(100+11a)+(1000+111a)+...+
%/_/

9 cifre

+/1000...0+111...1a |=|10+100+1000+...+1000...0 |+| 1+11+111+...+111..1 |a=

9 cifre 9 cifre 9 cifre 9 cifre

=1111111110+123456789a . Aceasta suma este divizibila cu 9, valoarea fractiei dupa simplificare fiind
H_/

9 cifre

123456790+13717421a.

= Clasa a VI-a

. Numerele x)y)0si n e N*verifici egalitatea x*"" — y*"" = x + y. Aritati ci numarul
x*" —y*" este supraunitar. Prof. lonel Tudor, Cilugareni, Giurgiu
Rezolvare: Trebuie si aratim ca X" — y*™)1 adica
X yZI’H—l
X+y  |[(x+y

2+l

X2 _ y2n> ):> (XZn _ y2n)(x+ y) ) X2l _ y2n+l. *) Dar ,
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(in _ yzn)(x n y) =yl _ Xy2n + x2”y _ y2n+1 — 2l _ y2n+1 + Xy(infl _ y2n—l)>x2n+l _ y2n+1

deoarece xy(x*""—y*"*))0 pentrux)y)0. Deci, relatia (*) este adevarata.

€Y. Si se arate ci pentru orice numir natural nnumarul N =2011" +2013" +2015"*nu
poate fi patrat perfect. Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Pentru n = 0 numarul N = 1 + 2013 + 2015% = 1+M4+1+M4+1=M4+3,

n+2

Pentru n>1 numarul N se scrie: N =(2012-1)" +(2012+1)"" +(2016-1)""*=
(M, =D)"+(M,+)™ +(M, =)™ = M, +(-D)"+ M, +1+ M, + (=)™ =M, +1+(-1)" + (=)

Pentru n numar par, rezulta N = M4 +3, iar pentru n impar, rezulta N = M4 — 1 = M4 +3. Cum un
patrat perfect nu poate fi de forma M4 +3 | rezulta ca N nu poate fi patrat perfect.

o . X 12
(5:433. Determinati numerele naturale x,y,z stiind ca 5 = % =—,
z
Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Din relatia data se obtine y =2Xsi X-z =108 .Tinand cont de descompunerea in factori a
numarului 108, se obtin in final solutiile

(%, y,2)€{(1,2,108),(2,4,54),(3,6,36),(4,8,27),(6,12,18), (9,18,12), (12, 24,9), (18,36,6), (27,54,4))
((27,54,4),(36,72,3),(54,108, 2), (108,216,1)} .

EWRYL  Aflati toate numerele de forma abca care verifica simultan conditiile :

a) abca : 11;  b) Restul impartirii numarului abca lanumarul ab este un numar cu trei
divizori; c)b<a.

Prof. Serban George-Florin, Briila
Rezolvare: Aplicam criteriul de divizibilitate cu 11

abca ! 11 daca (bca—a)=bc0=10-bci1l , bcill , b=c
abba = ab00+ba =100-ab +ba , Restul impartirii numarului abca lanumarul ab ester

=ba <ab deoarece b <a.
Un numdr care are 3 divizori are forma d = p? (p prim) divizorii sunt1, psi p>. Deci

ba e {52 , 72} .
Daci ba =25 atunci a=5, b=c=2, abca = 5225.
Daca ba =49 atunci a=9, b=c=4, abca=9229.

. + X X, + X X010 T :
G:435, Dacit X, X,,..., Xpp0 € R*si At %tX o Ko™ R ang avem
X, +2010x, X, +2010x, X010 +2010X;
X =X, =Xy =i = Xo010 - Prof. Nicolae lviaschescu, Craiova

Rezolvare: Folosind proprietatea sirurilor de rapoarte egale se obtine, dupa ce adunam toti numaratorii

respectiv numitorii intre ei, ca fiecare raport este egal cu

011
. X, + X, 2 : : : . A
Din = < X, = X,. Analog, din al doilea raport si se obtine X, = X,. Procedand
X, +2010x, 2011 1
analog si pentru celelalte, se obtine, X, =X, = X; =........ = X010

[ERR]§. Determinati cel mai mic numar natural n stiind ca impartit la 108, 75, si 90 se obtin resturile
57, 63 respectiv 48. Prof. Gheorghe Dérstaru, Buzau

Rezolvare:  Din teorema impartirii cu rest rezulta n =108¢, +57|-3 = n-3=>54(2c, +1),
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n=75c, + 63‘—3 =n-3=15(5c, +4), n=090c, +48‘—3 = n-3=45(2c, +1). De aici
rezultd, n—3=c.m.mm.c(54,15,45) = n-3=135=n=138.

2014 —2014"*(1+2013- 2015
(G:437. a) Calculati numarul m= ( hl )+161;
2014"-2013-2015

—_— .. . m
b) S se afle numerele abc scrise Tn baza zece stiind ca — € N, unde m este numarul
a-b+c-(a+c )
determinat la a). Prof. luliana Trasca, Olt
Rezolvare: a) Se afla m=161;
m 161 .
b) eNe16li(a-b+a-c+c?)

a-b+c~(a+c7)= a-b+a-c+c’
Dacd ¢ >2=c® =2°=256)161=c e {0;1}.

Cazul I: c=0=161}(a-b)=a-bef{l 7, 23, 161}, deci, abe {11, 17, 71} <> abc €{110, 170, 710}.
Cazul al Il-lea: ¢ =1=>161{ a-(b+1)+1]=a-(b+1)+1e{l, 7, 23, 161},

Deci, ab < {15, 22, 31, 60} <> abc e {151, 221, 311, 601} .

€KY, Determinati o infinitate de cvadruple (a,b,c,d) care sunt solutii ale ecuatiei
a’+b*+c* =d°.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare. Pornind cu identitatea 3" =3" +3" +3", dorim sa gasim un n natural astfel Tncét
n+1=M5,n=M2,n=M3,n=M4,ie. n+1=M5 si n=M12. Gasim n=24. Astfel
putem scrie (32 +(3° ) +(3°)' =(3°) .
Prin inmultire cu m®, unde m este un numar natural nenul, rezulti ci existi o infinitate de
cvadruple (a,b,c,d) = (m*3%, m*3% m*3° m*3°) care sunt solutii ale ecuatiei din enunt.

EW/RIY)  Calculati catul impartirii numarului a=21,01+4i,05+7i,09+...+43i,57 la3.
Prof. Sorina Vacirean, Cluj-Napoca

Rezolvare: a=1i 1 +4i +7i +...+4_3iﬂ:10+40+70+...+430+i+i+i+...+i+
100 100 100 100 S —

15 termeni

L L45+49+.457 0 (1443)15 . (1+57)15 1

100 2 2 100
Catul Tmpartirii numarului a la 3 este 51 +1101,45.

= 3300 +15i + 4,35 =15i + 3304, 35.

[€RN). Fie A produsul primelor 100 de numere naturale nenule. Determinati numirul B? astfel

incat B? sa fie maxim, sa divida numarul A si sa nu fie divizibil cu 2 si cu 3.
Prof. Petre Piaunescu, Rosiorii de Vede

Rezolvare: B =5%.7".11%.13°.17%.19*.23%.292.312.37% - 41° - 43% - 47?,
unde fiecare factor trebuie sa aiba exponent maxim posibil, dar par si cel putin 2. Avem:

5=1=5,5"2=10,...,5"5=25,...,5*10=50,..5'15=75,..=.5°20=100, Exponentul maxim al lui 5 este 20+4(apare
dublu n 25,50,75,100).
771=7,7"2=14,...,7*71=49,...,7*14=98, deci exponentul maxim si par este 14.
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11-1=11,11-2=22,..,11"9=99, 13*1=13,13%2=26,...,13*8=104,
17*1=17,17"2=34,....,17'6=102, 19+1=19,19'2=38,..,19"6=114, la fel pentru 23,

29°1=29,29"2=58,29"3=87,31"1=31,31-2=62,31"3=93, la fel pentru 37, 41,43, 47.

€WKl Tn patratul ABCD, se consideri punctele E pe (AB) si F pe (BC), astfel Incat,
AE BF 1 . == ST
— =——=2 Aritati cd m(ADE)+m(BEF) = 45°.
EB FC 2
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Construim, in exteriorul patratului, triunghiul
APDM, congruent cu triunghiul ABEF, unde P € (AD) si D C
unim M cu E. Daca N este simetricul lui M fata de dreapta
AD, = APDM= ANME.

Din congruentele: APDM = AM/IEE ABEF =
= [DM]=[EM] si m(DME) = 90°; " 4

= M(ADE) + m(PDM) = 45"
= M(ADE) +m(BEF) = 45",

. Aratati ca daca masurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proportionale cu trei numere
naturale cu proprietatea ca unul dintre ele este egal cu media aritmetica a celorlalte doui , atunci
triunghiul are un unghi cu masura de 60°.

Prof. Simion Marin, Rm. Sarat
Rezolvare: Consideram triunghiul AABC; fiea, b, c trei numere naturale astfel Tncat

_ate m(A) _m(B) _m(C)

b
2 a b C
A B ~ A o) ~ 0 0 0 0
Deoarece m(A) _ m(B) _ m(C) _ m(A) +m(B)+m(C) _ 180 _ 180 _ 180 _ 60
a b C a+b+c a+c+b 2b+b 3b b
B 0
deoarece 2b = a +c . Obtinem @ :% ,deundem(B)=60°;c.c.t.d.

= Clasa a VII-a

eRVK| Gasiti x € Nastfel ca x> +2x + 2012 si fie pitrat perfect.
Prof. Nicolae lviaschescu, Craiova

Rezolvare: X*+2x+1+2011=k* < k*—(x+1)*=2011< (k+x+1)(k—-x-1)=2011=
Deoarece 2011 este prim avem doar posibilitatea k+x+1=2011, k-x-1=1, si obtinem usor x=1004.
X —2009|+|x — 2010|+|2x — 4015|> 4, Vx e R.

CWIY  Aratati ca
Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Folosind proprietatea |X|+|y|+|z| =[x+ y+ 2|, VX, y,ze R =
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|x—2009| +|x — 2010|+|2x — 4015| > |x — 2009 + X — 2010 — 2x + 4015| = |-4| =

e, Daci a, b si c sunt numere reale pozitive sa se arate inegalitatea :

(a+b+c)?>22(ab+bc+ac).
Prof. Serban George-Florin, Braila

Rezolvare: Solutia 1. Evident, (a+b-+c)* =[(a+b+ c)2]2 =[a’+b”+c*+2(ab+ac+ bc)]2 =
=(a”+b’ +c2)2 +2(a’ +b? +¢?)(2ab + 2ac + 2bc) + (2ab + 2ac + 2bc)® > 4(a’ +b? +¢?)(2ab+2bc+2ac)
deoarece A’+2AB+B*>4AB, VA BeR.

Asadar, (a+b+c)* = [(a+ b+ (:)2]2 > 8(a2 +b% +c? )(a+ b+c)>8(a+b+ c)2 de unde rezulta cerinta

problemei. Am folosit inegalitatea cunoscuta a®+b® +c¢®>ab+bc+ac. (*)
Solutia 2:(Titi Zvonaru)

Folosind inegalitatea (*) obtinem a®+b?+c? >3(ab+bc +ac) . Deoarece 3)2+/2 rezulta ca
inegalitatea din enunt este adevarata si stricta.

/ 25 o - A .
1 € N} Determinati probabilitatea ca alegand un numar din
X° +

G:446. Fie A—{XER

multimea A, acesta sa fie irational si strict negativ. Prof. Sorina Viacarean, Cluj-Napoca

sa fie natural, trebuie ca v/ x* +1 zi, peN", deunde x* :2—2—1 (1) .
p p

Rezolvare: : Pentru ca
x?+1

Cum x*>0, VxeR, rezulti ca 2—?—120,de unde p® <25 sideaici pe{l,234,5}.
p

21 , 16 ,_ 9

Tnlocuind in (1), pe rand , valorile lui p, obtinem: x* =24, x> =— 7 G 3 X Ty x> =0.
Rezulta, A= { \/_ —£,—% —j: OZ ;1 \/2_ \/_} Cazurile posibile ale experimentului sunt

elementele multimii A . Numarul cazurilor p05|b|Ie este 9. Cazurile favorabile aparitiei numerelor irationale

strict negative din multimea A sunt —26, === Numarul cazurilor favorabile este 2. Probabilitatea

3 2
ceruta este —.
9

ey Folosind formule de calcul prescurtat, descompuneti in factori numirul A =+/420
Prof. Petre Piaunescu, Rosiorii de Vede

Rezolvare: 420=2-~/3-5-7 =2-a-b. Se iau cazurile:
a=I5,b =7 = 4202157 =(VI5+7) V22" =(VI5 47 —V22)-(VI5 7 ++/22)
Analog, se ia a=+21,b=+5; a=+/3,b=+/35; a=+105b=1;

G:448.  Tn triunghiul AABC, [AM ]este mediana, iar P e(AB)astfel incat %=% Daci

AM NCP ={N}, aritatica Ay. =4-Ayy. Prof . Gheorghe Darstaru, Buziu
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Rezolvare: Solutia 1. n triunghiul A ABM se aplica teorema lui Menelaus pentru transversala P-N-C de

unde rezulta PANM CB 1:>£-M-E:l:>NM:NA:>[CN]mediané i triunghiul
PB NA CM 2 NA 1

ACAM = A, =2Aun. dar Age = 2A0c = Ase =4A -

Solutia 2.(Titu Zvonaru) Fie D simetricul lui C fata de A; atunci [BA] este mediana in triunghiul ABCD,

deci P este centrul de greutate al acestui triunghi. Deoarece AM||BD, rezulta ca [CP] este mediana n
triunghiul A ABC.

G:449\ Se considera dreptunghiul ABCD cu aria a (u.a.) si punctele M, respectiv N cu
M € (AB),N € (BC) astfel incat aria triunghiului MND este b (u.a). Determinati minimul sumei

AM +CN 1incazul incare a > 2b.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Din relatiile:(1) [ABCD]-[MND]=a-b si
(2)[MBN ]+ [MAD]+[NCD]=[ABCD]-[MND] rezulta,
ay ay ay

a

(C-2)(x-y)

x - Y X b hea- Y xiyr P ixe=20a-b) o
2 2x 2 X X

< yz=a-2b. Din inegalitatea mediilor avem ca
y +z este minim daca si numai daca y = z .Deoarece M

=a-2b
{yz a ,rezulta y=z=+a-2b.

y=12
Obtinem asadar min(y +z) =2+va—2b,unde a > 2b.

. Determinati masurile unghiurilor triunghiului

AABC, in care bisectoarea (BD) este

cat (DC) si BA+ AD=BC. Prof. Constantin Apostol,Rm. Sarat
Rezolvare: Fie E pe (BC), astfel incat, BE = BA = EC = AD. Inplus, din

A ABD = A EBD = (AD) = (ED) si, deci, A DEC este isoscel, cu varful E;

— EDC = ECD. Daci notam m(E/[fI) = m(E/C-IB) =a, = m(E?E\D) = 24, cici BED este
un unghi exterior triunghiului A DEC, deci m(B/ATD) =2a.

Tn plus, din faptul ca (BD) = (DC) = m(DBC) = m(DCB) = m(DBA) =a.

Asadar, in triunghiul A ABC, suma masurilor unghiurilor este : 2a+2a+a=180° <

& 5a=180° < a=36" = m(A)=m(B)=72" si m(C)=36°.
. Sa se arate ca nu existd numere naturale nenule si distincte pentru care suma inverselor
cuburilor lor sa fie egala cu % : Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Fie n(n> 1) numere naturale nenule distincte intre ele si astfel Tncat x; <X, < x3 < <X .

Deducem ca x? >1,x3 28, ,x3 >n?, si atunci:

n

N S

Xe ket s k=2 K ok

kg (k- 1)k(k +1)
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Deoarece :—( - J deducem ca
(k-Dk(k+1) 2(k(k-1) k(k+1)

n
ZLSHZE( t 1 ]:1+1[1_ 1 j<1+1:§’
7 x2 2 (k-Dk k(k+1) 22 n(n+1) 4 4

k=2

; ] ; .. . . 5
prin urmare suma inverselor cuburilor unor numere naturale distincte nenule nu poate fi egala cu 7

[CRILYA.  Aratati ca Tn orice trapez isoscel ortodiagonal (cu diagonalele perpendiculare) , avem relatia :

d+2

h :T , unde h este lungimea naltimii iar d lungimea diagonalei trapezului.

Prof. Marin Simion, Rm. Sarat
Rezolvare: Fie ABCD cu ABJ|CD trapezul dat. Construim inaltimea prin punctul de intersectie a
diagonalelor si din triunghiurile dreptunghice isoscele AOB si DOC rezulta usor ca

oM :E, ON :%.Ob;inem h=MN = AO+0C :d\/z.
J2 2

7 TR

= Clasa a VIII-a

[€RBX]. Daca numerele reale nenule a,b, ¢, d verifica relatiile a+b+c+d =16 si

1 1 1 1
ab+ac+ad+bc+hd+cd =96, sa searate ci _+B+_+_ este numar natural.
a c

Prof. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Din (a+b+c+d)2 =a’+b’+c*+d*+2(ab+ac+ad +bc+bd +cd) rezulta
a’+b’+c*+d*=64. Cum (a—b)*+(a-c)*+(a-d)*+(-c)*+(-d)*+(c—-d)* =
=3.(@*+b*+c*+d?*)—2(ab+ac+ad +bc+bd +cd) =3-64—2-96 = Orezulta ca
16 1 1 1 1 1

a=b=c=d="—=4jar —+—+-+—=4."=1eN.
4 a b ¢ d 4

. Fie a,b € R astfel incat a(a—6)+2b(b+4)+17 =0. Si se calculeze 2-(a—b)*™ + (b—a)*".
Prof. Adrian Stan,Buziu
Rezolvare: Relatia dati este echivalenti cu (a—3)* +2(b+2)°=0=a=3,b=-2. Atunci,

2_(a_b)2015 +(b_a)ZOlS — 2_(3+2)2015 +2'(_2_3)2015 =0.

G:455. Rezolvati n R ecuatia L L 1 3

+ + =—.
X>+4x  X*+12x+32 x*+20x+96 13
Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

Rezolvare: Se pun conditiile de existentd a rapoartelor, rezultdnd X € {—12, -8,-4, O} .

. 5 . . 1(1 1 1 1 1 1 3
Ecuatia data este echivalenta cu —| —— + — + - =—.
4\x x+4 x+4 x+8 x+8 x+12) 13

Rezulta = — 1 :E:>XZ+12x—13:O:>XE{—13,1}.
X x+12 13

eW/BlY. Fie functia f:R—R, f(X)=—x+2010. Determinati functia g:R—R, f(g(x))=-7x+4020.
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Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Cum f(x)=-x+2010= f(g(x)) =—g(x)+2010. Din f(g(x))=-7x+4020 rezulta

—g(x)+2010=-7x+4020 = g(x) = 7x—2010.

. . .1 1 1 1 . .
G:457. Daca X,y si Z sunt numere reale nenule astfel incat —+—+ — = ——— atunci aratati

X Yy Z X+y+z

)(x +y+z)°
Prof. D.M. Batlne;u Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

2011 2011 2011

+y Xx+y+z)

- 2013 2013 2013 2013
o (1 _ (e ey

1 1 1 1 . I .
Rezolvare: Din —+—+—=———, dupa eliminarea numitorilor , efectuarea calculelor si simplificari
X Yy Z X+y+z
obtinem ca: (x + y)(x+ z)(y +2)=0.Deci, X=-y sau X=-z sau y =—Z.

Tn fiecare dintre cele trei cazuri obtinem ca :

X" +y"+2z" . .
X"+y"+z2" = (Xx+y+2)" @y—nzl, pentru orice n = Impar .
(X+y+12)
¥ 2011 011,201 2013 2013 52013
+ +
Asadar: y i y e
(x+y+z) (x+y+z)
o ( 2011 y2011 72011 XX+ y+ Z)2013 _ (X2013 + y2013 72013 XX+ y+ 2)2011_3

G:458| Si se rezolve ecuatia: [ X_2}+[ X_4}+[ X_6}+...+{ﬂ} =1.unde [x] reprezinti

2016 2016 2016 2016
partea intreaga a numarului x. Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Cazul I. Pentru x <2014 rezulta
x—2014 x-2012 X—=2

. . | x=2014 x—2012 X—2
< <...< <1 si atunci: < <..< <0,
2016 2016 2016 2016 2016 2016

si ecuatia nu are solutii.
Cazul 1l. Daca x > 2014 atunci:

o X-2014_x-2012_ _x- 2:og{x‘zoﬂ{x‘zoﬂs... [X 2}

2016 ~ 2016 2016 2016 2016 2016

si atunci ecuatia este verificata numai daca [ X~ 2} 1s {X Zk} 0,Vk = 2,1007 , si atunci:

2016 2016
X—-2 . x=2k — -y
1< <2,0< <1,Vk = 2,1007 < x €[2018, 4034)ﬂ [2k, 2k +2016) .
2016 2016 ko2
Rezulta, multimea solutiilor S = [2018,2020).
2699...9
H’_/
(G:459. Aratati ca 2993n9 eN, undene N* . Prof. Serban George-Florin, Briila

n
Rezolvare: Folosim formula a°®-1=(a-1)(a’+a+1).

2699....9=2699....9 +1 -1= 2700...0 -1= 3*-10*" —1=(3-10”)3—1=(3-1on ~1)(9-10°" +3-10" +1)
~—— — ~——
3n 3n 3n
2699....9
H_J
299...9=299...9 +1-1=300...0-1=3.10" -1, atunci, —" =9.10>"+3-10" +1eN .
== = — 299....9
n n n N
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€W:G)).  Pe perpendiculara in A, pe planul dreptunghiului ABCD, se consideri punctul M. Stiind ca

laturile triunghiului MBD sunt proportionale cu numerele J34, 25 si Ja1 si ca MC =152 cm,

calculati dimensiunile dreptunghiului si lungimea segmentului (MA).
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvare:
Notam lungimile segmentelor (MA), (AB) si (AD) cu X, y, respectiv, z. Din proportionalitatea data,
2 2 2
vom avea : MB _BD _MD MB _Bb”_MD . Tinand seama de faptul ca (MB), (BD)

s VB e "

si (MD) sunt ipotenuze n triunghiurile dreptunghiceA MAB, A BADsi A MAD, vom putea scrie :
X2+y°*  yi+z? X2+ 2(x*+y*+2°) Xty
34 25 41 100 50
Dar, din triunghiul MAC, deducem cd MC? =x* + AC* =x* +y* +7° = (15\/5)2 =450 . Asadar,

x*+y* =306 X =9cm

=9. Astfel, deducem ca au loc egalitatile : {x* +2° =225 , deci, { y =15cm
y> +2° =369 z=12cm

Evident, din faptul ca nu se precizeaza care laturi ale triunghiului A MBD sunt proportionale cu
numerele date, putem avea trei cazuri :
I) dimensiunile dreptunghiului sunt de 15cm si 12cm, iar lungimea segmentului (MA) este de 9cm ;
I1) dimensiunile dreptunghiului sunt de 9cm si 12cm, iar lungimea segmentului (MA) este de 15cm ;
111) dimensiunile dreptunghiului sunt de 9cm si 15cm, iar lungimea segmentului (MA) este de 12cm

x> +y?+2> 450
50 5

eI Pe planul triunghiului A ABC avand m(A)=90°, AB =6 cm sim(C) =30° se ridica
perpendiculara AM. Sa se determine lungimea acestei perpendiculare stiind ca masura unghiului

diedru format de planele (MBC) si (ABC) este de 60°. Prof. Marin Simion, Rm. Sarat
Rezolvare :

Deoarece  AM _L (ABC)= A MAD dreptunghic,unde AD_L BC; conform teoremei celor trei
perpendiculare, deoarece MA L (ABC) si AD L BC = MD L BC, de unde deducem ca

m(MDA) =m ((MBC),(ABC)) (MDA este unghiul plan corespunzitor diedrului)

o ) . A . BC
In triunghiul dreptunghic A ABC avem:AB=6cm si m(C )=30° rezulti ca BC=12cm cici AB=—; cu
2
N . . AC L . .
teorema lui Pitagora se obtine AC=6\/§cm si AD =T=3\/§cm (n triunghiul dreptunghic A ADC

~ AM
unghiul C are 30°). Din triunghiul dreptunghic A MAD obtinemtg D =— <

AD
t960°—— \/_—A de unde AM=3+/3-/3 =9 cm.

33 33

= Clasa a IX-a

)= (m+l)x +(2m-1)x+m-1

X2 +2mx+m+1
f (X) > Opentru orice x numar real. Prof. Adrian Stan, Buzau

L:307. Fie f:R>R, f(x . Si se determine m e R astfel Tncat
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Rezolvare: Atat numaratorul cat si numitorul trebuie sa aiba acelasi semn ; daca numitorul are semn
constant, acest semn nu poate fi decat plus. Punem conditiile ca discriminantii functiilor de gradul doi de la
numitor si numarator sa fie negativi, precum si conditia m+1)0.

Pentru numarator se obtine (2m—1)> —4(m+)(M-1)<0=m> % ; ()

Pentru numitor se obtine: (2m)° —4(m+1)<0=4(m*-m-1)<0<=me {

5 1+«/§]

Din (1) si (2) rezulta me| —,
(1)si(2) a {4 >

%,LL\/E} )
2 2

. Daca 1n triunghiul ABC avem m(A) <m(B) <m(C) si a’ +b® =2RC g5 se calculeze m(C).
Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
Rezolvare: Avem m(A) < m(B) < 90°. Din a? + b= 2Rc = 4R%sin’A + 4R%in’B = 4R’ sinC =
sinA +sin’B = sinC = sinA +sin’B = sin(A+B) = sinA +sin’B = sinBcosA+sinAcosB
= sinA (sinA —cosB ) = sinB (cosA -sin B) .
Avem de analizat urmatoarele cazuri:
a) Dacd 0<cosB< sinA si0<sin B<cos A= sin’B + cos’B < sin?A+sin’A = 1<1 , fals.
b) Daca 0< sin A< cos Bsi0< cosA< sin B = sin’A + cos’A < sin’B+sin’B = 1<1 ,fals.
c) Dacia sin A=cos Bsi cosA=sinB= A+B=90° = C=90"

aZ

p—a
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

L:309. Aratati cin orice triunghi ABC, are loc inegalitatea Z

>4p.

Rezolvare: Cu inegalitatea lui Harald Bergstrom obtinem:
3 a’ N (@a+b+c)®>  4p°
p-a 3p-a-b-c p

=4p,Q.ED.

. Daca 2% =33° =4,4° =55 =6,6° =7,7" =8, cat este valoarea produsului abcdef ?
Prof. D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: 2abcdef =(2a)bcdef =3bcdef =(3b)cdef =4cdef =(4C)def —
=5% —(5")" =6 =(6°)" =7" =8=2°. Astfel ca abcdef =3.0

L:311. Sa se arate ca in orice triunghi ABC, are loc inegalitatea: cos?+cos%+cos%£,/—3(r;;R) ,

cu notatiile cunoscute. (In legatura cu problema C;2742, GM nr. 4/2004,Dinu Teodoresu, Pucioasa)
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

] . g . zé__ r ZA_ L
Rezolvare: Conform identitatii ZcosA_lJrR@Z[Zcos > 1J_1+R©Zcos 2_2+2R,

2 2 2
si inegalitatii dintre mediile patratica si aritmetica ,/ 2 +b3 e 2a+g+c, obtinem:
Z:coszé Z:cosé Z:cosé 24
2 2 2 2R _ |[r+4R . L . .
3 > 3 S 3 < 3\ R de unde rezulta imediat inegalitatea propusa.

Egalitatea are loc, atunci cand triunghiul este echilateral.
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Observatie: Deoarece 3(r+4R)§ P , inegalitatea propusa este mai “tare” decét inegalitatea din
2R J2rR

problema C:2742/GM nr.4/2004.

YW, Tn interiorul triunghiului ABC ascutitunghic se considera un punct K . Aritati cia daca:

2 i 2 i
A(ABKC) = RSITnZA si A(ACKA) = RSITnZB atunci K apartine mediatoarei segmentului [ AB].
Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat
R%sin2A .
Rezolvare: Avem A(ABOC) = — > A(ABKC) = A(ABOC) = OK|BC si
R%sin 2B
A(ACOA) = — = A(ACKA) = A(ACOA) = OK|AC. Deoarece punctele B,A,C nu sunt

coliniare rezulta ca K =O si deci mediatoarea segmentului [ AB] trece prin punctul K, g.e.d.

. c0s 25° + X -sin 25°
L:313. Sase arate ci exista X € R, pentru care 350 eN.
CoS

Prof. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Scriem F(X) = cos(30° -5°) +x-sin(30° -57) _
cos(30° +5°)
~ €0s30”-cos5” +5in30°sin5° + xsin 30° cos5° — xcos30°sin5°
- c0s30° cos5° —sin 30°sin 5° B
V3 -c0s5° —sin5° — x+/3sin5° + 2sin 5° + x cos 5° 1. X 3sin5° +2sin5° + x cos 5°
J3c0s5° —sin5° J3c0s5° —sin5° '

Se observa ca pentru X = J3eR= F(\/§) =1+1=2eN.

EXP!  Fic triunghiul ABC cu m(«xA=90°) sil, m, h sunt bisectoarea , mediana respectiv

Tnaltimea corespunzatoare ipotenuzei . Daca Ia2 >m, -hy atunci AABC este dreptunghic isoscel .

Prof. Serban George-Florin , Braila

. . a bc
Rezolvare: Notam AB=c, AC=bsi BC=a. Atunci m, :E ,hy=—
a

2bc - cos(é)
l, = 2

a

B 2hc - cos(45°) _bey2
b+c b+c b+c

2.2
2b7c”  abc _be 2¢ 1 o (b-c)’<0, dar (b-cf’>0 atuncib-c=0,b=cs

7 2 = 5 2
(b+c) 2a 2 (b+c) 2
rezulta ca AABC este dreptunghic isoscel .

. Tnlocuim 1n relatia data si obtinem

= Clasa a X-a
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MCHRS.  Sa se arate ca daca a,,a,,a,,a, sunt termenii unei progresii aritmetice cu termenii strict pozitivi

: : . 1 1 : :
si cu ratia pozitiva atunci : + ) + ,oricare ar fi neN, n>2.

Rezolvare: Fie a; =a, a, =a+r, a; =a +2r , a,= a+3r cu a,r > 0.
a2 a+r a+r ja+r. /a+r /a +2ar+r?
Avem n—+ >
a+2r a+or a’ +2ar
—22n1+— > 2 de unde rezulta: 1)
a7 zar ( \/_ \/_

- 1 1
In mod analog obtinem: + ) 2
Va, Y, JE

Din (1) si (2) se obtine cerinta problemei cu egalitate cand r = 0.

Prof. Chirita Marcel, Bucuresti

. Sa se rezolve

p m n
L:316. Pentru p e N*, se consideri suma S(p) = Z(:)nzkz(; ?:1 13?; I gEE IZ’; .CK:3

ecuatia S(p)+2p =15.
Prof. lonel Tudor, Prof. Stelian Piscan, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

CX si atunci

Folosind recurenta CX'! = n+l CX, putem scrie CX'3 = n+3, Che2 = (n+3)(n+2)(n+1)
k+1 k+3 (k+3)(k+2)(k+1)

(k+D)(k+2)(k+3) s K _ (0, (L non
Z(n+1)(n+2)(n+3) 3 ZC =Cot Gt Gy =2

p 2m+l

Asadar, S(p)=222”=z o1 —Z(Zm+l )= ZZ”‘ 2-(p+)=2(1+2+..+2°)~(p+D)

m=0 n=0 m=0 m=0

Rezulti S(p) =2P*"* — p—3 si deducem usor ca ecuatia din enunt are radacina p=2.

KM Dacia sirul (a, )
a,a, si a,,; suntin progresie aritmetica, atunci determinati a,,;,.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare. Deoarece termenii a,,, aa, si a,, sunt in progresie aritmetica rezulta recurenta

este definit prin a, =1, a;,; =0 si pentru orice n>1, termenii a,_,,

n>0

n+1

a,, =2aa, —a_,, Vn>1,cuecuatia caracteristica r’ —2a,r +1=0.
Deci, a, este dat de a,=c,I," +C,r,, unde constantele C;si C, se determind din conditiile
initiale:c, +¢, =a, =1si c,I, +C,r, =a,.Se obtine usorca ¢, =C, = IR

n+r,

Asa ca, a, =

,Vn=0. Deoarece I, >0,r, >0 avem contradictie cu faptul ca a., =0 .Asadar,

|a,| <1, ceea ce ne permite sa punem a, = cosa .

Atunci, rezultdi usor prin inductie ci a, =cosna, Vn>0. In particular avem din ipoteza
85y, = C0S503c . Apoi, din formula cos4x = 8cos”* x —8cos® x +1 si faptul ca 2012 = 4-503 rezulti ca
a,0,, = 8¢0s* (503a) —8cos’ (503a) +1=1.[
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L:318. Fie a,b,c e(0;1)astfel incat arctga + arctgb + arctgc = %

S se demonstreze ci :8abc > 3v/3(1—a?)(1—b?)(1—-c?).
Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat
Rezolvare :
2a 2b 2C
=10A, =10gB, =1gC si inegalitatea din enunt devine
1—a? OVppr Spgr 00 I

22 20 .2 52 33 tgAtgBtgC > 343 , care este adevarata deoarece:
—-C

1-a’> 1-b° 1
tgA +tgB +tgC > 33/tgAtgBtgC < tgAtgBtgC > 3/tgAtgBtgC <
1

Nk

Conditia a,b,c e (—0,-1) U (0,1) asigura tgA > 0,tgB > 0,tgC > 0 iar conditia

Notam

< tgAtgBtgC > 3.3. Egalitatea are loc daca a=b=c =

arctga + arctgb + arctgc = % asigura ca A, B,C sunt unghiurile unui triunghi.

L:319. Daci x;,a;>0,i=1,n,neN*,meN,m>3, atunci are loc inegalitatea:
X Xy , X+ Xy ot X, )"
e B SR N (X +X; n)

RE: @n _(m— a+"ya, +. A" a, )mil.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Vom demonstra ca inegalitatea propusa este “mai tare” decét inegalitatea (2), Propozitia 1:

"Xy X Xy 4+ Xy 4+ X )" ) . . o .

B S I ( 21 2 ) , din articolul:Asupra unei inegalitdyi de Dorinel Anca,G.M., nr.
o, a, n"F o +a,+.ta,)

2/2003, pg.56-59. Pentru aceasta este suficient sa demonstram ca:

m-1
(m*\]/al +nda, +...+m—{/an) <N (oytaytota,) s

m-1
m- m-; m—sl
0{1+0[2+...+0£n >[ o+ o, +..+ a, -

n n

oty teTta, >m‘\j7/0£_1+"“ a, +...+m‘\]/0!—n
n n
Ultima inegalitatea este adevarata, deorece considerand functia concava
f:[0,00) >R, f (x)=’“f€/§,me N,m>3, aceasta este imediata.
Observatie. Inegalitatea din enunt, este adevarata, fiind de fapt o varianta a inegalitatii lui Radon.

MRYA). Si se arate ci +/3n+5++/5n+15 < 24/4n+10,Vn e N.
Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Prin ridicare la puterea a doua obtinem: 3n+5+5n+15+ 2\/(3n +5)(5n+15) <4(4n+10)

de unde se obtine \/(Sn +5)(5n+15) <4n+10 . Ridicand din nou la puterea a doua, rezulta

(3n+5)(5n+15) < (4n+10)> = n*+10n+25>0 < (n+5)* > 0,¥n e N. S-a obtinut o propozitie
adevarata ceea ce implica faptul ca inegalitatea data este adevarata.

4
L:321. Fie a,beR, cusuma 1. Aritati ca a’-b< E , precizati cand are loc egalitatea.

Prof. Constantin Dinu, Buzau
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a
2 2 :i: a’ b<i egalitatea are loc daca a—g bzl.
3 27 27 3 3

= Clasa a XI-a

. Determinati matricile A,B e M (Z) pentrucare A+ B = AB.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: A+B=AB < AB-A-B+Il=1< (A-1)(B-1)=1.
Deoarece matricile A si B au elementele intregi avem ca det(A—1) si det(B — 1) sunt numere intregi.
Ultima ecuatie implica det(A—1)=det(B—1)=21. Avem doua cazuri:
1)det(A—1)=det(-1)=-1= A=B=0; 2) det(A—1)=detl =1= A=B=2l.0

(-)"n* +1

n+(-)"n“ +1’
Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat

Rezolvare :  Consideram  subsirurile (am)reo,(am)nZO a caror convergenta 0 studiem

L:323. Sa se studieze convergenta sirului :a, = aeR.

Lpt a<l02) ~1,pt. @ [0,2)
8, 24n2+1a _ %,pt.a=2 ; 8, - —(2n+1)° +1 — oo, pt.ar =2
4n° +(2n)* +1 0.pt. o> 2 (2n+1)? - (2n+1)* i1 O,pt. a>2
1pt.a<0 -1Lpta<0

Sirul a, va fi convergent daca lima,, =lima,,,, ceea ce se intampla numai daca o > 2.
n—o n—oo

YY), Fie sirul de numere reale (X,),.,cu proprietatea X )0 si X +X+X%+..+X, = M ,Vh>1
a) Sa se determine X, X,, X3,.....X, ;
b) Sa se arate ca \/xl +X, + X+ + X +1eN. Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: a) Pentru n=1 din relatia data se obtine 4x, =X +2x —X = X (% —3)=0= X, =3.

X, (X, +2)-3

Analog, pentru n=2, se obtine 3+ X, = = X, = 5. Prin inductie se arata ca

X, =2n+1,Vnx>1.

b) /% + X, + X o X, +1=«/3+5+...+2n+1+2n+3+1:\/%Zzn%+1:\/nz+4n+4 =n+2.

YIS, Tntr-un sistem de coordonate XOY se consideri punctele A(2;3), B(-3;-2), C(0;c),ceR.

Sa se gaseasca pozitia punctului C astfel incat suma AC + BC sa fie minima.
Prof. Constantin Dinu, Buzau

Rezolvare: AC + BC este minim daca C(0;c) € AB Oy Ecuatia dreptei AB este Xx—y+1=0, deci
cum x = 0 rezulti ¢ = 1. Asadar, C(0;1).
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. Daci A M,(R) si det(A + 1,) = det(A? + I,) atunci det(A) si Tr(A) iau valori in intervale de
aceeasi lungime, unde det(A) si Tr(A) sunt determinantul, respectiv, urma matricei A.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare:

Daca A e My(R) se verifica usor prin calcul relatia: det(A + 1,) = Tr(A) + det(A) + 1. (1)

Fie d = det(A) si t = Tr(A) si atunci: det(A + 1)) =d +t+ 1, A?=tA - dl, (relatia Hamilton-
Cayley).

Relatia (1) pentru matricea A? eeste: det(A? + 1) = Tr(A?) +det(A?) + 1.
Cum Tr(A% = Tr(tA — dl,) = t* - 2d se obtine: det(A? + 1)) =t*-2d + d* + 1.

Relatia din ipoteza devine: t* + d” - 3d - t = 0.

Considerand relatia ca o ecuatie in t(t = Tr(A) e R) avem ca realizantul A =1 —4d”*+12d > 0, de

2 2

1-410 1+x/ﬁ}_

A =9 -4t + 4tsi ob;inemte{ ,

unde: 4d%-12d -1 < 0= de {3_@ , 3“/5} , iar daca consideram relatia ca o ecuatie Tn d, atunci

2 2

Cum lungimea celor doua intervale este 4/10 , problema este rezolvata.

[WXY¥ Daca A BeM_ (C),inversabile sicare verifica relatia A+B = AB

atunci(A‘1 + B‘l)_1 =1 . Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
Rezolvare: Vom demonstra mai intai ca (A‘1 +B™ )_1 =A(A+B)'B. (1)

Avem (A" +B™)[ A(A+B)"B|=(A+B)'B+BA(A+B)'B=
=[1,+B*A|[(A+B)'B|=(B'B+BA)[(A+B)'B|=B"(A+B)(A+B)'B=1,.

Analog, [ A(A+B) B |(A"+B™) = A(A+B)'BA" + A(A+B) " =

= A(A+B) ™ (BA'+1 )= A(A+B)*(BA*+AA )= A(A+B)(A+B)Al =1 .

- -1
In (1) tinand cont de relatia data obtinem (A’1+ B’l) =1

WYL Fie AcM,(Q) omatrice astfel incat A> =0, . Aritatici VB e M,(Q) , numirul
N = \/det(A+ AB + BA) este rational.

Prof. Florin Stinescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare :
Vom folosi urmatorul rezultat:

Daca X,Y € M, (C)atunci, Tr(X)-Tr(Y)=Tr(X-Y) < det(X +Y) =det(X)+det(Y) , (1)
Deoarece A% = O, = TrA=det A=0 . Astfel, avem

Tr [A(AB + BA)] =Tr(A’B+ ABA) =Tr(A’B+A°B)=0si TrA-Tr(AB+BA) =0=

Tr [A(AB + BA)] =TrA-Tr(AB + BA) = det(A+ AB + BA) =det A+det(AB+BA) =
det(A+ AB + BA) = det(AB + BA) . Folosind 1), putem scrie

det(A+ AB + BA) =%[(Tr(AB +BA))’ ~Tr(AB+ BA)Z} =%[4(TrAB)2 —2Tr(AB) —2Tr(AZBZ)} _

Tr(AB))’ —Tr(AB)>
2

=2(Tr(AB))* ~Tr(AB)? =(Tr(AB))’ + 2[( j = (Tr(AB))’ +2det(AB) =

— (Tr(AB))’ = N =./det(A+ AB + BA) = |/(Tr(AB))* =[Tr(AB)| e Q.



mi\ - PROBLEME REZOLVATE - : - MIN

= Clasa a XII-a

. Se consideri functia f :R > R, f(x)=x*-4x>+8x+5.
a) Sa se rezolve ecuatia f(x)=0;
b) Aratati ca existi a € R pentrucare f(l+a)=f(l-a)=1,
Prof. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) f(X)=x"—4x>+8x+5=(x"-2x)* —4(x* = 2X) +4+1= (X’ - 2x—2)* +1)0, VX € R = ecuatia
f(x)=0 nu are solutii in R .
b) f(x):(x2—2x-2)2+1=[(x—1)2-3]2+1:> fl+a)=f@l-a)=(a*-3)’+1=

flva)=fl-a)=1ca’-3=0 ac{—/3,43].

1
L:330. Calculati: _[xzm(l—x)z‘)“dx.

0
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
1
Rezolvare: Demonstram un rezultat mai general: (*) I x"(1—-x)"dx = _mint .
] (m+n+1)
Solutia 1. Se aplica inductia dupa n.
1 mlo!
m+1 (m+1)!

1
Daca n =0, se verifica usor ca Ixmdx = . Presupunem rezultatul adevarat pentru n—1 si
0

observam ca:

! 1 1 I(n=1)! I(n=1)! In!
Ixm(l—x)“dx=J'x”‘(1—x)“’ldx—_[xm*l(l—x)”’ldx: mi(n-1! (m+1)!(n-1)! ___ min!
) 0 ) Mm+n)!  (m+n+)!  (m+n+1)
Solutia 2. Aplicam inductia dupa m .

h 1 on!
Daca m =0, se verifica usor ca I(l— X)"dXx = ——= .

0 n+l (n+1)!
Presupunem afirmatia adevarata pentru m —1. Integram prin parti si obtinem:
1 1 1) I In
J'xm(l—x)”dx=ij'xm‘l(1—x)”*1dx= m (m-1!(n +1).: mint
5 n+1y n+l (M+n+)!  (M+n+1)!

~2013%2014!

1
Aplicim (*) si avem: | x?°**(1— x)** dx .
picam (st aven: [ (1= (2-2014)!

0

[MXRI.  Se considera o functie f :[0,a] — [0,), derivabila cu derivata continui. Sa se arate ca

a !
: N af'(c
exista ¢ € [0,a] astfel incat sa avem:J' f (x)dx > a(f (a) —%) .
0
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

a a
Rezolvare : Cu metoda de integrare prin parti avem:j f(x)dx = (xf (x)){g‘—j xf'(x)dx .
0 0
Deoarece functia f' este continua pe [0, a] rezulta conform teoremei lui Weirstrasse ca este marginita si Tsi

atinge marginile pe [0,a]. Deci exista ¢ €[0,a] astfel incat

f'(X) <M = f'(c) = xf'(x)<xf'(c) = Ja'xf "(X)dx < _a[xf '(©)dx &
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= Txf '(X)dx < [ f'(c) X—;] :

a 2
= _[Xf "(x)dxdx < a7 f’(c). Prin urmare:

fxdx>afa——f C) & fxdx>afa—af(c) , g.e.d.
j() (a) (©) j() (@)-=,

tg2015x cos 2013x
COS X Cc0s 2014x

L:332. Sa se calculeze integrala: I dx, pe uninterval pe care are sens functia de
integrat.

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Avem:

tg2015x cos 2013x _ cos(2014x —x) 1g2015x = cos 2014x cos x +sin 2014xsin x 1g2015x =

Cos xc0s 2014 x C0s X c0s 2014 x cos xc0s 2014 x
2c0s2014xcos x —c0s2014xcos X +sin 2014xsin x 1g2015x = 2c0s2014x cos x —cos 2015x 1g2015x =
cos xcos 2014 x cos xcos 2014 x

2tg2015x -— 25 20L% 4 0015x = 2tg2015x -—SM20IOX__ _ 5i5015y - SIN(2004XTX)
COs X €0s 2014 x cos x cos 2014x cos x cos 2014x

2tg2015x —tg2014x —tgx.  Integrala data I, devine:

2 1
| = J'(Ztg 2015x —tg2014x —tgx)dx = ————In |cos 2015x| + In |cos 2014x| - In|cos x|+ C.
2015 2014
[IERE].  Stiind ca a)0si c(0, stabiliti care este numarul de radacini reale pozitive ale polinomului
P=X*+aX?+bX +ceR[X]. Prof. Constantin Dinu, Buziu
Rezolvare: Fie f(x)=x®+ax*+bx+c.Cum f(0)=c(0si lim f(X) = +oo inseamna ca f are o radacina
X—>0
reald pozitiva. Fie X, aceasta. Dacd X,, X; sunt complexe nereale, se ncheie rezolvarea.
Daci  X,,X, € Rdin X X, X, =—C)0=> X,,X;sunt ambele pozitive sau ambele negative. Tnsi
X, + X, + X, =—a(0 prin urmare ambele negative. Astfel, polinomul are o radacina reala pozitiva.

MRRY. Fie f:[a;b] >R, * ofunctie derivabili de doui ori, cu f "(x) continui si pozitivi pe
[a;b]. Daca f este strict crescitoare, aritati ci:
b n 1 1 1 1
5 (%) x < min f(b) - f(a)+ f'(b)—f (a)’ f(b)- f(a)+ f'(b)—-f'(a) .
. T(X) f(a)-f'(a) f(b) f(a)- f(b) f'(a)
Prof. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare : Deoarece f este strict crescatoare = f '(x) ) 0, VXe[a;b] iar din inegalitatea mediilor

00 100, [0 T )y
f0 0 - N ot T

avem

[RACIPREC S YR PP acoN XA EAC
:{[f w fz(x)de > of [0 o L e [ 1, [ L0
T < 1n 00— 1b_|f(b) 1_1Sf(b)_1_1_1
e =T M@ ) 1@ @ o) 1@

Dupa ce se aduce la acelasi numitor in dreapta, rezulta
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Iw/f '(X) f(b)—f(a)+f'(b)—f'(a)
f(x) 2 (a)f(b) f*(a) '

(am mai folosit inegalitatea In x < x—1, Vx)0 . Pe de alta parte, folosind inegalitatea Cauchy-Schwartz si

inegalitatea mediilor reiese concluzia.

. Sa se determine un polinom P(X) cu coeficienti intregi astfel incat 3" + P(n) sa fie divizibil cu
32 pentru orice NeNx.

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
Rezolvare: Avem 32 =2°- Notam cu f(n) =3" + P(n) . Deoarece

=241 " =2"+ C;2" +..+CIP2° +C 2 +C2° +C22° +C 241 =
n(n-1)(n-2)(n-3) 9i n(n-1)(n-2) 23 . n(n-1)
24 6 2

Fie P(X)= - %X(X-l)(X-Z)(X-B) - §X(X-1)(X-2) —2X(X-1) —2n 1.

=Msj, + 22 +2n+1.

Pentru ne{0;1,2;3;4} = f(n)=3"+P(n)=0.
n(n-1)(n-2)(n-3) S n(n-1)(n-2) 93 . n(n-1)
24

% n(n-1)(n-2)(n-3) - %n(n-l)(n-Z) -2n(n-1) —2n -1 =0.

Pentru n>5 f(5) = Ma, + 22 +2n+1

CUGETARI DESPRE MATEMATICA

“ Lumea este condusa de numere ”’

Pitagora
“ Cu intuitia descoperi, cu logica stabilesti ”
J. Hadamard
“ Matematician nu este cel ce stie matematica, ci cel ce creeaza matematica ”
Grigore M0|sil

“ Nu indraznim nu pentru ca problemele sunt dificile, ci fiindca nu indraznim,
ele sunt dificile ”
Seneca
“ Interesul pentru matematica se naste si se dezvolta o data cu intelegerea tot
mai clara si cu patrunderea tot mai adanca in lumea adevarurilor ei ”
Simion Stoilov
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,» Adevirul matematic exista intr-o lume independenta
de om si mintea recunoaste aceste adevaruri prin contemplare .

Platon

» Invatamant primar

. Sunt 15 baieti Tntr-o clasa, 10 blonzi si 11 cu ochi caprui. Cati din ei sunt blonzi si cu ochi caprui?
Prof. Gheorghe Strutu, Buzau
. Sa se grupeze numerele 1,2,3,...,20 Tn 4 grupe de cate 5 numere, astfel incat, sumele numerelor
din fiecare grupa sa fie 4 numere consecutive. Eleva Alexia Dragan, Bucuresti
. Suma a patru numere naturale este egala cu cel mai mare numar natural de patru cifre . Aflati
numerele, stiind ca primul este jumatate din al doilea, al doilea este o treime din al treilea, iar al treilea este

un sfert din al patrulea . Prof. Marcela Marin, Rm . Sarat
P:306.. Doua creioane si cinci pixuri costd 61 lei, iar trei pixuri si sapte creioane costd 54 lei. Aflati
pretul unui creion si pretul unui pix. Prof. luliana Trasca , Olt

. Suma a trei numere diferite este 1443. Daca primul numar se inmulteste cu 3 si se aduna cu dublul
celui de-al doilea 7l obtinem pe cel de-al treilea numar. Aflati cele trei numere stiind ca primul numar este de
trei ori mai mic decat al doilea. Tnv. Lupsan lon, Berca
. Doi copii au acelasi numar de mere. Daca primul mananca jumatate din ele, iar al doilea Tsi
dubleaza numarul, au acum impreuna 80 de mere. Cate mere au avut impreuna cei doi copii?

Prof. Vrabie Marioara, Berca
. Un motociclist a parcurs un traseu in 5 zile, astfel: in prima zi - o cincime din lungimea traseului, a
doua zi un sfert din restul drumului, Tn cea de-a treia zi o treime din distanta rimasa, in a patra zi, jumatate
din rest, iar In ultima zi restul de 55 de km. Care este lungimea totala a traseului? Tn ce zi a parcurs distanta

cea mai mare? Prof. Marinescu Gabriela, Vadu Pasii
. La un meci de fotbal, primul gol s-a inscris Tn minutul 9 si 30 de secunde din repriza a doua. In ce
minut al partidei s-a marcat golul? Prof. Ticea Daniela , Buzau
. Tntr-o cutie sunt bile de trei culori: albe, galbene si rosii. Stiind ca 28 nu sunt albe, 25 nu sunt
galbene, iar 23 nu sunt rosii, aflati cate bile de fiecare fel sunt in cutie.

Prof. Lupsan Cristian-Cosmin, Buzau
. Un om urca un sir de trepte ale unei scari dupa regula: urca trei trepte, coboara doua trepte, urca
din nou cinci trepte si coboara o treapta. a) Pe ce treapta se afla omul dupa 736 de pasi?
b) Dupa céti pasi ajunge el pe treapta 736? (Un pas inseamna urcarea sau coborarea unei trepte.)

Prof. Lupsan Nicoleta-Gabriela, Berca
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= Clasa a V-a

G:462. Determinati numarul natural care admite patru divizori, stiind ca produsul divizorilor sii
este 3845521.
Mircea Mario Stoica, Arad
G:463. a) Aratati ca exista o infinitate de numere naturale, care impartite la 7, dau restul 5 si,
Tmpartite la 6, dau restul 4.
b) Ce rest dau aceste numere, daca le impartim la 42 ?
Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:464. Verificati daca exista numerele naturale aa si abc, astfel incat, aa = abc.

Nicolae lviaschescu, Craiova
. Aritati ca ecuatia y* + y +5x = 2014 nu are solutii in NxN .
Mircea Mario Stoica, Arad
G:466|.  Aflati ultimele cinci cifre ale numarului a = 3-5%% —13.5%% 1.6.522
Gheorghe Darstaru, Buzau
. Avratati ca numarul A, care verifica relatia :

A-2014"% - 2014 = 2013- (2014 +2014% +2014° +...+ 2014°°% + 20142013) , este patrat perfect.

luliana Trasca, Olt
. Daca diferenta dintre restul si catul impartirii a doua numere naturale este un patrat perfect,
atunci si restul Tmpartirii primului numar la consecutivul celui de-al doilea numar este acelasi patrat
perfect.

Gheorghe Ghita, Buzau

G:469. Cati divizori ai numarului 30" nu sunt divizori ai numarului 20%*° ?
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

= Clasa a VI-a

G:470. Se dau numerele 18, 12 si 15.
a) Sa se calculeze d = (18,12,15) ., m= [18,12,15] si s se arate ca Fd_SF_ =

b) Sa se demonstreze ca oricare ar fia,, a,, a,,...a, € N*, are loc egalitatea :

a a m .
[%'FZ""’FH}:H’ unde d=(a,,a,,---,a,) si m=[a,,a,,---a,].
Constantin Apostol, Rm. Sarat
G:471]. Aflati ultimele dous cifre ale celui mai mic numar natural care are exact 2014 divizori.
Gheorghe Dérstaru, Buzau
. Tmpartiti numarul 30 Tn 3 parti direct proportionale cu numerele : media aritmetica a
ultimelor doua, media aritmetica a primului si al ultimului, media aritmetica a primelor doua.
lon Stinescu, Smeeni
G:473. 18) Calculati S =1-114+2-2M+....+1960-19601+1961-1961!, unden!=1-2-3-...-n, ne N*.

Mircea Mario Stoica, Arad
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G:474, Aratati ca :
a) daca 11 divide a,a,...a,,, atunci 11 divide a,,,8,0;;.--8; ;
b) daca 11 divide a,a,...a,,,; atunci 11 divide a,y38,00---8; ;

c) daca 11 divide a,a,...a, atunci 11 divide a,a, ,...a, ;
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti
G:475. Determinati numerele a,b e N stiind ca 4-[a;b]+5-(a;b)=2009.
Nicolae lviaschescu, Craiova
G:476|. Determinati numerele abcd formate din cifre prime, pentru care,

ad + bd + 2cd + a = 15d + 2.
Gheorghe Ghita, Buzau

2 ny\3
G:472. Fie 28" = (16?)?. Calculati A:a(a—a) neN*.

n+3 (anfl)Z !
Eliza Chile, Craiova
G:473. Fie A, A,,...., A, puncte pe o dreapta d, astfel incat, AA, = A A =AA =....=A A =1.
Exista un punct M ¢ d astfel ncat distantele MA,MA,,...,MA, sa se exprime prin numere

naturale ?
Lucian Tutescu, Craiova, Aurel Chirita, Slatina

= Clasa a VII-a

G:474. Determinati numerele naturale x si y astfel incat \/;+\/§ =4/2012.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:475. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia:
X-2 x-4 x-6 x-8 x-10 x-2007 x-2005 x-2003 x-2001 x-1999
+ + + + = + + + + .
2007 2005 2003 2001 1999 2 4 6 8 10
Mircea Mario Stoica, Arad

G:476. Gasiti numerele naturale de forma abc care verifica egalitatea b-c =+/abc +¢ .
Nicolae lvaschescu, Craiova

G:477|. Scrieti fractia

201 ca 0 suma de doua fractii diferite cu numaratorii 1.
14097
Cornelia Gurau, Moinesti
G:478,. Aflati masurile unghiurilor unui patrulater convex ABCD, stiind ca:
m(A) =m(B)-x=m(C)-x* =m(D)-x°, xe N* si m(A) =4-m(C).
Marin Simion, Rm. Sarat

G:479| Tntr-un trapez isoscel ABCD notam baza mare (AB), cu m, baza mica, cu n, si Tnaltimea,
cu h. Aratati ca:
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a) h —— 2 daca tg(ABC)zg si tg(ABD):% ;

1 1’

m n
b) h=+mn , daca tg(ABC)zg i tg(ABD):g;
c) h=¥,dacé tg(ABD)=1;

2 2

m-+n

d) h= . dac tg(ABC):g s tg(ABD):%.

Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:480. Fie ABCD un trapez dreptunghic in A. Paralela prin D la BC intersecteaza AB in E; ACN
DE= ={0}, iar paralela prin O la AB intersecteaza AD in punctul F. Daca AD este medie
proportionala intre AB si CD, aratati ca dreptele BD si EF sunt paralele.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:481|. n triunghiul ABC, medianele (BB,) si(CC,) sunt perpendiculare si au lungimile m, si
m, .

a) Calculati lungimea medianei (AA, );

b) Calculati lungimile laturilor triunghiului ABC ;

c) Calculati aria triunghiului ABC ;

2 2
d) Aratati ca raportul % este constant ;

e) Aratati ca orice triunghi median al triunghiului ABC este dreptunghic .
Constantin Apostol, Rm. Sarat

= Clasa a VIII-a

G:482. Descompuneti in factori numarul P(a,b,c) = 2b” —2ac—a’*+bc—c®+ab, a,b,ceR.
Nicolae Ivaschescu, Craiova

G:483. Aratati ca oricare ar fi numerele Tntrgi m si n, de paritati diferite, exista numerele ntregi
nenule a si b, astfel incét, sa aiba loc egalitatea : a(a+m)=b(b+n).
Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:484. Este 2011%* + 4% numar prim ?
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:485. Fie a>0 si x,y[0;a]. Aratati ca JaZ —x2 +\/a2 —y? 2\/a2 —(x+y-a)*.1ncecaz
avem egalitate ?
Dorina Goiceanu si Nicoleta Bran, Craiova
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Determinati n astfel incat a = @.
2014

[l
R

G:486|. Fie a=

Mircea Mario Stoica, Arad

G:487|. Aratati ca daca 1 + ! + 1 =1,atunci a_, b T :g.
a+3 b+3 c+3 4 a+3 b+3 c+3 4

Marin Simion , Rm. Sarat
G:488. Determinati numerele naturale n pentru care are loc inegalitatea: (n+1)""° <n"*(n+3)".

Gheorghe Ghita, Buzau

G:489. Aratati ca nu exista un numar prim p >5 care sa reprezinte numarul de diagonale ale unui
poligon convex. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat

G:490. Piramida triunghiulara regulata, VABC, are inaltimea 10 cm,. La ce distanta de varf trebuie
dus un plan paralel cu baza, astfel incét cele 2 corpuri sa aiba volumele direct proportionale cu 8 si
19.

lon Stanescu, Smeeni, Buzau

G:491]. Se da cubul ABCDEFGH, M, mijlocul laturii [FG] si O, centrul bazei ABCD. Aritati ca:
a) Triunghiul EOM este isoscel;
b) EO L Ol , unde | este simetricul punctului H fata de G.

lon Radu, Bozioru, Buzau
G:492. Rezolvati in RXRxR sistemul de ecuatii:

x®+1 3
7

e YRy
24

X2 +\y +[x—y+2|=

Mariana Mitea, Cugir

G:493. Rezolvati ecuatia : /ﬁ-\m—x:\/\/gn+n +/9n .
n+1-+n

Petre Paunescu, Rosiorii de Vede

= Clasa a IX-a
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L:336. Se considera functia f : R — R, care verifica relatia f(x+1)—-2f(0)=2x+3, VxeR.

a) Aratati ca f(0)=-1 b) Aratati ca f(x)=2x-1, VxeR;
. 1 1 1 1
c) Calculati suma S = + + v + + :
f@-f(2 (2 f(3) f(2013)- f(2014) f(2014)- f (2015)
Generalizare; Constantin Dinu, Buziu

L:337|. Aratati ca exista o infinitate de patrate perfecte care sunt simultan si numere triunghiulare

. . 1 .
(se numeste numar triunghiular un numar de forma t(t; ) teNY).

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

|L:338. Rezolvati ecuatia x +[x]=11-{x}, x e Q, unde [x]reprezinta partea intreaga si {x partea

fractionara a lui x.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

L:339. Fie a,b,c,d)0 astfel incat abc+abd +acd +bcd = 4. Aratati ca

a’(bc +cd +db) +b?*(ac+ad +cd) +c’(ab+ad +bd) + d?(ab +bc +ca) >12abcd .
Teodora Radulescu, Lucian Tutescu, Craiova

L:340. Demonstrati ca % +i3+...+i3( L, YneN,n>5.
5 6 n° 3n+3
lonut lvanescu, Liviu Smarandache, Craiova
L:341] Fie a, :1+i 1 . + ! ,neN*. Sasearateca:
1 1+3 1+3+5 1+3+5+...+2n-1
Z ( n_ Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

(k+1) ‘a4, Nn+4

m 2. Aratati ca numarul n = 1016064 este solutie a ecuatiei { 2014, unde

FEE

[x] reprezinta partea intreaga a numarului real x.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
L:343. Determinati:
min(\/x2 +y>+4x-4y+8 +\/x2 +y?+6x+6y+8 +\/x2 +y? —4x+ 4y +8), pentru orice
numere reale x si y.

Roxana Mihaela Stanciu, Buzau si Nela Ciceu, Bacau

10r + 4R . p? +27r?
3 op

Gheorghe Ghita, Buzau

L:344|. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea

unde r,R,p sunt notatiile consacrate intr-un triunghi.

L:345|. Sa se arate ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

1 1 1 4
>

3+sin? A 3+sin’B 3+sm C 5

Ovidiu Téatan, Ramnicu Sarat
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L:346|. Se considera ABCD un patrulater inscriptibil, iar Q.,i =14, sunt centrele cercurilor
mediale ale triunghiurlor ABC,BCD, CDA, respectiv DAB. Aratati ca

a) AQ, + BQ, +CQ, + DQ, = 0 daca si numai dacai ABCD este dreptunghi.
Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita

= Clasa a X-a

L:347|. Rezolvati ecuatia 161-1g*(x°) —1961-1gx* -103=0.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

L:348. Sa se demonstreze inegalitatea: 2V'°%% +3V'%%* ( 5. Florin Nicolaescu, Bals, Olt

10 10
L:349. Sa se demonstreze inegalitatea 2 - (log, 2014) - Z%+13- (1095614 2)- D_k >100
k1 =
Ciobica Constantin, Falticeni

5 a5 5[4 _ g4
L:350. Demonstrati egalitatea: 3+245 -3/4- 445 =2+4/6+4/25 +4/125 .
3/3+24/5 +§/4- 445

L:351|. Sa se rezolve ecuatia X" = (log, x)2Iogax , Va,be(Lw).
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Martin Hrinak, Slovakia

L:352. Rezolvati Tn multimea numerelor complexe sistemul de ecuatii:

1Jri:Z(x2 +vy?%)
X 2y

1 1 5
- = —X

X 2y y

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

7+143n% +1+8/(n? +1)?

1+ 2‘{/n2 +1+3/(n® +1)?

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:353. Calculati partea intreaga a numarului E =

L:354| Daca a,,a,,...,a,, sunt cifre consecutive in ordine crescatoare intr-o baza mai mare ca a,,,

. apap_1...d a a ..a
atunci: ak_flk 151 <ak"+1 k+292k  unde k>4.
Gheorghe Ghita, Buzau

X X

a“+b

L:355. a) Fie a)b)c)d)0. Aratati ca functia f :R >R, f(x)=—
c'+

este injectiva .

b) Rezolvati ecuatia 9* + 25" =15" +£.

Marian Cucoanes, Marasesti, Lucian Tutescu, Craiova
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L:356. Fie X, X,,....., X, e(o;%j,n > 3 astfel incat

n
SiN(X, + X,) -SIN(X, + X3) +o.eeeeSIN(X,_ + X, ) -SIN(X, +X;) ) 22 -SINX -SINX, -....-SIN X, .
Aurel Chirita, Slatina, Aurel Oporanu, Craiova

= Clasa a XI-a

64 84
L:357. Rezolvati ecuatia X* = , X eM,(Z).
112 148

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

L:358. Fie familiile de puncte A (4n+3;2n* +5n),vne N", B (8n+7;4n”* +11n),vne N”,

C,(12n+116n* +17n),vn e N . Sa se demonstreze ca punctele A ,B,,C,,¥n e N sunt coliniare.
Ciobica Constantin, Ciobica Elena, Falticeni, Suceava
L:359| Se considera matricele A=(a, ;)de tip (m+1,n+1) si B=(b,;)de tip (n+1,m+1) avand

elementele a;, =C '™, Vi=1m+1, Vj=1Ln+1 b, =C " Vi=Ln+1 Vj=1m+1.

a) Stabiliti daca matricea AB este inversabuila.

b) Calculati Tr(AB) si determinati »_ C.Cl. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
HE

L:360. Fie (X, )., un sir de numere reale cu x, =2 si Iny/x,,, =" _1,Vn >1. Sa se arate ca

X +1

n

(x,).., este convergent si sa se calculeze limita sa.
n>1

Ovidiu Téatan, Ramnicu Sarat

L:361]. Sa se studieze natura sirului precizand limita in caz de convergenta: a,, = Z k2’ =1

Camelia Dana, Ileana Didu, Craiova

L :362|. Sa se determine functia derivabila f :(1;00) — R, astfel incat x- f '(x)-Inx+ f(x) = x* si
2
f(e)= %. Adrian Stan, Buzau

L:363]. Se considera functia f, 1(—0;0]U[L ), f(X)=vx*—x—kx, k numar real fixat.

o f . - 1 N
a) Calculati lim—2; b) Sa se arate ca lim f,(x) :_E; Constantin Dinu, Buziu
X—>00 X—©

2015

L:364. Sa se determine functia derivabila f :[0,1] > R, pentru care

avem:g/|(x+1)f'(x)—f(x)|sx+1_2((;_(x))( f(x))) (V)xe[0,1]. si f(O)_—

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
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L:365. Calculati “r%tgxthX...:g?x X heN™. (In legatura cu problema 25549/GM/11/2006,
X—> X +
Sever Pop, Baia Mare) Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a XII-a

. Pe multimea R se considera legea de compozitie Xoy=xy—4x—-4y+20. Fie
M :(—00;3]u[5;oo). Demonstrati ca M este parte stabila a lui R 1n raport cu legea de compozitie
data si sa se determine elementele inversabile ale monoidului (M, o).

Constantin Dinu, Buzau

L:367|. Calculati restul impartirii numarului (2009?°*°)*** la numarul 20117,
Nela Ciceu, Baciu si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

L:368. Tmpartind polinomul f =X™—X"+8 la X-3 si la X-9 se obtin resturile 26, respectiv 656.
Determinati catul si restul impartirii lui f la X+5. Adrian Stan, Buzau

L:369,. Determinati toate functiile diferentiabile f :(0,00) — (0,00), care verifica relatia :

£7(x) = (F'09)* ()
f(x) X

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

m Fie f:[0;a] » R continua si convexa pe [0; a], a>0. Daca b <[0;a], atunci

j fF (x)dx < 2@=P) b( b) ¢ @)+ (a bj Jf(x)dx.(ln legituri cu problema 23733, GM 4-5/1997, pg. 199)
b 0
Gheorghe Ghita, Buzau

1

L:371]. Fie f:R*— R, cu proprietatea x*f (x) >e*, ¥xeR*. Si se demonstreze ci functia f nu
admite primitive. Florin Nicolaescu, Bals, Olt

1
L:372| Fie f :[0;1]] >R o functie derivabila astfel incat J. f(x)dx=f()=1 . Aratati ci existi
0

c €(0;1) astfel incat f (c)—f'(c)=1. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita

L:373. Se considera functia f :[—1;1] — R, f continua cu proprietatea
2 1
f(X)+ f(-x)= Tz VXE[ 11] Sa se calculeze integrala | —I f (x)dx.
-1
Adrian Stan, Buzau
logs5

L:374. Calculati j Xl 5 dx; Constantin Dinu, Buziu

log, 2
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“ The book of nature is written in the characters of geometry .

Galileo Galilei
E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be
under consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and
new proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or
PDF file) to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full
address, and an e-mail address. Submited solutions should arrive before January 31, 2015.

PROPOSALS - QUICKIES

Q13. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
Calculate Iim(z(”*l)l-2-3-...-n-(n+1) —2\“/1-2-3-...-(n—1)-n)\/ﬁ.

n—oo

Q14. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

Prove that | 1+ 8 1+ 8 121

2 DRI DI

a

Q15. Proposed by Neculai Stanciu, Buzau, Romania.
Prove that in any triangle ABC holds
(Ba-b-c)3b—-a-c)(3c—a—-b)<(a+b-c)(b+c—a)(c+a-b).

Q16. Proposed by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania.

Prove that in a any triangle ABC holds\/ a +\/ b +\/ ¢ >342.
p-a \yp-b Yp-c

(related to problem 26737 from G.M-B.—No. 3/2013)

for any positive real numbers a,band c.

SOLUTIONS - QUICKIES

Q9. Proposed by Nela Ciceu, Rosiori, Baciu, Romania.
Let A,B,C be three collinear points and M be any point in the plane of the points A,B,C.

The symmedian from A in triangle ABM intersect MB in the point P, and the symmedian from
A in triangle ACM intersect MC in the point Q. Prove that the line PQ passes through a fixed

oint.
golution of Q9 by author and Marius Dragan, Bucharest. Denoting with T = AC (1 PQ, and
PB AB® QC AC’®
PM  AM2'QM  AM?
2
theorem in triangle MBC with transversal T -P-Q yieldsE-E-m =le 1B = A—82 ,
TC QM PB TC AC
and because the points A, B,C are fixed, we obtain that the point T is fix.

because APand AQ are symmedians we have: . By Menelaus

Q10. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, and Neculai Stanciu, Romania.
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m+2 m+2

LY Xy
(ax+by)" (ay+bx)" (a+b)"
Solution of Q10 by author and Marius Dragan, Bucharest. We have
m+2 m+2 2\ym+l 2 ym+l adon
X y N .0 M 2 A
(ax+by)™ (ay+bx)™ (ax®+bxy)™ (ay® +bxy)"

Radon 2 2 \ym+1l AM —GM 2 2\ m+l
o (xXE4yT) 3 (x"+y7)

- (a(x2 +y2)+2bxy)m - (a(x2 +y2) +b(x? +y2))m )
B (X2+y2)m+l B X2+y2
C@+b)"(C+y)™  (a+b)"

If a,b,x,y eR; and me R_, then prove that

Q11. Proposed by Titu Zvonaru, Comainesti, Romania.
Prove that if a,band care the lenghts of the sides of a triangle, then

a b c (a—bjz (b—cj2 [c—ajz
+ + -2 + +—1 [23.
b+c-a c+a-b a+b-c a+b b+c c+a

Solution of Q11 by author. We prove first the equality

[Zb+i—aj_3:2'z(b+c(—aa_)(t<):)ja—b)

We denote b+c—a=x,c+a-b=yand a+b-c=z. If we taking account the triangle’ s
inequality we have x,y,z > 0. So the identity to prove becomes

R S

Xy X Xy

X Y oo M© (x=y) _ 5 (x=y) evidente
@z(y X zj > > 28I evigeney

Xy Xy
We use the proved equality and given inequality becomes

Y e i)

b+c—a)c+a-b)

, and for prove the last inequality is sufficient to show that

L > ! = which is equivalent with
(b+c-a)(c+a-b) (a+bh)
(a+b)’ >c?-(a-b)’ = (a+b+c)a+b—c)+(a—b)? >0, which is true because a,band care the
lenght of the sides of a triangle.We have equality ifand only if a=b=c.

Solution of Q11 by loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania

We have Z( bjz =Z{1—( 4ab J 42 - Then,

a+b a+b

2

Z( j _3©%Zpa

a+b) _ p?+r’+10Rr
2Rr

ab
a+gz

b+c a a+b (a+b)*

Using the AM-HM Inequality and the equality z

, We get
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Z ab S 9 _ 18Rr
(a+b)® Z(a+b)2 p?+r® +10Rr’
ab
: . a 22R-r) . .
Using the equality Z = it is enough to prove that
p—a r
E+ 72Rr S5

r p°>+r?+10Rr
Using the Gerretsen Inequality p? <4R? +4Rr +3r? it is enough to prove that

R 36Rr

r 2R*+7Rr+2r*
After some easy calculations this yields

2R® —3R%r +3Rr? —10r° > 0 & (R - 2r)(2R? + Rr +5r2)> 0.
But this follows immediately from the Euler Inequality R > 2r.

Q12. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.
Prove that in all acute triangle ABC, holds

V3(X tgA) > ctgA)> 943 > 4(3sin A cos A).

Solution of Q12 by author and Marius Dragan, Bucharest. We use the following inequalities
D sin Agﬁ, ZcosAgg,ZtgAZS\@ and ) ctgA> J3.

Hence, v3(> tgA)> ctgA)> 943 > 4(3 sin Af> cos A), Q.E.D.

Solution of Q12 by loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania

We have+/3(3 " tgA)> ctgA)> 93 = (ZtgA{ztgiA) >9.

But this follows immediately from the AM-HM Inequality. Using the equalities

> sin A:E and ZcosA:%, we have

943 > 4(3 sin AJ> cos A) = 4p(R+r) < 94/3R?.
3V3R
2

Using the inequality p < and the Euler Inequality R > 2r, we get

4p(R+r)< 6\/§R(R +g) = 9+4/3R?, and this ends the proof.

“ Mathematics bring into play powers of the soul that are not much different from those
solicited poetry and arts ”.

Dan Barbilian
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“ Tndepartarea mintii de la simturi si abaterea
gandirii de la rutina denota un spirit mare *.

ﬂ Caleidoscop matematic

Cicero

1. Tn G.M.-B nr. 12/2013, D.M. Batinezu-Giurgiu si Neculai Stanciu au propus urmatoarea

problema:

’Determinati doua numere naturale abcde si fghij astfel incat 2-abcde = fghij i Tn scrierea

celor doua

numere Sa se

utilizeze

toate  cifrele

de

la

0

la

9.’7

Tn numarul 6-7-8/2014 al aceleiasi reviste a aparut solutia acestei probleme, obtinandu-se exemplul

2x 13485 = 26970.

2x13485 = 26970
2x 14685 = 29370
2x 14865 = 29730
2x18546 = 37092
2x20769 = 41538
2x 26709 = 53418
2x 27093 = 54186
2x 29073 = 58146
2x 30927 = 61854
2x 32709 = 65418
2x 35148 = 70296
2x 38451 = 76902
2x45381 = 90762
2x48351 = 96702
2x 48531 = 97062

Un rezultat interesant dedus din tabelul de mai sus: {1,4,5,8} c {a,b,c,d,e}sau

lata toate solutiile:
2x 13548 = 27096
2x14835 = 29670
2x 15486 = 30972
2x18645 = 37290
2x20793 = 41586
2x26907 = 53814
2x27309 = 54618
2x29307 = 58614
2x 31485 = 62970
2x32907 = 65814
2x 35481 = 70962
2x45138 = 90276
2x46851 = 93702
2x48513 = 97026
2x48615 = 97230

2x 14538 = 29076
2x 14853 = 29706
2x16485 = 32970
2x20679 = 41358
2x 23079 = 46158
2x27069 = 54138
2x 29067 = 58134
2x 30729 = 61458
2x 32079 = 64158
2x 34851 = 69702
2x 38145 = 76290
2x45186 = 90372
2x48135 = 96270
2x48516 = 97032
2x48651 = 97302

{1,458} {f,g,h,i, j},{0,2,7.9} c {a,b,c,d,e}sau {0,2,7,9} c {f,g,h,i, j}.

Metoda folosita Tn gasirea solutiilor de mai sus a fost rabdarea combinata cu unele observatii
care sunt mai usor de aplicat decéat de explicat. De exemplu, nu exista numere abcd care incep cu
12, 24, 25, 37, 49. Sau faptul ca daca 9 este una dintre cifrele a,b,c,d , ea nu poate fi urmata de o
cifra mai mare strict decat 3.

Faptul ca nu putem avea n cuprinsul numarului abcde succesiunile 95, 96, 97, 98 e clar, dar
nu putem avea nici succesiunea 94. De asemenea nu putem avea succesiunile 01,02,03,04, iar daca
numarul abcde fncepe cu 1, atunci nu contine cifra 0. Alt exemplu: numerele care incep cu 30, 31,
32, 34 nu pot contine cifra 6 si nu se pot termina in 8, iar numerele care incep cu 40, 41, 42, 43 nu
contin cifra 8, si nu se pot termina in7 sau 9.

Alta posibilitate pentru aflarea tuturor solutiilor de mai sus ar fi forta bruta a calculatorului,
pentru care numarul de Tncercari este mic.

2.

de Roxana Mihaela Stanciu, Buzau si Nela Ciceu, Rosiori, Bacau.

[

[

[

Se considera expresia + + =
LI DOE DO

1.
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Puneti Tn patratele din stdnga expresiei, toate cifrele de la 1 la 9 o singura data astfel incéat sa se
obtina o relatie adeviarata. Cele doua patrate de la numitor reprezinta numere de doua cifre.

3. Cu cét este egal produsul

(x—a)(x=b)(x=C)oerrrirnnn. ((x=y)(x-2)?

(Raspunsuri la pagina 48)

Rezolvirile problemelor din numarul trecut.

1. Aranjeaza cele patru fructe in toate modurile posibile. Cate astfel de moduri exista ?

2. Doua borcane cu gem de caise de aceeasi calitate
stau pe raftul unui magazin. Borcanul mai Tnalt este
cu doua treimi mai Tnalt decat celilalt si are
diametrul jumatate din diametrul borcanului mai
scurt. Daca borcanul mai Tnalt costa 5 lei iar cel mai
scurt, 9 lei, care cumparatura este mai avantajoasa ?

3. Din varful A al patratului ABCD de latura 16 m,
pleaca simultan un melc si o furnica. Daca viteza melcului este de 2,5 cm/s si a furnicii de 320 mm/s, sa
se gaseasca ce distanta va fi intre cei doi dupa 3 minute.

4. Am mai multe pixuri care scriu colorat: 3 cu rosu, 4 cu albastru, 5 cu verde si 2 cu negru.
In cate moduri pot scrie o scrisoare doar cu doua culori.

5. Tntr-o gradina zoologica triiesc 4 lei, 5 tigri si 6 pantere. Daca vrem sa alegem un leu, un
tigru si doua pantere, in cate moduri o putem face ?

6. Doua cisterne au capacitatea de 8 m®, 10m
respectiv 10 m® si sunt incircate cu 5 m®,
respectiv 6 m® de benzini pentru a fi
transportate la o statie. Sa se determine
care cisterna este mai bine folosita n
raport cu capacitatea sa.

7. Cinci barbati isi lasa la garderoba
palariile care seamidna intre ele nsa
doamna de la garderoba nu le aranjeaza in ordinea Tn care le-a primit. Care este
probabilitatea ca fiecare dintre cei cinci sa-si primeasca propria palarie ?

8. Avem un dulap cu opt sertare incuiate iar cheile nu sunt numerotate ca sa stim carui sertar
1i corespunde fiecare cheie. Cate incercari trebuie sa facem pentru a deschide toate sertarele?

9. Tntr-un sifonier se afla 18 minusi: 4 perechi negre, 3 perechi verzi si 2 rosii. Pe Intuneric, cate
manusi trebuie sa alegi ca sa fii sigur ca printre acestea se afla cel putin doui de aceeasi culoare ?



ool s s - CALEIDOSCOP MATEMATIC - @

Raspunsuri:

1. Sunt 4-3-2:1=24 moduri. Sunt patru moduri in care punem un fruct pe primul loc. La fiecare din acestea mai
raman trei moduri de punere a celorlalte fructe pe locul doi. Mai departe, ramén doua fructe care pot ocupa
locul al treilea si la sfarsit ramane un singur fruct pentru ultimul loc.

2. Observam ca masa fiecarui borcan este echivalentul volumului unui cilindru. Stim ca raza borcanului mai
scurt este 2r iar raza celui mai inalt este r. De asemenea, Tnaltimea borcanului mai nalt este h +2/3h und h este
inaltimea borcanului  mai scurt.

Tn aceste conditii, volumul borcanului mai scurt este :

V' =7(2r)*h = 4zrh iar a borcanului mai Tnalt este
2 2
V = zri(h+2h) = zrene 2N _470h
3 3 3
Asadar, este evident ca mai avantajos de cumparat este borcanul mai scurt caci are masa de trei ori mai mare
ca a celuilalt.
3. Cum viteza melcului este 2,5cm/s = 0,025m/s atunci el parcurge in 3 minute(180 secunde) o distanta

egala cu 0,025-180 = 4,5m . Viteza furnicii este de 320mm/s = 0,32 m/s si Tn cele trei minute ea va
parcurge o distantd egala cu 0,32-180 =57,6m. Cum lungimea drumului ABCD adica perimetrul patratului

este 64 m atunci, distanta ramasa intre cei doi va fi de 64- 4,5- 57,6 = 1,9 m.

4. Exista situatiile: Rosu cu Albastru, Rosu cu Verde, Rosu cu Negru, Albastru cu Verde, Albastru cu Negru,
Verde cu Negru.

5. Leii i putem alege Tn patru moduri. La acestea vin cele cinci moduri in care putem alege un tigru si pentru
fiecare mod de pana acum vin 15 de moduri de alegere a doua pantere din cele sase.

C,-Ci-Ci :4-5-%:300 moduri.

6. Tn raport de capacitatea fiecarei cisterne se obtine ca benzina din prima cisterna reprezinta

X = % =62,5% din capacitatea acesteia, iar benzina din cisterna a doua reprezinta y = 6%(?0 =60%

din capacitatea acesteia. Prin urmare, prima cisterna desi are capacitatea mai mica decat cea de a doua, este
mai bine folosita decét aceasta.
7. Cum cele cinci palérii pot fi aranjate intre ele Tntr-un numar de 5 ! moduri adica 120 atunci probabilitatea

5 1
ceruti este P=——.
120

8. Sunt 8 +7+6+5+4+3+2+1 = 36 de incercari.
9. Sunt necesare 4 manusi caci daca am scoate doar trei este posibil ca sa fie cate una din fiecare culoare, dar
daca scoatem patru atunci obligatoriu cea de a patra va avea aceeasi culoare cu una deja extrasa.

Stiati ca ...

Ecuatiile diofantice de tipul x*> —ny? =1au fost numite ecuatii Pell de citre Euler in mod
eronat, care a facut o confuzie cu Lord Brouncker (vezi link-ul:
http://en.wikipedia.org/wiki/Lord_Brouncker), primul matematician europen care a gasit o
metoda de determinare a solutiei generale pentru ecuatia de mai sus. Primul matematician care a
rezolvat ecuatia de mai sus a fost insa matematicianul Indian Brahmagupta(in anul 628). Metoda
descoperita de Brahmagupta a fost tradusa in araba(in anul 773) si latina(in anul 1126). Tnsa ecuatia
x* —2y? =1 a fost studiata Tn acelasi timp in Grecia si India mult mai devreme in timpul lui
Pitagora.
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,» Mintile luminate discuta idei, mintile mediocre
discuta evenimente, mintile mici discuta oamenii .
Eleanor Roosevelt

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 14 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori Tmpreuna, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva
si performanta.

(Profesorii si elevii care doresc sa trimiti materiale pentru revista, constand in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a Tmbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e_mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de ména si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai fi
fost trimise sau sa mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

Mata finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 15 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Martie 2015. Va uram succes si va asteptam.

4

Raspunsuri de la Caleidoscop matematic:
1. 3+£+1 =1; 2.0deoarece x —x =0 si se gaseste in produs.
12 34 68

PARADOXUL CROCODILULUI

Un crocodil fura un copil de la tatal sau si i
promite ca 1l va da Thapoi nevatamat, doar daca va
ghici ce va urma sa faca cu fiul sau, sa-l pastreze
sau sa 1l inapoieze.

Ce se intampla daca tatal ghiceste ca animalul
nu-i va returna copilul?

Raspuns:  In aceasta situatie, nu exista nicio solutie deoarece, daca crocodilul vrea si pastreze
copilul isi Tncalca propria regula, caci tatal a ghicit ce vrea animalul. Daca vrea sa dea copilul
Thapoi, Tsi Tncalca propria regula caci tatal afirma ca animalul nu-i va returna copilul. Asadar,
situatia nu are rezolvare, adica este un paradox.
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