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" Nu spune putin in vorbe multe, ci mult in vorbe putine”.

Pitagora
l! Istoria Matematicii

Emma Castelnuovo
-O viata dedicata matematicii-
Prof. Isaia Dida Cristina, Galati

Emma Castelnuovo s-a nascut si atriit la Romaintre 12 decembrie
1913 i 13 aprilie 2014. Ea a crescut Intr-un mediu matematic de exceptie.
Tatdl sau, Guido Castelnuovo si unchiul sau Federigo Enriques, au fost
mari cercetatori Th domeniul geometriei algebrice — un important domeniu
al cercetarii matematice — si profesori universitari. Ambii au fost foarte
dedicati educatiei matematice si se poate vedea influenta lor in viziunea
Emmei Castelnuovo asupra predarii matematicii. Gratie lor, Emma
Castelnuovo a intélnit mari matematicieni ai perioadel si a putut vizita

cercetatori din strainatate.

A absolvit matematicain 1936 la Universitatea din Roma, Tn 1938 a castigat concursul de ocupare a
unui post Tntr-o scoala de stat, dar din cauza legilor rasiadle a inceput si predea abia in anul 1945 intr-o
scoala gimnaziald din Roma, unde a si ramas pani la pensionarea sa din 1979. inci de la nceputul carierei
sale acautat un mod de predare care si implice activ €levii. A gasit raspunsul la aceasta dorinta Tn tratatul de
geometrie, Elements de géometrie de Alexis-Claude Clairaut, publicat la Paris in anul 1741. Continutul
acestel carti este apropiat textului lui Euclid, dar diferd in prezentare fiind scris cu intentii didactice,
propunand probleme spre rezolvare si incercand si ghideze elevii spre descoperire. Metoda propusi se
presupune a fi fost utilizata de catre primii inventatori ai geometriei, problemele plecand de la masurarea
terenurilor. Aceasta abordare a inspirat-o pe Castelnuovo si Tsi reinnoiasci metoda de predare. Tn
interpretarea sa ideile castigatoare sunt: intuitia, problemele din viata cotidiania si istoria. Cuvintele
intuitiv/intuizie si real/realitate au devenit comune in titlurile cartilor si articolelor ei.

Desi tatalui e nu i reusise, ea aintrodus notiuni de probabilitate Tn noua programa italiana pentru gimnaziu
din 1970.

Cartea sa Geometria intuitiva, per le scuole medie inferiori ( Geometria intuitiva, pentru scoaa
secundara inferioara), publicata Tn 1948 si reeditata pana in 1964, a propulsat-o la nivel international, fiind
tradusi Tn spaniola si engleza. Noua ei metoda de predare a geometriei se bazeaza pe materiale concrete, pe
studierea obiectelor si descoperirea proprietatilor geometrice. Rigoarea nu este un punct de plecare a
Tnvatarii, ¢i un punct de sosire atins prin implicarea activa a celor care invata, care incepe de la concret spre
abstract. Valoarea formativa a matematicii nu este in antiteza cu valoarea matematicii ca disciplina utilitara.
Toti profesorii trebuie si aiba o implicare activa si emotionala Tn procesul de predare.

Emma Castelnuovo a fost o profesoara speciala din mai multe motive. Tn afara de creativitatea
extrema Tn design-ul secventelor de predare si de libertatea sa in a interpreta programele scolare, cu scopul
de a-si atinge obiectivele sale didactice, este remarcabil modul n care afost capabila sa stabileasca contacte
internationale si sa iasa pe scena internationala a educatiei matematice. Un rol dificil pentru o profesoara de
gimnaziu, mai ales pentru o femeie, putéand fi considerata o pionera in domeniu.

La 93 de ani continua si tina cursuri si conferinte despre Tnvatarea si predarea matematicii. Tn Italia,
centenarul siu afost sirbatorit prin multiple manifestatii stiintifice. Tn anul 2014 International Commission
on Mathematical Instruction a decis sa creeze un premiu, numit Emma Castelnuovo, pentru recunoasterea
realizarilor remarcabile in practica educatiel matematice.

Profesor, Scoala Gimnaziala Nr. 20, Galati

Webgrafie: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Castelnuovo_Emma.html
http://therese.eveill eau.pagesperso-orange.fr/pages/hist_mat/textes/femmes.htm
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,» E greu sa faci sa aiba minte cine nu are vointa si inca si mai greu
sa faci sa aiba vointa cine nu are minte ”
Gracian

E Articole si note matematice

Aplicatii ale functiilor continue

Prof. Lenuta Pirlog, Buzau

Acest material prezinta o serie de aplicatii ale functiilor de clasa C*.
Convenim sa notam C* (1) :{f o —>R‘f cu derivata de ordinul K continua}.

1. Sa se determine functiile f :[0;1] — (0;0) de clasi C’ care verifici relatiile: f(1)=e- f(0)si

2 1 1
f'(x)) dx+ ~dx<2;
(o) e [

O ey

2
Solutie: Alegem f'(x)—L >0, atunci, 0
f(x)

ﬂ(f () =2F'(9- . 2}:

f() ()
[(f'(X))2 f()} jﬂdx<2—2ln|f(x)|
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O ey
7~ N\
—h
—
>
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|
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£ 1)
f(0)
Din (*) rezulta f' (X)_T 0, Vxe[0;1]= f'(x)- f(x):1:>(f2(x))I =2= f2(x)=2x+C =
f(x):m,mo, (**). Cum f(2)=e-f(0) din (**) rezulta
V2+C=enfC=C =7

O ey

=2-2In—==2-2Ine=0. (*).

2X+

2
1 vx e[0;1].

2. Si se determine f :(0;00) — (0;0) pentru care f'(l)z%, x € (0;00).
X

. Derivand aceasta relatie, obtinem:

Solutie: Din f'(£)=L:> f'(x)=
X

f(x)

x- (%)
X
f“(X):— fl(x)+(f (X))

0 Aducand la acelasi numitor si Tmpartind apoi cu (f(x))2 rezulta
X X

X- () =— () +x-( f (X)JZ - X o0+ f (%) —x-( fl(x)]z =0. Aducem din nou la
f(x) f(x) f(x) f(x) f(x)
acelasi numitor si obtinem:
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x~f(x)~f”(x)+f(x)~f'(x)—x~(f'(x))2_0<:> X £'(x) '_ij-f'(x)
£2(x) - f(x) ) f(x)

(
Asadar, %:C -%: In(f (x)) =C-In(x), xe(0;00)= In(f(x))=In(x")= f(x)=x";

3. Fie C*[0;1]cu f(0)=0, 0< f'(x)<1, Vxe(0;1). Sa se arate ca U f (x)dxj zj(f(x))?’dx.

Cand are loc egalitatea? (ObsC'=C'([0;1])={f:[0;]] >R, f cu derivata de ordinul 1 continua})

Solutie. Fie G(t) = 2} f(x) dx—(f(t))’. Evident, G(0) =0—( f (0))* =0.

G'()=2f(t)-2f () ' (®)=2F(t)(1- f'(1))20=G(t)=0 si f(t)-G(t)=0.

Fie H(t):U f (%) dx} —j'(f(x))3dx, te[0;1] iar H(0) =0,

0

H'(t) = 2U f(X) dx} @) —(F@)° = f()-G(t)>0. Rezulta

0
2

Ht)>0= U f(x) dxj > j'( f(x))%dx, si HD)>0= [i f(x) dx} > j(f (x))’dx. Egalitatea are loc
pentru f(t)-G(t)=H'(t)=0, Vte(0;1). Se obtine ca f(x)=x.
Observatie: G(t) =0= Zj f(x)dx = f (t))2 :>j f (x)dx =%(f )= f(t) :%.2. f@)-f'(t)>

f)-(1-f'())=0= ') =1= f(t) =t.

1
4. Fie f:[0;0) > R o functie continui cu lim f(x) =1. Sa se calculeze IimJ' f (nx)dx.
0

Solutie:
Vom folosi substitutia tx=u:>x=%u, dx=%du, (x=0=u=0, x=1=u=t).
1 t t
t _

fim [ f @)dx = lim [£- f @)du = lim2- [ £ @du = lim? - F)[, = timFO=FO_
t—w t—)ooot t—>w { 5 t—>w { 0 too

1
=limF' (t) = lim f (t) =1. Deci, |imj f (nx)dx =1.

0

Profesor, Liceul “Alexandru Marghiloman”, Buzau
Bibliografie: www.edumanager.ro/community/documente/cursuri_nationale.pdf
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Modele aplicative pentru calculul primitivelor
unor functii cu ajutorul ” formulei de integrare prin parti”

1
Prof. Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

Lucrarea continua materialul publicat in numerele trecute privind metode de calcul al

primitivelor utilizand integrarea prin parti.
In cadrul modelului I11) avem céateva tipuri de integrale:

Fie P(x)=s, X" +s, , - X"  +...+5, -X+5, ,5, €R,i=0,n,5, #0,xeR:

a. IP(X) Inxdx ,x > 0.

b. _fP(x)I ax)dx,ae N",x>0.

c. jP(x) In(bx)dx ;b € R”,bx > 0. Putem avea situatiile : b >0, x>0 sau b<0;x<0;
d. ju u(x))dx, x e D, N D, , unde functiile u,: D — R sunt derivabile cu

derlvatele continue; u(x)>0,vx e D.
€. J.P(x)-[ln(alx)+ In(a,x)+...+In(a,x)bx ,a, e N",i=1,n;x>0.

f. J-UI(X)'V(X)Z_U(X)'V'(X)-In u(x) dx, xe D, nD'u, unde functiile u,v: D — Rsunt
v2(x) v(x)
- , - u(x)
derivabile cu derivatele contlnue,m >0,vxeD.

9. _[(u'(x)~v(x)+ u(x)-v'(x))- In(u(x)-v(x))dx, xe D, "D’ ; Unde functiile
u,v: D — Rsunt derivabile cu derivatele continue; u(x)-v(x)>0,vx e D.

Exemple: Sa se calculeze integralele:

a) j(3x+7)~|n xdx,x>0; b) j(&x2 —2x+5)-In(4x)ix; x> 0; c) j(zi/gx)dn(—i/gx)dx ' x<0;
d) J'u x)-In(u(x))dx, xe D, N D's.unde functiile u,v: D — Rsunt derivabile cu

derivatele continue; u(x)>0,vx e D. e) I(cos x)- (sin x)- In(sin x)dx , x e (Ogj :

f) J'x~[ln(2x)+ In(4x)+ ...+ In(10x)Jdx,x > 0; @) J‘x'[ln( 3x)+ In(3 3x)+...+ In(l{)/gx) X, X >0

h) J-u'(x)-v(x)z—u(x)-v'(x).In(:(x)]dx’ x e D, n D', unde functiile u,v: D — R sunt derivabile
vZ(x)

(x)

cu derivatele continue; (X) >0,vxeD. i) I —In(x+1)px ; x > 1.
"v(x) (x +1)°
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) _[(u'(x)'v(x)+ u(x)-v'(x))- In(u(x)-v(x))dx, x e D, " D'y, unde functiile u,v: D — R sunt

v

derivabile cu derivatele continue; u(x)-v(x) > 0,¥x e D;

k) I x+2)-e* - In[(x+1)-e*Jix ,x > —1; 1) ju'(x)- In(u(x))dx, xeD, "D unde
u:D—R; u(x)>0,Vxe Dfunctie derivabila cu derivata continua;

m) _[ex n(e*+1)dx; x e R;

Rezolvare:
3 2

2
a) 1 =32 +7x -Inx—E-x2—7x+c; b) I:(xs—xz+5x)-|n(4x)—x—+x——5x+c
2 4 3 2

c) f'(x)=2-33-x= f(x)= 3\/_jxdx 3-x% g(x)= In( i/_x):g() _\/\/__x:%'

| =3/3-x? -In(—i/§x)—3\/§-jxdx:3 3-x? -In(—3\/§x)—£-x2 +c

d) f'(x)=u'(x)-In(u(x)) Iu )Jdx = u( Iu

)
u(x)-In(u(x))-u(x). g(x):u(x) g'(x ): (x). Aplicam integrarea prin paru
u u'(x)-u(x)- In(u(x dx+J'u u(x)dx =
u(

(%)-
e) f'(x)=cosx:-In(sinx)= f(x):j(sin x)'-ln(sin x)dx = (sin x)-In(sin x)—J'(sin X)- ;On—s))((d
=(sinx)-

nx)-In(sinx)—sinx. g(x)=sinx = g'(x)=cosx . Aplicim integrarea prin parti.
| = (sin? x)- In(sin x) —sin® x - Icosx)(smx) In(smx)dx+_[ cos x)- (sin x)dx
I:%(sm x)~|n(smx)—%-sm X+C.

2

f) £'(x)=x= f(x jxolx—7

2 4 10
— In(2%)+ In(4x) + ..+ In(L (X)= 2t L=
g(x)=In(2x)+ In(4x)+ ... + In(10x) = g'(x) Sttt o

1 1 1 5
==
X X X X

de5ori
Aplicam integrarea prin parti.
x° 5 X’ 5
[IN(2x)+ In(4x)+ ...+ In(le)]—Z- X2 +¢ == In(2° -5!-x5)—z- x> +C;

|:_
2
f(x

)=x= f(x):X—Zz.
g(x):In(%/§x)+ln(i’/§x)+...+ln(2\%’§x):>g'(x):;§X+§/§§X+...+ j_jx :>g'(x)=%+%+...+%:2—)?

200ri
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=D

I :X—;-[In<2 3x)+ In(3 3x)+...+ In(%@x)]—S- x*+cC;
1y 1) = LV 06 v (()) L )= ;[M)dx _u(x)

v ( v(x)

cl|l< | <
X |'x<

X)
u(x)
9(x)= In(%j = g'(x)= ( X)j Aplicim integrarea prin parti:

X

X)
(

'=‘¢Ei§-m£3£i§Jf‘iéi§W RN IS

v(x)

In1-1In x+1 dx -In dx
o ( J.x+1) X+1

1
_u(x) . u(x) _U(X)+C:> R ST S S
I_v(x) ! [v(x)) v(x) ! X+1 ! X+1 x+1

- '<x>=<u(x)~v<x>)s F(x)=[(u(x)-v(x)) dx=u(x)-v(x)

(
K) u(x)-v(x)=(x+1)-e* = (u(x)-v(x)) = (x+2)-e*. Conform exercitiului j) avem :
| =(x+1)-¢* - In|(x +1)-e |- (x +1)- e +¢

) I:u(x)-ln(u(x))—ju(x)-mdx: u(x)- In(u(x))—u(x)+c

m) u(x)=e* +1=>u'(x)=e*. Conform exercitiului Iy avem: I =(¢* +1)-In(e* +1)—e* ~1+c.

Profesori, Colegiul “Vasile Lovinescu”, Falticeni.
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Metoda celor mai mici patrate
de Adrian Stan, Buzau

Metoda celor mai mici patrate se aplica in probleme de determinare a costului de productie, a
maximizarii profitului, a identificarii nivelului de crestere sau scadere la un moment dat a unui proces de
productie.

Pentru aceasta, in functie de natura problemei, exista urmatoarele tipuri de functii care intervin n
aproximari si anume, functii liniare, parabolice, hiperbolice, exponentiale, logaritmice.

Problema 1. Considerand ca evolutia strangerii sumelor la buget, conform tabelului de mai jos, se face
dupa o functie liniara reprezentata de o dreapta sa se determine aceasta si sa se prognozeze cat se va
strénge la bugetul de stat pentru luna noiembrie?

Luna lanuarie | Februarie | Martie | Aprilie Mai
Suma stransa la buget 1,2 15 2 2,3 3
(miliarde euro)

Rezolvare: Tabelul dat se va scrie de forma urmatoare:

X Yi X X Yi

-2 12 4 -2,4

-1 15 1 -1,5

0 2 0 0

1 2,3 1 2,3

2 3 4 6

- -

5 5 5 5

> % =0 Dy =10 | > x*=10 | > xy, =44
i=1 i=1 i=1 i=1

Functia de ajustare fiind liniara, atunci se va lua de forma f (X) = ax+b. Suma patratelor erorilor este
2

5 5
data de formula F(a,b) =Y [f(x)-Y;] =D_(ax +b—y;)*si se pune intotdeauna conditia ca suma

i=1 i=1

5
2) (ax, +b-y;)-x =0
i=1

F.'(a;b)=0
= =

patratelor erorilor sa fie minima. De aici rezulta: |
F, (a;b)=0

5
2) (ax, +b-y;)-1=0
i=1

5 5 S
2
azxi +bzxi—inyi=0 a-10+b-0-4,4=0
a s { Y 5 a=0,44,b=2: De aici identificim ca

aZS:xiJrZs: b—ZS: y. =0 a-0+5-b-10=0
i=1 i=1

i=1
dreapta de ajustare este f(x)=0,44x+2. Pentru
noiembrie, rezultand
f(8)=0,44-8+2=3,52+2 =5,52miliarde euro.

luna noiembrie se ia x = 8, corespunzatoare lunii

Problema 2. Valoarea profitului inregistrat de o firma timp de patru trimestre este urmatorul:

Trimestrul

1

2

3

4

Valoarea profitului (in milioane
lei)

10

14

20

18
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Considerand ca evolutia profitului firmei se face dupa o parabola, sa se determine ecuatia acesteia si sa
se prognozeze ce profit va obtine firma.
Rezolvare: Conform datelor problemei, asociem problemei urmatorul tabel:

%i Yi X X 3 %Y XY,
-2 10 4 -8 16 -20 40
-1 14 1 -1 1 -14 14
0 20 0 0 0 0 0
1 18 1 1 1 18 18
4 4 4 4 4 4 4
x=-2 | Dy=62 > x*=6 | > x’=-8 | > x'=18 | Y xy, =-16 | D x’y, =72
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Functia de ajustare este una patratica si are forma f (x) = ax* +bx+c . Suma patratelor erorilor este data de

4 2 4
functia F(a,b,c) =Y _[f(x)-y,] =D (ax’+bx +c—y;)*. Din conditia ca suma patratelor erorilor sa
i=1 i=1

4
2) (ax?+bx, +c—y;)-x>=0

F.'(a;b;c)=0 izl
fie minima rezulta: < F' (a;b;¢) =0 = <2> " (ax” +bx, +c—y,)-x =0 =
F.'(a;b;c) =0 e

4
2)" (ax’+bx +c—y,)=0

i=1
aixi4 +bixi3 +C24:Xi2 _ixizyi =0
s =5 5= 18a-8b+6¢c—72=0

4 4 4 4
aY x’+bY x*+cd % —> % ¥, =0= <-8a+6b-2c+16=0. Din c=—4a+30+8=
i=1 i=1 i=1 i=1

) ) ) 6a—2b+4c—62=0
ay x2+b> x +4c—>Yy, =0
i=1 i=1 i=1

—-3a—b=12
—5a+5b =15
f (x) =—3,75x* —0,75x +19, 75. Pentru prognoza pentru urmatorul trimestru, se ia x=2 obtinandu-se

f(2)=-3,75-4-0,75-2+19,75=-15-1,5+19,75=3,25.
Prof. Liceul Tehnologic ,,Costin Nenitescu” Buzau

= a=-3,75 b=-0,75=c=19,75. Se obtine functia

Bibliografie:
Silviu Dedu, Florentin Serban. Matematici aplicate Tn economie. Editura Teocora. 2009.

O conditie necesara si suficienta pentru ca o

dreapta sa treaca printr-un punct din planul unui triunghi
Constantin Rusu, R@mnicu Sarat

Tn aceasta nota vom obtine o relatie care exprima o conditie necesara si suficienta pentru ca o
dreapta sa treaca printr-un punct ce apartine interiorului unui triunghi. Prin particularizari vom regasi
probleme publicate Tn Gazeta Matematica iar altele sunt posibil noi. Se vor analiza si unele cazuri
n care punctul apartine exteriorului triunghiului.
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1. Astfel, fie triunghiul ABC, doua puncte Dsi K situate pe (BC) si respectiv pe (AD).
O dreapta care trece prin punctul K taie (AB) si respectiv pe (AC) in punctul M si respectiv n

punctul N . Notam: BM =X, CN =Y, AK =r, BD =p,unde X, Yy,r,p suntnumere reale strict
MA NA DK DC

pozitive.

Teorema. Dreapta MN trece prin punctul K daca si numai daca avem relagia
rx+rpy=1+p, (*).
Demonstrayie. s

Daca MN||BC , atunci x = y = =i relatia este imediat verificata. Presupunem ca
r

v
Y.

4
Y

MNnu este paraleli cu BC, atunci MNBC ={P}. Fie y>x. T
Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiurile ABDsi ABCsi b '

[N .

obtinem

BM AK PD 1 PB . PB CN AM PB X

. . =1l x==-—, (1); respectiv . . =leo—=—o

MA DK PB r PD PC NA MB PC vy

E: X @PBzi,(Z). Folosind relatia (2) avem PC=PB+a=a+ xa __ya .

a y-—-x y—X y—X y—X
pin B2 P optinemBD =2 i pD=pB+BD = X2, P __ax+py)

DC 1 1+p y—-x 1+p (y=x)1+p)
Cu acestea relatia (1) devine x=1- xa_ {1+ p)(y—x)@le.MQ rx+rpy =1+ p,

ry—-x a(x+py r xX+py

adica relatia ce trebuia demonstrata.
Reciproc. Se da relatia rx+rpy =1+ p, (*) si demonstram ca punctul K € MN .

Demonstratie. Fie D € (BC) astfel incat %: psi presupunem prin absurd ca MN (1 AD = {K’},

atunci conform teoremei directe avem r'x+rpy=1+p, (3). Scdzand relatiile (3) si (*)
obtinem(r'—r)x+(r'p-rp)y=0< (r'=r)(x+ py)-0, Vx,y>0<r'=r, ceea ce arata ca
punctele K si K'coincid.

1.1. K =H (ortocentrul triunghiului ABC ascutitunghic): H € MN < xtgB + ytgC =tgA.
Demonstratie. Calculand rapoartele psi r obtinem

p =£=th -CtgB,r = AH = cos A si Tnlocuind n relatia (1) deducem
DC DH cosB-cosC
cos A ot cos A _sinC.cosB_y_ sinC cosB
cosB-cosC cosB-cosC cosC cosC cosC sinB
COSA-x+ cosA sinC ~ sinA  xtgB + yigC = tgA.

cosB c0sC sinB ’  sinB

1.2. Dreapta MN trece prin centrul simedian (punctul lui Emile Lemoine (1840-1906)) daca si
numai daca b°x+c’y =a’.

: N BD ¢’ - .
Demonstratie. Cu teorema lui Steiner avem p = oC ;—2 . Aplicand teorema lui Van Aubel rezulta

AR _ AS, + AS, ,unde S, € (AB)si S, € (AC), sunt picioarele simedianelor duse din véarfurile
DK BS, CS,

Csi B ale triunghiului.

(]
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Deci ro 2K b—2 +C_2 - b%c . Tnlocuind in relatia (1) avem
DK a° a a
b? +c? c® b®+c? c? ) ) )
% -x+b—2- % -y=1+b—2<:>b X+c'y=a“.
1.1. Dreapta MN trece prin punctul O (centrul cercului circumscris AABC ascutitunghic) daca si
numai daca xsin2B + ysin2C =sin 2A.

Demonstratie. Cu teorema sinusurilor aplicati in AABC si in AABA, unde {A, }= AONBC

rezulta — CA = — AC = CAl:bco—sB;
sin(£A,AC) sin(£CA,A) cos(B-C)
BA, AB ccosC

- =— = BA=——7——.
sin(£BAA,) sin(£BA,A) cos(B-C)
BA, ccosC sin2C
CA, bcosB sin2B

AO _ AC, N AB, o AO _ sin2B N sin2C _ 2sin Acos(B -C) _ cos(B-C) _
OA, BC, CB, OA sin2A sin2A sin2A cos A
Tnlocuind Tn teorema obtinem

cos(B-C) ,Sin2C cos(B-C) | _, SIN2C _ " in2B+ ysin2C =sin2A.

cos A sin2B cos A sin 2B

1.4. K =T (punctul lui Joseph Diaz Gergonne) < X Y . !

p-b p-c p-a

Prin urmare p = . Cu teorema lui Van Aubel avem

Demonstraie. BD _p-b
DC p-c

AL _AC, | AB, ,unde {D}=Ar'NBC,{C,}=CI'NBA,{B,}=BINCA. Adica
BC, CB,

ATl p—aJr p-a_ (p-a)a
DI' p-b p-c (p-b)(p-c)
a(p-a) . (p-b)p-)a _a _ x 'y 1

(p—c)(p-c) (p—c)(p-b)(p-c) p-C p-b p-c p-a

1.5. K = N (punctul lui Christian Heinrich Von Nagel (1803-1882)) < (p-b)x+(p-c)y=p-a.

Demostraria este analoaga cu cea de la 1.4.

1.6. Daca K =G (centrul de greutate al triunghiului ABC) atunci p =1,r = 2si Inlocuite in

teorema obtinem problema [1].

, p fiind semiperimetrul triunghiului; r = % Folosind teorema lui Van

Aubel avem

Tnlocuind in teorema obtinem

, g.e.d.

. . . +C .. A
1.7. Daca K =1 (centrul cercului inscris in triunghiul ABC) atunci p :9 r :uﬂ inlocuite in
c a

teorema obtinem problemele [2] si [3].
2. Daca K € Int(£ACB) —[ABC]atunci dreapta MN trece prin

punctul K daca si numai daca rx—rpy=1-p,b>c,b>a, (**).
Demostraria este analoaga celei date pentru cazul K € Int(AABC).

2.1. Daca K = I (centrul cercului exinscris laturii AB ) atunci /4 N
BD BD : K
p=——= ¢ &S —= _° < BD = _ac (s-a aplicat el
DC b a b-c b-c 7 /
teorema bisectoarei exterioare). - / /

P D é L
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Tn AABD avem 2K _ € AK _c(b=c) b-c
DK DB DK ac a
l. e MN < bx—-cy=a.
Analog se analizeaza si celelalte cazuri in care K € Ext(AABC).
Lucrarea de mai sus a fost prezentata detaliat, la a 39-a sesiune de comunicari stiintifice
organizata de filialele SSMR ale judetului Prahova, Sinaia, 16 noiembrie 2013.
Bibliografie:
[1] Problema 15624, G.M-B , nr. 2, 1976, pag.59 (Admitere la I.P. Bucuresti in 1975).
[2] Problema 19897, G.M.-B, nr.10-11, 1983, pag. 417 (autor Constantin Rusu).
[3] Problema 21237, G.M.-B, nr. 10, 1987, pag.364 (autor Calin Burdusel).

= r. Tnlocuind in relatia (**) obtinem

Educatia matematica in formarea personalitatii umane
Stanescu Gabriela, Stanescu Florin, Dambovita

“Matematica este principalul mijloc de educare a gandirii rationale, corecte si inovative a
omului”.

Solomon Marcus

Matematica 1l Tntdmpina pe novice cu o aura de stranietate, aproximativ proportionala cu
numarul mare de simboluri pe care le utilizeaza. Exista Tn simbolismul matematic, ceva suparator,
pentru ca desi solicita rabdarea, nu prea pare sa promita si placere. Tn matematica e nevoie mai intai
de investitii, Tnainte de a obtine un céstig, iar ceea ce se castiga nu este niciodata la fel de palpabil cu
ceea ce s-a investit.

Stimulii senzoriali si verbali emanati prin analiza unor realitati, lasa Tn mintea receptorului
anumite urme, imprimari sau impresii care constituie informatia matematica. Tn sens larg, arata Not
(1986-p 3),,se cheama informatie, orice data inteligibila, indiferent de ce natura ar fi ea".

Comportamentul celui ce este pasionat de lucrul matematic nu este intamplator o crestere sau o
scadere a cantitatii de informatie genereaza schimbari semnificative in comportare. Pentru o
personalitate abstracta, mesajul matematic este un continut informational semantic, purtator de
semnificatii, ""un set de informatii structurate dupa anumite reguli ce formeaza un tot
inteligibil, exploatabil si transmisibil*(Bureau,1972)

Studiul matematicii este mult confortabila si in firea lucrurilor, in dreptul unei personalitati cu
0 gandire logica, intuitiva gata sa prelucreze un continut semantic determinat de reguli si conditii.
Intr-un parcurs frecvent al exersarii pline de ramificatii, invatarea matematicii contribuie nu doar la
flexibilizarea mintii si extinderea orizontului de cunoastere, dar si la formarea caracterului si
conturarea unor trasaturi cardinale, definitorii cum ar fii independenta vointei, perseverenta,
responsabilitatea, fara sa excludem formarea gandirii critice sau a rezervei critice. Persoana care
studiaza matematica si opereaza cu reguli, metode matematice, proprietati si conditii nu poate fi
manipulata.

Educatia matematica amplifica aportul integritatii intelectuale, obiectivitatii dar si a capacitatii
de munca a persoanei stimuland efortul prelungit. O schema grafica, o imagine, o expresie scrisa
intr-un enunt sau o expresie verbala, determina transmiterea unui orizont de cunoastere si implicit a
unui mesaj in intentia de a provoca "'receptorul™ determinandu-i mesaje in sfera emotiva.

O idee neasteptata, un rezultat si un rationament elegant poate determina trairi si sentimente
speciale ce se reflecta asupra increderii si stimei de sine dar si asupra elementului estetic, completand
latura creativa si artistica a persoanei. Matematicianul francez H. Poincaré arata ca intelegerea
notiunilor matematice reprezinta un fapt subiectiv: in timp ce unii vor cauta corectitudinea inlantuirii
rationamentelor si logica argumentarii, altii vor incerca sa inteleagdi modul de combinare, de
nlantuire a rationamentelor folosite, iar o alta parte va cauta sa gaseasca utilitatile practice ale
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notiunilor matematice intalnite.

Ceea ce, In mod obisnuit numim "cunostinte” reprezinta acumulari, adevarate constructii
intelectuale sau chiar creatii elaborate pe baza procesarii de informatii. Acumularile matematice
inseamna, asadar a construi reprezentari si cunostinte si a dezvolta comportamente de cunoastere n
mai multe arii profesionale, plecand de la procesari de informatii, date si teme, care sunt precursorii
cunostintelor (Tofler,1995,p 424).

Cunostintele celui ce studiaza matematica devin astfel instrumente utilizabile Tn noi elaborari,
pentru a reconstrui sau descoperi continuturi noi ale universului de cunoastere, daca luam in discutie
chiar originea greaca a cuvantului "matematica™ un derivat de la cuvantul de origine greaca
"matema”-roada, recoltare. O alta explicatie a provenientei cuvantului tine de grecescul "mathein"-a
fnvata, a cunoaste.

Matematica contine si 0 importanta componenta practica, astfel ca pentru a se orienta si a trai
in lumea contemporana fiecare individ trebuie sa dispuna de un set de cunostinte si capacitati
matematice: deprinderi de calcul, elemente de geometrie practica — masurarea dimensiunilor,
identificarea si reprezentarea figurilor geometrice, operarea cu functii si grafice, alcatuirea si
rezolvarea proportiilor, estimarea probabilitatii producerii unui eveniment etc. Delimitarea loturilor
de pamant (geometria), determinarea termenilor lucrarilor agricole (in baza observatiilor astronomice
si a calculelor), pregatirea cantitatii necesare de seminte si calculul marimii recoltei necesita
cunostinte matematice serioase. Cele doua etimologii conduc, de asemenea, la reliefarea celor doua
functii principale ale matematicii: una — generatoare de intelect si alta — instrumental: .

“Eminescu nu face parte din categoria (...) poetilor-matematicieni, ci dintr-o alta mult mai larga, in
care trebuie sa-i includem pe Novalis, pe Paul Valéry, pe Lucian Blaga, pe Camil Petrescu, Nichita
Stanescu si pe multi altii care, scriitori fiind, au trait cu intensitate nevoia umana de a intelege lumea,
o lume care include stiinta ca o parte esentiala a ei. Curiozitatea intelectuala este o parte organica a
personalitatii lor. Eminescu s-a comportat in aceasta privinta cu intreaga modestie a celui care vrea
sa invete. (...) Eminescu nu a avut nici un moment intentia de a deveni matematician, fizician,
chimist sau biolog. El nu a facut decét sa dea curs imensei sale mirari in fata lumii si a facut un efort
considerabil de a intelege macar o particica din tainele universului.” Solomon Marcus

Stanescu Gabriela-psiholog scolar, Centrul Judetean de Asistenta Educationali DAMBOVITA

Stanescu Florin-profesor,Scoala “Serban Cioculescu”, Gaesti
Bibliografie:
Solomon, Marcus, Educatia in spectacol, Spandugino, Bucuresti 2011
loan, Cerghit,Sisteme de instruire alternative si complementare, Editura Polirom 2008.

O demonstratie pentru inegalitatea lonescu-Weitzenbdck
de Titu Zvonaru, Comainesti

e Pede o parte, folosind formule binecunoscute si inegalitatea z > 6, avem:
sin—
2
2bccos': 2bcsin'§cos'§ 1
b+c)w, =) (b+c)- = =2S >12S, 1).

sin— sin—
e Pe de alta parte, folosind inegalitatea w, < m, si inegalitatea C-B-S obtinem:
Y (b+cw, <Y (b+o)m, <[> (b+0)? X m?)< \/4Za2 -%Zaz =3>a%, (2).

(inegalitate care face obiectul problemei X.411 din RMT nr. 2/2015, propusa de Marian Cucoanes).
o Din (1) si (2) rezulta ca 128 < /3> a” & > a’ 2 4438, i.e. inegalitatea I-W.
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Ridicarea la putere a matricelor de ordin n=4
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

Deoarece problema ridicarii la putere pentru matricile patratice de ordinul 2 si 3 a fost
prezentata in diferite lucrari([1],[2]), articolul de fata isi propune sa abordeze ridicarea la putere a
matricelor patratice de ordin n>4, in care se face apel la polinomul caracteristic asociat matriceli
respective si la teorema impartirii cu rest pentru polinoame.

Fie Ae Mn(R), A= (aij)i,j =L_n-

Definitie. Se numeste minor principal de ordinal k al matricei A un minor de ordinul k
format la intersectia a k linii si coloane cu acelasi indice.

Definitie. Se numeste polinom caracteristic al matricei A, polinomul cu coeficienti reali:

8, =X 8y, e Ay
a a,—X .. a
K(x) = det(A-xl,) =| = 2 |,
a,; a,, - .

Teorema. Forma algebrica a polinomului caracteristic al matricei A, este:
K(X) = (=1)" (X" =0,x" +0,X"* —..+ (-1)"*x0,, + (-1)", ),

n

unde: 0, = Zaii =Tr(A) se numeste urma(in engleza trace) matricei A;
i+1

apy —X a3 CETNE

a

n-1,n
+..+

0, = ; In general 0, =suma minorilor de

ay Ay — X
ordini; 0, , =Tr(A"); 0, = det(A).
Demonstratie. Demonstrez teorema pentru n = 4, celelalte cazuri se demonstreaza analog.

as, A3 — X

n,n-1 a'n,n

a;; — X a;, als ay
a a,, — X a a
K(x)=det(A—xl,)=| = 2 % #ol=xtvax® +bx? +ox+d. (%)
4
as as Az — X Ay,
Ay Ay, Ays Ay —X

Pentru x=0= K(0) =d =0,. Derivand egalitatea (*), avem:

-1 0 0 0 a;—X &, a3 a, a; —X a, a; a,

K'(X)=a21 a, —X Ay Ay " 0 -1 0 0 n a, Ay =X By Ay i

a; Ay Ay — X ay, a; a;y Ap—X ay 0 0 -1 0
a, a, Ay a, —X au a, A a, —X a, a,

gﬂ)

EQJ
|

x

4, —X a5, s ay

a,, — X a a —X
a, a,, — X A, a, B 22 23 24 a, A, a,
+ a, a, a,—X a = 83 — X 83 |=| 8 833 — X 8 |~
' ’ ’ ) Ay Ay Ay —X Ay Ay ay —X
0 0 0 -1
a; —X a,;, Ay a; — X a,;, ajs
-l a,  A,-X A, |—| ay a,-X a, |=4x®+3ax’+2bx+c.
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Ay, Ay Ay a; Q3 a; a, a, 4a
I
XZO:K(O):_asz Qg3 Qg —|Ag Qg Qg —|Ay By Ayl T8y Ay a23:>C=—83.
a

A, Ay Ay ay 4y, Ay ay d, Ay asy 3 Ag3
K“(X):Z[aﬂ_x a, +a11_x a, +a11—X a, ay —X Ay i
ay ay, —X as; i — X a, Ay — X as, 3 — X ( * *)
a,, — X a - X
2 2 | [P % 1| Z12¢ + Gax+ 2b.
a,, a, —X Ay Ay —X
Pentru
XzojK..(o)zz(an B [A | A Al [ | [R & % as4j.=2b3b:az_
A Qy| (A Q| Ay Ayl (A Ggp| |8y Ayl (A Ay

Derivam relatia (**) si pentru x = 0, se obtine ca K" (0) =-6(a,, +a,, +a,, +a,,) =6a = a=—0,.
Tn concluzie, pentru o matrice de ordinul 4, polinomul caracteristic este:
K(x) = x*—0,x> +0,X* = 0,x+0,.
Definitie. Ecuatia k(x) = 0 se numeste ecuatia caracteristica asociata matricei A. Radacinile
acesteia ( n radacini complexe, nu neaparat distincte) se numesc valorile proprii ale matricei A.
Un rezultat extrem de important este :
Teorema (Cayley-Hamilton). Orice matrice patratica verifica propria sa ecuatie caracteristica,
adica:
A" —81A”_1 + 82A"_2 —t (—1)”‘15‘n_1A+ (-D"o,1,=0..
In continuare, vom prezenta 0 noua teorema care sa ne ajute in obtinerea metodei.
Teorema. Daca Ae M, (R), meN, si r este restul impartirii lui X™ la K(X), atunci
A™ =r(A).
Demonstrarie. Aplicand teorema Tmpartirii cu rest a polinoamelor pentru X™ si k(X) din R[X],
exista in mod unic polinoamele g, re R[X], astfel incat:
XM = k(X)g(Xn)] +r(X), cugrad r<grad k, siatunci:
A7 =K(A)g(A) + r(A).
Din teorema Cayley-Hamilton, rezulta k(A) = O,,, si deci A™ = r(A).

Exemple. Sa se calculeze A" pentru matricele:

10 0 1 2 0 0 O
01 0 O 1 1
1)A= . 2) A= .
00 1 -2 0 1 -1
1 0 -2 5 -1 -1 0 2
1) Avem: 0, =Tr(A) =8;
101024y 1 0 120 (1 -2
, = + + + + + =13
0O 1 0o 4 1 5 (0 4 |05 -2 5

1 00 2 014 1 O 111 0 O
d,=0 1 O+0 1 O+0 1 -2+|0 1 -2/=6;0,=det(A)=0;
001 106511 -2 50 -2 5
K(x) = x* —8x® +13x* — 6x = Xx(x —1)*(x — 6). Din teorema impirtirii cu rest pentru polinoame,
avem: x" = K(x)g(x) +ax® + bx* +cx +d, si de aici: A" = aA® +bA? + cA+dl,.
Pentru x=0=d =0; x=1=a+b+c+d =1 x=6= 216a+36b+6c+d =6"; derivam relatia
din teorema impartirii cu rest, obtinem:
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nx"™" = 2(x —=Dx(x —6)g(x) + (x =1)*[x(x —6)g(X)] +3ax* + 2bx +C, si
de aici pentru x =1= 3a+ 2b + ¢ = n. Obtinem sistemul:
a+b+c=1

36a+6b+c=6"".
3a+2b+c=n

. 6"'-5n+4 , 35n-2-6""-33 6" -30n+54
cu solutia:a = b= ;C= .
25 25 25
2 0 -2 6 8 0 -14 28
) 0 1 O 0 3 0O 1 0 .
Deoarece A® = VAT = , obtinem;
-2 0 5 -12 -14 0 19 -72
6 0 -12 30 19 1 -38 95
6" + 4 0 2-2-6"" 17-6"" +40n-32
5 5 25
0 . 1 0 0
AT = —2_25'6 0 1 —2.6™!
8-6"" +85n-68 0 136-16-6""—-170n 40-6"" +425n—340
25 25 25
Pentru 2) obtinem:
4 0 0 O 8 0 0 O
) 4 8 4 4 3 12 20 12 12
A = VAT =
1 1 1 -3 6 6 2 -6
-5 -5 -1 3 -18 -18 -6 2
8 0 0 0
4an 4n+8 4n 4n
A" =aA® +bA’ +cA+dl, =2"°| ) ) ,
n°—n n“-n n°-5n+38 n®—-5n
-n*-3n -n*-3n  -n*+n -n*+n+8

Bibliografie:
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Matelnfo, noiembrie 2010.

[2] Gh. Ghita, O metoda de ridicare la putere a matricelor, Gazeta Matematica ,Anul CIX,
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[3] M. Ganga, Matematica. Manual pentru clasa a Xl-a, Editura MATHPRESS, Ploiesti,2006

[4] M. Ganga, Matematica. Manual pentru clasa a XllI-a, Editura MATHPRESS, Ploiesti,2002
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,» Daca cineva n-a gresit niciodata inseamna
ca n-a incercat sa faca nimic nou .”
Albert Einstein

Probleme rezol

* Invatamant primar

S¥¥ Determinati numirul x din egalitatea [X :(100-35) + x: (100—69)] -11=1056.

Nicolae lvischescu, Canada
Rezolvare: Se utilizeaza metoda mersului invers: [ x: (100—35) +x: (100-69)]-11=11- 96|: 11=

(x:65+x:31):96 -(65-31):> X-31+X-65=96-65-31= 96x:96-65-31|:96:>
X=65-31=2015.

P:343\ Determinati suma a trei numere, stiind ca daca il adunam pe primul cu al doilea obtinem 1342,
daca 1l adunam pe primul cu al treilea obtinem 1343, iar daca il adunam pe al doilea cu al treilea
obtinem 1345. Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvare: Fie a, b, c, cele trei numere. Putem scrie urmatoarele egalitati:
a+bh=1342 , a+c=1343, b+c=1345 Adunand cele trei egalitati obtinem:
a+b+a+c+b+c=1342+1343+1345, de unde rezulta: 2a+2b+2c =4030, adica:
2(a+b+c)=4030, deci: a+b+c=4030:2=2015;
Asadar, suma celor trei numere este egala cu 2015.

P:344\ Un numar natural impartit la 11 se micsoreaza cu 80. Aflati numarul.
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

n:11=n-80 .Inmultim egalitatea cu 11, de unde rezulta n=(n—80)-11 sau n=11n—880. Inversam si
scriem 11n—880 =n adicd 11n—n =880 sau 10n =880 , n=88.

P:345\ Mihai si-a propus sa rezolve Intr-o saptamani de doui ori mai multe probleme decéat colegul
sau, Mircea. Astfel, el a lucrat in prima zi a saptamanii un numar de probleme egal cu catul numerelor
36 si 9, iar in fiecare din zilele urmatoare, a rezolvat cu cate doua probleme n plus fatd de numarul
problemelor din ziua precedenti. Cate probleme a rezolvat Mircea ?

Marinescu Gabriela, Buzau
Rezolvare:  Aflam cate probleme a rezolvat Mihai:
36:9+6+8+10+ 12+ 14 + 16 = 70(probleme)
Aflam céte probleme a rezolvat Mircea: 70 : 2 = 35(probleme)
Sau : Aflam céate probleme a rezolvat Mircea:
36:9:2+6:2+8:2+10:2+12:2+14:2+16:2 =2+3+4+5+6+ 7+ 8=235(probleme)

. Aratati ca oricare ar fi sase numere pare, exista cel putin doua a caror diferenti se imparte
exact la 10.
Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare:
Stiind ca numerele pare au ultima cifra para, iar cifrele pare sunt 0, 2, 4, 6 si 8, adica sunt cinci cifre pare,
deducem ca avand sase numere pare, cel putin doua dintre numere se vor termina cu aceeasi
cifra, deci diferenta lor va fi un numar care se termina cu zero, asadar, se imparte exact la 10.
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= Clasa a V-a

[ Tntr-o clasi sunt 30 de elevi. Daca doui cincimi din ei participa la concursul de
matematica si cinci sesimi la concursul de romana, aflati cati participa la ambele.
Claudia Popa, Berca, Buzau
Rezolvare: 12 elevi participa la matematica si 25 la romana, prin urmare 12+25 — 30 = 7 elevi
articipa la ambele concursuri;
. Sa se afle trei numere stiind ca indeplinesc urmatoarele conditii : primul este cu 11 mai
mare decat al doilea , al doilea este de patru ori mai mic decat al treilea , iar al treilea este cu 1
mai mare decat primul .
Marin Simion, Rm . Sarat
Rezolvare : Daca notam numerele cu x+11, X si 4x obtinem ecuatia 4x = x +11+1, care are
solutiax =4 .

CH:U. Determinati numerele naturale x, diferite de zero, care impartite la 1986 dau ca rest
patratul catului.
Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Din teorema Tmpartirii cu rest rezultd, x =1986-a+a” cua’(1986 = a {1; 2;3;...; 44} ,
atunci, multimea solutiilor este S = {1986 1+17;1986- 2+ 2%;....;1986 - 44 + 442}adicé
S ={1987;3976;.....;89320} .

G:502. Fie numarul a=111...1+222..2+......4+555..5 € N. Determinati cate cifre de 6 contine
2014 de 1 2014 de 2 2014 de 5
numarul a.
Cornelia Gurau, Moinesti, Bacau
Rezolvare: a=111...1+222..2+......+555..5=(1+2+3+4+5)-111...1=15-111...1=1666....65.
2014 de 1 2014 de 2 2014 de 5 2014 de 1 2014 de 1 2013 de 6
Numarul a contine 2015 cifre, iar cifre de 6 sunt Tn numar de 2013.

[€R0K]. Sii se calculeze A™™, unde A=2%"°_2%01 _22_  _22_2_1,
Nicolae Ivaschescu, Craiova
Rezolvare: Se calculeaza din aproape in aproape diferenta a cate doi termeni consecutivi,

22015 _ 22014 — 22014
MM _ 8 _ g8 92_2-22-1=1,asadar, A=1 A®® =1,
Altfel, A= 2% — (21 1 %13 | 422 1241y = 225 — (225 _1) =1,

[€R4. Scrieti numarul 169" ca suma de doua patrate perfecte.
Gheorghe Déarstaru, Buzau

Rezolvare: 169" = (12°+5%)-169"" = (12° +5°)-(13")" =(12-13") +(5-23")".

[ Dupi ce se amplifica prin 3, o fractie subunitari devine simplificabil cu 6. Aflati
fractia, stiind ca termenii ei sunt cuburi cu suma 224.

lon Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Cum 6= 2.3, fractia se va simplifica si prin 2, deci are termeni pari si cum 8 +216=

. : 2° 8
224, atunci solutia este —=—.
6° 216
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[EB0. Aritati ci numerele a=2°+2"+22+ 2% +...+2°si b=32"° —1 sunt egale.
Alexandru Elena-Marcela, Baia, Suceava
Rezolvare: a=2"+2"+22+2%+.. . +2°"
a=2"+2"+22 428+, 42
2a=2'+2+2°+2'+. . +2" 5 2a=a+2"" -1 a=2"-1
si b= (2" ~1=b=2""° 1 Deci a=b.
[EBYl. Aritati ca numarul 2013-2014- 2015+ 2014 este cub perfect.

Radu lon, Bozioru, Buziau
Rezolvare: 2013-2015=(2014—-1)- (2014 +1) = 2014% —1.

2013-2014-2015+ 2014 = 2014(2013-2015+1) = 2014(2014° —1+1) = 2014°.

Rl Aflati numerele naturale de forma ab cu proprietatea ciab+ba si ab—ba sunt pitrate
perfecte.
lonel Tudor, Calugareni, Viorica Dogaru, Giurgiu

Rezolvare:ab+ba=11(a+h), ab—ba=9(a-b)=a+b=11si a-be{L4;9}. Infinal se
obtine ab = 65.

G:509. Daca a,b,c >0, astfel incat abc =1, sa se arate ca : be ca

+ + =1.
l+a+ab 1+b+bc 1+c+ca
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

1 <
Rezolvare: Avem: — 22 o= ¢ 1= 1 si EC - 1ac = c
l+a+a l+at™ l1+c+ac  1+b+bc 1+ 54+ 5. l1+c+ac
c ac ac
ab bc ca 1 c ca _l+c+ac

+ +

= =1.0J
l+c+ac 1l+c+ac 1+c+ac

Deci,

+ + =
l+a+ab 1+b+bc 1l+c+ca 1l+c+ac

[EHNY. Suma a ”p” numere naturale consecutive, este 2015. Care sunt aceste numere , daca ”p” este
un divizor , numar natural prim, al lui 2015 ?

Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: Maiintai avem: (X + 1) + (x + 2) + ... + (x + p) = 2015, de unde obtinem relatia

ox+ P(P+D)

p=5 si x=400, iar cele 5 numere sunt 401, 402, ...,405. p=13 si x=148, iar cele 13 numere. sunt
149, 150, 151, ...,161.
p=31 si x=49, iar cele 31 numere sunt 50, 51, 52, ...,80.

=2015. Divizorii primi ai lui 2015 sunt : 513, 31. Relatia este verificata pentru:

= ClasaaVl-a

[eRIN]. Daci ab este numar prim , aflati cati divizori are numarul n = ababab .
Marin Simion , Rm. Sarat

Rezolvare : Descompunerea numarului natural n este n = ab-3-7-13-37.
Daci ab=13si ab#37 = n= ab-3-13-37-7 care are 32 divizori .

Daci ab=13=n= 3-7-132-37 care are 24 divizori .

Daca ab=237 =n=3.7-13-37? care are tot 24 divizori .
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EHIW). Rezolvati in Z x Z ecuatia: |x— 2010|+ y’ -3y =4, Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:
Ecuatia datd este echivalenta cu

x—2010[+(y-2)(y-1)=6, X,y € Z=|x—2010/eN,
(y—=2)(y-1) e N. Deoarece produsul a doua numere intregi consecutive este par si pozitiv, avem
posibilitatile : [x-2010[=0, (y-2)(y—1)=6saulx—2010|=2, (y—2)(y-1)=4 sau
[x—2010[=4, (y—-2)(y-1) =2 sau |[x—2010|=6, (y-2)(y—1)=0de unde se obtin solutiile:

S ={(2004;1), (2004; 2), (2006;0), (2006; 3), (2010; 1), (2010; 4), (2014; 0), (2014; 3), (2016;1), (2016; 2)} .

. Aflati masura unghiului al carui suplement este de 91 de ori mai mare decat
complementul sau.

Nicolae Ivaschescu, Craiova
Rezolvare: Notam cu x masura unghiului cautat. Atunci, 180 —x =91-(90—x) = x =89° .

G:514. Fie multimea AZ{XEQ

multimii A.

m ,
X=—,meD,,ne D4} . Calculati produsul elementelor
n

Cornelia Gurau, Moinesti, Bacau
Rezolvare: Divizorii lui 8 sunt 1, 2, 4, 8 si ai lui 4 sunt 1, 2, 4. Se considera toate combinatiile,
care sunt in numar de 12, se efectueaza calculele si se obtine 64.

806 2013

. y+4
X+22015 $| y+71342
Gheorghe Déarstaru, Buzau

G:515. Sa se compare numerele rationale pozitive

, VX,yeN.

X+5"°  x+25" y +64°"

Rezolvare: = ,
X+2%0%%  x4+3248 y +49°

> 1

[EHYS). Suma si catul a doua fractii au valoarea ne N*. Comparati fractiile si determinati
fractiile pentru n=2015.

lon Stanescu, Smeeni, Buzau
2

Rezolvare: Din a+b=n, a:b=n—=a= n ,b:L. Evident, a este mai mare decat b.
n+1 n+1

. Determinati toate numerele naturale n astfel incat n(n” +3n + 2) si fie pitrat perfect.

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Observam ca n(n® +3n+2)=n(n+1)(n+2) .Avem:(n,n+1) =1si (n+Ln+2)=1.
Deci (n+1,n(n+2)) =1, rezulta ca n+1si n(n+2) sunt simultan patrate perfecte. Fie a,b e N

A A n+l=a’ 4 2 2 2 2 .
astfel Tncat =2a -b°=1=(@"+b)(a"-b)=1=a"-b=1si
n(n+2) =b*
a’+b=1=a’=1,b=0=n=0.

3n+2 cifre

G:518| Gasiti forma ireductibila a fractiei 290290290...29029 , neN",
140140140...14014

3n+2 cifre

Sorina Vacarean, Cluj-Napoca
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Rezolvare: Pentru n=1, 29029:29 si 14014:14, caturile Tmpartirilor f||nd 1001 astfel ca fractia

29029 se simplifica cu 1001, forma ei ireductibila fiind @ Pentru n=2, 29029029:29 si

14014 Lgrope 14

14014014:14, céaturile impartirilor fiind 1001001, astfel ca fractia 29029029 se simplifica cu
14014014

1001001, forma ei ireductibila fiind Q' Pentru n=3, 29029029029:29 si 14014014014:14,
o 14

2grupe

caturile impartirilor fiind 1001001001, astfel ca fractia 29029029029 se simplifica cu 1001001001,
[y ———

14014014014

3grupe
forma ei ireductibila fiind % . Generaliznd, numaratorul fractiei date este divizibil cu 29, numitorul

cu 14, caturile mpartirilor fiind egale cu 100100100...1001, numar cu care se simplifica fractia,

n grupe

forma ei ireductibila fiind %

€M) Fie triunghiul ABC, in care | este centrul cercului Tnscris. Facem notatiile :
X = m(@?:)—m(,&), y= m(m)—m(ﬁ) si z= m(KI\B)—m((AZ) . Aratati ca numerele x, y, z pot
fi masurile unghiurilor unui triunghi ascutitunghic.

Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Din triunghiul BIC, A

m(B) + m(C) 180° —m(A) _
2 2 N

— m(BIC) =180° — = 180° -

~360°—180° + m(A)
2

_ 900 + A

m(A)

Deducem ca x =90° + —m(A) =90° - m(A) (1)

Analog, obtinem : y =90° —% (2) si z=90° —@ (3).

Cercetand relatiile (1), (2) si (3), constatam ca numerele x, y si z pot fi masuri de unghiuri ascutite.

Tn plus, calculand suma x +y+z, obtinem : x+y+z =90° — (A) +90° - m(B) +90° - m(ZC)
7\ 5 ~ 0
_970° — m(A) + mgB)+ m(C) _ 2700 — 180 _180°.

Asadar, numerele X, y si z pot fi masurile unghiurilor unui triunghi ascutitunghic.

€. Tn triunghiul ABC isoscel fie M mijlocul bazei [BC], P< AMsi N e MB astfel incat
[MP]=[MB] si [MN]=[MA]. Aratati ca NP L AC.
Alexandru Elena-Marcela, Baia , Suceava

Rezolvare: MP —% = ABPC dreptunghic in P.
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[€}yAl. Pe dreapta d se iau punctele A, B, C, D, E astfel incat AB=1cm, BC=2AB, CD=2BC,
DE=2CD. Se construiesc apoi triunghiurile echilaterale ABF, BCG, CHD, DIE (F, H de o parte
aluid; G, | de cealalta parte). Demonstrati ci : HE=CI, GILGH, iar daci HFNd ={Q}

aratati ca punctele Q, G, I sunt coliniare, iar [QA este bisectoarea unghiului G/Q\H :
Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:
AHDE = ACDI(LU.L)
In triunghiul GHI avem GH=6cm, HI=12cm iar

m(<GHI)=60° de unde obtinem ci triunghiul GHI este
dreptunghic in G, deci GI L. GH.
Analog ca la punctul b). obtinem ca AGEH este

dreptunghic cu m(<GHE)=30° , atunci putem obtine ci
triunghiul QHC este isoscel, de unde m(<HQC)=30° si
QC=4cm. Din triunghiul dreptunghic QEG obtinem
m(<HQG)=60"iar apoi m(<GQA)=30°. (1) Din
triunghiul dreptunghic AQIE obtinemm(<EQI)=30° (2).
Din relatiile (1) si (2) se obtine coliniaritatea punctelor Q, G, I.

Din m(<HQC)=30° si m(<GQA)=30° rezulta ca [QA este bisectoarea unghiului <GQH

= Clasaa Vll-a

a+2 b+8 . . . -
G:522. Daca 1 = 012’ a,b e N* atunci, sa se determine valoarea maxima a raportului b
a-— +
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

Din relatia data se obtine (a+2)(b+2)=(a-1)(b+8)=2a—-b=4. Cum asi b sunt naturale, rezulta
ca b trebuie sa fie un multiplu de 2, asadar, b =2k, ke N*,

Atunci, a= 4—;b = 4+2K =k + 2 = raportul %= % ia valoarea maxima daca si numai daca
K+2 > (k+D+2 (k+2)(2k +2) > 2k(k+3) = 4 >0, (adevarat). Asadar, valoarea maxima a
2k 2(k+1)
raportului se obtine pentru k=1, rezultand, %: g
Altfel, %:%:%+%este maxim daca % este maxim iar aceasta se intdmpla pentru k minim,
adica k = 1.
2 2 2 2 2 2
G:523. Rezolvati ecuatia X ~2014 X 2014 T 20147 _ 0
2 3 2015

Claudia Popa, Buzau
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Rezolvare: (x2 —2014% )G+—+ ..... +—j 0= x=42014.

J2 6 J_ 4058210

G:524|. Aratati ca —+? - .t 2029 <1007. Gheorghe Déarstaru, Buzau
Rezolvare: Cum — 1 \/— Sl £ 1 \/_ Si, ..... ,—'4058210 l Prin insumarea
a+b 2 3 2 2’ 2 4029 2

relatiilor de mai sus se obtine relatia din enung.

. Determinati  toate  perechile (x, y) de numere intregi astfel Tncat:
X2y% = X2 —xy—x—y* +y+2=0.
D.M.Baitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: x°y*—x*—xy—-x-y’+y+2=0<
X2y x> -y’ +)-(xy+x-y-1) =0
& (K =D(y* =) -(x-D(y+1) =0 < (x=1)(y +D[(x+D(y -1 -1] =
Asadar avem doua familii de solutii: (x,y) = (L, a) si (X,y) = (b,~1), unde asi b sunt numere intregi,
precum si solutiile care provin din (x+1)(y-1)-1=0.
X
Solutiile intregi ale ecuatiei (x+1)(y-1)-1=0< (x+1)(y-)=1< {y 1-1 sau
sunt (x,y)=(0,2) respectiv (x,y)=(-2,0). Prin urmare ecuatia are solutiile :
(x,y) € {1 a);(h,-1);(0,2);(-2,0)} , unde aeZ,beZ.0

+1=1 X+1=-1
y—-1=-1

G:526| Pentru a,beN*, si se arate ci (1+b) y1+n- E vneN\{0;1},si si se compare

numerele 3°"si 7.2%% lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Inegalitatea data este echivalenta cu inegalitatea lui Bernoulli:

@1+x)">1+nx, Vx,neR,x>-1,n>0.

2014 9) 521007 1008 1008 1008
33025 - ° 31008 ° 1008 2. (gJ = i(lJr 1) >i(1 @}_(1 126) 7= 3%H7.2%%,
2 2:2 18-8 18 \ 8 18 8 8

€RP¥ Determinati numarul solutiilor intregi ale inecuatiei: |x|+|y|(2011.
Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Suma |x|+|y|poate lua 2011 valori distincte de la 0 la 2010; Rezult, |x|+|y|=0are o

singurd solutie, (0;0). |x|+|y|=1are 4-1=4solutii, (-1,0),(0;-1),(0;1), (1;0); |x|+|y|=2 are
4.2 =8 solutii si asa mai departe, ... |x|+|y|=2010are 4-2010 =8040 solutii. Numarul tuturor

solutiilor este egal cu 1+4-1+4-2+....+4-2009+4-2010:1+4-w:8084221.

G:528| Aritati ca suma S = 2014 + 2014 + 2014 +...+& este un numar natural divizibil cu
1.4 4.7 7-10 2011-2014

11. Alexandru Elena-Marcela, Baia , Suceava

Rezolvare: 8:2014-(4_1 7-4,10-7 Mj 1_

+ + +...+
1.4 4.7 7-10 2011-2014 ) 3
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]:>S = 2(23 =S5=671=5=11.61:11.

[EBFX). Determinati cele mai mici numere naturale nenule a, b si ¢, stiind ci a si b + ¢ sunt
proportionale cu 2 si 14, b si ¢ + a sunt proportionale cu 5 si 11, iar ¢ si a + b sunt
proportionale cu 9 si 7.

Constantin Apostol,Rm. Sarat
Rezolvare: Din datele problemei, putem scrie :

" " ] 1l4a—-2b—-2c=0
E:i, == c+a, c_ar = ¢-5a+11b—-5c =0. Fiind un sistem omogen, din primele doua
2 14 5 11 9 7
—9a-9b+7c=0

ecuatii se obtine 9a=2c, 9b=5c . Cum a,b,c trebuie sa fie cele mai mici, se ia c= 9 de unde se obtine
a=2, b="5.

~

G:530 In patrulaterul convex ABCD avem m(A):70°, m(@):SOO,
=100°, [BC]=[DC]. Aritati ci: [BC|=[AD].
Radu lon, Bozioru, Buzau
Rezolvare: Consideram punctul M e(AB) astfel incat [BC]=[CM] si obtinem ca in triunghiul

ABCM . m(C)=80°. = m(MCD)=60°= A CMD este echilateral si ci A ADM este isoscel
de unde [AD]=[DM | si in final [BC]=[AD].

€WKI|. Tntr-un trapez laturile neparalele sunt congruente cu baza mici . Stiind ci unul din

unghiuri are misura de 120°, iar distanta dintre mijloacele diagonalelor este de 12 cm,
determinati perimetrul si aria trapezului.
Marin Simion, Rm. Sarat

Avand laturile neparalele congruente trapezul este isoscel . Cum un unghi are 120°, atunci unghiurile
alaturate bazei mari au cate 60°. Construim BM ||CD . Patrulaterul BCDM este romb . Deci AB =

BC = CD = DM = MB = a .Triunghiul isoscel ABM are un unghi de 60°, deci este echilateral ; AM
=-a.
P wco=AB+BC+CD + DA =2a+a+a+a=5a.Cum distanta dintre mijloacele diagonalelor , EF

=12cm, |arEF—B—b=2a a:E:a 24cm.
2 2 2

a’\3
4

Pascp=5-24=120cm A 5op=3" Ayep =3- = 432+/3 cm?. (triunghiurile ABM ,BCM, MCD

sunt echilaterale)

. Se considera rombul ABCD de centru O si fie E€ AC, iar BE AD={F}, BE ~ CD={M},
BD N CF={P} si MPBC={N}. Aratati ca punctele N,O,F sunt coliniare daca si numai daca
2AE=EC.
Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:
BFDC este trapez , P este intersectia diagonalelor trapezului si atunci MP intersecteaza pe BC in N

care este mijlocul lui [BC].
[ON] este linie mijlocie Tn triunghiul BCD si deci NO||CD (2).
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"1". Relatia 2AE = EC este echivalenta cu AE = 1 E l AE = E
EC 2 AC 3 A0 3
Ceea ce face ca E sa fie centru de greutate si [BF ] sa fie mediana , iar de aici [OF ] linie mijlocie Tn
triunghiul ABD, deci OF || AB (2). Din (1) si (2) obtinem coliniaritatea punctelor N, O, F.
“I1I””. CD|| AB sicum O = mijlocul lui [BD] = [OF] linie mijlocie in AABD , = [BF],[AQ]
AE 2 AE 1

mediane , = E este centru de greutate (BFNAO={E}), > —=—, = —— == deunde se
AO 3 AC 3

obtine concluzia 2AE=EC.

= Clasa a Vlll-a

eRXK) Rezolvati ecuatia x+[x]={x}+54, xR, unde [x] reprezinti partea intreagi a lui x.

Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Din x =[x]+{x} ecuatia data devine 2[x]=54 = [x] =27 = x €[27;28).

R Si se determine cel mai mic numar natural n, pentru care numarul ~/n are primele
doua zecimale 99.
lonel Tudor, Calugareni, Viorica Dogaru, Giurgiu

Rezolvare: Daci [\/ﬂ =meN*= m,99</n(m+le (M+0,99)? <n(m?+2m-+1, de unde rezulti

0,99°

m) 5= 49,005. Asadar, m =50 iar n= [50,99]2 +1=2600.

E 9. Aratati ca pentru orice numar real x > -1 avem \/Zx +11-642(x+1) ( — X+9

Gheorghe Darstaru, Buzau
Rezolvare:

J2x+11-6,/2(x +1) _\/ J2(x+1) - ‘1/2(x+1 3‘(‘./2(x+1‘+| 3= 2(x+1) +3.
Din inegalitatea mediilor, /2(x+1 s2+;+1:X;3 «/2(x+1)+3<XT+3 3—)(—ng

2
G:536| Calculati A" stiind ci
( a-1  1-3a+a’® 1 ) a’+l
3a+(a-1)*> a’-1 a-1) 1-a

(@’ +a+1), aeN*\{1}.
Nicolae lIvaschescu, Craiova

a-1 1-3a+a’ ! 1 (a +a+l) =
a+a+l (a—1)(a’ +a+1) a-1 +1
_(a-1)°-1+3a a’-a’-a-1 —(a 1)‘(a2+a+1):_ a’ -1

(a-D(@*+a+1) Ca?+l a’+1

Rezolvare: A= {

=1, AP =1,

[CHRYl 1) Aratati ca oricare ar fi a <R are loc inegalitatea:
J4a-1)% +8(a—1) +13+/5(a—1)? +10(a—1) + 21 ++/6(a—1)% +12(a—1) + 31 12,
Alexandru Elena-Marcela, Baia , Suceava
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Rezolvare: +J4(a—1)? +8(a—1)+13+./5(a—1)° +10(a—1) + 21++/6(a—1)? +12(a—1)+31 =
=J4a?+9 +/5a2+16 +v6a2+25 >~/9++/16 +/25=3+4+5=12 .
[€ReXL]. Rezolvati ecuatia
n-3
\/(4ﬁ—1—5—52—...—5“)(10Jén+4ﬁ—1—5—52—...—5“)+75n2=:5 ] L 47-5/3. neN, n>2.

Sorina Vacarean, Cluj-Napoca
Rezolvare: Notam expresia de sub radical cu a, iar suma 1+5+5° +...+5" cu s. Avem:

a=(4\/7—s)(10\/§n+4\/7—s)+75n2. Notam 447 —s cu x. Astfel, a= x(lO\/§n+x)+75n2 =

= X% +10+/3xn + 75n :(x+5\/§n)2 . Tl inlocuim pe x si obtinem a =(4ﬁ—s+5\/§n)2. Cum

n+l

5n+1 _1
S =

2
,urmeaza ca a= {4«/_— +5\/§nJ . Membrul stang al ecuatiei, respectiv Ja, este

, Intrucét a este patrat perfect. Cum expresia din modul este negativa pentru

5n+1_l
4T - 1 +54/3n

n+l 2n-3
orice numar natural n> 2, ecuatia se scrie —4+/7 + > . ! 532 n L 4y7-543n, de unde

5™ =5°"3 i de aici n=4.

Xty x-y_26
G:539. Si se rezolve In RxR sistemul { X—-y X+y 5. Claudia Popa, Buzau
x*+y® =13
Rezolvare: Notam u:t:t+%=?:>te{5%}. Dint=5=> x+y:5(x—y):>x=3?y.
X=y

Din ecuatia a doua a sistemului, rezulta y=+ 2= x=%3. $={(3;2),(-3-2)}.
Analog, pentru t :%: S ={(3-2);(-3:2)}.

RN, Fie a,m,peR,, cu m=1. Stiind ca a,=am+p, a,=am+p,---, a, =a, ,M+p si ci
a, =a,, calculatisuma S=a,+a,+---+a,.

Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Din datele problemei deducem :

a,=am+p;
a, =a,m+p=(am+p)m+p=am’+mp+p;
a;=a,m+p=(@m’+mp+p)m+p=am’+m’p+mp+p;
a, =a;m+p=(@m’*+m’p+mp+p)m+p=am*+m’p+m’p+mp+p
Din a, =a,, rezulta :
am+p=am*+m’p+m’p+mp+p < am-am* =m’p+m’p+mp <
& a—amP=m’p+mp+p < al-m¥)=p(mM’°+m+l) <

_Pp

< all-mA+m+m?)=p(m*+m+1) < all-m)=p < a=g .
—-m

Avem, deci, alzlL-m+p: mp+p-mp __P

-m 1-m 1-m

,adica, a, =a.
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Analog, aratamca a, =a, s.a.m.d.  Astfelavem: a=a, =a,=a,=---=a,, deci, Szl—p.
-m

YN Sa se arate ca : triunghiul ABC este dreptunghic isoscel daca si numai daca

_ (a+b)yab
4

S (notatiile sunt cele obisnuite).

D.M.Biatinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare :

2
"=" Daca a =D sitriunghiul ABC este dreptunghic = S = a? = (a+ 6411)\/5 = (a+ Z)\/% .

"<"Sestieca R = i—bSC.Observém casS = % < R(a+hb) = c/ab
Deoarece R(a+b)=c+ab si c=2RsinC = R(a+b)=2R+absinC =sinC = ;\/Jr_z
a

Din inegalitatea medie aritmetica-medie geometrica avem ca :

>1= sinC=1=C=90%,a=b,c=av2.0

sinc = 2*DP
2/ab

Solutia a doua (Titu Zvonaru):

(a+l21)@=abszmc Sa?bzaersZ\/%@(x/E—x/B)z <0=a=hC=90".

€Y. Aratati ca intr-un trunchi de piramida patrulatera regulata in care o fati laterala
formeazi cu planul bazei mari un unghi de 30°, raportul dintre aria sectiunii diagonale si aria

unei fete laterale este egal cu cos 45°.
Marin Simion , Rm. Sarat

M)

30°

Unghiul dintre o fata laterala si baza mare este unghiul format intre apotema trunchiului MM’ si
apotema bazei mari OM adica M 'MN ; deoarece are 30°, din triunghiul dreptunghic M’MN

- A

obtinem ca 2NM’ = M’M , adica 2h = a,, unde h reprezinta Tnaltimea iar a, apotema trunchiului .

SBCC.B.:% cdara,=2h = Sy =h-(L+1) ;
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\/_ (L+|) h ‘/_ Sacen \/E
T S 2

Spcca
ACC'A" _ 0
ACC'A'™ 2 2 BCC B’ = =C0s45".

SBCC'B' BCC'B’

TR, Fie patratul ABCD de latura AB=28cm, iar Ee CD astfel incat 3DE=EC si
AC N BE={P}. Fie PH_L (ABC), PH=2+/6 cm. Aratati ca HB=HD. Calculati HA, HB, HC si
HD . Aflati masura unghiului diedru plan dintre (HBD)si (ABC).

Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: Din ACnBE={P} si AC~BD={0}, iar ABCD patrat=
ABPD este isoscel( caci OP= mediana, inaltime), = BP = DP , atunci AHPB = AHPD (C.C.) de
unde HB=HD.
b) Avem AABP ~APEC pentru ca (ABIICD )

BP AB BP AB BP 4
—= de unde = jar apoi — =—.
PE EC BP+PE AB+EC BE 7
Pe de alta parte avem
2
A pae =A pac - A gee = '8 unde I=AB, dar A . = % si cum BD=1~/2
. 1v2 .
obtinem ME=——, unde ME L BD. Cum si OP L BD = ME//OP
8
= AOBP ~AMBE = op _PB Tnsa Ll = 4 si atunci OP—% = i =242 cm. Atunci
ME BE ' BE 7 7 14

AP=A0+0P=16+/2 cm, de unde HA=24/134 cm, apoi PC=0C-OP=12+/2 cm, iar HC=2+/78 cm.

Cum PB=PD=20cm, obtinem HB=HD=2+/106 cm
c) Aplicam teorema celor trei perpendiculare si obtinem HO L BD si cum (HBD) n (ABC)=BD, iar
OP L BD, rezulta ca unghiul diedru < ((HBD),(ABC)) = <(HOP) .
—\ _HP 26
Tn AHOP dreptunghic, avemtg ( HOP =+/3 ,deunde m(HOP)=60°.
Ptung g( ) oP 2\/5 ( )

= ClasaalX-a

(MRYE. Si se determine me R\{—l;l} astfel incat ecuatia (m”-1)-9* +(m+1)-3* +2=0 sd aibd o

singura solutie reala.
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

Notam 3* = y)0, de unde rezulti ci ecuatia (m*—1)y+(m+1)y+ 2= 0are o singura solutie reala
daca si numai daca verifica conditiile: A)0 ,(1)si P=1y,-Y,(0, (2).

Din (1) rezultd, (m+1)*>—4(m*-1)-2) 0= -7m*+2m+90= me (—1; %) .

Din (2) rezulta vy, -y,

se obtine solutie dubla pozitiva.
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L:376|. Aratati ca numarul a = \/99 ....... 9+200...02 este natural. Gheorghe Darstaru, Buzau
— —
2014 cifre 1006 de 0
Rezolvare:
Observam ci 99.......9=10"" -1, fie calculim
%,_/

2014 cifre

102014 _ 1

99.......9=9(10°" +10°* +...+10+1) =9- =107 -1, jar 200....... 02=2-10""" +2. Atunci,
N —

2014 cifre 1006 cifre

a =107 +2.10° +1 = /(10°™ +1)* =10"” +1eN.

. Si se rezolve ecuatia [2x+2015]—[x+2016] = {x+2017}.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Din {x+n}={x}, VneZ = {x+2017} ={x} . Partea stanga a ecuatiei este un numar fntreg, atunci
rezultd {x} e Z = {x} =0= x e Z. Asadar,2x+2015€Z, x+2016eZ =

[2x+2015] = 2x+ 2015, [x+2016] = x+2016 . Dupa Tnlocuire Tn ecuatia data, rezulta x=1.
Generalizare: [2x+n]-[x+m]={x+p}, m,n,peZ=x=m-n.

30 (35) [(42Y
— |+ = | +| =
: o U7 6 5
L:378. Sa se arate ca >1 VxelR.

5 +6*+7"

lulianaTrasca, Olt

Rezolvare:
B o1 4 4]
7 6 5 2 7 6 5
Sl @8-
2 7 6 7 5 5 6
2%-2-(5x +6" +7X) =5 +6* +7*. Am folosit inegalitateaa+1 >2 VaeR
a

Altfel , se utilizeaza inegalitatea a® +b? +c? > ab+bc +ca, si rezulta

30" (35) [42Y 30 35) 35 42\ 42 30\ _, -, ..
— | H = = 2= = F|=——=| +:| == | =5 +7"+6".
() 2 2 29

(Solutie data de dl. Titu Zvonaru)

2x% +2x—4
X2 —X+2

D.M.Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

2x% +2x—4 Ax — 4% — -
5 * =2+—; 8 . VVom arata ca 2—8 <1. Intr-adevar: deoarece
X" —X+2 X" —X+2 X5 —X+2

L:379. Aflati numerele reale x, astfel incat raportul sa fie numar natural.

Rezolvare: Avem:

, 1y 7
XS =X+2= X—E +Z>0,deducem:

4x -8
X2 —X+2

2
<1<:>4x—8<x2—x+2c>x2—5x+10:(x—gj +%>0,adevératﬁ.
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Pentru ca 24X 8 <1, 24X 8 €z, 2X2+2X 42y 24X 8 eN, rezulta
X°—X+2 X" —X+2 X" —X+2 X" =X+2
24)(—_86{—2,—1,0},de unde obtinem: x —2;_3_@;_3“/@;1;2 .
X°—X+2 2 2

’b b>+2) a*+2
[L:380| Demonstrati inegalitatea 3/a2b’c? < 23+ ab"+2) a0+ Za,unde a,b,c>0.

18

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Aplicand inegalitatea mediilor avem3%/ab2c? = 33\*/a2(bzc)c <a’+b’c+c,siinca b
inegalitati analoage, care prin adunare conduc la inegalitatea de demonstrat. Avem egalitatea daca

L:381|. Rezolvati ecuatia F ; X} +{7 _42)(} +{7 _43)(} = 5X8_3 , X e R.Sorina Vicarean, Cluj-Napoca

Rezolvare: Notim | X |=a (1), =2x1_y (2), =3¢ (3) i X-3_ 4 (4),
4 4 4 8

a,b,c,d e Z. Ecuatia se scrie a+b+c=d (5). Din (1) rezulti ca as%<a+1 (6), din (2)

7—2X 7 —-3x

rezulti ca b < <b+1 (7), iardin (3) rezultaci c<

<c+1 (8). Adunand membru cu

membru relatiile (6), (7) si (8) obtinem a+b+c< X <a+b+c+3, de unde, conform relatiei

21-6x 8d+3

(5), rezulta ca d < <d+3 (9). Din (4) 1l exprimam pe x in functie de d, x=

20d <87-48d

87 —48d .
—_— si de
87 —48d < 20d +60

(10), pe care il inlocuim in (9), obtinand d < <d +3, de unde {

aici d e(%%} Cum deZ urmeazi cd d =1, iar din (10) rezultd ca x:l—sl. Tnlocuind 1n

ecuatia data obtinem 24 + 13 + 2 :g, de unde 1+0+0=1, ceea ce este adevarat, astfel ca
20 20 20| 8

11 . .
X = T este solutia ecuatiei.

[IKIYI. Se considera numerele reale pozitive a,b,c , astfel incat a+b+c+2 <abc.
ab bc ca 1
+ + <=,
(2+a%)(2+b*) (2+b*)(2+¢%) (2+c?)(2+a°) 3
Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare: Pentru Tnceput avem inegalitatea evidentd (x— 2)2 (x2 + X +1) >0=>

Demonstrati inegalitatea:

(x2—4x+4)(x2+x+1)20:> X x4+ X2 =4 —4X2 —AX+4X° +4X+4>0=>

x4—3x3+x2+420:>x“+4x2+423x2(x+1):>(x2+2)223x2(x+1):> ZX < 1
X“+2 [3(x+1)
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Aplicand ultima inegalitate pentru numerele a,b,c obtinem
ab 1 bc 1 ca 1

(2+2°)(2+b°) : 3,/(a+1)(b+1) (2+07)(2+¢?) : 3,/(b+1)(c+1) (2+¢%)(2+2°) : 3,/(c+1)(a+)
unde

, de

ab bc ca 1 1 1 1

<z+a2><z+b2>*<z+b2><z+c2>*<z+c2><z+a2>%Uauxmn*¢<b+1><c+1>*¢<c+1><a+1> )

%[{ aiﬂJ{\/g]{ CLHJZJ;(a11+b11+CiJ 2 o(Leb)(L40) {Lr0) 1) {14 14D) <

(1+a)(1+b)(1+c) <=3+2(a+b+c)+ab+bc+ca<l+a+b+c+ab+bc+ca+abc < 2+a+h+c<abc,
care reprezinta conditia din ipoteza.

(MR Daca n paralelogramul ABCD, punctele M , N,P,Q sunt mijloacele segmentelor

BC|,[CD],[MC],[CN| atunci: AM + AN + AP + AQ = Bac.
[BC]. [CD].[MC],[CN]

SN

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

Rezolvare: AM = ~AB+~AC ., AN =~ AC+~AD,AP--AC+LAB, AO=-AC+1AD
2 2 2 2 4 4 4 4
AM +_N+_P+A_:%_C,

(1% Fie ABC un triunghi oarecare de laturi a , b , ¢ , A’B’C’ un triunghi de laturi
A B
(a',b',c'):(\/g,\/B,\/E) si A”B”C” un triunghi de laturi (a",b",c"):(cosz,cosz,cosg). Notam

cu R, r razele cercurilor circumscris , respectiv inscris in triughiul ABC si cu m,,m, , respectiv h_,h,
medianele , respectiv Tnaltimile corespunzitoare laturilor a’ si a” ale triunghiurilor A’B’C’ si A”B”C”.
.. R _m2m}p? .
Demonstratica : — 2> ———"— . Vasile Jiglau , Arad
ha ha
Rezolvare: In “Crux mathematicorum “, problema 2732 (‘autor M, Bencze ) apare formula

a’+b’+c® _m L o
2 (1) iar in lucrarea “Abordare globala a geometriei triunghiului “, Ed. All , 1996,

S 4sv3 h_a ’
2 2
autori Florea C , Florea D, pag. 65, 66, apar formulele  ~cos? ?cos2 % - p‘ﬁ:%r) (2),

2 2
2 % ®) 2008 S =T 0R @

o A [p(p-a) . : _
care se demonstreaza imediat cu COSE = b— si analoagele , precum si cunoscutele :
Cc

ab+bc+ca=p>+r’+4Rr (5) sia’+b°+c*=2p*-2r°-8Rr (6)

2.COoS

a ) Aplicand formula lui Heron pentru calculul ariei unui triunghi in triunghiul AA’B’C’, avem :
A B A
1657 =23 cosZEcosz E—Zcos“E de unde rezulta , folosind (2) si (3) , ca:

2

2 2
2p +(4R+1)* (4R+1)’-p* p a5 - P

16S* =
16R? 8R? 4R? 2R
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2 2R _4R+r>%:>(4R+r) 2ma

483 Pz py3 h T 3p" b

()

b ) Aplicand din nou formula lui Heron in AA”B”C” avem :

165" =2¥ab—Xa’ =2p° +2r> +8Rr —2p* +2r° +8Rr = 4r> +16Rr , si de aici

4S"=2,/r(4R+r) . Aplicand din nou (1) , obtinem :
at+b+c P Zm_";:> p’ Zm; @®)

23 Jr(4R+1) J3r(4R+r) h, " 3r(4R+r) h?

Avand n vedere (7) si (8) , este suficient sa demonstram ca

R_@R+r)*  p’

2r  3p°  3r(4R+r)

< 9R>2(4R+r) < R>2r care este adevarata ( inegalitatea lui Euler ) .

= Clasa a X-a

. 1 1 1 1 . .
-L:385.Aréta;| cd|l+—=+—+...+ + =87,unde [x|reprezinta partea intreaga a lui
{ V2 3 /1960 \/1961} [
X. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Din 2(\/n +1—\/ﬁ)<%<2(\/ﬁ—\/n—l) rezulta
n

lgfz(ﬁ—ﬁ) (L 1imz(JE—Jﬁ), 1iﬁlz(JM—\/E):&/19@—2:86,58
k=1 k:l\/E k=1 k=1

ZZ(«/E —Jk —1) = 24/1961 = 88,56 . Cu ajutorul calculatorului se arata ca suma de fractii este egala
k=1

cu 87,1173, prin urmare, partea sa intreaga este egala cu 87.

L:386] Sa se rezolve ecuatia 729" +6-27* +12 +% =27 . (enunt corectat)

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Notim 9* +3%: y)0= y* =729 +6-27* +12+% = y*=27= y=3. Atunci, din

9X+3£X:3:>3X =1=x=0.

[IBelY(. Sa se determine ne N, n>2 pentru care {1+ 2nvn+n? =1++/n .

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Pentru n=2 rezultd v/5+4~/2)1++/2, deci nu e solutie;

Pentru n>4= (L1++n)" =1+ nyn+n/nC2 + > C44n" ) 1+nvn +n- n(n2—1) +Cnn )
k=4
) 1+2ny/n +n? ceea ce constituie 0 contradictie. Singura solutie este n=3 deoarece

(1++/3)° =1+ 63 +32.
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R Sa se demonstreze inegalitatea 2-log, 2014 +13-log,,,, 2 > 10
Elena si Constantin Ciobica, Falticeni
Rezolvare: Notam log, 2014 =a > log, 2=1= a > 1. Inegalitatea devine:

2a+23510= 2a% ~10a+13>0=a> —4a+4+a’—6a+9>0. (a-2)"+(a-3)">0,vaeR
. .

[etI] Rezolvati ecuatia: cos3x —4sin”x+2=0.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: cos3x—4sin? x+2 =0 < cos3x + 2(1—2sin? x) = 0 <> cos3x +2cos2x = 0, unde
inlocuim cos3x = 4cos® x —3cosx si cos2x = 2¢os” x—1 si obtinem ecuatia
echivalent: 4cos® x + 4cos® x—3cosx — 2 = 0 < [2cos(x) +1][2 cos? (x) + cos(X) — 2] =0 . Deci,

COSX = —% sau COS X = ﬂ Rezulta solutiile:

X e {iz?ﬂ+ 2k7r|k IS Z}U{i arccos[ﬂ}_zwdk c Z} 0

= Clasa a Xl-a

30
L:390. Fie matricea X :[51

8
53]. Determinati x,y € R astfel incat X*=x-X +y-1,

Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:

) ) 2328 2324 30x+y  28x
Relatia data este echivalenta cu =

4233 4237) | 51x  53x+y
2010 2011 2012
L:391. Daca A,.BeM,(R) ai. A+B+AB=0 si AB=| 2013 2014 2015 |, calculati BA.
2016 2017 2018
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Deoarece (A+1)(B+1)=AB+A+B+1 =1, rezultad ca matricile A+1 si B+1 sunt
una inversa alteia. Atunci (A+1)(B+1)=(B+1)(A+1) < AB =BA.
2010 2011 2012
Prin urmare, BA=| 2013 2014 2015|.
2016 2017 2018
. Tn sistemul cartezian de coordonate se dau punctele A(2,0),B(0,3)si C(a,) unde
a,feR.
a)Sa se arate ca punctele A, Bsi C sunt varfurile unui triunghi
) 1 2a +1
<1 10 3+1 |#0;
200+1 3B+1 o’ +p%+

]:x=83, y=-162.
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b)Daca punctul C descrie dreapta (d): x+y =1, atunci determinati multimea de puncte generate de

centrul de greutate al AABC.
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

5 1 2 +1 2 0 2 0 of |2 O
Solutie. a)Avem| 1 10 3+1 |=|0 3 1.0 3 =0 3 Y#0=
200+1 38+1 a’+p%+ a p 11 1 | p
2 0
:>10 3 1+0< A(AABC) = 0, adica concluzia.
2a 5
b)Din C € (d) < «a + £ =1. Coordonatele centrului de greutate sunt x = aTﬂsi y = ﬂ;3 :

Deci a =3x—2, f# = 3y —3care inlocuite in ecuatia dreptei (d)obtinem (d'):x+y=2.

Asadar centrul de greutate al AABC genereaza o dreapta (d ") care este paraleld cu dreapta (d) din care se
elimina punctul D, de intersectie al dreptei (d) cu dreapta AB (se obtine usor (D(4,—-3)), situatie in care
punctele A, B si C sunt coliniare.

Lo X
L:393. Se considera sirul (a,),., definitprin a, = ZSIn 3 neN* Xxe (%%) Sa se studieze
k=1

n
convergenta sirului dat si sa se determine « € R astfel incat Iim(ah)ﬂ(x) =0, unde A(X) :Z:akx(ozX -1.
n—o =y
Stelian Piscan, Giurgiu

X

3 este strict crescator.

Rezolvare: a,,, —a, =sin——-)0, Vn>1= (a,)

nx1

n
BX) =D (a“ <) =a™ —a" =a"(a™ -1). (a,),., este marginit superior, deci convergent.
k=1

Cum O<an<%:> lima, =1 E(O;%} < (0;2) si Iim(an )ﬁ(X) =0 daca lim(a™ —1) =, ceea ce se

n—oo

realizeaza pentru a)1.

[WRI*Y) Fie A BeM,(C) doui matrice, astfel incat (AB)2 +(BA)? = 2AB?A.

a) Aritatica AB’A=BA’B.
b) Daci A, Be M,(R)  sunt doua matrice cu urma nenuli,pentru care avem AB+BA=0, aratati
ci (TrA)? +(TrB)> =Tr(A? + B?).

Florin Stianescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare:
a) Din (AB)* + (BA)* = 2- AB*A, trecand la urma obtinem:
Tr(AB)? = Tr(A*B?*) = Tr(B*A*) = Tr(BA)* Acum,din X* — Tr(X) - X + detX -1, = 0,,

1
aplicind urma, obtinem: det X = 3 [(Trx)* — TT{XE]]. Pentru
X = AB — BA = det(AB — BA) = % [(Tr(AB— BA))* —Tr((AB — BA)*)] = —% [T+(AB)* —

Tr(A*B*) —Tr(B*A*) + Tr(BA)*] = 0 = det(AB — BA) =0 = (AB — BA)* = 0,

Tinand cont de relatia din  ipoteza, putem scrie:

0, = (AB — BA)* = (AB)? —AB*A— BA’B + (BA)* = 2-AB*A — AB*A — BA’B = AB*A —
BA’F = AB*A = BA®B.
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b)Deoarece AB + BA = 0,,avem (A+ B)? = A2+ AB + BA+ B% = A% + B? si analog
(A—BY =4+B*'=2(A+BY¥ =(A—-B)?=>det(A+B)* =det(A—B)* = det(A + B) =
+ det(A — B)

).

Acum,din X% — Tr(X) - X + detX - I, = 05, aplicand urma, obtinem:

1
detX = 3 [(TrX)?* — Tr(X*))2).Astfel,in(2), luand pe rand X = A+ B si X = A— B, obtinem:

det(4 +B) =3 [(TT(H +B)) —Tr((4+ B]zj] = L[(TrA)? + (T7B)*+ 2Tr(4) - Tr(B) -
Tr(A% + B?)]

am folosit cda AB + BA = 0,)(3) si analog :

det(4 —B) = % [((TrA)* + (TrB)* — 2Tr(A) - Tr(B) — Tr(A* + B*)]. Acum,revenind la (1), cu
ajutorul lui (3)si (4), putem scrie:

Cazul 1. Daca
det(4 + B) = det(4d — B) = %[(Tm]2 4 (TrB)? 4+ 2Tr(A) - Tr(B) — Tr(4%> 4+ B?)] =

%[{Tw—l]z + (TrB)* —2Tr(A) - Tr(B)—Tr(A*+ B*)]= TrA-TrB =0,
contradictie cu ipoteza problemei.

Cazul 2.Daca
det(4 + B) = —det(4 —B) = %[(Th&l]z 4+ (TrB)?+ 2Tr(A) - Tr(B) — Tr(4* 4+ B?)] =

—%[{:ﬂ"m]2 + (TrB)* — 2Tr(A) - Tr(B)— Tr(A* + B*)] = (TrA)* + (TrB)* = Tr(A* + B?).

IL:395. Fie familiile de puncte A(2n+];i(2k+l)} Bn(8n+7;i(8k+7)}Cn(14n+13,i(14k+13)}
k=1 k=1 k=1

VneN*. Sasearate ca punctele A ,B,,C,, VneN*

sunt coliniare.
Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava
Rezolvare:

A,.B,.C.VneN"

Punctele sunt coliniare daca:

n

2n+1 > (2k+1) 1 2n+1 > (2k +1) 1

n
k=1 k=1
n n

8n+7 > (8k+7) 1=0,vneN <|6n+6 > (8k+7)-> (2k+1) 0/=0,VneN’

k=1 k=1

>

=

=1
n

14n+3 > (14k +13) 1 12n +12 Zn:(14k +13)-> (2k+1) 0
k=1 k=1 k=1
6n+6 Zn:(Gk +6) 6(n+1) ei(k +1)
S k=t =0,vneN < k=1 =0,vne N~

=}

12n+12 > (12k +12 12(n+1) 12> (k+1

k=1 k=1
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= Clasa a Xll-a

3
L:396|. Calculati J'max(ln(x2 +1), 2)dx ; Constantin Dinu, Buziu
0

Rezolvare: Searaticia f :R — R, f(X)=In(x*+1)— 2 este crescatoare.
3 3 3 3 3 2
[ max(in(x’ +1), 2)dx = [ 2dx+ [ In(x* +1)dx = 2v/e* ~1+ XIn(x” +1)

0 0 0

X
—2| ——dx. etc.
\/ezi—l .([X2+1dx etc

3
2p+E -
L:397|. Si se arate ca _[ nZ[XJrk_l}dX( n+2p’ vneN,n>2, peN*,
2p+1 ¥ k=1 n 2n

Stelian Piscan, Giurgiu
Rezolvare:

5| x+k-1 X X 1 X 2 X n-1 X . . .
> =| = |+| =+= |+| =+ = [+ewt| =+—|=| n-= | =[X], (1dentitatea lui Hermite).
= n n n n n n n n n

+1+ +1
Din inegalitatea mediilor, rezulta, 1/ —,/ ..... e ()

Cum 2p+1<x<2p +1+% = [x] =2p+1)1, rezultdnd ca in (*) nu putem avea egalitate deoarece,

2P+* 2p+7 2+g
[x]#1. Asadar, §[x] < -1, j,/ X]dx ¢ j Den-1y, - N+2p4 - N+2p
2p+l 2p+l 2p+l n zn

1
L:398, Daca f :[0,1] > R* este continui si verifici conditia J.(f (x))* dx =1, determinati:

1
max[J‘ f (x)x2°l4de si functia care realizeazi acest maxim.
0

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
1

Solutie. Fie | = _[ f (x)x**"dx .Aplicam inegalitatea Cauchy-Schwarz pentru integrale , functiilor f (x) si
0

1 1 /
x*" Obtinem: 1% < J.(f (x))zdxjx4°28dx B Asadar, | < 4029 he
) ) 4029 4029

\402
max(j f (x)x2°l4de = 400299 , iar functia pentru care se realizeaza acest maxim este f (x) = cx?*, unde
0

¢ =+/4029 (satisface .[(f (X)) dx =1).7]
0

1
2 e .
L:399. Sa se demonstreze ca Ixzex dx < — . De ce semnul egal nu este posibil?
0

5

Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat
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Rezolvare: Aplicand inegalitatea C-B-S obtinem

1 2 1 1% 1
szexzdxj < J'x“dx-J'ezxzdx = gj'ezxzdx = J'xzeX dx < —
0 0 0 0 0

1

\/_ j e dx , (2).

Fie functia f :[01]] > R, f(x) = e . Deoarece f'(x) = 2xe? > 0= f este strict crescatoare si Tsl
atinge marginile, deci 1< e>* <e?. Folosind proprietatea de monotonie a integralei obtinem

1 1 1 1 1
Ildx < jezxzdx < Iezdx 1< Iezxzdx <e’ 1< /Jezxzdx <e, (2).
0 0 0 0 0

Din (1) si (2) rezulta i

constanta.

. Si se arate ci ecuatia x* —6x° +12x° —12x+6 =0 nu are toate riadicinile reale si si se
rezolve in C.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Daca x(0 = —6x>)0, —12x)0, deci ecuatia nu are radacini negative.
Daca presupunem ca toate radacinile sunt reale si pozitive, din inegalitatea mediilor obtinem ca
4 2 2
X —6bx +1§X ~12XH0 o/ (<6x°)-12x -(—12x) -6 adicd, 0>5-3/36-144.x" ceea ce ar

Tnsemna ca x* <0, fals. Asadar, ecuatia nu are toate solutiile reale.

Pentru a rezolva ecuatia, se imparte cu x*rezultand: x* —6x +12x—2+£2 =0 de unde cu notatia
X X
+ +3
y= x+2= 3y? -12y +12—x* =0 cu solutiile y, , = 6_;(\/5 = X, =MGR** i
X : :
_ + i
X, =2 ‘/5—2' V23 o\

Paradoxul martorului

Cum trebuie sa raspunda un martor in fata unui judecator, fara a se contrazice, atunci cand
judecatorul i cere sa raspunda cu da sau cu nu la urmatoarea intrebare: “Va fi urmatorul cuvant pe
care-l veti pronunta cuvantul nu?”

Aceasta este un paradox caci , daca raspunde cu da, Tnseamna ca primul cuvant trebuia sa fie nu,
asadar, contradictie. Daca raspunde nu, inseamna ca trebuia sa ofere un raspuns afirmativ, deci iar
s-a contrazis.
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” Va exista intodeauna un maine pentru a rezolva
problemele care azi pareau sa nu aiba solutie. ”
Jose Saramago

Problem r

= Invatamant primar

. Suma a patru numere naturale este egala cu cel mai mare numar natural de trei cifre la care cifra
unitatilor este un numar mai mic decéat 1.Primul numar reprezinta a treia parte din intreaga suma,al doilea
reprezinta o treime din primul numar,iar al treilea reprezinta un sfert din suma primelor doua. Care este al
patrulea numar ? Gabriela Marinescu , Buzau

. a) Cinci elevi au jucat sah, oricare dintre ei, cate o partida cu fiecare dintre ceilalti. Cate partide
s-au jucat?
b) Un grup de elevi joaca sah, oricare dintre ei, cate o partida cu fiecare dintre ceilalti. Stiind
cé se joaca 21 de partide, determinati cati elevi sunt in grup.
Constantin Apostol, Rm. Sarat
. Suma dintre un numar,dublul predecesorului sau si triplul succesorului sdu este 967 . Aflati numarul .
Marcela Marin , Rm. Sarat
. Catul a doua numere este 9. Primul marit cu 37 este de 8 ori mai mare decéat al doilea numar marit cu
5. Sa se afle numerele.
Mariana Laura llie, Buzau
. Catul dintre triplul sumei a 3 numere consecutive si 17 este 6 si restul este 6. Care sunt numerele?
Mariana Laura llie, Buzau
P:352. Suma a trei numere naturale X, y, z este 2044. Sa se afle numerele daca: (x +z + 100) : 2 =x + z — 104
= 800.
Cristian-Cosmin Lupsan, Buzau
. Carla a citit o carte de 93 de pagini n 5 zile. Luni a citit un numar de pagini, apoi n fiecare zi dublul
paginilor din ziua precedenti. Cate pagini a citit in fiecare zi?
Cristian-Cosmin Lupsan, Buzau
P:353|. Suma varstelor tatalui, mamei si fiicei este de 81 de ani. Peste 3 ani mama va avea varsta de acum a
tatalui, iar peste 30 de ani fiica va avea varsta de acum a mamei. Cati ani are fiecare?
Nicoleta-Gabriela Lupsan, Berca
. Un agricultor Tsi dubleaza zilnic cantitatea de legume vanduta. Tn céte zile termini de vandut
legumele, daca dupi 10 zile a vandut o patrime din cantitatea totala?
Nicoleta-Gabriela Lupsan, Berca
P:355| Dublul unui numar se aduna cu 50. Suma obtinuta se scade din 400, iar rezultatul este 270. Care este
numarul?
Daniela Ticea, Buzau
. Suma a doua numere este 3078. Daca unul se tripleaza, suma devine 6312. Afla numerele.
Daniela Ticea, Buzau
. Un caine urmareste o vulpe. Vulpea este cu 60 de sarituri Tnaintea cainelui. 3 pasi de-ai cainelui sunt
cat 7 sarituri ale vulpii. Dupa céte sarituri prinde cainele vulpea?
Roxana- Violeta Toader, Buzau
. Afla cate paini s-au facut la o brutarie intr-o zi, stiind ca: 4403 erau franzele si intermediare, 3411
erau franzele si dietetice, iar 2754 erau intermediare si dietetice.
Roxana- Violeta Toader , Buzau
P:359. Intr-o biblioteca sunt 450 de volume. Dintre acestea, a cincea parte sunt carti de literatura, iar
atlase geografice sunt de noua ori mai multe decat culegeri de matematica. In biblioteca urmeaza sa
se mai primeasca 35 de carti de literatura, de trei ori mai multe atlase geografice si de doua ori mai
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multe culegeri de matematica fatd de noul numar de atlase geografice din biblioteca. Cate volume din fiecare
fel vor fi in total in biblioteca? Céate volume vor fi in total in biblioteca?
Elena Zainea, Buzau

P:360|. in doui sacose sunt 10 kilograme de mere. Daci se transfera 2 kg de mere din prima sacosd, riméan cu
2 kg mai putin decat in a doua sacosa. Cate kilograme de mere au fost la inceput in fiecare sacosa?
Elena Zainea , Buzau

» Clasa a V-a

G:544,. Justificati ca 3 °'* + 3 este divizibil cu 10. Ion Stanescu, Buziu

G:545. Suma a trei numere este 47. Daca impartim al treilea numar la primul obtinem cétul 1 si restul 8;
dacd tmpartim al doilea numar la primul, obtinem catul 1 si restul 6; iar, dacd impartim al treilea numar la al
doilea, obtinem catul 1 si restul 2. Aflati cele trei numere. Claudia Popa, Buziu

G:546|. Aratati ca existd o infinitate de numere naturale nenule patrate perfecte, n, astfel incat 3n este cub
perfect, 4n este puterea a patra a unui numar natural iar Sn este puterea a cincea a unui numar natural.
Carmen Terheci, Alina Tigae , Craiova

G:547|. Fie nun numar care, impartit la 8, da restul 7 si, impartit la 15, da restul 11. Determinati restul
impartirii numarului n la 24. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:548. Stiind ca 4- ab=cd, ardtati ca numerele de forma abcd se divid cu 13 si cu 8.
Marin Simion, Rm. Sarat

G:549. Si se demonstreze ca 107-2*"".3*" +221":43,Vn e N.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:550,. Aratati ca existd o infinitate de patrate perfecte care se pot scrie ca suma de 2015 cuburi perfecte si o
infinitate de cuburi perfecte care se pot scrie ca suma de 2015 patrate perfecte.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:551.. Aréta‘gl ci numirul 4 = {EZDED _ 22915] . {22913 + zil}l? + 22915} . {22916 + 22314] se

divide cu 2015 si de asemenea ca se poate scrie ca diferentd a doua patrate perfecte.
Mariana Mitea, Cugir, Alba

G:552. Aflati numerele naturale X, Y, Zastfel incat 25" +15¥ +5° =627.

Nicolae Ivaschescu, Canada

G:553. Determinati numerele naturale x, astfel incat ultima cifrd a numarului N=XM+961 si fie 1, unde
X!'=1-2-3-....-X, xell * s 0!=1. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:554. S se rezolve ecuatia 13, +34, =33, unde indicii reprezinta baze de numeratie.

Constantin Dinu, Buzau

G:555. Si se determine numerele de patru cifre a0DC stiind ci se scriu in baza 7 ca defg (7y i cé cifrele

a,b,c.d,e, f,g, luate intr-o anumita ordine, sunt consecutive.
Titu Zvonaru, Comanesti
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» Clasa a VI-a

G:556| Aratati casumaS=2°+ 2" + ... 2% nu este patrat perfect. Claudia Popa, Buziu

. Determinati cel mai mic numar natural care are 36 de divizori si printre acestia si 16.

Darstaru Gheorghe, Buzau
. Determinati doua numere intregi direct proportionale cu 2000 si 2010, stiind ca suma patratelor lor
este 72360900. Mircea Mario Stoica, Arad

2
G:559. Aflati cardinalul multimii A= {x e Z‘x - ”+—211” neN,n ¢1} .
n_

Nicolae Iviaschescu, Canada

(5:560. Sa se determine numerele abcd stiind ca numerele a + b, b + ¢, ¢ + a sunt direct proportionale cu
numereled,d+1,d+3,cud #0.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:561]. Bisectoarele a 2 unghiuri adiacente formeaza un unghi de 120 °. Misura unui unghi este patratul
masurii celuilalt. Aflati masurile unghiurilor. lon Stanescu, Buzau

(5:562| Sa se determine masurile a doua unghiuri complementare , stiind ca sunt direct proportionale
respectiv cu masurile complementului si suplementului lor.
Marin Simion, Rm. Sarat

G:563| 1n triunghiul A ABC se dau AB=5 cm, AC=12 cm, BC=13 cm, iar pe latura [BC] se iau punctele
M, N astfel incat BM=1 cm, CN=8 cm. Aflati masura unghiului < MAN. Mariana Mitea, Cugir, Alba

G:564|. Determinati masura unghiului B/A\C al triunghiului A ABC, stiind ca sunt indeplinite conditiile:
a) [AB]=[AC]; b) D,E e (BC) si [BD]=[DE]=[EC]; c) m(DAE) = m(BAD)+m(EAC).
Constantin Apostol, Rm. Sarat

» Clasa a VII-a

(G:565| Rezolvatiin N x N x N ecuatia Xyz=X+Yy+2Z. Constantin Rusu, Rm. Sarat

(5:566| Aratati ca daca suma a doua numere pozitive este un numar par, atunci valoarea maxima a
produsului lor este patratul jJumatatii sumei lor. Andrei Octavian Dobre, Ploiesti

G:567]. &) Stiind ca x si m sunt numere naturale si ca X* +4(x+1) = m? —4(m+1)+8, aritati ca x <m.
b) Aratati ca ecuatiile cu necunoscuta X, unde X € Z, care se obtin din egalitatea data, daca m=1 sau
m =3, sunt echivalente.
Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:568, Aflati numerele naturale abc stiind ca v/abc = /cb +vab +v/a+b ++/a+c+a+c.

Nicolae lvischescu, Canada
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G:569. Fie ne Nsi a,be(L;0). Aratati ci ab+ nlbn ) —
a a
lleana Didu, Camelia Dana, Craiova

G:570. Determinati X, Y,z € Z astfel incat x>+ y* +z° = 2015yz.

Catalin Pana, Rm. Valcea, Lucian Tutescu, Craiova

. ~ AN . .
G:571. Fie n numarul numerelor naturale n(2015 astfel incét {5} se divide cu 3 si n, numarul numerelor

aa | N . L
naturale n(2015 astfel incét [5} sa se divida cu 9. Determinati n, —n,.

Lucian Tutescu, Craiova, Dumitru Savulescu, Bucuresti

G:572 Determinati X,y € R, daca /6X+6Yy + 20X2+20y2:(x+y)(x+y+1)—2xy+26.
G:572 .

2
Gheorghe Strutu, Buzau

G:573| Fie a,b,c R cu proprietatea a° + 4b* +9¢” = 6a+16b—12c + 20. Sa se determine max(a,b.c).
Adrian Stan, Buzau

(G:574 Daca A = 3:9+4.10+5-11+...+2015-2021 iar B = 1.11+2-12+3-13+...+2013-2023, comparati cele
doua numere. Mariana Mitea, Cugir, Alba

G:575. Se considerd numarul a = 4\/175 + 4\/ﬁ+ 4\/ﬂ +30.Sasearateci a=b?,unde beR.
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede

2015 2015
G:576. Daci neN?* atunci: n > n2017 +2016 . Gheorghe Ghita, Buzau
2015n-2014 n="" +2016

(G:577. Determinati ahc astfel incat [\/ﬁ]zm si a+b+c=17.
luliana Trasca, Scornicesti, Olt

(G:578. Daci un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor a, respectiv b, si lungimea ipotenuzeic, iar
p este semiperimetrul, atunci aratati ca p(p—c)=(p—-a)(p-Db).

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
(G:579 Fie P un punct situat pe cercul circumscris triunghiului echilateral ABC. Aratati ca :

a) PA =PB+PC sau PB = PA+PC sau PC = PA+PB
b) Daca AB = a, a nr real pozitiv atunci PA*+ PB%*+ PC?= 2a*. lon Radu, Bozioru, Buziu

(G:580. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A , iar M mijlocul ipotenuzei. Perpendiculara in M pe BC
intersecteaza pe (AC) in N . Dacd AN = NM si AB = 4 cm , determinati perimetrul si aria triunghiului

AABC.
Marin Simion, Rm. Sarat

» Clasa a VIII-a

3
Gheorghe Dérstaru, Buzau

G:581]. Aratati ci daca 3x2—2x+3y2—4y+%:0 atunci X + y+1eE;£}.
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(G:582. Se considera multimile : A={x| x €R si [x-1<4}B={ y|yeR si|y+0,3<33}.

a) Scrieti sub forma de intervale multimile Asi B .
b) Determinati multimile : AUB, AN B si (A-B) "N, unde N reprezinta multimea numerelor naturale .
Marin Simion, Rm. Sarat

Fie P =(v1-900):(v2-899)-(+/3-898)-.....:(v/899 — 2)(~/900 ~10) - Stabilifi semnul Iui

P. Dan Lucian Grigore , Craiova

G:584| Siserezolvein R ecuatia X(X+1)(x* +x—5)=300. Adrian Stan, Buzau

X2 +4y(x+Yy)+9 +\/x2 +8y(x+2y)+16

G:585. Determinati X,y € R, daca \/ > >

7
+3y+—.
Y 2

Gheorghe Strutu, Buzau

G:586] Daci xeZ si numarul n=x®+6x>—109x —234 se divide cu 11, demonstrati ca numarul %

este intreg.
luliana Trasca, Scornicesti, Olt, Daniela Burtoiu, Pitesti, Arges

15y(x* +1) =7x(y* +1)
G:587. Rezolvatiin R'x R sistemul : goxy - Constantin Apostol, Rm. Sarat
Xy’ =X’y +X -y =

21
42009 +162009 + 642009 + 2562009 + +420092 _ 2009
(G:588. Sa se arate ca numarul X = pE este numar natural.
Mircea Mario Stoica , Arad
3 2
. . . . . n°-n--4
(G:589. Aflati valorile intregi ale lui n pentru care fractia F = 8 eN, neZ\ {—2} .

n®+5n?+18n+24
Nicolae lvischescu, Canada

(5:590. Rezolvati ecuatia \/504+%\/§—\/504—%\/§ =1 . Mariana Mitea, Cugir, Alba

G:591 Fie a,beR,a#b cu a®>=nb+n’+1 si b®>=na+n®+1,unde neR. Calculati:
a’—2a’b’+b*. Marin Chirciu, Pitesti

G:592. Daca a,b,ceR" , astfel incat 1 + ! + 11—2 aratati ca \/_+\/— \/_a<%

a+l b+1 c+
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

(G:593. Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi, aratati ca are loc urmatoarea inegalitate:
1 1 1

+ + < ,
2(a* +b*")—(a’* +b*—c?)® 20" +c*)—(b*+c*—a’)* 2(c*+a*)-(c’+a’-b*)*  16S?
S este aria triunghiului.

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
(5:594|. Sa se rezolve ecuatia:
(x+1)(1+sin? @ —xcos’ )(sin? a—xcos® &) ? =sin® &, unde « este masura unui unghi al unui triunghi.
Gheorghe Ghita, Buzau

(G:595 Se considera trapezul isoscel ABCD cu laturile AB =5cm, BC = DA = V17 cm si CD =3cm.
Pe planul ABCD 1n punctul de intersectie a diagonalelor notat cu O se ridica o semidreapta perpendiculara pe
AC . Pe aceasta semidreapta se ia un punct M astfel Tncat
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OM = —cm Se cere:

a) Demonstragl caDM 1 AC.
b) Calculati volumul piramidei ABCDM stiind ca m(«<MBD) = 60°.

c) Aflati aria laterala a piramidei ABCDM 1n cazul in care triunghiul AAMB are aria maxima.
Constantin Rusu, R&mnicu Sarat

» Clasa a IX-a

L:401. Sa se determine valorile naturale ale parametrului a astfel Incét ecuatia
(ax—1)* +(x—a)* = —18x si aiba o solutie Tntreaga si s se rezolve ecuatia in acest caz.

Adrian Stan, Buzau
L:402. a) Aratati ca daca r este un numar rational pozitiv ce aproximeaza prin lipsa pe J7 atunci

r+7 . . .. . s
—1 este un numar rational pozitiv ce aproximeaza prin adaos pe /7 .
r+

N . - o r+7 .
b) Pentru ce valori rationale pozitive ale aproximarii r prin lipsa a lui +/7 valoarea Tl este 0 aproximare
r+

mai buna a lui \/7 decétr ? lon Patrascu, Titu Toma, Craiova

L:403. Fie ABC un triunghi echilateral de latura “a” si un punct M in interiorul triunghiului astfel Tncat

distanta de la M la laturile triunghiului este egala cu ,,d”. Aratati ca a > 2\/§d .
Andrei Octavian Dobre, Ploiesti

. a) Sa se arate ca [\/ n’ + n} =n, VneN,unde [x] reprezinta partea intreaga a lui x;
b) Rezolvati ecuatia [\/1-—2}+[\/2-3J+[\/3-4}+ ..... +[w/n-(n +1)} =496 In N .

Constantin Dinu, Buzau

1 1 1
L:405. Daci a, b, ¢>0 astfel incat a®+b*+c®=3 si 1<n<2, aratati ca: + + > 3 .
n-a n-b n-c n-1

Marin Chirciu, Pitesti

L:406. Determinati numerele reale nenuleaq, a,, as,...,a, , astfel incat:

a; +2a, +3a3 +...+na 2n+1 .
1 2 3 n_ANTE uns2 Gheorghe Ghiti, Buzau

a, +ay +ag +...+ap 3

L:407.  Fie m)0. Fie o functie f :[a;b] >R pentru care f(a) = f(b) = 0 si pentru Vx,,x, €[0;1],
X # X% = | £04) = FOG)(M-[x = X,|. Sa  se  arate ci  existd X, X, €(0;1),

X, # X, =| (%)= f(x, )|<m(b 3 Chirita Marcel,Bucuresti
15y (x* +1) =7x(y* +1)
L:408 Rezolvatiin R'X R" sistemul : 80Xy -

Xy? =X’y +X -y = o1

Constantin Apostol, Rm. Sarat
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1 1 1 2n
L:409. Sase arate ca : +...4 = ,
[Nu|[Va] [V27]{51] [\/4n2 +4n+3Mx/4n2 +12n+11} I2n+3)
vneN unde[x] este partea intreaga a lui x. Constantin si Elena Ciobica, Falticeni

» Clasa a X-a

L:410. Sasearateca 21g3+1g7-1927¢log,10. Constantin Dinu, Buzau

L . . . A -1
L:411. Determinati numerele prime p si q astfel Tncat & =0°+39.

Cristian Moanta, Lucian Tutescu, Craiova
L:412. Care sunt conditiile ce trebuie sa le Tindeplineascd a,b,c >0 astfel incat si avem

¥27a’b?c? <2ab+c’*<ab+bc+ca? Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
L:413. Rezolvati ecuatialog, log; lgx=11n R*, . Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvatiin R ecuatia: X+/3+ X ++/39—3X = 4/3+ X° . Marin Chirciu, Pitesti
1

1 1
Sd se rezolve in R, * ecuatia (2" —=1)* + (3 =1)* +....+(n* —=1)* _(n=0n

N S
= [
LU

, h=22,neN.

Gigel Buth, Satu Mare
2 2 2
Fie x,y,ZG(O;oo).Arﬁtaticﬁ: \/ 2X Xy 5 +\/ 2y Y > +\/ 22 X > S3\/§
X=Xy +y Yy —yz+1 2° — X+ X

Marcel Chirita, Bucuresti

Daci z,2, € C,|20| <1,astfel incatz" +z"* +...+ 2+ 2z, = 0 atunci |z| <2,unden e N8,
Gheorghe Ghita, Buzau
Fie triunghiul ABC ascutit unghic si [ AD],[BE],[CF | inaltimile sale iar H ortocentrul triunghiului.

~ ~
[N (S
~ SR

r
~
(U
(00)

Avritati ci 6( AD- AH + BE-BH +CF -CH ) > (a+b+c)?, unde notatiile sunt cele uzuale. Tn ce caz avem
egalitate? Daniela Grama, Lucian Tutescu, Craiova

» Clasa a XI-a

1 2
L:419. Aflati matricea Ae M, (R)daca A> + A= (O J. lon Stinescu, Buzau
L:420. Fie A BeM,(R).Sisearate ci daci B-A=0, si det(A*+AB+B?)=0
atuncidet(A+nB)=0, Vne N*, Marcel Chirita,Bucuresti
1 1

Ci+-Cl+.+-C/

< . 2 n
L:421. Sase calculeze: lim .
N—> 12n+1

2242234+ -
+2 + +n

L:422. SaserezolveR ecuatia X* +5x=x*—~5+4-3/(5x° + Xx—5)* +6-35x* + x5

Oana Preda, Roxana Vasile, Craiova

Gheorghe Ghita, Buzau
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L:423. Se considera functia f :R\{-10} >R, f(x):%. Sa se calculeze
X“(x+1)
lim(f (1) +F(2)+..+ F(n))" " Constantin Dinu, Buzau
I I —1)!
L:424. Calculati lim| 1+ 3! + 7 +ot (4n-1)! . Petre Paunescu, Rosiorii de Vede
T 41221 816l (4n)— (4n—2)!

L:425. Fie (X,) , un sir de numere reale cu X, =X, =4 si 2X,,—3X,,+X, —1=0,vn>1. Sa se

nx1

n
calculeze lim )" In(x, —k). Ovidiu Tatan, RAmnicu Sarat
nN—o0 k=1

. Se considera f :[O, 2] — R, o functie derivabila de doua ori, cu urmatoarele proprietati:
3 £7(x)>0,(v)xe(0,2] si min f (x)e{f(0),f(2)}.

b) £ *(0)- f "(2)+ f'(0)- f'(2)<0.

i) Gasiti un exemplu de functie care are proprietatea din enunt.

ii) Demonstrati ca existd ¢ e (0,2) astfel incat f "(c)=./—f'(0)- f'(2).

Florin Stianescu, Gaesti, Dambovita

» Clasa a XII-a

2

L:427. Se considera functiile f,g:R >R, f(x)=x"+e™ si g(x)=

a) Aratati ca functia g este inversabila;

f(t)dt .

O ey

37 1
5 e
b) j gt (x)dx; Darstaru Gheorghe , Buziu
52
: ) i dx o
L:428. Sase calculeze: I dx. Gheorghe Ghita, Buzau

°15IN1% x 14+ X2 +/5in?% X +1+ X

L:429. Rezolvati in Nx Necuatia X!=Xxy+Xx+Y. Marian Voinea, Florentin Visescu, Bucuresti

4 3 2 _
L:430. Fie ecuatia X' —4x°+12x° -16x+a=0,aeR.

a) Sa se rezolve ecuatia pentru a=32
b) Sa se rezolve ecuatia si sa se discute in functie de a € R , natura radacinilor ei.
Ovidiu Tatan , Ra&mnicu Sarat

L:431 Daciecuatia X* —x+3 =0 are radacinile a,bsi ¢ determinati polinomul monic care are
radacinile a°,b° si ¢°.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
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“ Learning is the eye of the mind .

E’ QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 31, 2016.

PROPOSALS - QUICKIES

Q21. Proposed by Titu Zvonaru, Comainesti, Romania.
Let ABC be a triangle with circumcenter O and incenter | . Prove that the line Ol and the internal

bisector of angle ZCAB are perpendicular if and only if BC = M

Q22. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. In all triangle ABC holds

A , B B. C , C
tg—.tg°—+tg—tg—+tg° — > /3.
zgz\/QZ gng g 2 \/_

Q23. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Show that in any triangle ABC with usual notations holds 3 + S + ) > _OR .
ha hb hc 3\/ aZbZC2

Q24. Proposed by Marius Driagan, Bucharest, Romania.

If 0 < x<1, then show that

X+1 2X X2 +1
8 +/x <+
) 2 1+X 2

x? +1

b) +/X <1+X.

SOLUTIONS - QUICKIES

Q17. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
51 .
e —E)- I
LetE, kzz;‘ o Compute lim(e—E,)-(n+1)!.
Solution of Q17 by Marius Driagan, Bucharest.
By the theorem of Cesaro-Stolz, case % , We have
(e_ En+1)_(e_ En) _

1 1
(n+2)! (n+1!

lim(e—-E,) - (n+D!=lim
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1
. E ,—-E ) ! )
=lim—L " — |im (n+1) :Ilmn+2:1.
n—o n+1 nbo N4+1 noo nN+1
(n+2)! (n+2)!

Q18. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

sinA _ s —r? —4Rr
sin B 3Rr '
Solution of Q18 by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania.

By sine law and the formulasZa2 = 2(s® —r? —4Rr), abc = 4rRs, the given inequality becomes
successively

25 a’
Z% < lZZR <2y alc<y a’+) a’he ) (a’+ac’)=2) ac,
rRs
which is true by AM-GM inequality.
Also solved by Marius Dragan, Bucharest.

Prove that in all triangle ABC holds "

Q19. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.
aS
asin’ x +bcos® x
Composite solution of Q19 from submissions by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania and Titu
Zvonaru, Comanesti, Romania. By well-known inequality Zaz > Zab and Bergstrém’s

Prove that if a,b,c >0and x € Rthen Z >a?+b?+cl.

3 4 Bergstrom

=> = >

asin’® x+bcos? x a?sin? x +abcos? x

Bergstrom (za ) (za )
> =
~sin®x) a’+cos’xy a® Y a’

Also solved by Marius Dragan, Bucharest, loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures,

inequality, we obtain "

=Y a’=a’+b’+c’, qed,

Romania and Angel Plaza, Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

Q20. Proposed by Neculai Stanciu, Buziau, Romania and Titu Zvonaru, Cominesti, Romania.

Prove that if a,b,c >0, then ) a’ > Zab+%zqa—c|+|b—c|)2 .

Solution of Q20 by authors. WLOG we can assume that a<b<c; let x,y>0 such that
b=a+x,c=a+x+y. The given inequality is equivalent with

x>+ Xy +y? 2%((x+2y)2 +(2X+ YY)+ (x+ y)z) < 8x% +8xy +8y® >6x* +10xy + 6y°

2 2
o X=Xy +y? 20@(X—%) +3%20,true.

Also solved by loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania and Marius Dragan,
Bucharest.
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”Cel ce n-are niciun merit, invidiaza intodeauna meritele altora ““.
Francisc Bacon

E Caleidoscop matematic

1.  Analizand cele trei cercuri, gasiti numarul lipsa din al patrulea cerc.

Titu Zvonaru

2. Paznicul unei inchisori adoarme iar in acest timp, un detinut fura cheile si calculeaza ca ar
avea nevoie de cel mult 45 de incercari de a deschide usile cu cheile si de a evada. Cate usi
trebuiesc deschise de citre detinut pentru a fi liber?

Adrian Stan
3. Intr-o camera opaca sunt trei becuri iar cele trei Intrerupitoare sunt afara. Cum putem
determina care intrerupator 1i corespunde carui bec fara a intra decat o singura data in
camera? falalal

4. Un rege are un cufar dreptunghiular, plin cu 20 de sfere de aur. Fiecare sfera este strans
lipita de celelalte din jur, asa incat atunci cand cufarul este miscat din loc, sferele raméan
nemiscate. Cate sfere pot fi scoase astfel incat cele ramase sa fie , in continuare, nemiscate la
miscarea cufarului?

*k*

Raspunsuri la pagina 48.
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,» Sunt succese care te injosesc si infrangeri care te inalta .
Nicolae lorga

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 16 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii n rdndul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreuna, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc sa trimita materiale pentru revista, constand in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a Tmbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e_mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai fi fost
trimise sau sa mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare,
apartine redactiei.

(Mata finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numérul 17 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Martie 2016. VVa uram succes si va asteptam.

RASPUNSURI CALEIDOSCOP MATEMATIC NR 16:

1). Raspunsul e dat de observatia ca: [(3+6):4] = [(6+12):8] = [(10+15):9] = [(12+18):15] = 2.
2). Fie n numarul de usi, atunci, la prima usa pot exista cel mult n incercari, dupa care incercarile
descresc, n-1, n-2, pana la ultima usa 1. Asadar, n+(n-1)+(n—2)+...+2+1=45. Rezulta

n(n+1)

=45= n(n+1) =90 = n=9 usi;

3). Apasam pe un intrerupator, lasam becul aprins cateva minute, dupa care 1l stingem. Apasam alt
intrerupator, intram Tn camera si vedem ce bec e aprins. Punem mana pe celelalte doua becuri; cel
cald a fost aprins iar cel rece nu - si astfel am determinat asocierea becuri-intrerupatoare.

4). 6 bile luate din cufar exact ca in figura alaturata  (sunt desenate cu alb) fac ca celelalte bile sa
nu se poata misca intre ele.
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Liceul Teoretic Pogoanele, Buzau.

Clasa aV-a: 20p. Condruz Andreea ; 15p. Trifan Catalin; Brancoveanu Stefan, Mihalascu Catalin, Stirbu
Denisa, Tudorica Marius, Vasile Adina;

ClasaaVIl-a: 15p. Manea Petronela; 10p. Constantin lonut, Marin Laurentiu;

ClasaaXl-a: 20p. Velicu Andreea; 15p. Enea Bogdan; Lupu Nicolae; Prof. Stanescu lon.

Scoala Gimnaziala cu clasele I-VIII, nr. 3 Cugir, Alba

ClasaaV-a: 15p. Andreiuc Razvan, Neag Razvan, Negrea Ciprian; Prof. Calugar Monica;

Clasa a VI-a: 20p. Fernandes Daria, llca Georgiana, Rosu lulia, Vetisan Alexandru, Schadi Andreas,
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Clasa a Vli-a: 20p. Dicu Andrei, Dingorean Denisa; Clasa a VIlI-a: 60p. Bel Luana, 34p. Lazar Ariana;
Prof. Mariana Mitea.

Colegiul ”Vasile Lovinescu”, Falticeni, Suceava
Clasa a Xl-a: 19p. Geosanu Neculai, Tabarcea Constantin; Boicu Razvan; Clasa a Xll-a: 44p.
Mogarzan Elisabeth, Nistor Vanda; Prof. Elena Ciobica.

Colegiul Economic Buzau
Clasa a X-a: 20p. Aldea Aurel; Clasa a Xl-a: 35p. Stere Elena; Clasa a Xll-a : 38p. Dodan Marius;
Prof. Constantin Dinu;

Scoala Serban Cioculescu, Gaesti, Dambovita
Clasa a Vl-a: 18p. Gainar Maria, lonita Alexandra, lonita Adriana, Olteanu Adrian, Nae Vanesa, Dinu
Lidia, Popescu Radu ; Prof. Florin Stanescu

Scoala”Mihai Viteazu”, Targoviste, Dambovita
ClasaaVl-a: 18p. Plesa Stefan, Prof. Gabriela Stanescu;

Scoala cuclasele I-VIII “Gh. Popescu” Margineni-Slobozia, Olt
ClasaaVll-a: 40p. Ducu Sabina, Troana Adriana.Prof. luliana Trasca.

Liceul Tehnologic,,Costin Nenitescu”, Buzau

ClasaaX-a:31p. CanaCornel, Grigore Daniel, Tobos Valentin. Clasa a Xl-a: 36p. Preda Madalin, Dinu
Cristina Bianca. Clasa a Xll-a :40p. llie Stefania, Marin Valentina, lon Mihaela,Costache Adrian, Roman
Corina, Stupinaru Cosmin, Zinca Andreea. Prof. Stan Adrian.

Liceul Tehnologic “Sfantul Mucenic Sava”, Berca, Buzau
Clasa a IV-a: 30p. Hoaca Stefan, Calaican Costin, Bocioc Ana, Bocioc Andreea, Tudor Irina, Papatoiu
Paul; Prof. Gabriela- Nicoleta Lupsan;

Scoala Gimnaziala ,,Capitan Aviator M. T. Badulescu”, Buzau
Clasa a IV-a: 24p. Bdlan Alexandru, Damian Rares, Zevedei Ariana, Coman Calin.
Prof. Cristian Cosmin Lupsan.

Colegiul National ”Fratii Buzesti”, Craiova, Dolj
ClasaaVIlll-a: 25p: Vasilescu Andrei, Prof. lonescu Maria.

Colegiul National ”Vasile Alecsandri” Galati
ClasaaVl-a:25p.Buleti Daria—Alexandra, Prof. Romeo Zanfir.

Scoala Gimnaziala “Serban Cioculescu”, Gaesti
Clasa a Vl-a: 25p. Gainar Maria, Popescu Radu, Olteanu Adrian, Nae Vanesa, Dinu Lidia.
Prof. Florin Stanescu.

Scoala Mihai Viteazu, Targoviste
Clasa a ll-a: 12p. Oancea Sorin, clasa a 1V-a; 18p. Butucea lanis, Prof. Gabriela Stanescu.
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