e
REVISTA NATIONALA DE CULTURA MATEMATICA ; PUBLICATIE SEMESTRIALA, AN IX, NR XVII, 2016

Societatea de Stiinte Matematice, Filiala Buzau & Filiala Rm. Sarat,

LICEUL TEFANOLOGIC " COSTIN NENITESCU -, BUZAU

ISSN 2247 - 6601
ISSN-L 2247 — 6601



Revista nationala de cultura matematica, publicatie semestriala, An IX, Nr. XVII, APRILIE 2016, BUZAU

CoLEcTIVUL DE REDACTIE CUPRINS
* Membrii onorifici: ISTORIA
MATEMATICII 1
Constantin Apostol - Presedinte de onoare
Iorgu Minzala - Inspector matematicd, ISJ Buziu ARTICOLE SI NOTE
Constantin Rusu - Presedinte de onoare a Filialei MATEMATICE 3
Ramnicu Sarat a Societitii de
Stiinte Matematice
. < . . - A = PROBLEME
Costica Ambrinoc Prese‘dnits Flllalﬁ Réamnicu S?rat REZOLVATE 10
a Societatii de Stiinte Matematice
Lenuta Pirlog - Presedinte Filiala Buziiu a Societitii
de Stiinte Matematice PROBLEME
D. M . Bitinetu - Giurgiu Titu Zvonaru PROPUSE 34
Nicolae Ivaschescu Mihaly Bencze
. UICKIES 43
* Director: Q
Neculai Stanciu
CALEIDOSCOP
° Q_:
Redactor sef MATEMATIC 45
Adrian Stan
» Redactori principali: POSTA
Nicoleta Gabriela Lupsan Constantin Dinu REDACTIEI 47

Andrei Octavian Dobre Iuliana Trasca

Mihai Neagu Ion Stinescu Lucian Tutescu _

e Membri:

Valentina Anghel, Gigel Buth, Daniela Burtoiu, Elena Ciobica, Constantin Ciobica, Ovidiu Cioponea, Ana Cismaru, Nicoleta
Clinciu, Ciprian Chescﬁ,, Aurel Chirita, Marin Chirciu, Nela Ciceu, Ileana Didu, Camelia Dana, Marian Cucoanes,
Gheorghe Déarstaru, Viorica Dogaru, Marius Drigan, Otilia Dragan, Gabriela Dranceanu, Razvanl Drianceanu , Gheorghe Ghita,
Dorina Goiceanu, Danicla Grama, Lucian Dan Grigore, Cornelia Gurau, Laura Mariana Ilie, Cristina Dida Isaia, [onut Ivinescu,
Vasile Jiglau, Cristian Cosmin Lupsan, Simion Marin, Marcela Marin, Gabriela Maria Marinescu, Monica Matei, Andrei Micu,
Mariana Mitea, Cristian Moanta, Ion Nedelcu, Delia Naidin, Andrei Florin Nicolaescu, Ana Panaitescu, Catalin Pana, Stelian
Piscan, Valerica Pometescu, Claudia Popa, Petre Paunescu, lon Pitrascu, Oana Preda, Constantina Prunaru, Ion Radu, Teodora
Rédulescu, Viorel Rotérescu, Viorica Rotiarescu, Dumitru Savulescu, Roxana Stanciu, Liviu Smarandache, Gheorghe Strutu,
Florin Stanescu, Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Carmen Terheci, Gabriel Tica, Alina Tigae, Daniela Ticea, Roxana-Violeta
Toader, Ionel Tudor, Titu Toma, Ovidiu Tatan, Roxana Vasile, Dumitru Vieriu, lonut Voinea, Marian Voinea, Daniel Vacaru,
Sorina Vacarean, Florentin Visescu, Elena Zainea, Ileana Stanciu, Emil Stanciu, Gabriel Nemtaru

REDACTIA
Liceul Tehnologic ,,Costin Nenitescu”,
Buzau, Strada Transilvaniei, Nr. 134,
Cod. 120012, Tel. 0238725206
E_mail: ady_stan2005@yahoo.com
Coordonator proiect: Adrian Stan

Tipar: za\il;gpaph Buzau, www.editgraph.ro




- ISTORIA MATEMATICII -

» Orice drum ai alege, urmeaza-l cu toata inima. ”
Confucius (cca 550- 470 i.e.n)

l! Istoria Matematicii

Gheorghe Lazar si Gheorghe Asachi,
ctitorii invatamantului romanesc

Adrian Stan, Buzau

Gheorghe Lazar (05.06.1779 - cca 09.01.1782) fiu de taran, s-a
ndscut la Avrig in judetul Sibiu. Studiile liceale si le face la Sibiu si Cluj
urmand ca apoi sa ia cursuri de drept, teologie, filozofie si stiinte,
dovedind de tinar o pregatire exceptionald in multe domenii. Din
meditatiile pe care le dd la germana reuseste sd se intretina.

In 1806, pleaci cu o bursi la Viena pentru a studia teologia, dar
printre altele el audiazd si cursuri de drept, filozofie, literatura,
matematicd si medicind. Din 1812, intors la Sibiu el devine profesor la
Seminarul Episcopal Ortodox. Pe parcursul catorva ani (1809- 1815) are
parte de o serie de conflicte cu autoritdtile bisericesti de la cel mai inalt
nivel, mitropolit, episcop, care fie nu I-au mai sprijinit sd urmeze cursurile
la Viena, fie s-au opus ca el sd obtina postul de episcop al Aradului, si o
datd si cu destituirea lui ca profesor, se hotaraste sa plece la Bucuresti. Aici, prin functiile pe care le-
a avut avea sa-si dedice intreaga viata intemeierii $i dezvoltdrii invatdmantului romanesc national,
dezvoltarii culturii §i stiintei in limba romana .

In 1817, i se datoreaza introducerea la scoala romaneasci de la Sf. Gheorghe a unui curs de
aritmetica si geometrie urmand ca in 1818 sa solicite Divanului- un fel de guvern al vremii, sa
introduca predarea filozofiei i matematicii in limba romana. Astfel ca, domnitorul loan Gh. Caragea
aproba la 24 martie 1818 infiintarea primei scoli superioare romanesti ce avea sa se deschida in luna
august, in localul de la “Sf. Sava”.

Gheorghe Lazar devine director si aldturi de alti colegi profesori printre care si
matematicianul Petrache Poenaru au dezvoltat un program de studii indreptate cu prioritate catre
limba romana, istoria nationald si matematica.

El insusi preda matematica si sustinea prelegeri la filozofie. Adept al miscarii iluministe si a
filozofiei lui Kant, Gheorghe Lazar s-a aplecat si asupra pregatirii viitorilor profesori si insistand pe
langa “Eforia Scoalelor” a reusit sa-i trimitd pe unii in strainatate cu bursa.

A publicat o serie de cursuri si manuale inclusiv de matematica, fiind original dar preluand
din cultura germand multe cunostinte la care a introdus pentru prima datd terminologiile de
specialitate in limba romani. In 1820 introduce in limba roméani terminologia de ” sinus” si
“cosinus”.

A participat activ la revolutia de la 1821 a lui Tudor Vladimirescu. Visul sdu de propdsire a
culturii §i stiintei romane care sa Inldture asupririle sociale si incultura nationald a reprezentat un
indemn pentru generatiile urmatoare, care pregatite in spirit iluminist de profesorii formati de Gh.
Lazar, au dus la revolutia pasoptista din 1848.

In concluzie, Gheorghe Lazar ca teolog, inginer, orator, scriitor, profesor a reprezentat
intemeietorul scolii romanesti superioare si a culturii moderne in Tara Romaneasca.
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Gheorghe Asachi (01. 03. 1788 — 12. 11. 1869) nascut in tinutul Herta (acum in Ucraina ), era fiu
de popd si a beneficiat de o educatie in spiritul curentului iluminist al vremii
datorita tatalui sau care avea preocupari culturale.

Studiile scolare inclusiv facultatea in domeniul filozofiei, literaturii si
stiintelor le-a ficut la Lviv (Lwow), astizi, un oras in Ucraina. In 1805 pleaci la
Viena impreuna cu fratele sau pentru a-si continua studiile dar si pentru a se
ingriji de sanatatea sa. Aici studiazd matematica cu profesorul J. T. Burg, dupa
care 1n loc sa se intoarca acasa pleaca la Roma unde este atras de artd in special
de pictura.

Contactul cu Italia ii formeaza caracterul umanist. Este interesat de studiul
artelor plastice, de arheologie, de literaturd si poezia europeana, devenind
membru al Societatii literare italiene.
Cunoaste tumultul vietii politice italiene si lupta pentru libertate, ceea ce ii trezeste interesul constiintei
nationale si dezvoltarea sentimentelor patriotice.

Cei cativa ani petrecuti in Europa l-au ajutat sd cunoasca italiana, latina, germana, polona,
engleza, franceza si rusa. in 1812 se intoarce in tard si participa la viata culturald fiind promotorul
acesteia.

Intre 1813- 1818, infiinteazi pe langd Scoala Domneascid de limba greacd, o clasi pentru
pregatirea de ingineri. Aceasta era prima clasa in care se studia matematica, geodezia, arhitectura in
limba romana, el insusi predand aici discipline dupa manuale realizate de el. Datorita lui, in 1814 se
desfagoara primul curs de drept la Iasi. Din 1820 si pand in 1849 ocupa functii importante in fruntea
invatamantului drept pentru care este procupat de infiintarea a cat mai multor scoli cu profesori bine
pregatiti si de introducerea unor programe de studiu sustinute de manuale cat mai bune.

in 1822 e numit reprezentat diplomatic la Viena pana in 1827 cind se intoarce in tari si prin
straduinta sa 1a fiintd in 28 martie 1828 Scoala Normala si Gimnaziul in limba romand de la ,, Trei
Ierarhi ,, din Iasi.

incepénd cu 1829, Asachi editeaza revista ,,Albina romaneascd’, care, printre altele, promoveaza
inclusiv stiinta. Nu este singura revistd la care lucreaza. Condus de spiritul iluminist, el conduce si
editeaza foarte multe publicatii cu deschidere catre toate aspectele vietii cultural - stiintifice: literatura,
artd, arheologie, geografie, istorie, economie. Face parte din delegatia care a realizat Regulamentul
Organic si care l-a prezentat in 1830 la Petersburg, imparatului rus.

Un rol exceptional 1-a avut in infiintarea la 16 iunie 1835 a primei institutii de Tnvatdmant
superior din Moldova, numita Academia Mihaileana.
O data cu dezvoltarea culturald si economicd promoveaza infiintarea a cat mai multe scoli satesti si
introduce scolile de arte si mestesuguri, in 1841.

In 1848, din pacate, ideile pasoptiste ale generatiei mai tinere nu le intelege si pastreaza distanti
fatd de intelectualitatea grupata in jurul ,,Daciei literare”.

Unirea Principatelor (1859) il giseste pe Asachi pe pozitii diferite fatd de cei care doreau
unirea. Dupa 1850, Asachi se dedicd in principal publicdrii a numeroaselor sale opere: poezii,
sonete, ode, lirica filozoficd, nuvele, scite, fabule , drame. Traduce foarte mult din literatura italiana,
germana dar i rusa.

Asachi poate fi considerat pe drept cuvant un spirit enciclopedic al vremii datorita aplecarii lui
fatd de toate zonele culturii §i stiintei, prin realizarea unor opere literare si stiintifice, dar pentru
infiintarea primelor clase si scoli cu predare in limba romand, pentru dezvoltarea invatamantului
punandu-l pe o baza solida, organizat si orientat catre aspectele practice ale vietii, se considerd ca
Gheorghe Asachi este ctitorul invatdimantului roméanesc.

In memoria celor doi, multe scoli, licee si facultiti din Romania si Republica Moldova, poarti
numele lor. Pe 5 iunie de ziua de nastere a lui Gheorhe Lazar, ca un omagiu adus lui, se sarbatoreste
Ziua Invatatorului.

Bibliografie: Dictionarul Literaturii Romane de la origini pana la 1900. Editura Academieie Romane.
Bucuresti. 1979.
Prof. Liceul Tehnologic “ Costin Nenitescu” Buziu
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» Singurul mod de a realiza lucruri minunate
e sa iubesti ceea ce faci. ”
Steve Jobs (1955-2011)

Articole si note matematice

Modele aplicative pentru calculul primitivelor
unor functii cu ajutorul ” formulei de integrare prin parti”
IV

Prof. Elena si Constantin Ciobici, Failticeni

Lucrarea continua materialul publicat in numerele trecute privind metode de calcul al primitevelor
utilizdnd integrarea prin parti.
In cadrul modelului IV) avem cateva tipuri de integrale:

Fie P(x)=s,-x"+s,,-X"" +..+5-x+s,,5, €R,i=0,ns, #0,xeR:
a) IPx) log ,xdx ;a>0,a#1,x>0.

b) IP x) log (bx)dx;a>0,a¢1,beN*,x>O.

¢) [ P(x)-log,,(cx)dx; a > 0,a #1,c € R",cx > 0.

d) IP x)log ax)+10g (a,x)+...+log (a, x)]dx a>0a#l,a,eN,i=lnx>0.

e) '[ )-log, ( (x ))dx, xeD,ND,;a>0,a#1,u:D—>R functie derivabila cu derivata
continua ; u( ) >0,VxeD.

f) I(u'(x) v(x)+u(x)-v'(x))-log , ((x)- v(x))dx, x € D, N D', ; Unde functiile u,v: D — R sunt

derivabile cu derivatele continue; u(x) v(x) >0,VxeD;a>0,a+1.

g) I M -log, M dx,xeD, mD’u ,a>0,a#1,u,v:D— R functii derivabile cu derivata
v(x) v(x)

continua; M >0, v(x) #0,VxeD.
v(x)

h) I )-log, [u(x)]dx,xe D, "D ;a>0,a#1;u: D — R functie derivabild cu derivata

continua , u( )> 0,VxeD.

Exemple: Sa se calculeze integralele:
a) Ixz log,x,x>0; b) J‘(x—l)-logi x,x>0; ¢ J.(sz —1)-1g(7x),x >0;
5

d) Ix-log2<— \/Ex)flx; x<0; e I(3-x2 —Zx)-{log ,(2x)+1log (22x)+...+log | (210x)de,x >0.
2 2 2
f) I x log , (u(x))dx, xe D, "D, ’;a>0,a#1,u: D —> R functie derivabili cu derivata

continua ,u(x) >0,VxeD.
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g)j

h) '[ : )-v'(x))- log , (u(x)- v(x))dx, x € D, " D' ; unde functiile u,v: D — R sunt
derivabile cu derivatele continue; u(x)-v(x)>0,vx e D;a>0,a #1.

i) J' [sin x +(1+x)-cos x]-log [(1+x)-sin x|dx,x € (0,7).  j) J sin2x)-log, (sin2 x)dx;xeR.

arctg -log 2(arctg gjdx, X e (0,00).

Rezolvare:

3/ 3
a) Ixz-logsxdxzj(%} -log; x dx:%-logsx—

3

3
-szdx:x—-logsx— +c.

3 9-In5

52 ! 2 x2 1
b —1)-log, xdx=|| —— -lo dx=| —-x|-lo —|| —=x || - dx =
) [(x=1) e I(z XJ LT (2 XJ o7 I(2 XM xln5jx

2 2
| X —x log, x+ ! jxdx—L~ de=|2—x -log, x+ ! X - ! “x+c.

o) [(2 ~1)-lg(7x) dx = j@ x —le lg(7x)dx—(§ x —xJ lg(7x)- J(%-x:‘—xj-;dx:

xIn10

3In5

:(E-f—xj-lg(%c)— 2 -Ixzdx+ dez(z-)f—x]-ln(%c)— 2 X+ —— e,

3 3In10 In10 3 9-In10 In10
Y 2

d) Ix-logz(—\/ix) dxzj[zj logz( \/_x)dX—— logz( \/_x) 2 +c.

e)J(S X —Zx) {10g1(2x)+10g1(2 X)+.. -|-10gl 210 }dx X -x {logl(2x)+logl(22x)+...+10g1(21°x)de

2 2 2

Cum g(x)= lgl(zx)+log1(2 x)+ +10 1(21°x , atunci
2 2
\ 2 2? 21 1|1 1 1 10 1
g'(x)= ot Dt Y e et el v Show
2~ 2xdn- 2% mo|¥ X X x
2 2 2 2 del0ori

I=(x3 —xz)-{log; (2x)+log% (22x>+...+log; (210x)}+%.j<x2 —x)dxz

(3 2). 2 10 10 5 5
_(x x ) {log;(2x)+log;(2 x)+...+10g;(2 x)}+3.1n2 X =X e,

0 fu(a) ) tog, () = g, (o) o ) P

u(x)
2
:MT(X).Iogau(x)—zlna j ! (x) u(x)dx:u (x) lo “(u(x))_4111a 2(x)+c
(e
arctg —
2) '[4 arctg -log, (arctg jdx—— arctg” = log2 (arctgzj T2 (arctg 2) —Zxdx
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1 x 1 xY X 1 xY X 1 X
! X)= -arcet, —:—(arct —j -arctg — = X)=— (arct —j -arctg —dx =—-arct 1z
f1(x) gL TH| ey £ f()zj £ EL0 T

4+x
1
(arctg xj
N 2)

g(x)=log, (arctg f) =g'(x)=
2 X
[arctg zj-lnz

I—l arct 2 X log ,| arct X -arct —+c
4 g 5 g g2 g 5

1

In2
h) I(u'(x)-v( )1 ( x))dx u( )v(x)-loga[u(x)-v(x) —ln—a-u(x)-v(x)+c;
()=l (x)- vl ) ( )- V(X)] [u(x ) v(x)] = f(x)=u(x)-v(x)

g(x)=log [u(x)v(x)]|= g'(x)= %

i) j[sinx+(l+x).cosx].log” [(1+x).sinx}dx=(1+x)-(sinx).10gﬂ I:(l+x)sinx:|—m

+cC.
Inz

f'(x):sinx+(l+x)-cosx:>f(x):I[sinx+(1+x)cosx]dx
f(x)=—cosx+I(1+x)~cosxdx=—cosx+j(1+x)~sin‘ xdx =
=—CoSXx+ (l + x)sin X+Cosx = (1 + x)- sin x. Aplicand exemplul (g) unde: u(x) =1+x ,v(x) =sin x.

[(1 + x)sin x]y B f (x)

1+x)-sin x-In 7z - (I1+x)sinx-In 7z~

o)< e (i o] 0)=

J) J.(sin2x)~log:[ (sin2 x)dx=u(x)~10gﬂ (u(x))—ln%-u(x)%—c (sm x) logj, (sm x)—l—ﬁ sin® x+c

/4
unde u(x)=sin’x=u'(x)= (sin2 x) =2sin xcos x = sin 2x.
Profesori, Colegiul “Vasile Lovinescu”, Falticeni

Despre Limba romana, Statistica, si alte cateva lucruri importante
Daniel Vacaru, Pitesti

- Motto: Ghicitoare populara: Cin' le paste, le cunoaste!
- Raéspuns: Literele

I.  Haideti sa consideram o propozitie simpld, in limba roména :”Ana are mere”. Primul lucru
la care ne gandim este sa Tmpartim propozitia, care, desi scurtd, este mare pentru noi, fiind la
inceput. Pentru cei mai avansati dintre voi, este bine sd ne gandim la un mesaj. Va propun sa
incepem cu partea din mesaj care este cea mai mare. Evident, ea este cuvantul.  Sunt doar trei.
Ce putem oare noi face cu doar trei cuvinte? Si vedem. Ce este comun acestor cuvinte, si mesajului
din ele? Ca este scris in limba romana. Marcam aceastd informatie ca fiind un bun castigat. Sa
trecem la ce le deosebeste. “Ana” este nume propriu, de femeie ,,are” reprezintd o stare, este un
verb, iar
’mere” este tot un nume (Substantiv), dar, nemaiincepand cu literd mare, este un Substantiv Comun.
Au intrat Tn scend niste persoane ale unei piese de teatru, anume, Substantivul Propriu  (Scarlat
Popescu), Verbul (Visatorul realist), Substantivul Comun (Sanatate (re) Capatata).
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Noi, la MATEMATICA, numim multimea {Ana, are, mere}, populatie statistica, a
cuvintelor mesajului studiat, si chiar si un prim tabel statistic  [i-as spune tabelas (caci nu e
implinit, complet)], anume

Substantiv Verb Substantiv Comun
Propriu
Ana are  mere

In continuare, si detaliem aspectele mai pe larg. Si ne referim mai intdi la cele doud
substantive. Este clar ca le defineste ca parti de vorbire functia pe care o au in propozitie. “Ana”
este scrisd cu litera mare, se va numi Subiect; “merele” ( a apdrut si un Articol; cum, desigur,
stiti, Hotarat, si subliniat, dar nu avem timp decat de o Notd(e deja altd poveste; vine Mos Craciun,
iscusit, am auzit!)):cum stiti, Tnh anumite 1azi, sunt mici si multe, iar in altele sunt mari, frumoase, dar
putine. Aceasta ne aduce aminte, intre noi (filosofii) de matematicianul, poate si filosof, Gauss (K.F.,
pe numele sau), care zicea “pauca, sed matura” , adica “putine, dar implinite, bune, mature”;
revenind la mere, bune, sdnatoase, zemoase. Savurdnd in gand merele, si revenind la functii,
observam ca legatura intre “mere” si “Ana” trece prin “are”, hotirator fiind “are”. Este bine acum
si-i dam functie lui “are” . In propozitie, cele doud cuvinte “Ana” si “are” sunt alaturate, si
amandoud principale. Deja vorbim despre Subiect si Predicat. Cum “merele” sunt legate de
predicat (acum, ca l-am numit, (definit, desigur), scos in evidenta, are litera mica), observam cd nu
putem spune doar “Ana are”, ca-i putin, nu e implinita propozitia, mesajul; vom spune acum ca avem
Complement direct, cici e asezat, subordonat predicatului. Acum putem “Implini” tabelul nostru
statistic astfel

Ana are mere
Substantiv propriu Verb Substantiv comun
Subiect Predicat Complement Direct

si 1atd, in acest tabel statistic scurt despre care vorbim avem, deja, adunate, populatia statistica,
multimea{A4na, are, mere}, si doud caracteristici, anume functia morfologica si cea sintactica.
Marturisesc ¢cd mi—am adus aminte, de curdnd, de Jules Verne. O carte minunata, pe care v—o
recomand cu caldura, este ,,800 de leghe pe Amazon”. Bogat documentata, are si o poveste politisto -
judiciara prin ea, din care personal am remarcat ceva si important, si interesant. Voi Incerca sa va
spun cate ceva despre aceasta, impletind (nu impleticind) LINGVISTICA cu TEORIA
CODURILOR. Vom folosi tot propozitia ,,Ana are mere’.

Sa facem prezentarile. Personajele sunt literele, vom avea un bal (mascat), si apoi vom Incerca sa
vedem daca balul se poate Incheia cum trebuie (Jos masca).

Vom folosi tot tabelul (vedeti, e att de important, si totusi, simplu)
a a a b ¢ d e f g h i j k 1 mn o p r sis t t uyv wxyz

1 2 3 4 5 6 (7 8 9 10 11 12 13 14 |15 16 17 18 2.2 22 2 2 2

12 22
9012 3 4586 7 89

Am gasit astfel o corespondenta (altfel zis, o functie bijectiva) cu sursa (izvorul) multimea
literelor din alfabetul romanesc si adresa multimea numerelor naturale, cu unele restrictii; sunt
numerele naturale > 1 si < 29, descrisd de corespondenta bijectiva, ilustratd mai sus, prin tabelul
deja dat.

Regula de mascare este foarte simpld, se ia litera, se coboard ,,in jos” (in tabel), se giseste
pozitia in alfabet, se mareste cu 1, apoi se revine ,,in matca’ initiala (in tabel, fireste!) si se gaseste
noua litera.
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Folosind aceastd procedura, litera ,,a” se transformd in ,,3” (mare sau mic), “e” trece in ,.f".
Acestea sunt vocalele din limba romand. La consoane, fiind mai multe, avem corespondentele
“m”—"n”, “n”—"0”, “r’—”s”  Acum o sa scriem mesajul despartit, spicuit, asa

A n a a r e m e r e
1 16 1 1 19 7 15 7 19 7
2 17 2 2 20 8 16 8 20 8
A 0 a a s f n f s f

Mesajul codat ar arita astfel ,,Aod asf nfsf” .
Noi, avand regula, stim cum sa ne comportam, sd ,,scoatem mastile”. E usor, mergeti invers, de jos
in sus. Dar daca nu mai avem pauzele din scriere, firesc, € mai greu.

Asupra unor inegalititi in triunghi
Vasile Jiglau, Arad

In triunghiul oarecare ABC notam cu R, r razele cercurilor circumscris , respectiv inscris si
cu m, , [, lungimile medianei , respectiv bisectoarei aferente laturii @ = BC , etc. . Sa se

demonstreze ca :

a)3_R_ﬂ+ﬂ+ﬂ; b)EZli_Fli
2r m, m, m, ro I
Solutie :
o : : 3R _m’m_+m.m, +m’
a ) Rescriem inegalitatea din enunt sub forma — > M T Tty T PR T (1)
2r m,m,m,
< < cnae o R 1
Sa demonstram mai intdi ca — > — ([1], pag 143) (2)
r  sinw
unde prin @ am notat unghiul lui Brocard al triunghiului ABC . Utilizand substitutiile x=p=a,
. 28
y=p—-b,z=p—c siformula sin®=——— ([3], 17.6) 3)
\VZa’h®
inegalitatea (2) devine :
R _~NZa’b’ I
—ZLbc>2RpZ Ta’ht &2 (x+) (x+y+z)2\/2(x+y)2(x+z)2 =
r 2rp 4\ xyz(x+y+z)

+y+ 1 1 1 . . . o
TTVTES I s X > ~ , inegalitate care rezultd imediat din (x+ ) > 4xy
4xyz (x+y) 4xy (x+y)

si analoagele sale .
3 S a’c+b’a+c’a

Sa demonstram acum ca ———— > 4)
2sin @ abc
Utilizand (3),  (4) devine echivalenta cu
212 2 212 2
3JZah 2Z(lc<:>3 zab 2Zac<:>3R S > S e 5)
4S8 abc 4S8 4RS

Dar Ya’c=3a-ac < «/(Za2)(2a202) conform inegalitatii lui Cauchy-Buniakowski , astfel ca e suficient sa
aratim ca +/(Za’)(Za’c®) <3RZa’h® , fapt care se reduce la binecunoscuta inegalitate Za” <9R*.
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Pe de alta parte , triunghiul format de m,_,m,,m, ( faptul cd acest triunghi exista este binecunoscut si
se demonstreaza fara dificultate ) este echibrocardian cu triunghiul ABC ( rezultat cunoscut - a se vedea de
exemplu [2] pag. 125-126 ; si acest fapt se poate demonstra usor folosind formula care da lungimea medianei
aferente laturii unui triunghi , i (3)) .Notand cu @, unghiul lui Brocard aferent acestuia si aplicand succesiv

3 3 mom, +m;m,+m.m,

3R
(2),apoi(4),vomavea: — > ———— = — >
2r 2sinw 2sinw, m m,m,

, de unde rezulta inegalitatea

din enunt .
Generalizare : Fie 4, B,C,, 4,B,C, doua triunghiuri echibrocardiene . Atunci , cu notatiile uzuale in triunghi

3R, _a, b, c, . y . .
:— 2>—+4+—=+—=. Demonstratia urmeaza acelasi curs ca mai sus .
2’1 b2 c2 a2
2, /bc -a
b) Utilizam formula: [, = 2beplp=a) (1)
b+c
Din (1) rezult imediat , conform inegalitatii mediilor , ca /> < p(p —a) ()

Din (2) rezulti ca I +1} < p(p—a)+ p(p—b)= p(p—a+ p—b) = pc , deci ci

L b _L+h_pe

a

L1, Ll Ll

a

3)

2
Darllehhb,deciﬁg pC:pcab:4er 25 4)
‘ ‘ Il hh 4S* 47°p* 7

- A 28 :
S-au utilizat succesiv binecunoscutele formule 7, =— , abc=4RS si S=rp.
a

Din (3) si (4) rezulta concluzia din enuntul probleme:i .

Referinte bibliografice :

[1] Miu IC — Cateva probleme de matematica , Craiova , 1994

[2] Voda V — Triunghiul — ringul cu trei colturi , Ed Albatros , 1979
[3] Lalescu T — Geometria triunghiului

Stiati ca .....

primul calculator mecanic complex care facea operatiile de adunare si
scadere a fost realizat in 1642 de catre cel care avea sd fie numit copilul
minune al matematicii $i anume, Blaise Pascal .

Inainte cu cativa ani, germanul Wilhelm Schickard creeazi in 1623 un
calculator simplu care folosea rotile dintate i care l-a ajutat pe Johanes
Kepler la calculele sale astronomice.

In 1671, Leibniz inventeazi un calculator mecanic net superior celui inventat de Pascal, avand ca
principiu de functionare, folosirea bazei 2 si nu a celei in baza 10, tehnica ce avea sa stea la baza construirii
calculatoarelor electronice din sec. al [X-lea. . Era o masind de calculat care efectua cele patru operatii si
care putea sa extraga si radacina patrata,

Charles Babbage(1791-1871)  este considerat ,, parintele computerului”
programabil. Matematician si inventator englez, Babbage a creat in anul 1820, conceptul
de motor analitic, inventdnd primul calculator din istorie care teoretic putea sa fie
programat cu ajutorul cartelelor perforate.

El nu gi-a terminat opera sa, dar inginerii au construit in 1991 dupa schitele sale un
calculator care facea operatii cu rezultate cu 31 de cifre. Un rol important 1-a avut si
discipola sa, Ada Lovelace care si-a adus o mare contributie la initierea in crearea
primelor programe de calculator.
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Profesorul Dumitru Batinetu-Giurgiu la 80 de ani

de Mihaly Bencze si Neculai Stanciu

Dumitru M. Batinetu-Giurgiu se naste la 27 ianuarie 1936, in comuna Pietrosani, judetul
Vlasca unde urmeaza cursurile Scolii Generale; apoi pe cele ale Colegiului National “Ion
Maiorescu” din Giurgiu. In toamna anului 1960, devine student al Universitatii din Bucuresti,
Facultatea de Matematica (specializarea analizd matematica).

A fost asistent universitar la catedra de Matematicd a Institutului Politehnic ’’Gheorghe
Asachi’’ din Iasi (1965-1968); cercetator stiintific la Institutul de Cercetari Forestiere din Bucuresti
(1968-1970); asistent universitar la catedra de matematica-fizica a Institutului Agronomic ’’Nicolae
Balcescu’’ din Bucuresti (1970-1972); profesor la Colegiul National ’Ion Creangd’’ din Bucuresti
(1985-1989) si la Colegiul National >’Matei Basarab’’ din Bucuresti (1976-1985; 1989-2003).

S-a ocupat de: sirul lui Lalescu, introducand diferite extinderi si conceptele de functii Lalescu si
functii Euler-Lalescu; sirul lui loachimescu, introducand notiunea de constanta de tip loachimescu,
sirurile de tip Euler-loachimescu si generalizari ale sirului Ioachimescu; sirul lui Ghermanescu si
constante Euler-Ghermanescu.

Activitatea stiintificd a domnului profesor D.M. Batinetu-Giurgiu este extrem de bogata si
variatd prin lucrari de referintd, articole si studii, carti publicate, note si materiale didactice.

A facut si face parte din redactiile mai multor reviste nationale si internationale.

A participat si si-a prezentat rezultatele cercetarilor stiintifice la Conferinte, Simpozioane si
Sesiuni de comunicari stiintifice internationale si nationale.

De-a lungul carierei sale, a fost onorat cu numeroase medalii si diplome.

Nu putem incheia modesta prezentare a activitatii profesorului D.M. Béatinetu-Giurgiu fard a
face o scurtd trimitere la sotia domniei sale, la doamna profesor universitar Maria Batinetu-Giurgiu,
care 1-a sustinut fara conditii si limite creindu-i libertatea deplina in activitatea profesionala.

La final, noi care am stat in preajma profesorului ceva mai mult si de la care am avut multe de
invatat, ii dorim multa sdnatate, bucurii, ne plecam respectuos, multumindu-i si urindu-i din suflet

La multi ani si succes in continuare !
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» Cand pierzi, ai grija sa nu pierzi lectia. ”
Dalai Lama

Tenzin Gyatso- The 14th Dalai Lama

Probleme rezolvate

* Invatamant primar

P:361‘ Aflati numerele naturale abab astfel ca abab + aba+ab+a =1906.
Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Egalitatea data se mai scrie

(1000a+100b+10a+b)+(100a+10b+a)+(10a+b)+a =1906 sau 1122a+112h=1906.

Singurile valori care se pot da sunt a =1 si apoi b = 7. Asadar, abab=1717.

. Pentru un pix am plitit cu 12 lei mai putin decét pe un stilou. Cat costd un pix si cat costa o
carte daca pe trei pixuri si doua stilouri am platit 49 lei? Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:  Notim cu “a ,, pretul unui pix, atunci un stilou costd a + 12. In total, s-a platit
ax3+(a+12)x2=49. De aici se obtine ca Sxa =25adica a= 5. Asadar, un pix costa 5 lei, iar o carte

costa 17 lei.

. Doua buciti de stofd au 54 m si 33 m. Din prima bucati se fac cu 7 costume mai mult decat
din a doua. Céte costume s-au facut din cele doua bucati?

Viorica Rotarescu, Viorel Rotirescu, Vadu Pasii, Buzau
Rezolvare:
54 m - 33 m= 21 m (diferenta dintre cele doud buciti de stofd), 21 m: 7 =3 m ( pentru un costum)
54 m+ 33 m =87 m (total stofd), 87 m:3 m/costum =29 costume

P:364‘ Un triunghi echilateral are perimetrul exprimat printr-un numar par cuprins intre 61 si 67.
Ce lungime are latura sa, stiind ca aceasta este exprimata printr-un numar natural?
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Fie | latura triunghiului. Atunci perimetrul sau este 31. 61 ( 3/ {( 67, rezulta 31 este par
adica 3/ e {62, 64, 66} . Rezulta, 1 trebuie sa fie par ca 31 sa fie par, asadar, 1 =22.

P:365‘ Cate numere de patru cifre au diferenta dintre prima si ultima cifra egala cu 6 ?
Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare: Numerele sunt de forma abcd cu a—d =6 (si avem 4 cazuri 9-3=8-2=7-1=6-0 =6) si
b,ce {O; L2;..... ;9} . In total, sunt 4-10-10 = 400 de numere.

. Suma a 14 numere naturale este 2014. Impirtind fiecare dintre aceste numere la numirul
natural 7, obtinem resturi egale cu 2 sau 3. Suma tuturor acestor resturi este egala cu 29.
Determinati cel mai mic numar 7 care satisface conditiile din enunt.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Scriem proba pentru fiecare impartire cu rest, adunam si obtinem
2014=n-(c, +c, +...+¢;,) +29,deunde 1985=n-(c, +c, +...4+¢,).

Deoarece n > 3 si n este cel mai mic, rezultd n=35.
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= Clasa a V-a

[LLY|.  Justificati cii 3 2" + 3 este divizibil cu 10. Ton Stiinescu, Buziu
Rezolvare: Utilizim principiul ultimei cifre,

u(3”? +3)=u(3**" +3)=u(3** -3’ +3)=u(1-27+3) =0,
sau 37 +3=3.9""+3=3.10-1)'" +3=M,,-3+3=M,,:10

G:545‘ Suma a trei numere este 47. Daca impértim al treilea numér la primul obtinem catul 1 si
restul 8; dacd impartim al doilea numar la primul, obtinem céatul 1 si restul 6; iar, daca impéartim al
treilea numar la al doilea, obtinem catul 1 si restul 2. Aflati cele trei numere.

Claudia Popa, Buzau
Rezolvare: a+b+tc = 47; b=a+6; c=a+8; c=b+2. Deci, 47=a+b+c=3a+14, de aici, a=11. Apoi b=17, c=19.

G:546\ Aritati ca exista o infinitate de numere naturale nenule pitrate perfecte, n, astfel incit 3n
este cub perfect, 4n este puterea a patra a unui numar natural iar 5n este puterea a cincea a unui
numar natural.

Carmen Terheci, Alina Tigae , Craiova
Rezolvare: n=£k%.2%.3".5" Vk>6.

G:547\ Fie n un numir care, impartit la 8, da restul 7 si, impértit la 15, da restul 11. Determinati

restul impaértirii numérului nla 24.
Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare:

Utilizand teorema impartirii cu rest pentru numere naturale, obtinem n=38c, +7, (1) si n=15¢c, +11,

(2) unde am notat cu ¢, si c,, caturile celor doud tmpartiri .

Din 8¢, +7 =15¢, +11 < ¢, :%Q c, =W© c, =cz+7c2+4 .Dar, ¢,,c, eN,
Tc, +4 ..
= eN=c,e{4,12,20,---}, adica, c, =4+8k, ke N.

Inlocuind c, in egalitatea (2), = n=15(4+8k)+11 < n=120k+71 (3).

Prelucram relatia (3) :
n=24-5k+24-2+23 < n=24(5k+2)+23, ceea ce pune in evidenta ca impartind numarul n

la 24, se obtine catul Sk+2 i restul 23 .

G:548\ Stiind ca 4- ab=cd , aritati ca numerele de forma abcd se divid cu 13 si cu 8.
Marin Simion, Rm. Sarat

Rezolvare: Numarul abcd se poate scrie : abed =ab - 100+c_d; dar 4- ab=cd =
abcd=ab - 100+ 4- ab=104- ab .
Deoarece 104=13-8 = abcd : 13 siabcd : 8, cici 13 si 8 sunt divizorii numirului 104.

. Si se demonstreze ca 107 -2*"*' .3* +221":43 Vn e N.

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Avem 107 -2**'.3% +221" =214 -2% .3% + 221" =
=(215-1)6" +221" =215-6" + 221" -6 =5-43.6" + 221" —1296" =
= M43+ (5-43+6)" —(30-43+6)" =M43+M43+6" —M43—6" = M43. si atunci numarul dat se
divide la 43. Altfel, se poate utiliza faptul cd 1296" —221" = M(1296 -221) = M43.
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G:SSO\ Aratati ca existd o infinitate de pitrate perfecte care se pot scrie ca suma de 2015 cuburi
perfecte si o infinitate de cuburi perfecte care se pot scrie ca suma de 2015 patrate perfecte.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare. Cum (20153"+2 )2 =2015** =2015°".2015=2015%" +2015°"" + ...+ 2015 =

2041\ 2041\ 2041\ . ORI <
= (2015 ) +(2015 ) +... +(2015 ) , Vne N*, atunci, exista o infinitate de patrate perfecte
care se pot scrie ca suma de 2015 cuburi perfecte. Pentru orice numar natural nenul 7 avem
3
(20152"”) =2015°" =2015""%-2015=2015""* +2015""** +...+2015""** =

3n+l 2 3n+l 2 3n+1 2 . © e . . . .
= (2015 ) + (2015 ) +... +(2015 ) , deci exista o infinitate de cuburi perfecte care se pot scrie

ca suma de suma de 2015 patrate perfecte.

LB Aritati ci numirul A4 = (222 —2%01%). (2218 122017 4 p2015) (22016 4 22014} ge divide cu 2015

si de asemenea ca se poate scrie ca diferenti a doua patrate perfecte.
Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:

A=2215.(25 20).215 (23 4 27 1 20).2%14 (22 1 20) = 2% 2015 2015 ;
A=2%.2015 =(2")"-(1008> ~1007*) = (2" -1008) —(2**-1007) .

G:SSZ‘ Aflati numerele naturale x, y, z astfel incat 25" +15" +5° =627 .

Nicolae Ivischescu, Canada
Rezolvare: Observam ca am putea avea egalitate numai daca doi termeni ai sumei sunt egali cu 1 adica
exponentii corespunzatori sunt egali cu 0.

Dacda x=y=0=5 =625=z=4; Daca y=z=0=25"=625=>x=2;
Daca x=z=0=>15"=625=y¢N;

G:553‘ Determinati numerele naturale x, astfel incat ultima cifra a numéarului 7 = x4 961 sa fie 1,
unde x!=1-2-3-....-x, xeN*si 0!=1. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Observam ca daca luim x € {0; 1; 2; 3; 4} , ultima cifrd a lui n, u(n) #1, iar dacd x > 5 atunci,

u(n)=u(-2-3-4-5-......-x)+u(961) =0+1=1. Asadar, numerele x sunt {5;6;7; ......... }

G:554‘ Si se rezolve ecuatia 13 +34 =33, , unde indicii reprezinti baze de numeratie.

Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: 13, +34 =33,) < x+3+43y+4=33 < x+3y=26 cu x,y €N, x)2,)6. Se obtine solutia

x=5y="7.

G:SSS‘ Si se determine numerele de patru cifre a0bc stiind ci se scriu in baza 7 ca defg,, si ci

cifrele a,b,c,d, e, f,g , luate intr-o anumita ordine, sunt consecutive.

Titu Zvonaru, Comanesti
Rezolvare: Vom folosi de mai multe ori relatiile 343 = 77 343x2=686; 343 x3=1029 ;
343 x4 =1372; 343 x5=1715; 343 x6=2058 ; 49x3 =147 ; 49x4=196; 49x5=243;

1) a=1.Nu putem avea decat d =3 sau d =2.
- Pentru d =3 deducem usor ¢ e =0 si atunci cifrele consecutive sunt 0,1,2,3,4,5,6 ;

avem posibilitatile: 3024 ,, = 1047 ; 3025 ;, = 1048 ;3026 ,, =1049 ;3042 , =1059 ;3045 ,, =1062 ;
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3046 ,, =1063 , iar incepand cu 3052 ,, obtinem un numar mai mare decat 1066. Am obtinut solutia
1062 =3045 ,, .
-Pentru d =2 rezultd e=6 si f >4 ; nu obtinem solutii.

2) a=2. Nu putem avea decét (d = 6,e=0) sau (d =5,e=06). Cum 60 fg, =2058 , raméne doar

d=5e=6: 5601, =2010 ;5603 ;, =2012 ;5604 ,, = 2013 ;5610 , = 2016
5613 ,, =2019 ;5614 ,, =2020 ;5630 ,, = 2030 ;5631 ,, = 2031 ;5634 ,, = 2034 ;
5640 ,, = 2037 ;5641 ;, = 2038 ;5643 ;) = 2040 si obtinem solutia 2013 = 5604 , .

In concluzie avem solutiile: 1062 = 3045 7y $i 2013 =5604 ;.

= Clasa a VI-a

G:556\ Aritati ci suma S =2°+ 2" + ... 2*" nu este pitrat perfect. Claudia Popa, Buziu
Rezolvare: S =2%"_1=(2)"—1. De aici, u(S) = 3, deci S nu e patrat perfect.

2 2
Altfel, S = (2201) —1, nu este patrat perfect caci nu exista patrate perfecte consecutive, (2201) -5=1.

G:557‘ Determinati cel mai mic numéar natural care are 36 de divizori si printre acestia si 16.

Darstaru Gheorghe, Buziu
Rezolvare:

Numarul de divizori ai numarului n= p* - p,” -.....- p,* este N =(a,+1)-(a, +1)-......-(a, +1) =36.
Cum 16 este un divizor al lui n, atunci n este de forma 7 =2* -, iar un divizor al lui n are forma
{25,28,2“,217,235} (4+1 nu divide pe 36) ; Se ia fiecare element si obtinem
ne{2%,27.3,2".3%,2°.3°,2°.3.5,2°.3°,2°-3-5,2°-3” -5} . Cel mai mic n este 2°-37-5.

G:SSS\ Determinati doud numere intregi direct proportionale cu 2000 si 2010, stiind cid suma
patratelor lor este 72360900. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Conform datelor problemei, SN S N 2000k, y =2010k iar din
2000 2010

x* +y* =72360900 = 4000000k + 4040100k = 72360900 = k* =9 = k e {-3;3} =
(x; ) €{(—6000;—6030), (6000; 6030)} .

*+21
x=n+—n,neN,n¢1 .

n—1

G:559. Aflati cardinalul multimii 4 = {x e

Nicolae Ivischescu, Canada
2 2
n +2ln _ (n"-D+Q21n-21)+22 _ (n—1)(n+2)+22 o 22 rezulti ci

n—1 n—1 n—1 n—1

Rezolvare: Cum x =

XGZ©2—21€Z©n—1|22:> n6{1;2;11;22},;1eN:>xe{36,46}. Atunci, card A = 2.
n_

G:560‘ Si se determine numerele abcd  stiind ci numerele a + b, b + ¢, ¢ + a sunt direct proportionale
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cu numereled,d+1,d+3,cu d #0.
Gheorghe Ghita, Buzau
a+b b+c c+a

a1 453 =k. Rezulta de aici ca,

Rezolvare: Din proportionalitatea directa, avem:

a+b=dk,b+c=dk+k,c+a=dk+3k. (1)

Pe de alta parte, utilizand o proprietate a sirului de rapoarte egale, avem:
k_a+b_b+c_b+c—a—b_c—a
d d+l d+l-d 1
Din (1) avemca a+b+a+c =2dk+3k,si cum b+ c =dk + krezulta ca 2a+dk + k = 2dk + 3k si de

k(d+2) b k(d-2) o k(d+4)
2 7 2 7 2

k(d-2)
2

=c—a, asadar, k este un numar natural.

aicl: a =

k(d+4)

Cum b este cifrd, rezulta >0=d>2,iar din C=TS9:>k(d +4)<18. Dand valori lui d obtinem:

1) d =2=6k<18= k=1,3=> abcd € {2032,4062,6092}; 2) d =3=k=1,2= abcd =5173;

3) d=d=>k=12=>abcd c{3144;6284}; 4) d =5=k =1,2= abcd =7395;

5) d=6=k=1=abcd =4256; 6) d=8=k=1=abcd=5368; T7) de{7.9}=abcdecD.

In conluzie abcd €{2032;3144;4062;4256;5173;5368;6092;6284;7395}.

. Bisectoarele a 2 unghiuri adiacente formeazi un unghi de 120 °. Misura unui unghi este
patratul masurii celuilalt. Aflati masurile unghiurilor. Ion Stanescu, Buzau
Rezolvare: Notim cu n masura primului unghi. Atunci, n>+n=240°. n(n+1)=240, n=15.

Asadar primul unghi are misura de 15 ; Celalalt de 225 ° nu poate fi considerat unghi cici unghiurile au
masura mai mica de 180°.

G:5628 Sa se determine masurile a doua unghiuri complementare , stiind ca sunt direct
proportionale respectiv cu masurile complementului si suplementului lor.
Marin Simion, Rm. Sarat

Rezolvare: Fie x si 90° - x mésurile a doud unghiuri complementare . 90° -x este complementul lui x si
180°-(90°-x) =90° +x este suplementul unghiului cu masura 90° —x . Deoarece (x; 90° — x) sunt direct

proportionale cu

X 900—x_ x+90° —x 90" 1

90° — x;90° + x ) = = = = =
( ) 90°—x 90°+x 90°—x+90°+x 180° 2

1
Din proportia = 5 obtinem 2x =90°—x, deci 3x =90", de unde x = 30" . Astfel unghiurile

0° —x

cautate au 30" si respectiv 60 .

[eBJX]. in AABC se dau AB=5 cm, AC=12 cm, BC=13 cm, iar pe latura [BC] se iau punctele M, N

astfel incait BM=1 cm, CN=8 cm. Aflati masura unghiului MAN.
Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:
Conform reciprocei Teoremei lui Pitagora , triunghiul AABC este dreptunghic in A si deci
m(BAC) =90 iar m(B)+m(C)=90".
Avem MN=BC-BM-NC=13-1-8=4 cm, iar apoi BN=BM+MN=1+4=5 cm si MC=MN+CN=4+8=12 cm.

In ABAN avem AB=BN=5 cm, atunci triunghiul este isoscel si prin urmare BAN = BNA , iar
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m(B)+2m(BAN) =180° (1). in ACAM avem AC=MC=12cm, atunci triunghiul este isoscel si prin
urmare CAM = CMA , iar m(C)+2m(CAM) =180° (2).
Adunam relatiile (1) si (2) si obtinem: 7(B)+m(C)+2 [m(BAN) + m(CAM )J ~360° (3). insa

m(BAN) +m(CAM ) = [m(BAN) + m(CAN)} +m(MAN) = m(BAC) + m(MAN) = 90° + m(MAN)

si cum m(B)+m(C) =90, inlocuind in relatia (3) obtinem: 90°+2-[90°+ m(MAN) 1=360", de
unde m(MAN) = 45°.

G:564. Determinati masura unghiului BAC al triunghiului ABC, stiind c sunt indeplinite conditiile:
a) [AB]=[AC]; b) D,E € (BC) si [BD]=[DE]=[EC]; ¢) m(DAE)=m(BAD)+m(EAC).

Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare:  Din datele problemei, rezulta A ADB=A AEC (ULU); = [AD]=[AE].

Fie F, mijlocul laturii [BC]; deducem ca [AF] este, si mediana, si bisectoare in triunghiul ABC.
Deducem ca [DF]=[FE] si DAF =EAF.

Daca G este simetricul lui E, fata de dreapta AC, = A AFE=A AHE =A AHG, (unde H este
punctul de intersectie a dreptelor AC si EG), fiind dreptunghice si realizandu-se cazul IU.
Rezulta ca [DF]=[FE]=[EH] =[HG] si [EC]=[GC] ; = [DE]=[EG]=[EC] ; Obtinem ca triunghiul

ECG este echilateral, deci, m(ACB)=30", asadar, m(BAC)=120°

= Clasa a VII-a

. Rezolvati in NxNx Necuatia xyz=x+y+z. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: 1). Daca x = y =z, ecuatia devine x* = 3x si obtinem solutia (0,0,0).

2). Daca x # y = zavem de rezolvat ecuatia xy> =2y —x =0,

A, =4+4x" =k’ © k> —4x’ =4 < (k—2x)(k +2x) = 4, de unde obtinem din nou solutia (0,0,0).
3). Fie x < y < z. Consideram cele mai mici numere ) si z care verificd ecuatia, atunci
x(x+1)(x+2)=3x+3, si se obtine usor solutia (1,2,3).

4). Dacdl < x < y < z, nu obtinem solutii pentru ca x)z > x + y + z deoarece conform cazului 3 cea mai

mica valoare a lui x pentru care avem solutii este 1.

fn concluzie solutiile sunt {(0,0,0),(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), 3,2,1)}.

G:566‘ Arétati ca daca suma a doud numere pozitive este un numar par, atunci valoarea maxima a

produsului lor este patratul jumatatii sumei lor . Andrei Octavian Dobre, Ploiesti
Rezolvare:
Fie x+y =2k, k>0 . Atunci, y =2k —x iarxy = x(2k —x) = 2kx —x* = —(x— k)’ +k* , max(xy)=k".
2
2k
:}x:y:k, W:[Tj :kz‘

G:567‘ a) Stiind ci x si m sunt numere naturale si ci x° +4(x+1)=m’ —4(m+1)+8, aritati ci
X <m.
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b) Aratati ca ecuatiile cu necunoscuta x, unde X €7, care se obtin din egalitatea dati, daca

m=1 sau m =23, sunt echivalente.
Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvare: a) Egalitatea data se scrie, echivalent, astfel : X’ +4x+4=m’-4m-4+8 <

x*—m’ +4(x+m)=0 < (x—-m)(x+m)+4(x+m)=0 < (x+m)(x—m+4)=0. Deducem

urmitoarele cazuri : I)Dacd x+m=0, = x=m=0;

) Daca x—m+4=0< x=m—4,rezultaca x <m. Din I) si IT) deducem cd x <m..

b) Daci m=1, obtinem ecuatia: X’ +4(x+1)=1 & x*+4x+4=1 & x*+4x+3=0

& X +x+3x4+3=0 & x(x+1)+3x+1)=0 & (x+1)(x+3)=0, deci, x=—1 sau x =-3 si

S, ={-1-3}. Daci m =3, obtinem aceeasi ecuatie x° +4x+3=0, deci, S, ={-1;-3}.
Datorita faptului ca cele doua ecuatii au aceeasi multime de existenta si aceeasi multime de solutii,

ele sunt echivalente.

G:568‘ Aflati numerele naturale abc stiind ca Nabe =Jcb +\ab+~Ja+b+a+c+a+c.

Nicolae Iviaschescu, Canada

Rezolvare: Se constati ca E),a_b € {16; 25;36;49; 64; 81} . Cum ele trebuie sa se termine in aceeasi cifra, vom
lua convenabil ch=16,ab=36 = a+c=3+1=4, a+b=3+6=9= abc =361 .
1 1 1
G:569. Fie neNsi a,be(l;0). Aritati ci ab + % ) —+ T
a a
Ileana Didu, Camelia Dana, Craiova

Rezolvare: Pentru n=0 rezulta ab+1) % + % =ab+l)a+b < (a—-1)(b—-1))0.
a

Fie ne N*, cum a)l, b)lrezulta in(l, bin(l = a —bLnX), b—%)O = (a —Lj(b—%}o , c.c.t.d.
a a

" a

G:570‘ Determinati x, y,z € Z astfel incat x° + ) +z° =2015yz.
Citilin Pani, Rm. Valcea, Lucian Tutescu, Craiova

Rezolvare: Ecuatia se scrie x° +(y—2z)> =2013yz (1). Cum 2013 se divide cu 3 rezulti 3 divide

X +(y—z).
Rezultd x=3x,, x, €Z, y—z=3a=>acZ (2). Inlocuind in (1) se obtine,

?)()cl2 + 3a2) =67lyz=> 3|yz = 3|y sau 3|Z . Din (2) rezulta y, z sunt divizibile cu 3, si atunci,
y=3y,,z=3z,. Asadar, x” +y,° +z =2015y,z, de unde rezultici x=3"x,y=3"y,,

z=3"z, x,,¥,,2, €%, neN,rezultd, x=y=2z=0;

n’

n
G:571|. Fie n numirul numerelor naturale 1n(2015 astfel incat {5} se divide cu 3 si 7, numirul

n
numerelor naturale n{2015 astfel incat {g} sa se divida cu 9. Determinati n, —n,.

Lucian Tutescu, Craiova, Dumitru Savulescu, Bucuresti

i o | n . .
Rezolvare: Numerele naturale n care verifica faptul ca [g} se divide cu 3 sunt de forma

9k,9k +1,9k + 2. Numerele divizibile cu 9 mai mici decat 2015 sunt 0:9,1:9,2-9,...... ,223-9

adica, in total 224. Numerele de forma 9k+1 mai mici decat 2015 sunt
1:9+1,2:9+1,3-9+1,...... ,223-9+1adicd, in numar de 223.
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Analog, sunt 223 numere de forma 9k+2. Asadar, n, =224+ 223+ 223 =670.

Cum 2015=27-74+17, numerele naturale n care verifica faptul ca [g} se divide cu cu 9 sunt de forma

27k,27k +1,.....,27k + 8.
Numerele de forma 27k(2015, k € Nsunt 27-0,27-1,27-2,......,27-74, in total 75 de numere.

Numerele de forma 27k +1(2015, ke Nsunt 27-0+1,27-1+1,27-2+1,...... ,27-74+1,1n total 74

numere.
Analog avem 74 de numere naturale de forma 27k +2,27k +3,.....,27k + 8. Asadar,

n,=75+74-8=667 = n, —n, =3.

G:572. Determinati x,y € R, stiind cii \/6x+6y +,/20x° +20)° = (et )ty +1) =20y +26 .

2
Gheorghe Strutu, Buzau

6+x+ 20+x7+)°
Rezolvare:  Cum /6(x+ ) < #, 20(x* +3%) < # , prin adunare, rezulta ca trebuie

TS0y el@ia)(42).

sa avem egalitate. Atunci, trebuieca § =
x +y =20

G:573) Fie a,b,ceR cu proprietatea a’ +4b° +9¢> =6a+16b—12c+20. Si se determine

max(a,b.c).
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Relatia data este echivalenti cu a” —6a+9+4b> —16b+16+9c> +12c+4 =49 =
(a—3)+(2b—4)> +(Bc+2)> =49. De aici, observim ¢ a—3<7, 2b—4<7, 3c+2<7. Cea mai
mare valoare se obtine pentru 2b—4=0, 3c+2=0= (a—3)* =49 = a =10. Deci, max(a,b,c) = 10.

(YL, Daca A =3-9+4-10+5-11+...+2015-2021 iar B = 1-11+2-12+3-13+...+2013-2023, comparati cele
doui numere.
Mariana Mitea, Cugir, Alba

Rezolvare: Observam ci fiecare termen al sumei A, este de forma (n+2)-(n+8)=n" +10n+16, iar fiecare
termen al sumei B, este de forma n-(n+10)=n’+10n, unde n e{l; 2:3;..... ;2013}. Comparand termen cu

termen, deducem ca A > B.

(6RFL]. Se considerd numirul a = 4\/E+ 4\/£+4\/i+30 .Sisearateci a=b",unde beR.

Petre Paunescu, Rosiorii de Vede

2
Rezolvare: a = 2(2\/3-5 +2\/7-5 +2\/3~7 +3+5+7)= [ﬁ(«/ng \/§+«/7)} . S-a folosit formula

(a+b+c)’ =a’ +b* +c* +2(ab+ac+bc), unde a=\3,b=+5c=7;
2015 2015
+2016

G:576. Daca neN* atunci: " > n2017 . Gheorghe Ghiti, Buzau

2015n-2014 n~ "+ 2016

2015

n~ " +2016 <1
n**"" +2016
relatiile: n-1=n-1; nZ—n=n(n—1)>n—1; n3—n2=n2(n—1)>n—1; ................ ;
p2015 _ p2014 g

Prin adunarea inegalitatilor obtinem: n*" —1> 20157 —-2015 < n*°"° > 20157 - 2014 ,

Rezolvare: Se observa ca : Pentru n = 1 avem egalitate. Pentru n>2, avem
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2015
n

adica ————— >1. Din cele de mai sus , rezultd o inegalitate adevarata. Egalitatea are
20157 -2014

loc pentrun= 1.

(O&yll. Determinati abc astfel incat [\/E’ ]=16 si a+b+c=17.
Prof. Iuliana Trasca, Scornicesti, Olt

Rezolvare: Daci [ v abc ]=16 rezulti ¢i 256 < abc <289. Cum a+b+c=17 rezulti ci abc e {269, 278, 287}.

. Daca un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor a, respectiv b, si lungimea ipotenuzei
c,iar p este semiperimetrul, atunci ardtatica p(p—c)=(p—a)(p->b).

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare. Notdm cu A aria triunghiului. Atunci avem :

) A_ab_cz—(b2+a2)+2ab_cz—(b—a)2 _(c+b—a)(c—b+a}_
T2 4 - 4 L2 2 )
a+b+c a+b+c

=( 5 —aj[ ) —bj:(p—a)(p—b).

ab a’+b’>+2ab—c* (a+b)>-c* a+b+c(a+b+c
2). A=—= = = —cl= —0).
2 5 1 A 5 5 c|=p(p-o)

Din (1) si (2) rezulta concluzia.[
Altfel, (solutie data de dl. Zvonaru).

4p(p—c)=(a+b+c)a+b—c)=(a+b) —c’ =(a+b)’ —a’ —b* =2ab iar
4 p-a)p-b)=(c+a—b)(c—a+b)=c’—(a—b)’ =a’ +b’ —(a—b)* =2ab .

. Fie P un punct situat pe cercul circumscris triunghiului echilateral ABC. Aratati ca :

a) PA=PB+PC sau PB=PA+PC sau PC=PA+PB

b) Daca AB = a ,a numar real pozitiv, atunci PA™+ PB’+ PC’=2a’.

Rezolvare: Ion Radu, Bozioru, Buziu

a) Daca P este situat pe arcul mic BC , ludm punctul Q situat pe arcul mic AB astfel incat PB = BQ =>

= m(QCB) =m(PCB), AP =QC, luam punctul R pe semidreaptd [CP astfel incit PR = BP = A BPQ

este echilateral si RC=PB+PC. Aratam ca triunghiul BCQ este congruent cu triunghiul BCR, cazul (ULU)
(BC=BC,

OBA=PBC = (0OBC=RBC = RC=0Q0C=AP=PB+ PC. Asemanator, daca P este situat pe arcul

mic AB .Rezultd, PC=PA+PB.
b) In triunghiul PAC aplicam teorema lui Pitagora generalizata si avem

a> =PA* + PC*-2-PA-PC-cos APC = PA> + PC* —PA-PC,
Analog, in triunghiul BPA: a” = PA® + PB* — PA- PB . Prin adunarea relatiilor de mai sus rezulta
2a° =2PA” + PB* + PC*> — PA-(PC + PB) = PA*> + PB* + PC*. Stim ci PB + PC = PA.

. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A , iar M mijlocul ipotenuzei .Perpendiculara in M pe
BC intersecteazi pe (AC) in N . Daci AN = NM si AB = 4 cm , determinati perimetrul si aria
triunghiului ABC.

Marin Simion, Rm. Sarat

Rezolvare: Deoarece AN=NM=> 4, =M, = 4 =M, (au complementele congruente )= BA =BM ;

B
dar BM = TC ; cum AB =4cm rezulta BC =8 cm ;
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aplicand teorema lui Pitagora, obtinem AC =4 \/5 cm.

P uc=4+8+4V3=43+3)em.

_ AB-AC:4-4;/§:8\/§CH12_

ABC
2

= Clasa a VIII-a

3
Gheorghe Dérstaru, Buzau
Rezolvare: Ecuatia dati este echivalenti cu (3x—1)> +(3y —2)* = 4 de unde rezulta
—2 <3x—1<2respectiv, =2 <3y —2 < 2. Adunand ultimele doud inegalitati se obtine

G:581|. Aritati ca daca 3x2—2x+3y2—4y+%=0 atunci x+y+le[§;g]

—4S3x+3y—3£4|+6:> 2S3x+3y+3£10|:3:> %Sx+y+1£?, c.c.t.d.

(@R 1P). Se considerd multimile : A = {x| x eR si |x—l|£4},B ={ y|yeR si |y+0,3

a) Scrieti sub forma de intervale multimile A si B .
b) Determinati multimile: AUB , ANB si (A-B)NN, unde N reprezinta multimea numerelor
naturale . Marin Simion, Rm. Sarat

Rezolvare:  Deoarece |x - l| <4, rezultd cd -4 <x—1<4, de unde obtinem ca -3 <x <5 si deci
X€E [—3,5] S A= [—3;5] . Analog obtinem B = (-3,6 ;3) .In aceste conditii A\UB = (—3, 6;5] siANB=
[—3;3] . Inplus A-B= [3;5] ; deci (A-B) NN = [3;5] NN ={3,4,5} ( deoarece 3,4,5 sunt singurele

<331

numere naturale din intervalul Inchis [3;5]) .

lui P.
Dan Lucian Grigore , Craiova

Rezolvare: Se observa ca forma generala a termenilor produsului P este ¥901—n —n, ne N*, n<900.

Pentru a determina numarul parantezelor negative din produs se considerd +901—n{n ‘()2 =

n*Y901—n , n> +n)901 < n(n+1))901 = n > 30. Asadar, fiind 29 de factori pozitivi si 871 de factori
negativi, iInseamna ca produsul P este negativ.

[€BSF). Si se rezolvein R ecuatia x(x+1)(x* +x—5)=300. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Notim x° +x = y, atunci, ecuatia data devine: > —5y—300=0 cu solutiile
y, =—15, y, =20de unde rezulta X +x+15=0=>xeR i x° +x—20=0:>xe{—5;4}.
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2 2
G:585. Determinati x,y € R, daca \/x +4y(;c+y)+9 +\/x +8y(x2+2y)+16 :x+3y+%.

Gheorghe Strutu, Buzau

2 2
Rezolvare: f (x+ 2y) +3 x * 2y +3 | f (x+ 4y) +4 x * 4y +4 . Prin adunare, rezulta ca trebuie

sd avem egalitate, adica {

Dacii xeZ si numirul 7 =x"+6x" —109x—234 se divide cu 11, demonstrati ci numirul

este intreg.

Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt, Daniela Burtoiu, Pitesti, Arges
Rezolvare: n se descompune in factori si avem: n=(x-9)(x+2)(x+13). Se vede cad dacad un factor al lui n se
divide cu 11 atunci si ceilalti se divid cu 11 deoarece difera intre ei prin 11 sau multiplu al lui 11. Numaérul n
se divide cu 11 care este numar prim numai daca unul din factorii sii se divide cu 11. Dar daca n se divide cu
11 atunci se divide si cu 11°=1331 fiind un produs de 3 factori divizibili cu 11. Cum n se divide cu 1331

rezulta ca el
15p(x> +1) =7x(y” +1)
G:587. Rezolvatiin R'x R" sistemul : , 80xy 3 Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvare: Sistemul dat se scrie echivalent, astfel:

15(x>+1) _7(y*+1) 15(X+1]:7(y+1] X+ =a
= x Notam X ;

X y y
1 b
y x 21 y X 21 y
152 ="7b a=m X"'l:% 3x* —10x+3=0
Sistemul se scrie astfel : 80 = 3 = X
b_a:i b_30 y+l=§ 7y’ =50y +7=0
7 y 7
1
(y—7)(7y—l):0 1 s ) 97 ) 3’ s 3,7 .
y=7sauy= —
7
2009 2009 2009 2009 20092 _
G:588.  Si se arate c¢i numirul x= 4 rle7 +64 :25)956 " otd 2009 este numair
natural.
Mircea Mario Stoica , Arad
Rezolvare:
42009 _1+<42009 )2 _12 +(42009 )3 IE +<42009 )4 LS (42009 )2009 12009
Evident, x = yE = 1+[42009 +1]+
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Rezulti, xeN. S-a folosit formula a"—b" =(a—b)a" "' +a"*b+a" b +.....+ab" > +b"™"),
a,b,ne N

n'—n*—48

n’ +5n” +18n+24
Nicolae Iviaschescu, Canada

G:589. Aflati valorile intregi ale lui n pentru care fractia /' = eN, neZ\ {—2} .

Rezolvare:
Cu ajutorul descompunerilor obtinem
B w—&—(n"-4%) _(n—=4)(n*+3n+12) n-4
W+ 4@ +4n+n*)+n(n+2) (n+2)(n* +3n+12) n+2
ponzd_n+2-6_, © eN & n+2|6=>ne{-1,-3;0,~4;1;-5,4; -8} . Singurele valori
n+2 n+2 n+2

convenabile sunt 7 € {—3; —4;-5;4; —8} = Fe {7;4;3;0; 2} .

G:590. Rezolvati ecuatia \/ 504 + % \/; - \/ 504 — % \/; =1 . Mariana Mitea, Cugir, Alba

Rezolvare: Conditii de existentd: 0 < y <1008”; Prin ridicare la patrat se obtine

504+%—2-\/504+%\/;-\/504—%\/;+504—%=1,de unde, rezultd ca y =2015.

G:591‘ Fie a, beR ,a#b cu a’° =nb+n’+1 si b°=na+n’+1,unde neR. Calculati:
a’ —-2a’b*+b’ . Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:  Scizind cele doua egalititi obtinem: a® —b* = n(b —a) ; Cum a#b rezultica a+b=-n

Obtinem a° +b :n(aer)+2n2+2=—nz+2nz+2=n2 +2=ab=-1,;

Deducem: a’ —2a’h*> +b’ :(a+b)3 —3ab(a+b)—2c12b2 =—n’ +3(—n)—2 =—n-3n-2.

G:592. Dacid a,b,c € R, astfel incat ! ! + ! =2, aratati ca \/E+\/E+\/£s%.

+
a+l b+1 c+l1
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

b c
+ + =1.
a+l b+1 c+1

Rezolvare: Daci a,b,c € R" satisface ipoteza, atunci avem

Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezulta:

(JE+JZ+VEYS(aa LA ﬁ@+&%{b+D+{c+Uﬂ:a+b+c+3.

+1 b+1 c+1

Deci, 2(v/ab +vbe +ea) =(Va +Vb ++e | —(a+b+c)<3.0

G:593‘ Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi, aritati ci are loc urmétoarea inegalitate:
1 1 1
4 4 2 2 25\2 + 4 4 2 2 25\2 + 4 4 2 2 25\2 < 27
2@ +b")—(a"+b"—c”)” 2"+ )—(b"+c"—a’)” 2(c"+a’)—(c"+a -b")" 168
este aria triunghiului. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare: Se aplica inegalitatea mediilor:

2(a* +b"—(a’ +b* =c*) 22-2\a’*b* —(a* +b* —c*) =(2ab—a’~b* +c*)2ab+a’ +b* —c*) =
=(* —(a=b))(a+b) —c*)=(c—a+b)c+a—-b)a+b—c)a+b+c))0, a, b, ¢ fiind laturile
triunghiului. ~ Analog, 2(b* +c*)—(b* + ¢ —a’)’ > (c—a+b)(c+a—-b)a+b—c)a+b+c),

2(c* +a" )= (¢’ +a> =b*) = (c—a+b)c+a—b)a+b—c)a+b+c).

unde S
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3 3

= . S-a folosit
2p-a2(p-b2(p-o2p 1650

Asadar, suma din stanga este mai mica sau egala cu
formula S* = p(p—a)(p—b)(p—c).

G:594. Si se rezolve ecuatia: (x+1)(1+sin” @—xcos” a)(sin” a—xcos® a)> =sin’ &, unde o este misura
unui unghi al unui triunghi.
Gheorghe Ghita, Buzau
. . 1
Rezolvare : 1) Daci a=90°, ecuatia devine 2(x+1)=1<:>x=—§;

2) Dacd a#90°, inmultind ecuatia prin —cos” ¢z, si cum —cos’ & =—1+sin” & , ecuatia se rescrie:
(—xcos® a—1+sin? @)(1+sin” a—xcos’ a)(sin® a—xcos® a)* =—sin* acos® a.
Notdm sin” —xcos” a=¢si stiind ca sin* a +cos” a = 1 ecuatia devine:
=D +)t> =—sin’ acos’ a = t* —t* +sin’ acos’ a=0<t* —t> +sin’ a—sin* a =0.

1+1-2sin’ &

5 =cos’a, sau

A=1-4sin’ a+4sin*a =>A=(1-2sin’ o)’ =1* =
» 1-1+2sin’ &

> =sin’ a=t,,, =+cosa,t, , =+sina. Avem ecuatiile:

sin® atcosa . 5 ) .
————— b)sin"a—xcos” a=tsinax= >
cos“ a cos’ a

.5 5 sin’ a+sina
a) sin~ a@—xcos” a=tcosa <> x= _—

G:595‘ Se considera trapezul isoscel ABCD cu laturile AB=5cm, BC =DA=+/17 cm si
CD =3cm.
Pe planul ABCDin punctul de intersectie a diagonalelor notat cu Ose ridici o semidreapta

3v6
perpendiculara pe AC . Pe aceasta semidreapti se ia un punct M astfel incit OM = T\/_ cm. Se cere:
a)Demonstrati ci DM 1 AC.  b)Calculati volumul piramidei 4BCDM stiind ci m(<MBD) = 60°.

c)Aflati aria lateral a piramidei 4BCDM 1in cazul in care AAMB are aria maxima.

Constantin Rusu, Rimnicu Sarat
Rezolvare:
a) Cu datele din enunt avem: AB> + DC* = CB*> + AD*> = AC 1 BD . Deci OC L. OM; OC 1 OD =

OC 1 (DMB)= OC L DM .

b) Notam DM = x si din teorema cosinusului in AMDQO obtinem ﬁ =x+ 2 - 6_x . l S x= ﬂ .
4 2 J2 2 4
DM -DB-sin60° 33
Aypp = = cm” .
2 2
. 1 1 1 3 3
Prin urmare, Vyyiscp =Vius *+ Vv =5 Ao - A0+~ Aypy - OC = ~ Ay AC = 2J6 cm?. em® .
OM -OD-sin(DOM) OM -OB-sin(MOB) OM - DB-sin(DOM)
©) Aypp = ADMO + AMOB = 5 + 5 = 5 “Ayps

este maxima daca sin(DOM) =1.

Rezultda MO 1 DO, dar MO 1 AC (ipoteza) = MO L (ABCD).

Fie P,R,T,Q picioarele perpendicularelor duse din M pe AB,BC,CDsi DA.

Cu reciproca teoremei celor trei perpendiculare obtinem OP 1. AB,OR | DC,TO 1 DC si QO L DA.
In triunghiurile dreptunghice 40B, BOC,COD, DOA avem



- PROBLEME REZOLVATE -

OP:§,0R=—15‘/E,0T:3,0Q: 15V17
2 34 2 34

Cu teorema lui Pitagora in triunghiurile MOP, MOR,MOT,MOQ obtinem MP = %\/154 ,

yroYOB %\/ﬁ, acum deducem 4, = + (5154 + 914 + 441918 ) cm”.

N 8

» Clasa a IX-a

. Si se determine valorile naturale ale parametrului a astfel incat ecuatia
(ax—1)* +(x—a)’ =—18x si aibi o solutie intreagi si si se rezolve ecuatia in acest caz.

Adrian Stan, Buziau
Rezolvare: Ecuatia dati este echivalentd cu (a” +1)x* —2(2a—9)x+(a> +1)=0. Pentru a avea radicini

trebuie pusa conditia A >0=>4(2a—9)’ —4(a° +1)’ >0 (—a’ +2a—-10)-(a* +2a—8)>0.
Cum —a’+2a—10<0,Va e Rdeoarece A=-36(0, atunci, trebuie ca a’+2a—8<0adica
ae [—4;2] . Cum aeNrezulta ae {O; 1;2} . Doar pentru @ =2=>5x"+10x+5=0 cu radicinile

intregi x, =x, =—1.

IBREIIP).  a) Aratati cd daca r este un numar rational pozitiv ce aproximeaza prin lipsa pe \/7 atunci

r+ < . o . < [~
este un numir rational pozitiv ce aproximeaza prin adaos pe /7 .

r+1

este o

r—+
b) Pentru ce valori rationale pozitive ale aproximarii r prin lipsa a lui \/7 valoarea 1
r+

aproximare mai buna a lui ﬁ decatr ?
Ion Patrascu, Titu Toma, Craiova
Rezolvare:

a) Cum r este o aproximatie prin lipsi a lui /7, atunci, ¥r—+7(0. Raméine si aritim ci

r+7>\/7<:>r+7—r}:/17—\/7>

0= (- \/7)(7’ - ﬁ))O , ceea ce este evident;

r+1

b)

r+7—\/7(\/7—r<:> r+7—rﬁ—ﬁ<ﬁ_r© (\ﬁ_r)(\ﬁ_l)(\ﬁ—r@@(l@r%ﬁ—z:
r+l1 r+l1 r+1 r+l1

Valorile cdutate sunt (ﬁ -2; \/7 )NQ.

IBEIIR). Fie ABC un triunghi echilateral de latura “a” si un punct M in interiorul triunghiului astfel

incat distanta de la M la laturile triunghiului este egala cu ,, d ”. Aritati ca a > 2\/§d .
Andrei Octavian Dobre, Ploiesti
azx/g a

2 :E(dl+d2+d3).

Rezolvare: A, = A, + Agyic + Apse
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a\/§_1

4 2

dd d,d dd . .
223 413 (relatie cunoscutd, care se demonstreaza folosind faptul

d+d, d,+d, d.d,

) x/ga 3d?

cam,<m,). Cumd, =d,=d,=d ,atunci, TZEDaZ?_ﬁd )

(d +d,+d;)=

Observatie: Singurul punct egal departat de laturile triunghiului este I — centrul cercului inscris in triunghi,
iar d este raza.

L.:404|. a) Sa se arate ca [ n’ + n} =n, Vne N, unde [x] reprezinti partea intreaga a lui x;

b) Rezolvati ecuatia [ 1~2]+[«/ﬁ]+[«/ﬁ]+ ..... + «/n~(n+1)]=496 in N.

Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare:

a) Intrucit n*> <n(n+1){(n+1)> @ n<\n’ +nn+1= \/n2+n}:n, VneN.

b) Conform a) ecuatia devine 1+2+3+...+n =496 = n =31.

1 1 1 3
IBENUN. Daci a, b, ¢>0 astfel incat a* +b°+c* =3 si 1<n<2, aratati ca: + + >

n-a n-b n-c n-1
Marin Chirciu, Pitesti
1 >+2n-3
Rezolvare: Avem a, b, ce(O, \/g) si Zaz( nl)z oa’—na*+2n-3)a+2-n>0<
n—a n—

(a=1)*(a+2-n)>0. Obtinem:
2 _ 3 _ _ _
Z 1 >Za +2n-3 Ya +3(2n-3) 3+6n-9 6n-6 3

2n-17° 2=  2m-1)° 2m-1° n-1

Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c=1.

n—a

IRENTY. Determinati numerele reale nenule a;,a,, as,..., a, , astfel incat:

a; +2a, +3az +...+na, 2n+l1

, Vn22. Gheorghe Ghita, Buzau
a; +a, +az+..+a, 3
. . . . a; + 2612 5
Rezolvare: Pentru n =2, egalitatea din enuntul problemei, se scrie: ————= ==, care conduce laa, = 2a,.
a)t+ay
_ a,+2a,+3a, 7
Pentru n = 3, obtinem ————2——3 =— care conduce la a, =3a,.

a, +a, +a,
Vom demonstra prin inductie matematicd, cia, =na;,vn=2.
Evidenta egalitatea pentrun =2.  Presupunem cd a, =na;, i demonstramca a,,,=(n+ l)a;.
a,+2a,+3a,+..+na,+(n+l)a 2n+3

Egalitatea datd pentru n + 1 numere, se scrie: atl — , §i tinand
a,+a,+a;+..+a,+a,, 3
. L _ , . a,(P+22 437 +..+n?)+(n+Da,,, 2n+3
seama de ipoteza din inductie, egalitatea devine succesiv : = ,
a,(1+2+3+..+n)+a,,, 3

+ (2n + 3)an+la

n(n+1)(2n+1) n(n+1)
3a, ————— 2

6 +3(n+1)anﬂ=al(2n+3)-

na, =n(n+ 1)a;, adicd a,;=(m+1)a;.
Ca urmare a celor de mai sus, rezultia, =na;,vVn>2.

IREIg). Fie m > 0. Fie o functie f: [a,b] > R pentru care f(a)=f(b)=0 si pentru V x;,x, €[0,1],
Xi#X, = |f(x))—f(x2)|< m|x;—x,| .  Si se arate cii existd x,, x; €(0,1), Xx; # X, astfel incat
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| f(x0) f(x2) | <

Rezolvare:  Avem |f(x) —f(a)| (m- , Vxe (a;b] = |f(x)| (m(x—a),Vx e (a;b].
F(x)—f()|(m- , Vxe[a;b)=|f(x)|{m(b—x),Vx €[a;)).
Rezultd ca | /(x)[(min {m(x—a),m(b—x)},vx €(a;b).

. a+b a+b o b—a
Fie x, € a;T , X, € T;b , astfel incat xz_x1>T:>

()= f o) <[ G| +]f Ge)lm(x, — @) +m(b—x,) = m(b—a) —m(x, —x,

‘Chiritﬁ Marce]l, Bucuresti

m(b—a)
—

Analog,

15y(x2 +1) = 7x(y2 +1)
L:408. Rezolvatiin R'x R" sistemul :

80xy
2 2
Xy —Xy+XxX—-y=—=—="
y y y 1
Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvarea este cea de la G:587.

1 1 1 2
L.:409. Sa se arate ca + +..+ = "

(VT [V27] [N [st) [\/4712+4n+3}-[\/4n2+12n+11} 3(2n+3)

VneN" unde [x] este partea intreagi a lui x.
Constantin si Elena Ciobica, Filticeni

Rezolvare: Se arata mai intdi ca din (272 + 1)2 <4n®> +4n+3<(2n+ 2)2 = L\/ 4n’ +4n+ 3J =2n+1,

(2n+3) <4n®> +12n+11<(2n+4) = N4n® +12n+11J=2n+3'

1 1
Atunci, T T 1+ T TT 1=
Vil Var) VL W) Van < an+3 ) Wan® +12n+1 ]
11 1 1 11 1 1 1 2n
=—+—+..+ =———+—-——4...+ - =
3.5 5.7 (2n+1)2n+3) 3 5 5 7 2n+1 2n+3 3 2n+3 32n+3)
» Clasa a X-a
. Sa se arate ca 21g3+1g7-1g27(log, 10. Constantin Dinu, Buziu

Rezolvare: Se inmulteste inegalitatea data cu lg 4 adica cu 21g 2 rezultand
(*) 1g4-1g9+1g4-1g7-1g27(2 deoarece 21g2-log,10=2-1=2. Cu inegalitatea mediilor se

2 2 5
obgine1g4.1g9<(@j :(1g236) <[1g1200j .

3 3 3
1g4_lgg_1g27<(1g4+1g9+1g27j :(lg972j <[12;1000) 1

3 3 3
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Adunand cele doua inegalititi de mai sus se obtine inegalitatea (*).

-1
=DM ei30.
p
Cristian Moanta, Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare: Relatia dati este echivalentd cu (p—1)+1= p(q° +39).

L.:411. Determinati numerele prime p si q astfel incat

Pentru p >3 = (p—1)!+1 este impar, atunci, ¢° +39 este impar. Se obtine =2 si (p—1)+1=103p.
Daca p > 11se obtine contradictia (p—1)+12>21-2-3-....-(p—-2)(p—-D+1=8!(p-1)(p—-2))103 p.
Asadar, p <7. Se obtine solutia p=7, q=2;

L.:4128 Care sunt conditiile ce trebuie si le indeplineascd a,b,c >0 astfel incit si avem
V27a*b*c* <2ab+c* <ab+bc+ca? Constantin Rusu, RAmnicu Sarat

Rezolvare: Notaim A4 =3/27a’b*c*, B=2ab+c’si C =ab+bc+ca. Aplicand inegalitatea mediilor
avem: A=3R/a’h’c* = 33\/(ab)(ab)c2 < 2ab+ ¢ cu egalitate daciab = ¢’ ;

A=3a’b*c’® =33/(ab)(bc)(ca) <ab+bc+ca cu egalitate dacia =b=c. Asadar am obtinut ci

A<B,A<C Va,b,c>0. Ramine sa vedem in ce caz avem B<C. Dupia evaluarea

B—-C=(a—c)(b—c) obtinem b <c<a sau a <c <b. Egalitatea se obtine daci a=b=c.

IBEIR].  Rezolvati ecuatialog, (log5 (Ig x)) =1in R* . Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: log, log,lgx=1=log,lgx=4=Igx=5"= x =10

IREAEY.  Rezolvatiin R ecuatia: x\/ 3+x+ \/ 39-3x =4y3+x". Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:  Domeniul de definitie al ecuatiei este D = [—3, 13]. Cu inegalitatea Cauchy-Buniakowski-

2 (CBS)
<

Schwarz avem: (x\/3+x+\/§-\/13—x) < (xz+3)(3+x+13—x):l6(x2+3) , de unde

x\/3 +x+ \/39 —3x <44/3+x* , cu egalitate daci si numai daca:

x=0

WI3-x=3+x3 o x -13x"+3x+9=0 (x—1)(x* ~12x-9) =0 ;
x,=leD, x,;=6% 3\/5 € D . Deducem cd multimea solutiilor ecuatiei date este:

s={1. 6+3V5, 6-3J5}N[-313]={1, 6+35}.
1 1 1 (n—1)n

L:415. Siaserezolvein R, * ecuatia (2° —1)" + (3 =1)* +.+ (0" =) =

, n=>22neN.

Gigel Buth, Satu Mare

1
Rezolvare: Fie f:(0;00) = (0;00), f(x)=(a" —1)*,a)l. Se va arita ca f este strict crescatoare pe (0;0)
ceea ce implica faptul cd membrul stdng este o suma de functii strict crescatoare prin urmare ecuatia datd are

solutia unica 1.
1 1

Fie O{x,{(x, si ¥, =f(x)= (ax‘_l))71 iar y, = f(x,) = (axfl)z atunci @ =" +1, a®=y,"+1=>

ayy,ayy, = 2 (1. Cumx(x,, 31) 0 astfel incat X, =X+t atunci
a

1Y L
a*-l=y," <a"-a'~1=y," -y, deunderezulti a” —(;j =y, (%j " (™.
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. . o N 1 .
Pe de alta parte, ;" =a™ —1, a” = y," +1inlocuim in relatia (*) si obtinem y," +1—(=)"(y,"
a

1
= (" - (l - (;)’) =3, =y, (¥, = f(x){f(x,) adica f este strict crescatoare.

2 2
L.:416. Fiex,y,ze(O;oo).Arz'\tagicz'u:\/ X +\/ Y )z +\/ Z+Zx2_3x/_

X' —xy+y’ Y —yz+2° Z—zx+x

2 x2+xy B 2(x2+xy) 2(x +xy)

Rezolvare: 2

5 si analoagele.
X' —xy+y° x+y +(x—y) X'+ y

@) _ )
x2_x:y+y2 - x2+y2

2 2 > >
Atunci, \/Z(x +xy)+\/2(y +yz)+ 2(2 +Zx)<3\/— \/x +xy+\/y +yz \/z +zx<3

X+ V+z z2 +x? X'+ Y+ 2z Z2+x?

20 +17) > (x4 1) & 21 < 1 PN )Zc+yZS 2 - x(zx+y2)S 2x i
2(x"+y7) (x+y) X +y x+y X +y X+y

analoagele.

Notam cu E(x,y,z) partea stﬁngé atunci, inegalitatea initiala este echivalenta cu

E(x, y,Z)—\/ \/ + <3,
xX+y y+z Z+x

X+ 2)(z +x) +y(z + X)(x+¥) + /20 + »)(y + z)
JE+ M +2)(z+x)

E(x,y,2) =\/_

S\/5_\/[)c(y+z)+y(z+x)+z(x+y)]-[(z+)c)+(x+y)+(y+z)] _

NG+ )+ 2)(z +x)
N3 \/4(xy+yz+zx)(x+y+z) 2\/5\/1_'_ xyz <22 1+l=3‘ S-a folosit
NG+ )y +2)(z+x) (x+ )y +2)(z+x) Vs
NES
inegalitatea Cauchy- Buniakowski- Schwarz si faptul ca 24 < — si analoagele , care inmultite dau
xX+y
1
a2 <-—-. Avem egalitate cand x =y = z.

(x+y)(y+2z)(z+x) 8

Observatie: Se putea utiliza si inegalitatea (x+ y)> <4(x* —xy+ "), dupa care ne rimanea de demonstrat

o inegalitate a lui Vasile Cartoaje, a se vedea exercitiul 4.1.5 din Pham Kim Hung, Secrets in Inequalities, vol
1, pag. 72, Gil 2007.

L:417‘ Daca z,z,

" 4. +z+2z, =0atunci |2/ <2,unden € N*.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Din relatia data obtinem:

' =4 2" k2422

n—1

y4

n

= |z

=[rz £2 k 242z <

‘ " 2‘+ 4|2+ 2z,

Notdm |Z| = = a < 1si atunci inegalitatea se rescrie:
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Pl " e —r=2a<0& " =" =" - —r=2<2a-2.
Daca r =1 cerinta problemei este adevarata, iar daca » # 1 inegalitatea data devine:

P e 1) =-1<2(a 1) o = _11—1£2(a—1)<:>
T

P2 — 2
<

2(a—1)<:>wﬁ2(a—l).
r—1 r—1

n

. r < . . o
Cum a <1, membrul drept este negativ si cum > Orezultd ca r < 2, adica |z| <2

r—1

L:418‘ Fie triunghiul ABC ascutit unghic si [AD],[BE ],[CF ] inaltimile sale iar H ortocentrul
triunghiului. Aritati ci 6(AD- AH+BE-BH+CF-CH ) > (a+b+c)’, unde notatiile sunt cele

uzuale. In ce caz avem egalitate?
Daniela Grama, Lucian Tutescu, Craiova

28 abc .

Rezolvare: Cum AD=—, S = E iar AH =2Rcos A (AABC este ascutit unghic), rezulta
a

2 2 2

AD-AH =§-2RcosA =2'a—bc-2RcosA =bc-cos A =b+c—a

a a 4R 2
1 +h 4+’ 11
Z AD-AH = 52(192 +c’—a’)= % > E-g(a +b+c) =(a+b+c). S-afolosit inegalitatea
Cauchy- Buniakowski. Egalitatea exista pentrua =b =c , adica triunghiul ABC este echilateral.
» Clasa a XI-a
. . <« 42 1 2 -
L:419, Aflati matricea A4 M,(R)daci A’ +A= o 1/ Ion Stanescu, Buziu

a
Rezolvare: Fie 4 = (
c

a 2a+b a+2c b+2d a b , (@ 2ab) . _
= =c=0, a=d. Asadar, 4= , A" = . Inlocuind in
c 2c+d c d 0 a 0 da

2 2 1 2 —1+ +
a +a ab+bj=( j:az 1_\/5,17:_2\/5.

b 5 1 2
. Atunci, din A4 | A +A= |-A =
d 0 1

relatia din enuntul problemei, obtinem 5
0 a+a 0 1 2 5

IBPPY). Fie 4,B<M,(R).Si searate ci daci BA=0, si det(A’+AB+B?) =0 atunci

det(A+nB)=0, Vne N*, Marcel Chirita, Bucuresti

Rezolvare: Fie f(x)=det(A+xB)=detA +ax+detBx*,unde acR . (1)
(det (A+B))* = det (A+B) (det (A+B) = det (A+B)(A+B) = det( A> +AB+BA+B?) =det( A> +AB +B*) =0 de
unde, det(A+B)=0.
In (1) pentru x =1 avem det(A+B)=detA +a+detB =0 deunde a=—detA - detB (2)
Fie f(x) = det(A+xB) = detA — ( detA+detB)x + detB x”.

0=det(4’ + AB+ B*) =det(A+ wB)-det(A+@B) = f(w) f (@) , unde w,w sunt ridicinile ecuatiei
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£’ +t+1=0.Rezults, f(@)=0, f(@)=0.

Obtinem, det A+ aw+detB-w° =0 (3)si det A+aw +detB-@> =0. (4). Din (3) + (4) rezulti:
2det A+ a(w+@)+det B- (0’ +@°)=0. Cum o+@=—15i @ +@° =—1= 2detA —a — detB
deunde a= 2det A—detB (5)

Din (2) 5i (5) avem — detA —detB = 2det A —det B si obtinem detA =0 si a=—detB.
Deci  f(x) = det(A+xB) =—detB x + detB x> siavem f(n)=det(A + nB)=—n’detB x +n’detB =0

c) +%C§ +...+lC,’j

L.:421. Sa se calculeze: hm 1 ln . Gheorghe Ghita, Buziu
224+-2%+ +—2"*1
2
1 1 2 2 1 3 1 n+l = " .
Rezolvare . Notand x,=C, +5 C,+.+— Cn,yn =2 +§2 +..4+—=2"", y, crescator( e | >0) si
n
n+l
nemarginit ( Ya> —>ooJ , conform lemei Stoltz-Cesaro, avem:
c}m Cl+. +—c;;:f-c;-fc§-..-76"
lim Kt =% =lim +1 2 =
L LZHZ
n+l
Ci11+1_cl+ (C11+2_C )+ 4 (Crﬁ—l C) 7Cr’11-:—11
n L2n+2 -
n+l
< < 1 <
1 1 1 k k+1 k+1
C'+-C +. . +—Cl+—C” T Cn —7Can ntl n
lim nolon n " n+l n:ﬁrn;k-H :ﬁrnk:0n+1 * :]jrnn+1k:0 " Zlirn2+l_1:l
n L2n+2 n LG*—z n LG-#z n 1 2n+2 n 2n+2 2
n+l n+l n+l n+1

L.:422. Si serezolvein R ecuatia x3+5)c=)€2—5+4-{/(5xz+x—5)2 +6~%/5x2+x—5.

Oana Preda, Roxana Vasile, Craiova
Rezolvare:

Ecuatia datd este echivalentd cu x’+4x°+6x=5x"+x—5+4-3(5x* +x—5)> +6-J5x* +x-5
(). Fie f:R—oR, f(t)=£+4t>+6t. Cum f'(t)=3t"+8t+6)0, V¢t cRrezulti f este strict
crescitoare, atunci, f eset injectiva. Ecuatia (¥) se scrie f(x) = f(3/5x> +x—15) si din injectivitatea lui f se
obtine x=R5x* +x-5 de unde, rezulta X =5x*-x+5=0&
(x=5)(x-D(x+)=0=xe{-115}.

o ) 2x+1 .
L.:423. Se considerd functia f:R\ {—l; O} - R, f(x)=——. Si se calculeze
x(x+1)
n®—n+2
11m(f(1)+f(2)+ +f(n))

Constantin Dinu, Buzau

2x+1 ! ! Vx e R\ {—l; 0} atunci

Rezolvare: Intrucat N=——— =
) x* (x+ 1)2 K’ (k+ 1)2

11m(f(1)+f(2)+ + f(n ))" e m(l— ! ) _L

(n+1)? e
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! ! 1)
L.:424. Calculati lim| 1+ Sk + 7 + et (4n D! .
n— 41-21 8!-6! (4n)!—(4n—-2)!

Petre Paunescu, Rosiorii de Vede

(4n—1)! (4n=2)1(4n—1) 4n—-1 1 1
Rezolvare: = = = y— =
(4n)!—(4n-2)! M[(4n—l)4n—l] 4n(4n—-1)—-1 4y — 1 "an
4n—-1
! ! 10!
+L+L+....+ (dn—1)! ) 1+l+—+ .+— — o0, limita data este egald cu co.
41-2! 8l-6! (4n)!—(4n-2)! 4 8 4n now

L:425. Fie ( ) -, un sir de numere reale cu x, =x, =4 si 2x,,, —3x,,, +x,—1=0,Vn2>1. Sase

n+l

calculeze lim Z In(x, —k).

n—>0
Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

Rezolvare: Cautam un sir ( yn) cu termenul general de forma y, =x —a-n—b, cu a,beRyi

n=1

=4—a-b,y,=4-2a—b. Inlocuind in relatia de recurentd din enuntx, =y +a-n+b obtinem:
2 -3 +y +a—1=0,Vn>1=a=1. Din ecuatia caracteristici 2z° —3z+1=0, asociata sirului
yn+2 yn+1 yn 5 $
. .. 1 .
( ¥, )nzl , ecuatie cu solutiile z, =1,z, = E rezultd ca termenul general al sirului ( Y, )nzl este de forma:

1 n
y,=A+B (5) Vnx1, cu y =3-b,y,=2-b. Rezolvand sistemul corespunzitor pentru

n=ln=2=>A=1-b,B=4 si deci

pentru n>1. Asadar, obtinem

n—2 n—2
1 1
xnzl—b+(5] +n+b:>xn:n+1+(§j pentru orice n>1.

Inlocuind in limita cerutd avem succesiv:

hrnZln —11m21n(k+1+21 kalim(ln[ (1+#j
k=1

n—®0 n—0 n—0

)
S N [ AT (P YN TR O (AR N
= ’lil_r)g[ln(n(l—%j]] =In12.

m Se considera f: [O 2] — R, o functie derivabili de doui ori, cu urmitoarele proprietati:
a) 1"(x)>0,(V)xe(0,2] si min f(x)e {f(O),f(2)}.

xe 0 2
b £7(0)-/"(2)+./(0)/"(2) <0
i) Gasiti un exemplu de functie care are proprietatea din enunt.
ii) Demonstrati ci exista ¢ € (0, 2) astfel incét f"(c) = —f'(O)-f'(2).

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
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Rezolvare: a) f(x)=x"—x,x€[0,2].
b) Din teoremele Weiestrass si Fermat, exista ce(O, 2) astfel incat f '(c)=0. Aplicand teorema lui
Lagrange, exista ¢ E(O,C) , G € (c,2), astfel  incat f'(c)—f'(O) = cf"(cl) si
1'(2)-f"(c)=(2-¢) f"(¢,)=—f"(a)- f'(b)=c(2—¢) f"(¢;) f"(c,). Acum vom demonstra ci
existd ¢, € (0,2) astfel incat f "(C1) f "(cz) :( f “(c3 ))2 Daca ¢ =c, concluzia este imediata.
) \/f" c]
_ f" 01 ( )2
n c] \/f" cl )( u c2 \/f" c] ( ))
" ( )> 0 ( ) (0,2] Cum ¢  are proprietatea lui Darboux, existdi c; e (cl,cz) astfel incat

(p( ) 0=f "(01) "(cz) ( ( ))2 Astfel, am obtinut c3e(a,b), cu proprietatea ca

()" (e)=(/"(e)) -

Revenind , avem—/"'(0)- /'(2)=(c—a)(b—c

Presupunem ¢, <c, . Definim functia ¢:[c,,c,] > R, go

<0, deoarece

Avem (p(Cl)-(o(cz) = (

f " ) , 1ar din inegalitatea mediilor obtinem

-
—f'(O)-f'(2)=C(2—C)'(f"(cs)) -[”2 J @) = ()= T T o

enunt \[—£"(0)- £'(2) 2/ £"(0)- £"(2) < £"(0)- £"(2)+ f"(0)- £'(2) <0.Procedand la fel ca mai
devreme, (definind funcpa ¢.[O,2]—>R, #(x) =1 (x)=1"(0)-/"(2)
astfel incat /"(0)- /"(2)= /> (c,).

Am gisit cd exista c;,c, €(0,2)astfel incat 1 "(c,) S\/WS f"(¢y) sicum " are
proprietatea lui Darboux, ¢ & (¢,,¢;) astfel incat 1"(c)==1"(0)1"(2).

), obtinem ci existd ¢, € (0,2)

= Clasa a XII-a

2
L:427. Se consideri functiile /,g:R—>R, f(x)=x"+e ™ si g(x)= J.f(t)dt .
0

a) Aratati ca functia g este inversabila;
37 1

5 &

b) Si se calculeze: I g ' (x)dx :
6 1

Darstaru Gheorghe , Buzau
5

X 5
Rezolvare: a) g(x)= J.(t4 +e ' )dt = (% —e_tj 0" x? —e " +1; Cum g'(x)= f(x))0 rezulti ci f este
0

strict crescatoare pe R. Cum lim = —oo, lim g(x) =00 = g(R) =R. Agadar, f este injectiva si surjectiva,
X—>00 X—>00

X

deci, bijectiva, adica f este inversabila;
b) Aplicim schimbarea de variabili y=g ' (x) =>x=g(y)=>dx=g'(y)dy =dx=f(y)dy .
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37 1

5 ¢ 2 2 2 6
| g‘l(x)dx=Iy-f(y)dy=Iy5dy+fy-e’ydy=(%—e‘y -y—e’“”j
6 1 1 1 1

1
. Sa se calculeze: j d dx.

‘isin x+\/1+x2+\/si112016x+1+x2

2 63 3 2

1 6 & e

Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Integrala data pe care o notam cu I se scrie:

0 1
dx dx
I= I dx + J. dx .
%sin "% x 414 x2 +Vsin 22 x 41+ x2 3 sin 9% x £ 14+ x% +/sin 2 x4 1+ x°
Folosind schimbarea de variabili ¢ (x)=-x, ¢ : [-1,0]— [0;1]] in prima integrala si avem:
0 1
dx dx
I= —I dx + I dx =
L sin "%y T4+ x? +sin 2 x4+ 14 12 3 sin 0% x 14 x2 +/sin 22 x 4 1+ x2
dx 0 dx
- 1008 2 2016 de * I dx:
—sin x+x/1+x +x/sm x+1+x <>si111008)c+\/1+x2 +\/sinz°mx+1+x2

21+ 22 +24sin2"® x 41+ x2
(\/l+x2 +sin®® x +1+x° )2 —(sin1008 x)2
1 2(\/l+x2 +\/1+)c2 +sin2°16x) 1

dx
- dx= = In(1++2).
0 241+ x° (\/l+x2+\/l+x2+sin2016x) '([ 1+x2

dx=

O~ O C— —

IREYR].  Rezolvatiin Nx Necuatia x!=xy+x+ y.

Marian Voinea, Florentin Visescu, Bucuresti
Rezolvare: Daca x=0=0!=y= y=1. Dacd y=0=x!=x=>x=1,x=2. Presupunem x,y=>1.
Ecuatia data este echivalentd cu x4+1=(x+1)(y+1)=>x+ 1|x!+1 .
Din reciproca teoremei lui Willson ( p|( p—D+1< p prim)rezultd x+1= psi cum p este prim rezulta

1 —D= D=
1:(p 1).+1:>y:(p ! p+1.A$adar,x=p—1§iy:(p D-p+1

y+ ,p prim.

4 3 2 _
IBPK]).  Fie ccuatia x —4x +12x" —16x+a=0,a e R.

a) Sa se rezolve ecuatia pentru a = 32;
b) Si se rezolve ecuatia si sa se discute in functie de ¢ € R natura radicinilor ei.
Ovidiu Tatan , Ramnicu Sarat
Rezolvare: Pentru a =32 obtinem succesiv:
x—4x’ +12x7 —16x+32=0=x" —4x’ +8x" +4x° —-16x+32=0=

=27 (F —4x+12)+4(x" —4x+12) =0= (& +4)(¥ —4x+12) = 0= x,, =£2i,x,, =2+2i.

x=y+ta, . v,aeR

- . e A A . .. . e . 3 .
Notam si determinam ¢« astfel Incat coeficientii termenilor care 1i contin pe x~ §i

x si fie nuli. (y+a)4—4(y+a)3+12(y+a)2 —16(y+a)+a=0=
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= ' +(4a—4) )’ +(6a” ~12a +12) y* +(4a’ ~120° + 24a—16) y+(a* —4a’ +120” ~16a+a) = 0=
4 2 _

=a=1. Pentru a =1, obtinem ecuatia bipatratd ” +6y"+ta-7=0

Noténdy2=t:>t2+6t+a—7=O:A=4(l6—a)

Daci A>0=>a<16=t,eR=1t,=-3+J16-a=

=4 =-3-VJ16—a<0=y,eC-R=x,=y,+1e C-R,x, =+i\3+16—a +1
L=-3+J16—a20=a<T=y, ,eR=>x, =y, ,+1eRx,, =t J16-a -3 +1

t,=-3+16—a <0< ae(7,16]=>y,, e C-R=>x,, =y, +1e C-R,x,, =+i\|3-+/16—a +1

Daci A<0=a>16=¢1,eC-R=y,,,eC-R=>x,,,=y,,,+1eC-R.

. Daca ecuatia x> —x+3=0 are ridicinile a,bsi c determinati polinomul monic care are
ridicinile a°,b° si c’.

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Avem a+b+c¢=0,ab+ bc+ ca=—-1,abc =-3 Polinomul cerut este dat de
Px)=(x—-a )Y x=b")x—c’)=x"—(a’ +b° +)x* +(a’b’ +b°c’ +c’a’)x —(abc)’ =
=x> =S x>+ Px+243 ,unde S, =a’ +b° +¢c” si P=(ab)’ +(bc)’ +(ca)’.

Avem S, =0,5, =2,...,sidin x> =x-3 rezultica S,,, =S, —3S,,Vn>0.
2
-S
Avem P = %.Rezulté cd x” +15x” +44x + 243 = 0 are radicinile a’,b’ si ¢’.0

Paradoxul anuntului

Pe un zid este scris urmatorul anunt: ,,Va rugam sa ignorati acest anunt ”. Ce facem? Il
ludm 1n considerare sau il ignoram ?

Acesta este un paradox, caci daca il luam in considerare, conform continutului lui , trebuie sa-
| ignoram. Dar, daca il ignordm atunci inseamna ca l-am respectat.

» Munca in echipa presupune in primul riand sa-ti pierzi jumétate din
timp explicandu-le celorlalti de ce nu au dreptate. ”

George Wolinski (1934-2015)

ucis pe 7 ianuarie 2015 in atentatul terorist de la Charlie - Hebdo
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» Lucrurile nu sunt greu de facut.
Greu este si te pui in starea de a le face.”
Constantin Brancusi (1876-1957)

Probleme propuse

* Invatamant primar

P:367‘ Aflati numerele naturale ab care se impart exact cu numerele 2a+ 3b.
Nicolae Ivaschescu, Canada

P:368‘ In sertare se distribuie creioane. Daci se distribuie cate 3 creioane intr-un sertar, riman 3 creioane
nedistribuite, iar daca se distribuie cite 5 creioane, raman 5 sertare neocupate. Cate creioane si cate sertare
sunt ?

Valentina Anghel, Buziu

. Florin, Mihaela si Gabi au plecat la cumparaturi, avand fiecare cate 1005 lei. Cati lei a cheltuit
fiecare, daca resturile sunt respectiv numere consecutive, care valoreaza impreuna cat suma cheltuita de
Gabi?

Laura Mariana Ilie, Buzau

P:370‘ Ioana are de rezolvat in vacanta de vara un numar de probleme. Ea constata ca daca rezolva in luna
iunie jumatate din numarul total de probleme plus 2, in luna iulie jumatate din cele ramase plus 3, iar in
august jumatate din cele ramase plus 4, i mai raman pentru luna septembrie un numdir de probleme
reprezentand cel mai mic numar natural de trei cifre distincte. Céate probleme a avut de rezolvat loana in
vacanta de vara?

Nicoleta Gabriela Lupsan, Berca, Buzau

P:371‘ Mara si Alina au impreund 201 papusi. Diferenta dintre papusile Marei si triplul papusilor Alinei
este mai mare cu 1 decat numarul papusilor Alinei. Cate papusi are fiecare fata?
Cristian Cosmin Lupsan, Buzau

. Sa se afle doud numere care Tmpartite dau catul 1 si restul 4, iar catul dintre suma si diferenta
acestora reprezinta o cincisprezecime din 725. Rezolvati in doua moduri.
Gabriela- Maria Marinescu, Buzau
. La o librérie s-au adus caiete si carti, in total 220 de bucati care costa 825 lei. Numarul cartilor este
de 3 ori mai mare decat numarul caietelor, iar o carte costd de 2 ori mai mult decat un caiet. Cat costd un
caiet si cat costa o carte?
Viorica Rotarescu, Viorel Rotarescu, Vadu Pasii, Buzau
. Pentru olimpiada de matematicd au fost propuse mai multe tipuri de probleme. Pentru fiecare
rezultat corect se acordd 5 puncte, iar pentru un rezultat gresit se scad 20 de puncte. Stiind ca Stefan a primit
50 de puncte pentru 40 de probleme, afla cate a rezolvat corect.
Tuliana Stan, Buzau

. Dublul unui numar se aduna cu 50. Suma obisnuita se scade din 400, iar rezultatul este 270. Care
este numarul?

Daniela Ticea, Buzau
. Daca pun pe o tavd 3 cani, raman 5 cani fara tava, iar daca pun céate 4 cani pe tava, raman 2 tavi
goale. Afla cate cani si cate tavi sunt.

Elena Zainea, Buzau
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= Clasa a V-a

G:596,. Determinati multimile X si Y stiind ca sunt Indeplinite simultan conditiile:

a) XUY:{ZOOS; 2009;2010;2011;2012; 2013}; b) XmY:{2008;2009};
¢) Xm{2010;2011}=@; d) Ym{2012;2013}=®;
Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
2014*" 1

G:597. Comparati numerele 4=1+2014+2014>+2014" +.....+2014"si B=

2013 2013°
Nicolae Iviaschescu, Canada
1 1 1 1 1 1
+ + +oit——+—)—.
1489 1490 1491 1983 1984 4
Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
G:599. Fie multimea M ={1;3;5; ..... ;151}. Ardtati cd multimea M se poate mparti in 38 de

submultimi disjuncte doud cate doud, fiecare continand doud elemente a caror suma sa fie cub
perfect.

G:598. Aratati ca

Marian Voinea , Bucuresti
G:600. Fie a,b € N*astfel incat 2b—3a =17 . Aratati ca b >10.
Ionut Voinea Florin, Bucuresti

G:601]. Sa se determine cardinalul multimii {abc/ a+b= ac,} stiind cd b §i ¢ sunt numere prime.

Gheorghe Ghita, Buzau
22015 _ 22010

G:602. Aratati cd numarul 4 = PETIEYIN 2015 este patrat perfect.
+

Mariana Mitea, Cugir, Alba
G:603|. a) Determinati numerele prime a,b,c stiind ca 13-a+78-b+86-c=2015.
b) Daca abb+bac+cbc=2013+3-c+x si x)11, ardtati cd numarul x este numar compus.
Mariana Mitea , Cugir, Alba
G:604. Demonstrati cd numarul 117",k € N* se scrie ca o suma de doud patrate perfecte i ca o

diferenta de doua cuburi perfecte.
Ionut Voinea Florin, Bucuresti

, g A e (I 2".5"7 .4 : :
G:605, Aratati cd fractille Fj=—-——-——si F, =—————sunt echivalente, oricare ar fi
377121 377.77.49
n,m,p,q € N.
Nicolae Ivaschescu, Canada

= Clasaa VI-a

G:606.. Aratati ca numarul 4=14+243M...+2015!nu este patrat perfect, unde
n'=1-2-3-4-....-n, neN.
Nicolae Ivaschescu, Canada
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G:607. Cercetati daca fractia 8n+3

— este ireductibila , pentru orice n numar natural.
n+

Ion Stanescu, Buzau

G:608. Si se arate ci pentru orice numir natural n , expresia £ =2-10"" +3-10""7 + 4, este

divizibila cu 36. Marin Simion, Rm. Sarat
3 3 3

) X+ Y+
G:609. Daca x,y,ze N* si r Y _Z atunci xry Tz este un cub perfect.
y+z x4z x+y 3

Nicolae Ivaschescu, Canada
a+2014 b+2015 c+2016

2014 2015 2016

G:610. Determinati numerele naturale a,b,c stiind ca :

2a+ 3b = 5c¢-7.
Marin Simon, Rm. Sarat

G:611]. Fie a,be(0;00) astfel incat a+b=2. Aratati ci (ab)™'°(a’ +b*)<2. In ce caz avem

egalitate?
Constantina Prunaru, Roxana Vasile, Craiova

G:612. Sa se afle cite numere de forma abcde exista, stiind ca abc este prim si ca:
ab(a+bd + ce)=150. Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a VII-a

G:613. Fie numarul 4=+/2015*+2.2014> —4029. Aratati cd VA+1eN.

Mariana Mitea, Cugir, Alba
G:614|. Sa se demonstreze ca «/Z e Nunde

2 2
A= 2n 1_n+1+n +8 :n+1+n n 2, VneNlN. Nicolae Ivaschescu, Canada
4 3 12 6 2
(a+b+c)Y+(a—b) +(a—c) +(b—c)’

G:615. Aratati ca >ab+bc+ac, Ya,b,ceR.

3
Nicolae Ivaschescu, Canada

G616, a) Aritati ca (x> +7x+1) ) 9x(x+1)°, VxeR

b) Folosind eventual a) si se arate cd 4 =9"""+5.9°" +33.9%% 1+ 5.9 41 este compus.
Monica Matei, Carmen Terheci, Craiova

G:617|. Fie x,y € Rastfel incat (x++/x” +1)(y++/y* +1) =2. Aritati cd

3(x+y):\/x2+l+\/y2+l.

Constantina Prunaru, Craiova

. Determinati numerele abcd formate din cifre prime, stiind ca:
2a+ad+3b+bd+cd® +4cd+3c=d’ +7d*+ 15d +9.
Gheorghe Ghita, Buzau
. Se consideri patratul ABCD. In exteriorul pitratului se construiesc triunghiurile aABE,
aBCF, aCDG si aADH echilaterale. Aratati cd raportul dintre aria suprafetei patrulaterului
EFGH si dublul ariei suprafetei ACHE este supraunitar.
Sorina Vacarean, Cluj-Napoca
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G:621. Demonstrati ca in interiorul unui patrat de laturd a = 32 cm, exista 128 de puncte distincte
astfel Incat distanta dintre oricare doua astfel de puncte vecine determinate este de (2—\/5 ) cm i

alte 512 puncte distincte astfel incat distanta dintre ele sa fie de J2 em respectiv2 cm.
Dumitru Vieriu, Dorohoi

G:622.  Se considerd dreptunghiul ABCD, cu AB=2 si BC=1. Fie M e[4B] ,
Ne[BC],Pe[cD]si Qe[DA], calculati :min( MN? + NP* + PQ* +OM?),  respectiv
max(MN’ + NP*> + PO*> + OM?) .
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti , Neculai Stanciu, Buzau
G:623. Fie ABCD un trapez cu AB=2015 si CD astfel incat CD|| AB. Fie M,Pe(AD)si
N,Q e(BC)astfel incat MN || PQ|| AB si Aria (DCNM) = A(MNQP) + Aria (PQAB). Determinati
lungimile segmentelor [MN ] s [PQ].
Lucian Tutescu, Roxana Vasile, Craiova

= Clasa a VIII-a

. Sd se demonstreze inegalitatea: \/20+\/20+m +\/132+\/132+»\/132 (17.

Cristina Isaia, Galati

G:625. Si se arate ci numirul 4=9n"—18n" +3n’ +6n+1 este natural impar si pitrat perfect,

pentru orice ne N —{O;l} . Viorica Dogaru, Giurgiu

G:626.  Determinati numerele 1Intregi X, X,,X;,......, Xp0;5 care verificd egalitatea:
2015 2015 2 2015 2014 2015 __

X7 H5x,T TS T AT Xy = 2015x,x, - Xy s

Dumitru Savulescu, Marian Voinea, Bucuresti
G:627. Fie f:R—>R, f(5x+3)=10x-9 si g(x)=2x—-15. Aratati ca functiile sunt egale.

Claudia Popa, Buzau

n —n>—48
n’ +5n° +18n+24
Nicolae Ivaschescu, Craiova

G:628. Aflati valorile intregi ale lui n pentru care fractia F' =

eN, neZ\{—2}.

x-y+x-z=14
. Sa se rezolve Tn multimea N*xN*xN* sistemul < x-y+y-z=18;
x-z+y-z=20
Mircea Mario Stoica, Arad

. . -2 : .
G:630. Rezolvati ecuatia [3)67 } =x—-1149, x € R unde, [x] reprezinta partea Intreaga a lui x.

Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
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G:631. Demonstrati ca intr-un triunghi cu mijloacele inaltimilor coliniare, suma dintre lungimea
razei cercului nscris i lungimea razei cercului circumscris este egald cu semisuma lungimilor a
doua laturi ale triunghiului.
Dumitru Vieriu, Dorohoi
3 3 3 2 2 2
) . a b c a +b +c
G:632. Daca a, b, c>0 si n>0 demonstrati ca + + >
b+nc c+na a+nb n+l1
Marin Chirciu, Pitesti
3 3 3 3 3 3
a +b N b’ +c L c+a
ab(a+b)+c’  be(b+c)+a’  ca(c+a)+b’
Marin Chirciu, Pitesti
G:634. In cubul ABCDA'B'C'D’ se inscrie prisma triunghiulard regulati CMNC'M'N’, unde
M € (A4B),N € (AD),M'"e (A'B"),N' € (A'D"). Determinati raportul volumelor celor doua

G:633|. Dacda a, b, ¢ >0 sase arate ca:

cub

corpuri: D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti , Neculai Stanciu, Buzau

prisma

. Fie ABCD un romb cu AB = 3a, iar AC=4a, unde ACNBD = {O} ; in interiorul ABDC
se 1a un punct E astfel incit CBE =CDE .
a) Aratati ca punctele A, C, E sunt coliniare;
b) Pe planul rombului se ridica perpendiculara ME = a3 ; daca CE = a, aflati masura unghiului
diedru dintre (4BC) si (MBD), precum si m(MAC).
c) Daca N este mijlocul lui AM, iar NE MO = {P} , aratatica NE L (]\lBD) .

Mariana Mitea, Cugir, Alba

= Clasa a IX-a

1.:432|. Sa se demonstreze ca nici o putere de numar prim nu poate fi numar perfect. (Numim numar
perfect, acel numadr Intreg care este egal cu suma divizorilor sdi din care se exclude el insusi).
Lucian Dan Grigore, Craiova

. Determinati numarul si pozitia solutiilor reale ale ecuatiei f (x) =m, meR, unde
f RoR,

x* +8x+10,x € (—o0,-2]
f(x)=9-2,xe(-2,1) . Sorina Vicirean, Cluj-Napoca

—x*+6x—7,x[l,o)

5b+23ba’> Sa+23ab’ S

L:434. Fie a,be(0;1)cu a+b=1. Sa se arate ci o + — >8.
_a J—

\Marcel Chiritﬁ’, Bucuresti

L.:435, Fie numerele reale nenule si pozitive a,b,c. Sa se demonstreze ca
(b+¢)*,(c+a)’,(a+b)*sunt  laturile  unui  triunghi dacdi si  numai  dacd
bc ca ab

a+b+c> max{—,;,—} . Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
a C
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. Sa se determine (x,y) eRxR astfel incat x—y=x"—y" =x"—)".
Ana Cismaru, Malu Mare, Dolj
. Determinati toate perechile (x, y) de numere intregi astfel Incat:
Xy —x—xy—y> +x+y=0.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, Neculai Stanciu, Buzau
. in triunghiul ABC cu notatiile obisnuite si cu m(A4)=90"se stie ci a = 2b — c. Si se
calculeze sin2B.

Adrian Stan, Buzau
L.:439. Aratati cd in orice triunghi are loc inegalitatea:

12 (sin2 g +sin’ g +sin’ %j < ctggctg g +ctg g ctg % +ctg %ctgg . Marin Chirciu, Pitesti

IL:440,. Daca ABCD este un patrulater convex care satisface simultan conditiile:
1) AB+CD > BC+ AD; b) Cercurile construite pe AB si CD ca diametre sunt tangente exterioare.
Demonstrati ca ABCD este trapez, paralelogram sau romb.

Ion Patrascu, Craiova

L:441. In interiorul patratului ABCD cu latura de lungime 1 cm se considerd un punct M astfel
incat MBC = MDB =15" . Si se calculeze lungimea segmentului [MC].

\Marcel Chiritz‘l\, Bucuresti

L:442| . Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC, stiind ca indltimea din A este jumatate
din inaltimea din C si bisectoarea din A este jumatate din bisectoarea din C .
Constantin Apostol, Rm. Sarat

= Clasa a X-a

L:443,. Si se rezolve in R ecuatia \x+2v/x—1++/x>—=2x+1-3=0. Adrian Stan, Buzau

S (k) 1 . . «
L.:444. Fie n,p e N*, n> p. Aratati ca {Z(k Nk + 1} ( — unde {x} reprezinta partea fractionara
k=p p

a lui x.
Dana Camelia, Ileanan Didu, Craiova

L:445. Fie xe(O;ZJ. Aratati ca sin2x ( %
3 2x" —x
Lucian Tutescu, Lucian Dan Grigore, Craiova

1.:446. Numerele complexe a, b, ¢, avand modulele egale, sunt afixele unui triunghi isoscel.
Aratati ca numerele complexe ab, bc, ac sunt de asemenea afixele varfurilor unui triunghi isoscel.

Ana Cismaru, Malu Mare, Dolj
L:447. Rezolvatiin R ecuatia vx +3/x +3x =x+242 .

Lucian Tutescu, Craiova, Andrei Micu, Melinesti, Dolj

L:448. Fie x,,x,,....,x,,,,, n=1, numere strict pozitive astfel incat x, +x, +....+x,,,, =2n+1.
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. X X X A )
Aratati ca —— +—2 +ot e <1. In cez avem egalitate ?
nx” +n+1 nx,"+n+l1 nx,, ., +n+l
Lucian Tutescu, Teodora Riadulescu, Craiova
2015 3 .
. X, i
L.:449. Calculati suma S = Z—’Zunde X, =——, 1€ {O;l; 2;...;2015}.
= 1-3x, +3x, 2015

Cristian Moanti, Oana Preda, Craiova
L:450. Daca a=?°N2012, a,=1,a,,, =a” (n>0)comparati numerele: 2012 si a,,, ( de
0 n+l 2013

a

exemplu, d5 = a’ , un turn de puteri ale lui a ). Neagu Mihai, Rm. Sarat
n-1
L:451. Fie n, keN, n>k>1. Sa se arate cd numarul x=C,, -H(C" ct . -cr. .cr ) este

n+k—1"n+k n+k—1"n+k

k=1
patrat perfect, pentru orice numar natural n, n>2.
Ionel Tudor, Calugdreni, Giurgiu

L.:452|. Sa se demonstreze inegalitatea:
n 2 _
SO ale vl <2220l N s,

n

Gheorghe Ghita, Buzau
L:453. In triunghiul ABC, mediana [AM], (M €[BC]), are mijlocul D, iar perpendiculara pe

mijlocul segmentului [DM ]trece prin ortocentrul H al triunghiului ABC. Sa se arate ca

m(BDC)=90".

\Marcel Chiritﬁ\, Bucuresti
1.:454. Dacd a, b, ¢ >0 astfel incat abc =1 si —9<n <4, demonstrati ca:
n 2n+9.
ab+bc+ca 3

a+b+c+

Marin Chirciu, Pitesti

= Clasa a XI-a

L:455. Fie (a,)  €R cu a =lsi a,,=a,+(n+)b", VneN*, b)l. Determinati termenul

sin—

general al sirului(a, )n2 , si calculati lim [(b -1)’-a, ] .

Stelian Piscan, Giurgiu
. S R
L:456. Si se calculeze lim n’a, si lim —4Z£
n—>w0 Nn—>o0 n = ak

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti , Neculai Stanciu, Buzau

L.:457. Sa se calculeze: lim tg\/4x 2 —thZx 4 .
x—l tgx/2x+1 —tg\/x+2

Adrian Stan, Buzau
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n i

| (sk=4)(5k+1) |

L:458. Calculati lim =242 , . Sorina Vicirean, Cluj-Napoca
n—»0 Zkz
k=2

L.:459. Determinati toate tripletele (x, v, z) de numere reale astfel incat:

X g, 4y .z
Jx2 —2x+4 g2(4=) S -2y+4 Jz*—2z+4

Neagu Mihai, Rm. Sarat
. Fie ABC un triunghi, AD1néltimea din 4, Esi F mijloacele laturilor AC,respectiv AB.
Pentru un punct oarecare P din planul triunghiului 4BC , fie Y si Z simetricele acestuia fatd de
punctele E, respectivF. Daca P'este mijlocul lui DPsi M =BY(1CZ, ardtati ca dreapta
MP' trece printr-un punct fix.

=log,(4—-2); =log,(4—x).

Neculai Stanciu, Buzau, si Titu Zvonaru, Comanesti
L.:461|. Se considera functia /:R >R, f(x)=(a —2b)( b) +(2a —b)[ b bj —a—-b cu
a —

a)2, b)0. Sa se arate ca f nu este injectiva si sa se rezolve ecuatiile:

a

a

(@—2b)-a* +(2a—b)-b* =(a+b)-(a—b) n R si — -2 __9*b 4 N.
a"+(a-b)" a+(a-b)

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L.:462. Un determinant de ordinul trei are valoarea d. Sa se calculeze semnul lui d stiind ca

. C 1 . S
elementele de pe diagonala principala sunt egale cu > iar suma elementelor de pe fiecare linie si

fiecare coloana este egala cu 1.
Constantin Dinu, Buzau

X
L:463. Sa se determine toate matricele X e M, (R), de forma X =[ yj, care verifica
) 1
egalitatea X’ +X:ZIZ.

Constantin Dinu, Buzau

W(A+nl,) | 2
L.:464. Daca A € M,(R) sa se arate ca: Lm M = (AT (A)r2det(d) |
n>=l det( A~ +nl,)

unde Tr(A) reprezintd suma elementelor de pe diagonala principala a matricei A, det(A),
determinantul matricei A.
Gheorghe Ghita, Buzau

IL:465. Se considerd f :[a,b] >R o functie derivabila cu proprietatea ca daca existaxe|a,b]
astfel incat f(x)-7'(x)e {f(a);f(b)} , atunci
In(|f"(x)= £ (x)+ f(a))~tn(|f"(x)=f (x)+f (b)) = a—b. Demonstrati ci existi ce(a,b)
astfel incat 1"'(c)=0.

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
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= Clasa a XII-a

L.:466. Si serezolve inRR ecuatiile: a) 2x° +5x* —=5x" +1=0; b) x* +3x’ —5x’ +3x—1=0.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
m Fie f,ge R[X ] polinoame neconstante care verifica egalitatea:

F(x**"° +x+1)= f(x)-g(x), VxeR. Aritati ci gradul polinomului f este par.
Dumitru Savulescu, Bucuresti

L.:468. a) Si se rezolve in Cecuatia x*""' —x*" —x*""' —...—x*—x—2=0, neN*,
b) Ardtati ca pentru n e N* exista egalitatile:

.7 . 3« Y 4 . 2n-OH)7r . 27 . 4r . br .
sin +sin +sin +....+sin =sin +sin +sin +....+sin
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
V4 kY1 2Cn-Dr 2 4
cos +cos +CoS +....+cos—————=1+cos + oS +....4+cos
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
1.:469. Fie F: [O;l] — R o primitiva a functiei f:[R —)(O;oo) , f(x)= e

1
1
a) Stiind cd F(0) =0, si se arate ci j F(x)ds < 2;
0

1
b) Sa se arate ca l( I S (x)dx( % Adrian Stan , Buzdu
e

O]t

Razvan Drinceanu, Gabriel Drinceanu , Craiova

47

L:471. Calculati: J‘Labdx, unde a>0,a#1,beR’.
014q" 2

(In legdturd cu problema 25432/GM/11/2005, Alfred Eckstein si Viorel Tudoran, Arad}
Ghorghe Ghita, Buzau

L:472. Daca f,f',f" si f"sunt functii continue pe [0,4] astfel incat
4 4
f@)=3.1'(4)=2."(4) =1 i [ f(x)dx =5, calculati: [ x’ /"(x)dx .
0 0
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

. Fie a,b,c e R si legea de compozitie x* y = axy +bx + by +c, definitd pe R, pentru orice
x,yeR.
a) Determinati b si c in functie de a astfel incat - 4 sa fie element neutru;
b) Cu b si c astfel determinati, ardtati ca legea este asociativa. Aflati apoi a, stiind ca simetricul lui
— 6 este -6;
c) Pentru a, b, ¢ determinati anterior, calculati 1*¥2*3*...*n, ne N.

Constantin Dinu, Buzau



- QUICKIES -

“God used beautiful mathematics in creating the world”.
Paul Dirac (1902-1984)

B QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before September 30 , 2016.

PROPOSALS - QUICKIES

Q25. Proposed by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania. Prove that: if a, b, ¢, d are positive real

numbers such that a +b+c+d =1, then

1 1 1 1 1
<

+ + + < .
a’>+3bcd b*+3cda ¢ +3dab d’ +3abc  4abcd

Q26. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. In all triangle 4BC holds
> a*mpm? =275’ R*r?,

Q27. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
"™+ (=D +1)x""
(x" +n)?

Compute 7, =I dx,unde ne N".

Q28. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
(n + I)Zt n

(o)) W)

SOLUTIONS - QUICKIES

If B (t)=n"" , with ¢ >0, then compute lim B, (¢).

Q21. Proposed by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.
Let ABC be a triangle with circumcenter O and incenter / . Prove that the line O and the internal bisector of

AB+ A4
angle ZCAB are perpendicular if and only if BC = —C
Solution by author. With usual notations we have
A A
2bccos — bt bccos —
wo=—— 2. g =—2"C .y = 2.01” =R*-2Rr;AO*> =R’
b+c a+b+c s
By Pitagora’ s theorem we have
A
b*c’ cos®
Ol L Al < OI° + AI* = AO* < R? —2Rr+—22:R2
p

2 2 _ _
b02 pp a):2ch>bc(p a)zz.abc.ﬁ
p bc p 4S5 p

f—
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@bc(p—a) = C;bc<:>2(p—a):a<:>b+c—a=a<:>a=b+c.
p p

Q22. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. In all triangle 4BC holds

Ztg \/tg —+tg£tg§+tg 3>\/_

2
Solution by Marius Dragan, Bucharest.

Using the inequality x> +xy + y° > %(x+ ¥)* and the identity
! ét E—l—t Et g+1,‘ gt é—1 we obtain:
g2g2 g2g2 g282 ) :

B B C
Ztg tg —+tg5tg +tg >Ztg— — tg2+tg2

A3 A B A
:—z 1g—tg—+1g—t =— 2§t—t—:
(g 5 g2g J g

Q23. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Show that in any triangle ABC with usual notations holds L + i + L > OR

ha hb hc - 3\/ a2b202 '
Solution by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania. By AM-GM inequality and well-known formulas
yields that

1 1 1 3 3 3 Yabc 3 dabc 6R
+_+_2 = = . = —- = ,q.e.d.

by hy o . 3fnhh 3\/853 2 S 2 abe  3fppr

abc 4R

The equlity occurs iff triangle ABC is equilateral.
Also solved by Marius Dragan, Bucharest.

Q24. Proposed by Marius Dragan, Bucharest, Romania.
If 0<x <1, then show that

2 2
)—+\/_< al +1; b) al +1+ x<l+x.
1+x 2 2

Solutlon by author. a)We have
2
+(x ) < x+1<:>x+2\/— (x—1)° (x n*
2(x+1) 2 2(x+1) 4(x +1)? 2
2 4
bl (x-1)
4(x+1) 4(x+1)
b)We have

x+1—\/;>

& x? —dxfx +6x—4x +1> 0 (Wx —1)* >0, true
Also solved by Angel Plaza, Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

2
Do v e 3xa1=2dx(x+1) > 1




- CALEIDOSCOP MATEMATIC -

» Cel mai important lucru e sa vrei ceea ce poti. ”
Andre Malraux (1901-1976)

E Caleidoscop matematic

1. Numere triunghiulare
Numarul de bile cu care putem alcatui un triunghi echilateral 1l numim numar triunghiular. De exemplu,
1,3,6,10. 15,21, ..........
@

Puteti spune care este al zecelea numar triunghiular ?

2. O problemai cu un ... testament.

Un general roman, Tnainte de a pleca la razboi, a ldsat un testament pentru sotia sa care astepta un copil.
Astfel, In testament se mentiona ca daca ea va naste un baiat atunci sa-i dea lui doua treimi din avere iar ea sa
ia o treime din avere. Daca insd, va naste o fata, sd 1 se dea fetei o treime din avere iar mama sa ia doua
treimi. Cum generalul muri in scurt timp iar sotia ndscu doi gemeni, un baiat §i o fatd, cum credeti cd ar
trebui sa se imparta averea cat mai aproape de dorinta generalului ?

3. Cum este mai bine sa platiti ?

Daca vi se ofera modalitatea de a va achizitiona un produs in valoare de 500 de euro , cum credeti ca
este mai convenabil, sa platiti cash sau sa platiti azi 1 euro si apoi timp de 10 de luni sa platiti in fiecare luna
dublul sumei platita in luna precedenta?

4. Pornind de la o problema propusd de D.M. Batinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu in G.M.-B, nr.
12/2013, prezentam solutiile (obtinute cu ajutorul calculatorului) pentru urmatoarele doua
probleme:

a)Sa se determine cifrele a,b,c,d,e, f,g,h,i, j,distincte doud cate doud, astfel incat

abcde= f - ghij :

b)Sa se determine cifrele a,b,c,d,e, f,g,h,i, j,distincte doua cate doua, astfel incat
abcde = fg . E :

Titu Zvonaru, Comanesti.
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5. In GM.-B, nr. 12/2013, D.M. Bdtinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu au propus
urmatoarea problema:

»’Determinati doud numere naturale abcde si fghij astfel incat 2-abcde= fghijsiin scrierea

celor doua numere sa se utilizeze toate cifrele dela 0 1a 9.”

In numarul 6-7-8/2014 al aceleiasi reviste a aparut solutia acestei probleme, obtinandu-se
exemplul 2x13485 =26970 .

In SM, nr. 14 din 2014, Roxana Mihaela Stanciu si Nela Ciceu au prezentat toate solutiile.
Deoarece exista trei omisiuni, revenim cu solutiile obtinute de data asta cu ajutorul calculatorului.
Acelasi program ne permite obtinerea tuturor solutiilor pentru problemele inrudite, inlocuind
factorul 2 cu 3,4,5,6,7,8, 9.

Titu Zvonaru, Comanesti.

Pe un aeroport este depistat un om de stiintd avand asupra lui o bomba care vroia sa se
imbarce intr-un avion pentru a ajunge la o conferinta. Luat la intrebari de securitatea aeroportului,
de ce are asupra lui bomba, acesta raspunde.

- Stati sa vedeti. Stiati cd probabilitatea ca cineva sa se urce Intr-un avion cu o bomba este
de 1 1a 1000?

- Eibine, $i? Vroiati sa urcati intr-un avion si sa-1 aruncati in aer?

- Nicidecum. Nu ati inteles. Pentru siguranta mea si a celorlalti m-am gandit sa urc eu cu o
bomba céci statistic vorbind acum, probabilitatea ca doud persoane sa urce cu bombe in
acelagi avion este de 1 la 1000000, asadar suntem mult mai In sigurantd acum cici,
probabilitatea ca cineva sa urce cu o bomba este acum de 1 la 1000000.



- POSTA REDACTIEI -

» INu rosti cuvinte aspre caci se vor indrepta impotriva ta.
Cuvintele spuse la ménie ranesc, iar riul se intoarce. ”
Buddha(cca 623-543 i.e.n)

Posta redactiei

(Dragi cititori, elevi si profesori, a apdrut numdirul 17 al revistei de matematica ,, SCLIPIREA
MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, sperdm noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva
si performanta.

Profesorii si elevii care doresc sd trimitd materiale pentru revistd, constdnd in articole, exercitii si
probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si s4 nu mai fi
fost trimise sau sa mai fie trimise §i citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

(Data finald pand cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 18 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Octombrie 2016. Va urdm succes si va asteptam.

RASPUNSURI CALEIDOSCOP MATEMATIC NR 17:

1. Observam ca un numadr triunghiular are forma . Pentru n =1 se obtine primul numér 1. Pentru

n(n+1)
2

n = 2 se obtine al doilea numar, 3. Pentru n = 3 se obtine al treilea numar triunghiular si anume 6.

11
0 =55.

Asadar, pentru n = 10 se obtine al zecelea numar care este

2. Din testament reiese clar dorinta generalului ca baiatul sa primeasca de doua ori mai mult decat mama, iar
mama de doud ori mai mult decat fiica. Atunci, averea se poate imparti in sapte parti. Astfel, baiatul primeste
patru parti, mama doud parti iar fata o parte.

O solutie care ar putea sa o avantajeze pe mama ar fi ca ea sa primeasca exact o treime din mostenire (cici o
treime este mai mult decat doud parti din sapte) si atunci copii primesc restul de doua treimi din avere intr-o
cotd de 4 1a 1, astfel, % din avere primeste baiatul iar fata% , caci ﬁ + 3 = 10 = 2

15 15 15 3~

3. Calculand suma dati pentru a doua varianta se obtine 1+ 2 +2°+2°+2*.. +2'°=2""-1 sumi ce depiseste
2000 euro, mai precis 2047 euro. Prin urmare, este convenabila prima varianta de a plati cu 500 de euro cash.
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» Cea mai inversunata lupta este cu tine insuti.
Te afli in ambele tabere.”
Voltaire(1694-1778)

RUBRICA REzorwviTorILoR DE PROBLEME

Liceul Teoretic Pogoanele, Buziu.

Clasa a V-a: 25p. Condruz Andreea, Tudoricd Alexandru ; 19p. Trifan Catilin; Brancoveanu Stefan,
Mihalascu Catalin, Stirbu Denisa, Vasile Adina;

Clasa a VI-a: 23p. Manea Petronela; 16p. Constantin lonut, Filip Mihaela, Trifan Catalina;

Clasa a XI-a : 26p. Velicu Andreea; 20p. Enea Bogdan; Lupu Nicolae; Prof. Stanescu Ion.

Scoala Gimnaziali cu clasele I-VIIL, nr. 3 Cugir, Alba

Clasa a V-a: 20p. Andreiuc Razvan, Neag Razvan, Negrea Ciprian; Prof. Calugar Monica;

Clasa a VI-a: 26p. Fernandes Daria, Ilca Georgiana, Rosu Iulia, Vetisan Alexandru, Schadi Andreas,
Isarie Diana, Caprariu Adnana; Prof. Tarlea Anca Stela;

Clasa a VII-a: 28p. Dicu Andrei, Dingorean Denisa; Clasa a VIII-a: 67p. Bel Luana, 40p. Lazar Ariana;
Prof. Mariana Mitea.

Colegiul ” Vasile Lovinescu”, Falticeni, Suceava
Clasa a XI-a: 24p. Geosanu Neculai, Tabarcea Constantin; Boicu Razvan; Clasa a XII-a: 50p. Mogarzan
Elisabeth, Nistor Vanda; Prof. Elena Ciobica.

Colegiul Economic Buziu
Clasa a X-a: 27p. Aldea Aurel; Clasa a XI-a: 41p. Stere Elena; Clasa a XII-a : 40p. Dodan Marius;
Prof. Constantin Dinu;

Scoala Serban Cioculescu, Gaesti, DAmbovita
Clasa a VI-a: 23p. Gainar Maria, lonita Alexandra, lonitd Adriana, Olteanu Adrian, Nae Vanesa, Dinu
Lidia, Popescu Radu ; Prof. Florin Stinescu

Scoala ” Mihai Viteazu”, Targoviste, DAmbovita
Clasa a VI-a : 23p. Plesa Stefan, Prof. Gabriela Stinescu;

Scoala cu clasele I-VIII “Gh. Popescu “ Margineni —Slobozia, Olt
Clasa a VII-a: 47p. Ducu Sabina, Troana Adriana.Prof. Iuliana Trasca.

Liceul Tehnologic ..Costin Nenitescu”, Buzau

Clasa a X-a: 38p. Cand Cornel, Grigore Daniel, Tobos Valentin. Clasa a XI-a: 41p. Preda Madalin,
Dinu Cristina Bianca. Clasa a XII-a :46p. Ilie Stefania, Marin Valentina, lon Mihaela,Costache Adrian,
Roman Corina, Stupinaru Cosmin, Zinca Andreea. Prof. Stan Adrian.

Liceul Tehnologic “Sfantul Mucenic Sava”, Berca, Buziu
Clasa a I'V-a: 40p. Illie Andrei, Duran Bianca, Badea Rares, Tudor Irina, Papatoiu Paul, Hoaca Stefan ;
Prof. Gabriela- Nicoleta Lupsan;

Scoala Gimnaziala ,, Capitan Aviator M. T. Badulescu”, Buziu
Clasa a I'V-a: 30p. Petrisor Alexandra, Rapiteanu Carol, Bélan Alexandru, Paunescu Andrei, Zevedei
Ariana, Coman Calin. Prof. Cristian Cosmin Lupsan.

Colegiul National ”Fratii Buzesti”, Craiova, Dolj
Clasa a VIII-a : 31p : Vasilescu Andrei, Prof. Ionescu Maria.

Colegiul National > Vasile Alecsandri ” Galati
Clasa a VI-a : 29p. Buleti Daria — Alexandra, Prof. Romeo Zanfir.




Cartea Matematica, clasele IX - XII aparuta
la Editura Editgraph la inceputul anului scolar,
vine in sprijinul elevilor de la liceele tehnologice cu
o multitudine de exercitii organizate pe fiecare din
capitolele din programa scolara M2 - tehnologic.

Pentru fiecare capitol existd suficiente
exercitii rezolvate care vin in sprijinul elevilor
pentru intelegerea cunostintelor si aprofundarea a
cat mai multor tipuri de exercitii.

Ea este utila si pentru elevii care se pregatesc
pentru bacalaureat intrucat la sfirsitul cartii se
regasesc subiecte de bacalaureat pentru
recapitularea cunostintelor. Subiectul I
recapituleaza cunostintele din clasele IX - X,
subiectul II, recapituleaza cunostintele de algebra
clasa a Xl-a si a XllI-a, iar subiectul III
recapituleaza cunostintele de analiza din clasa a XI-
asiaXlIl-a.

Cartea este de asemenea insotita de sinteze de
teorie matematica, clasele I1X-XII.

Format: tip manual, nr. pag. 320;

Apéruta intr-o editie de exceptie la Editura
Paralela 45, cartea domnului profesor Florin
Stanescu, ,Inegalitatiintegrale “, arescopuldea
prezenta o parte din activitatea domnului
profesor in domeniul inegalititilor integrale. Se
evidentiaza problemele de calcul al unor limite de
siruri integrale, probleme de monotonie,
convexitate sau rezolvarea de aplicatii ale
teoremei de medie.

Multe din problemele selectate au fost deja
publicate de autor sau de colegi in reviste de
specialitate sau au fost date la olimpiade si
concursurinationale si internationale.

Fiecare din capitolele cartii contine
suficiente probleme , care pe deasupra au si
rezolviri complete, ce vin in ajutorul elevilor de la
clasele de matematica-informatica, care se
pregitesc pentru olimpiadele judetene sau
nationale de matematica.

Format: tip manual, nr. pag. 200.

Pentru comenzi, puteti solicita informatii la
adresadee_mail:

florin.florinstanescu@yahoo.com
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