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,»O ecuatie matematica nu inseamni nimic pentru mine
daca nu exprima un gind al lui Dumnezeu.”
S. A. Ramanujan(1887-1920)

d
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SRINIVASA AIYANGAR RAMANUJAN (1887-1920)

de Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

In acest an comemorim o sutd de ani de la moartea lui Srinivasa Aiyangar
Ramanujan, unul dintre cei mai mari matematicieni ai secolului al XX-lea.

S-a néscut pe 22 decembrie 1887, in mica localitate Erode, statul Tamil Nadu, in
sudul Indiei la 400 km de Madras si s - a stins din viatd pe 26 aprilie 1920 , in orasul
Kumbakonam situat la 260 km de Madras.

Neavand studii speciale de matematica , Ramanujan a obtinut rezultate deosebite
in domeniul analizei matematice, teoriei numerelor, seriilor infinite si al fractiilor
continue.

Ramanujan a fost educat, mai ales de mama sa, in traditia cultului religios
brahmanic care recomanda hrana vegetald si participarea la procesiunile religioase ale
templului. Acestea au influentat formarea si dezvoltarea ca matematician a tanarului
Ramanujan. La varsta de zece ani a absolvit scoala primara din Kumbakonam(unde se stabilise cu familia),
dovedind aptitudini deosebite pentru matematicd, apoi urmeaza studiile liceale la o scoald medie din
localitate. In anul 1904 se inscrie la Colegiul din Kumbakonam dar dupi doi ani se retrage , el interesandu-
se doar de matematica si neglijand celelalte materii ale programei.

La 13 ani, preocuparile lui vizau studiul trigonometriei iar la 15 ani gisea propriile solutii in
rezolvarea ecuatiilor de gradul trei. La véarsta de 16 ani a intrat in posesia celebrei lucrari ,, A Synopsis of
Elementary Results in Pure Applied Mathematics”(O sinopsisa a rezultatelor elementare in matematica pura si
aplicatii) a lui George Shoobridge Carr, o colectie cu 6165 teoreme si formule fard dovezi si explicatii. Alte
carti cu puternica influenta asupra formarii lui Ramanujan ca matematician , au fost ,,Algebra” lui Chrystal si
,Functii eliptice” a lui Greenbill , lucrari din care a obtinut informatii pretioase in teoria numerelor si teoria
functiilor analitice.

In 1904, la 17 ani, Ramanujan investigheaza independent numerele lui Bernoulli si calculeazi
constanta C a lui Euler-Mascheroni cu 15 zecimale exacte.

Dupa obiceiul indian, tanarul Ramanujan se casatoreste in 1909 cu o fetitd de 10 ani , Srimithl

Janaki(1899-1994), dar ceremonia de casatorie( la care tatal sau nu participase) a avut doar un fast religios.
Pentru intretinerea familiei ofera meditatii studentilor si interactioneaza cu matematicieni conationali in cadrul
Societitii indiene de Matematica.
Trebuie sa spunem ca pentru formulele si teoremele pe care le exprima verbal sau in scris, Ramanujan nu avea
demonstratii si justificari, acestea fiind rezultatul intuitiei sale sub sugestia unei zeite brahmane Narnagiri
Thayar. El sustinea cu convingere:,,0 ecuatie pentru mine, nu are niciun sens, dacd nu reprezintd un gind
al lui Dumnezeu”.

Prima lucrare oficiald a lui Ramanujan a aparut in 1911 pentru ,,Journal of the Indian Mathematics
Society” si in care se prezentau proprietiti ale numerelor lui Bernoulli(de exemplu numitorii fractiilor ce
reprezintd numere Bernoulli sunt divizibili cu 6. Ramanijan a conceput si 0 metoda de calcul a numerelor

Bernoulli B, , bazata pe numere Bernoulli anterioare).

In 1913 , Ramanujan trimite o scrisoare in Anglia renumitului profesor Godfrey Harold
Hardy(1877-1947) de la Colegiul Trinity al Universitatii Cambridge, scrisoare in care mentioneazad ca nu a
ficut universitatea si dupa scoala medie studiazi matematica singur. In scrisoare ataseaza si 120 de formule
necunoscute si 11 roagdi pe Hardy sia le publice dacd 1 se par interesante.
Intre cei doi s-a legat o conversatie iar Hardy este uimit de potentialul extraordinar pe care il contineau ideile
tandrului indian .

Hardy isi determina colegul John Edensor Littlewood (1885-1977), sa-1 cheme pe Ramanujan in
Anglia, oferindu-i o bursa. Astfel, plin de sperante, geniul autodidact, in aprilie 1914 la varsta de 27 de ani,
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isi ia ramas bun de la sotie si copil si ajunge in Anglia la Cambridge unde le arata notitele sale lui Hardy si
Littlewood. Acestia ajung la concluzia ca unele din teoremele indianului existau deja(desi el nu stia), dar altele
erau cu totul noi.

Intre anii 1914 si 1919, cét a stat in Anglia , Ramanujan si-a publicat, in patru caiete scrise de el de
mana, mare parte din lucrarile sale, cu sprijinul prietenului Hardy, care spunea : ,,Limitarile cunoasterii sale
sunt tot atdat de surprinzdtoare ca si profunzimea de care da dovadad. Acest om care poate rezolva ecuatii
modulare, teoreme complexe si a carui abilitate o depdseste pe cea a oricarui matematician contemporan , nu
poate fi inrolat in sistemul de invatamant si pus sa reia matematicile de la inceput, in mod organizat. Pe de
altd parte, sunt anumite aspecte in privinta carora nu are voie sd ramand un ignorant. Asa cd, incerc sa il
invat si reusesc intr-o oarecare masurd, desi recunosc ca eu sunt cel care invatd mai mult de la el, decdt
invers”.

Caietele 1, 2 si 3 au fost publicate in 1957, la Institutul Tata pentru Cercetari Fundamentale (TIFR) la
Mombai in India, iar in 2011 la 125 ani de la nasterea Iui Ramanujan, TIFR a publicat caietele color in doua
volume intr-o editie de colectie.

Gratie lucrarilor sale, Ramanujan primeste diploma universitara in 1916, iar in 1918 absolva Trinity
College cu diploma de doctorand in cercetare. In 1917, la varsta de 30 de ani este admis in Societatea de
Matematica din Londra si apoi este acceptat ca profesor la Trinity College si membru al Royal Society of
London. A fost unul dintre cei mai tineri membri ai acestei societdti si primul profesor indian la Trinity
College.

Aceste succese au avut un efect negativ asupra sanatatii sale (in 1917 se imbolnavise grav), si totusi la
finele anului 1918 a lucrat intens si cu rezultate remarcabile.

In descoperirile sale matematice, Ramanujan a obtinut peste 4000 de rezultate, majoritatea identitati
si ecuatii, proprietati ale numerelor compuse foarte mari precum si rezultate originale i neconventionale cum
ar fi numarul prim Ramanujan, functia theta Ramanujan, constanta Ramanujan, functia de partitie si
asimptotele sale, cercetari asupra functiei gama, formele modulare, seriile divergente, seriile hipergeometrice,
multe dintre rezultatele sale deschizand noi domenii de cercetare.

in anul 2002, cativa matematicieni, folosind aparaturd moderna de calcul, au reluat formulele bizare
ale lui Ramanujan si au ajuns la concluzia ca sunt adevarate si aplicabile. Astfel formulele asimptotice Hardy-
Ramanujan pentru partitii au aplicatii in fizicd pentru gasirea functiilor de partitie cuanticad a nucleelor
atomice iar cu ajutorul unor rezultate ale lui Ramanujan s-a putut deduce comportamentul gaurilor negre in
univers, aplicatii despre care in 1920 nimeni nu vorbea.

Hardy afirma despre Ramanujan ci ,,nu si-a intdlnit niciodata egalul si nu-l poate compara decat cu
Euler sau Jacobi “ si mentiona:  ,,Se va intoarce in India cu o recunoastere stiintifica si o reputatie pe care
niciun indian nu a mai cunoscut-o pand acum §i sunt sigur ca India il va aprecia acum la adevarata sa
valoare”.

Intr-adevar , Ramanujan s-a intors in India pe 13 martie 1919 si cu sanitatea precarid (avea
tuberculoza), In ciuda tratamentelor intense si competente aplicate de medicii englezi, se stinge din viata pe 26
aprilie 1920, in Kumbakonam, la varsta de 32 de ani.

India 1l considerd unul dintre marii sai fii si a proclamat ziua nasterii lui, 22 decembrie, ca fiind Ziua
Nationald a Matematicii.

In continuare prezentim, fard demonstratii, cateva din rezultatele remarcabile ale geniului indian:

Identititi numerice cu radicali sau cu partea intreaga:

\/6+2\/7+3 8+49+..... =4, ig_igqui/g:ﬁ{ﬁ_l;
|:\/;+ n+1:|:|:\)47’l+2j|, VnEN, |:l+ n+l:|:|:l+ l’l+l:|, Vne N,
2\ 2 2N 4

Identitati algebrice:
(Bx* +5xy=5y") +(4x* —4xy + 617’ +(5x* =5xp—31%)’ = (6x° —4xy+4)°)’.

In particular pentru x = 1 si y = 0 obtinem egalitatea cunoscutd 3° +4° +5° = 6;

X X z z ’ X ’ ? X ? z ? ? z ’
[—+l+—+—+l+—] +6=(—] +(Zj J{—) +(—j +(Zj +(—] ;
Yy X z x z Yy y X z X z y
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Egalitati trigonometrice numerice:

27 4r 87 _[5- 3( 4r
3cos7+30057+3c s—+3cos?+

Expresii numerice prin care se aproximeazid constanta 7 si serii numerice care permit
aproximari ale lui 7 :

§+ \/% =3,141640....= 7, aproximare a lui 7z cu 3 zecimale exacte;

98012

4412

¢

> ().

=3,1415927300.... = 7, aproximare cu 6 zecimale exacte (**);

2
4/9* +% =3,1415926525...... = 7, aproximare cu 8 zecimale exacte gasita in 1914;

Constanta lui Ramanujan e™'® =262537412640768743,99999999999925007... are o valoare
foarte apropiata de numarul natural 262537412640768744 = 640320 + 744 (primele 12 zecimale sunt date
de cifra 9), deci e™'® =744+ 640320° si de aici gasim

In(744 + 640320%)

V163

30 de zecimale exacte;

1

V4 =3.1415926535897932384626433832797200... adica o aproximare a lui 7 cu

(4n)!1(26390n+1103) 1 5
z T =—, cu o convergenta foarte
9801:% (n!)"396

rapida si acest lucru a reprezentat baza pentru unii dintre cei mai rapizi algoritmi utilizati in prezent pentru
calculul valorii lui 7 Tinand cont de (**), deja din primul termen al acestei serii se giseste o aproximare cu

6 zecimale exacte a lui 7 ;

3 3

Seriile 1-5-[ 1| +9.[ 13 _i3. 1'3’—'5 Dy @ngp| 2@ 2
2 2-4 2-4-6 .6- . T

1+9-(1] +17- (1 5) 25-( 1'5'9] +....+(8n+1)(1'5'9"“;"(4”_3)j o =2—*E3 :
n

4 4-8 4.8-12

In 1910 , Ramanujan obtine seria

(unde I' reprezinta functia gama) permit de asemenea aproximari pentru 7 .

Identititile Rogers(1897)-Ramanujan(1915):
Pentru |q| (1 exista identitatile:

G(g)=1+—1_+ 7_____ . 7_ R . ! _ —
l-¢g (A-¢)1-¢°) (A-¢)(1-¢")1-g") I-¢9)d-g )1-g)A-g")....

H(g)=1+ q2 + q6 —+ q122 =t ... = 3 3 ! 7 3 >
l-qg (-¢)(1-q°) (A-g)1-g")1-g") (1-¢7)0-¢)A-g )H)A-gq")....

Interesant ca exista fractia continua:

=~1,618....

1+«/§
2

H(q) _ 1 si pentru q =1 se obtine numarul de aur @ =

q2
a
1+...

1+
1+
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5
Ramanujan a considerat si fractiile continue R(q) = \/5 si S(q9) =—R(—q), unde notatiile ,
o9
1+

2
q
3

1+q7

I+..
unde notatiile R si S semnifica primele litere ale numelui sau.

El stabileste egalitatile urmatoare , in care apar celebrele numere irationale 7, esi @.

R =Trg-p= (T8 41, S =pp= o= P 5ol

Alta identitate 1n care apar 7z, e si suma unei serii cu o fractie continua infinita este:

1 1 1 1 e
+—+ + F oot —
-3 1-3-5 1.3:-5-7 1 2

1+

1+....

Teorema lui Hardy-Ramanujan (1918) , pentru partitii:
Numarul p(n), al partitiilor unui numar natural nenul n , este dat de formula:

2 1 1 Vs 1
(n)y=4¢e ,|-(n——), unde A = — sau, mai simplu
P V3~ 24 272 Jo(n- 1 1.2

24) 2(n—i)2

2n

13 Exemplu: p(5)= 7 deoarece 5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1.

o1
p(n)=4n\/§e

Numirul Hardy —Ramanujan este 1729 si reprezintd cel mai mic numar care se poate scrie in doud

moduri ca sumi a doud cuburi perfecte distincte: 1729 =1° +12° =9° +10°.
El mai are si proprietatea ca este divizibil cu suma cifrelor deoarece 1+7+2+9=19si 1729 =19-91.

Ecuatia diofantica Ramanujan-Nagel.
in 1913 Ramanujan si in 1948 norvegianul Nagel, au aritat ci ecuatia diofantica x> +7 =2", are in

numere naturale doar solutiile (x;n) € {(1;3), (3;4),(5;5),(11;7),(1 81;15)} :
Forma pitratica ternara a lui Ramanujan.
in 1916 , Ramanujan a studiat numerele care se pot exprima in forma patratica ternard x° + y2 +10z°

unde x, y,z€Z.

El a aritat cd numerele pare care nu pot avea aceastd forma , sunt de tipul 4*(164+6) cu A, ueN
si cd printre numerele impare care nu pot avea aceastd formd sunt urmatoarele 16 numere:
3,7,21,31,33,43,67,79,87,133,217,219,223,253,307 si 391. Ulterior s-a descoperit incd doud numere impare
679 si 2719 care nu se pot reprezenta in forma ternara Ramanujan.

In prezent se stie ca orice numar impar de forma 10n+5 este reprezentabil in forma ternard Ramanujan
si ci existd doar un numir finit de intregi impari care nu se pot reprezenta in forma x°+y° +10z>.
Matematicienii Ken Ono si K.Soundarjan au formulat conjectura cd doar cele 18 numere mentionate nu sunt

reprezentabile in aceasta forma.
S-a mai dovedit ca dacd celebra ipotezd a lui Riemann este adevéarata, atunci si conjectura Ono-

Soundarjan este adevarata.

1
Se stie ca functia zeta, definita prm( Z— pentru numerele complexe s #1 are zerouri in

n=1

numere intregi pare negative iar acestea se numesc radacini triviale.
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Ipoteza lui Riemann afirma ca partea reala a oricaror radacini netriviale ale functiei zeta a lui Riemann
este 5 A fost formulatd de marele matematician german Bernard Riemann in anul 1859 si nu a fost

demonstratd pana in prezent. Este consideratd una din cele 7 probleme de matematica ale mileniului iar pentru
rezolvarea ei se acordd un premiu de 1 000 000 de dolari de catre Institutul Matematic Clay.

Incheiem prin a enunta inca o teorema a lui Ramanujan din teoria ecuatiilor algebrice si a identitatilor
irationale:

Daca ecuatia x —ax’+bx—1=0 cu a,beR are radicinile reale «, B, y, atunci
%/Z+%/_+2/;:\3/3t+a+6, unde £* =3(a+b+3)t—(ab+6(a+b)+9)=0.

. . . 2 “ qe o .
Ca 0 aplicatie , ecuatia x =3x—-1=0 are radacinile reale

V4 2r 4r . . . . .
a= 20083, p=-2 Cos? si y=-2 cos?. Aplicand teorema lui Ramanujan se obtine egalitatea

. C V4 2r 4 5 .
trigonometrica irationala i/ 2 COSE - i/ 2 COS? - i/ 2cos ? =R/6- 3%/5 , care este o altd varianta pentru

egalitatea (*).

Bibliografie:

1. Miron Oprea- ,,Doud genii matematice” , Editura LVS Crepuscul , 2014, Ploiesti.
2. Wikipedia

O demonstratie fara cuvinte

de Titu Zvonaru, Comanesti

Schur + (AM-GM) = Muirhead

a’>+b> +c’ +3abc > a’b+ab® +b’c+bc’ +c’a+ca’ (Schur)

a’> +b> +c’ >3abc (AM-GM)

2@’ +b’ +c’)=a’b+ab® +b’c+bc’ +cta+ca’ (Muirhead)
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Dedication

On January 27" 2021, Dumitru M. Batinetu-Giurgiu — DMBG, as we calls him - will be 85.

His long career was, and continue to be, extremely fruitful and influential for students and
teachers - lovers of mathematics from all over the world.

DMBG always regarded and practical mathematics as a whole — this is a lesson he served us
constantly.

The activity of DMBG (for more details see the references below) proves that he didn’t preach in
the desert.

This Issue of this Math Journal is a tribute from members of younger generations who directly or
indirectly benefitted from DMBG’s passion for mathematics.

Happy birthday, DMBG !

Editorial board
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,» Intuitia cea mai complexa se compune din elemente simple.
De indata ce cineva le-a inteles,

studiul cel mai complicat devine simplu .”

J. H. Pestalozzi

(1746- 1827)

E Articole si note matematice

Inegalitati algebrice demonstrate geometric
de Adrian Stan, Buzau

a-b<a+b

, Va,beR’,

1. Inegalitatea mediilor I 2

7+7
a b

Demonstratie:

in care vom inscrie un triunghi dreptunghic, ABC. Fie

. . . a
Vom lua un semicerc de centru O si raza

AD 1 BC sinotim BD =a, DC =b atunci AD* =a-b=> AD =+/ab iar mediana AO:%:a;b'

a+b

).
Fie AP||DC, AP=BD si ACNDP = {N } atunci patrulaterul ABDP este paralelogram cu DN 1 AC.

In triunghiul ADO, AO este ipotenuzi deci AO > AD adica \Jab <

In triunghiul ADC fie F € [AD]astfel incat FE||DC, N e [FE] sidin FN || DC = FN = AN = AF .
DC AC AD

Din NE || DC = NE :PN:PE.

DC PD PC
in trapezul PADC, din FE || DC = AF = FE = FN = NE = FN =NE (%)

AD PC DC DC

Din NE || AP = NE NC FN AN - NE FN NC AN AC

AP AC DC AC a b AC AC  AC
Din (*) rezulta NE - (l +lj =1= NE = % = FE=2NE = % In triunghiul AND dreptunghic

a
a b a b

AD _~ab

in N fie M mijlocul lui [AD] de unde rezulta NM este mediana in acest triunghi si NM = > "5
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O 2

. .
v

Cum NF < NM = 2NF <2NM = FESAD:slzlsJE (2).
7_1’_7
a b

Din (1) si (2) rezulta 12 - <Jab s“;b.

a b
Demonstratii mai simple au fost date 1in cartea lui Roger B. Nelsem, ’’Proofs without word’’ de catre
Doris Schattschneider (1) si Roland H. Eddy (2) dupad cum urmeaza:

Aici, aria patratului mare este (a+b)’ iar aria patratului mic este (a-b)’. Facand diferenta dintre ariile celor
doud patrate se obtine ariile celor patru dreptunghiuri congruente (a+b)° —(a—b)* =4ab. Asadar, aria
patratului mare este evident mai mare decat ariile celor patru dreptunghiuri adica

(a+b)zz4ab:a+bzzmja—;l’z@.

a b (2).

e A=(a-b)
b
a
a+b
A=(a-b)?
A=a-b b / J/
b a Jab
(1 (2)

Daca notam cu a diametrul cercului mare si cu b diametrul cercului mic iar prin centrul cercului mic
ducem o paraleld la tangenta comuna a cercurilor se obtine un triunghi dreptunghic in care evident ipotenuza

. : a+b . . . . . . . :
in lungime de este mai mare decit cateta reprezentand distanta dintre diametre, si anume /ab , deci

a+b .
reyulta ca >/ab cu egalitate pentru a=b.

2. Sa se demonstreze ca

2
(a+b+c+d} Za-c+b-d’ Va,b,e,d €R_*.

Demonstratie:
Fie a, b, c, d laturile unui patrulater convex ABCD

in care au loc relatiile:
1. a-c+b-d>AC-BD deoarece

AC-BD-sinO = AC-BD B
SABCD: < =
2 2 5
2S<AC-BD=a-c+bd =228
si

2. ad +bc>2S deoarece

d-sind b-c-si
SABCD:SABD+SBCD:a dZSln +b C;mCS%+b§:>25£ad+bc
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Atunci,

) a+b c+dY
(a+b+c+dj | 2 "5 | a+b c+d _ac+ad+bc+bd | AC-BD+ad+bc

4 2 T2 2 4 B 4

25+2S

> S .Cum S <

, Va,b,c,d e R _*.

ac+bd (a+b+c+dj2 a-c+b-d
= 1 >

3.8asearateci X(1-)+y(1—-x)+z(1-y)+t(1-2)<2, Vx,y,z,t € [0;1]

Demonstratie:

A 1t Q t D
x 1-z
M P
1-x z
B C
y N 1y

Vom considera un patrat de laturd avand lungimea 1 si punctele M € [AB], N e [BC ],
Pe[CD], Qe[DA] astfelincat AM =x, BN =y, CP=z, DQ=t.
Evident aria patratului ABCD este egal cu 1 si avem:

-4 —|—ANCP—|—A +AMNPQ,Atunci,l:X(lz_t)+y(lz_X)+Z(12_y)+t(1;Z)+AMNPQ-

x(l—t)+ y(1—x) N z(1-y) +t(1—z)
2 2 2
x(1-)+y(A-x)+z(A-y)+t(l-2z) <2, Vx,y,z,te[O;l].

+A4

MBN

ABCD AMQ PDQ

De aici putem obtine ca <1 adica

4. Si se arate ca \/a2 —ac+c? +\/a2 —ab+b’ 2\/b2+bc+c2 , Va,b,ceR_ *.

Demonstratie:

Fie OA=a, OB=b, OC=c astfel incat m(<xAOB) = m(xAOC) = 60", atunci

Din AAOB rezulti: AB> =a* +b> —2abcos60° = AB=+a’ +b* —ab,
Din AAOC rezulti: AC? =a® +c¢> —2accos60’ = AC =+a’ +c* —ac,
Din ABOC rezulti: BC* =b* + ¢* —2bccos120° = BC =+/b>+c” +bc.

Stiind ¢4 intr-un triunghi suma a doua laturi este mai mare sau egala cu a treia laturd adici AB+ AC > BC
cu egalitate cand A se afla pe BC.

Asadar, \/az—achc2 +\/a2—ab+b2 Z\/szrbc+c2 .

Bibliografie:
Fara autor. Articole si note matematice. Editura Rafet. 2006.
Colectia Gazeta Matematica. Seria B.
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Alta demonstratie pentru inegalitatea Iran 1996
de Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Dacia x, y,z > 0, atunci are loc inegalitatea:

1 1 1 9
>—, ).
(xy+yz+zx)((x+y)2+(y+2)2+(z+x)2]>4 ()]

Recent, doua demonstratii pentru inegalitatea (I) au fost date in [1].
In cele ce urmeaza, prezentam pentru inegalitatea (I) o noua

Demonstratie: Notam:
x v z
a= ,b= ,C = ,0,=a+b+c=1,0, =ab+bc+ca,o, =abc
X+y+z X+y+z X+y+z

si inegalitatea de demonstrat devine

43" aby [(b+c)c+a)] 29[ [(a+b)’ < 4> ab> [1-a)1-D)] 29[](1-¢) &
= 42 abZ(c +ab)® > 9( ab - abc)2 < do,(0, - 20, +0; 20,0, +60,)>9(c, —0,)°
< 40,(1-20,+0, —20,+60,)>9(0, —0,)’ < 90; -340,0, —40; +170; —40, <0.

2
o, . 40, -1

Dar, 0, >30,0, < 0, <—*si 0, ~40,0,+90, >0 0, > —2—.
3 9

46, -1 o?
9 ,0-—2}—)R, () =9t> —340,t — 4o +1767 — 4o, .

Definim functia: f :|: 9 3

4o, -1 c;
Pentru a demonstra inegalitatea este suficient sd demonstram ca: f [ 29 ] <0si f (Tz <0.

2
9y

Avem: f ( 3

1 1
j =0, (0'2 - E)(GQZ ~150, +12) , iar deoarece 30, <0, < o, < 3’ pentru a demonstra

2
o . .
ca f(—ZJ < 0 este suficient si demonstram ca o; —150, +12>0.

3
1 < 15-~177
2

Deoarece: o, < —
3

2
rezultd cd o; —150, +12 > 0. Am demonstrat f{i—zj <0.

4o, -1
Avem: f( % ] = 5(360'2 -330; +100, - 1) = —%(0'2 —%)(12022 ~To,+1)=

9
Ao
3007 3 4

1 1 . . o3
Pentru o, 2 Z , problema este rezolvata. Rdmane cazul o, < Z , in care definim functia: f : {0,—2} —> R,

3
f() =9t -340,t— 40, +170; —40,.

1
De asemenea [ (0) = -0, (40, —170, +4)=0,(0, — 4)((72 - Z] < 0 si problema este rezolvata.

1
Cazul de egalitate are loc pentru o, = E S x=y=z.

Bibliografie:

1. Marius Dragan, Neculai Stanciu, Asupra unei inegalitafi propuse in Iran 1996, Gazeta Matematica - Seria B, nr.
6-7-8, 2020, 289-291.
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Triangle inequalities of Batinetu’s type

by D. M. Bitinetu-Giurgiu, Daniel Sitaru and Neculai Stanciu

In this paper we present a class of certain inequalities in triangle.

Let be a triangle ABC with usual notations: a@ = BC,b=CA,c = AB, R circumradius, 7 inradius,
r,,1,,r. exradii, s the semiperimeter and [ the area of triangle.
1. If u,v,w> 0, then in any triangle ABC is true the following inequality
- + -
vw.+wubuvc>4\/—\/—(l)
u
AM-GM [vw AM-GM /
PmOfZ Wa > 2 Z > 2.3-3 H( - J=6-3\/ab =6-V4RF =
cyc cyc cyc
R R Euler Mztrmovzc
_63,/8—F—123 F>12 3,/\/_( 12-3(r- |—=-F =
33
12-
=12-3//r -+s - F =123 (—J F-AF = \/__4 427 -JJF ,QED.
\/ 43 i3
2. If u,v,w>0, then in any trlangle ABC is true the following inequality
v+w
(b+c)+— (c+a)+— (a+b)28-327 JF ).
Proof.
v+ w V+w v+w O
> +O) =2 b+ Y > 4.427 F + 4-427 JF =8-427 \F , QED.
cye u cyc cyc
3. If u,v,w>0, then in any trlangle ABC is true the following inequality
v+w w+u u+v
-bc+ -ca -ab28x/§-F,(3).
u v w
Proof.
v+ W AM-GM AM-GM . [ Carlitz
Z bc > 22 bc > 2-3-3H Whe | =6- 3/(abc)®> > 6—F 8\/_F
cyc u cyc cye \/_
4. If u,v,w>0, then in any triangle ABC is true the following inequality
+ - +
Y W-ra 4T o7, +2 v-rc >6-3sF , (4).
u v w

vew  AM-GM [y am-Gu
Proof.z r, = 22 r, = 2:3-3

cyc cyc

5. If x,y,z >0, then in any triangle ABC is true the following inequality
+z zZ+X

TE b+

X y z

Proof. We denote u = \/;,v = \/;,w = \/; , then

2
y+Z 2 Vz +W2 5 Bergxtraml v+ w 2 Bergxtraml 1 v+w
Y LT I S

? 23
cyc

xX+y

.¢* 283 -F, (B-G,).

cye cye u 2= u e u
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6. If x,y,z >0, then in any triangle ABC is true the following inequality
VR o EEX 0 XY o6 43P F L (5).
X y z

Proof. We denote u’ =x,v3 =y, w =z , then
3
@

ZJH—Z 3_2\/ +w 3R“d0”1 (v+waj3’*“§’”l.i.{zv+waj S

cyc cyc 22 cyc u 4 32 cye u
(1) 1
(4 427 \F) = o {3 .(VFJ =16-43-F -JF , QED.
7 If x,y,z>0, then in any triangle ABC is true the following inequality
YEZ g4 2P (XYY 4530 R (B.GLR).
X y z

Proof- We denote ut =xvt = ¥, wt = z, then

Radon 4Radon 4
Zy+z 4_211 +wt g % [v+waj g li zv+wa S
cyc cyc 2 cyc u
M
> 33-(4~V2_7~\/F)4=32.F2,Q.E.D.

8. If x,y,z>0,m>0, then in any triangle ABC is true the following inequality

3om mil

1 [wa j 01 (4427 VF) - 16.ﬁ.F:gJ§-F,Q.E.D.

y+Z.am+1 Z+x bm+1 x+y'cm+122m+2.3T.F2 )
X y z

1 1 1
Proof. We denote u™" =x,v’”+ =y,w"" =z, then

ZJ’+Z m+1_z ml > 2_m
cye

X cyc

cye
3-m m+1

(l) e
TR (4427 \/_) =2"2.34 .F 2 QED.
9 If x,y,z >0, then in any triangle ABC is true the following inequality

Y2 bre) + 2 cvay + Y (a4 b)? 232-43 - F, (M. Chirciu).
X Z

Proof. We denote u” = x,v’ = y,w” =z, then
2
V + W Bergstrom 1 v+w Bergstrom
(b+c) > _.Z( -(b+c)j >
u

y+z 2
(b+c) = >
%“ X (b+c) ; u’ A~
B”gzm"%%.(zww (b+ )] > 1 (8427 VFf =32.43-F, QED.
cye

10. If x,y,z >0, then in any trlangle ABC is true the following inequality
(a +b)* >512-F? (M. Chirciu).

VT2 b+o)t + eyt + 12
X y

Proof- We denote u' =xvt = V, wt = z, then
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+z v+ w? Radon | V+w * Radon
zy ((b+o) =) ———-(b+0o)* 22—32 y (bto)| =
o cve cyc
4
Radon @
2> 2%'3%'[2‘}+W'(b+c)} Z23133 '(8'4\/27~\/f)4:512'F2,Q-E-D-
cyc u )

11. If x,y,z>0, then in any triangle ABC is true the following inequality
y+z

+ +
b+ 2T 22 AT 2 530 2 , (M. Chirciu).
X y z

2 2 2
Proof. We denote u” =x,v" = y,w” =z, then
Bergstrom 1 2 Bergstrom

2 2
X u

cyc cyc u cyc

2

Bergstrom | | vV+w 3 1 2

> .. be| >——-(8-4/3-F| =32-F*, QE.D.
23 [z u ] 2-3 ( ) Q

12. If x,y,z >0, then in any triangle ABC is true the following inequality

y—-i_Z.b4c4+Z+x.c4a4+ g.

X y z

cyc

LRGPkt a3

Proof- We denote ut =x vt = V, wt = z, then

4 4 Radon 4Rad0n
+z vi+w 1 V+w
E y—-b4c4 = E ; bt > —. E ( -bcj >
X 23

cyc cyc u cyc u

2 3 u 2.3
13. If x,y,z >0, then in any triangle ABC is true the following inequality

cyc

4
Radon (3)
S L.L.(Z”W.bcj g 1 (g.ﬁ.F)4:—5;2-F4,Q.E.D.

+ + +
Y Z-ra2+Z x-rb2+x y-r6226-\/§-F,(M.Chirciu).
x Y z

Proof- We denote u* =x,v’ = V, w? = z, then

2 2 . 2 )
z y +z . ) Z v+ w - 5 Berg;troml . vV+w . Berg;trom
ra = 5 l"a = 2 ra =
X cye u cyc u

Mitrinovic

2
Bergstrom 4)
2 %%(ZV-FW"’”J 2%'(6'3”17)2:6'3\/52172=6-3\/s-s-F2 >
cye :

Mitrinovic
635331 F> =6-3-F,QED.

References:
1. D. M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, Proofs for old and new triangle inequalities, The Teaching of
Mathematics, Vol. 23, No.1, 2020, 30-34.
2. M. Chirciu, About Batinetu’s inequalities, Romanian Mathematical Magazine (R.M.M.), No. 28, Spring
Edition, 2021, pp. 4-10.
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Comparing the numbers <’ and »°

by Dorin Marghidanu, Corabia

Abstract. In this note we will be interested in comparing numbers of the form «” and b*Sui-
generis comparison conditions are highlighted , for which Euler's inequality and Steiner's inequality
are particularly remarkable cases. Various other examples and applications are also presented.
Keywords: comparison , Steiner's inequality , Euler inequality , means inequality

MSC : 26A06 , 26D15.

In many circumstances - imposed by the practice or mathematical theory , but also as a simple
scientific curiosity - the question arises : who is bigger , a” or b ?
Perhaps the best-known comparison of this kind is Euler's inequality, in which they occur
two of the famous constants of mathematics , e and © —namely,e™ > n°.
More information about this inequality are presented in papers [2], [5], [7], [8], [15].
In the following, we will mention explicit conditions under which one or the other of
numbers : a” or b° - is greater. Examples and applications of the results obtained will also be
given. The main result has the following statement :
Proposition. a) If 0<a<b<e,then a” <b*,(1).

b) If e<a<b,then a” >b", (2).

Proof 1. Let f:(0,0) > R, f(x)= Inx , with derivative f'(x) = 1—l2nx
X x

It turns out that x, = e 1s abscissa for its only maximum point of f and that [ is strictly
increasing on the interval (0,e) and is strictly decreasing in the interval (e,o) , as can be seen in
the variation table of the function f .

~ /e e
'(x) ////// I |
o [ [ [ 70 s e

a) How the function is increasing on (0,e) we have

8

a<b:f(a)<f(b)<:>ln—a<%<:>blna<alnb<:>lnab<lnb“ < a’ <b”.
a

b) Using the fact that f is decreasing over the interval (e, o ) , the demonstration proceeds as in

point a), but with inverted inequalities - starting with the second .
1

Proof 2. Consider the function f:(0,0) > R, f(x)=x* with f'(x)= f(x)- [=lnx and then

X
as in Proof 1 , x, = e is a maximum point . Hence: If 0 < x <e= f'(x) > 0 = = f increasing on
1 1
(0,e]=if 0<a<b<e=a® <b® =a’ <b";
1 1
If x>e= f'(x)<0= fdecreasing on [e,0)=if e<a<b=>a®>b’ = a” >b*Remarks a)
Regarding the comparison of the numbers ¢” and b“ (under the conditions in the statement), in
the paper [16] the following mnemonic formulation is issued: “is bigger the one who has at base
the number closer to e .
b) In general , we cannot compare the values of the two powers ¢” and b“ when
a €(0,e) and b € (e,), because the function f is not injective on (1,0) ; there are therefore



Sclipirea Minti 26

- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - @

values a, € (1,e) and b, € (e,»)so that a)’ = b, for example 2* = 47,
But there are also pairs of values where between the two powers there is either the sign *’ <’ (for
example 2° < 3%), or the sign >’>"" (for example 2° > 5%).

¢) A somewhat excepted, but certain situation (and which is in a situation of intersection with the one
discussed above) - but in which we change the landmark e with the landmark 1, is the following :

If a<l<b, then a’ <b*,(3).
Indeed, in the given conditions we have : a” <1< b“.

Application 1: Taking in (2) a =e,b = 7, we get well-known Euler's inequality ([6], [12])

e" >r° , (4). Other 7 demonstrations of inequality (4) can be found in [6].
Remarks a) The numerical values for the two powers - confirm the inequality given above : e¢” =
23,14069263... , #°= 22,45915772... (see[2],[3]).

b) For e” , the russian mathematician Alexandr Gelfond showed in 1934 that it is transcendent

number . About the number 77° is not known so far - neither if it is an algebraic number or a
transcendent number , nor even if it is a rational or irrational number ([3], [4]) .

There is even more than Euler's inequality , namely the following inequality that
was first highlighted by Jacob Steiner in [14] (analyzed in detail in [7] ; see also [1],

[51,[15], [16]).

Corollary ( Steiner's inequality ). For x >0 we have e’ >x° , (9).

Proof. Indeed: if x € (0,e], then by Propositiona) a=x<b=e

results x° <e* ; if x e[e,), with the choice in Propositionb) e=a <b =x

results e* > x°. In both cases there is the conclusion from the statement. Equality occurs only for
x =e. In [7] for the inequality from relation (5) the name of - Steiner's inequality - is explicitly

proposed - and 11 other demonstrations are offered (different from the above), as well as some of its
consequences .

Remark. Inequality (5) can also be obtained using the function f(x)= Inx from the
X

proof of Proposition, in which x = e is its absolute maximum , as can be seen from the table of
variation table . Then we will have, successively :
@2 f) e rsmF o i selnx o e’ > Inx® o e > x°.
e X
. L. NE) V2
Application 2. /2 <3 <e, thenby (1), results V2~ <3, (6).

: . ) 5 V3
Analogously in [9] it is required to compare numbers \/5 ’ ,\/g ’ - with the same kind of solution.

vz ———An
More generally, in [13] it is required to compare numbers V2™
Application 3. e < 3,14 < x, then from (2) yields that 3,14" > z>'* | (7), (see [10]).

Application 4. If we consider e, = (1 + lj , since e, <e by Proposition a) or Corollary yields
n

oy Y (m)
(see also [10]) €, <€ (8),ie. 1+; <e .

n+l
Application 5. We can consider the other sequence also due to Euler, E, = (1 + l) .

n
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Both sequences have the number e as their limit , but they have different monotony :
(e,),s, 1s increasing and (E )., 1s decreasing. For m <n we have e, <e, < e, then by Proposition

nx1
a) weobtain e, < e, (9); e<E, <E,, then by Proposition b) we deduce E* > El",

(10), ( see [10]).

Application 6. If a,,a,,..,a, are positive real numbers, with the notations well-known for

n

. . . . 1 & 2 n ..
arithmetic , geometric and harmonic means : 4, = —-Za i G, =1 Ha i o H, = , 1t is
n = k=1 - 1

k=1 Ay

known that the famous inequality of means H, <G, < 4, .

We will have the following two statements regarding to means powers :
a) If a,,a,,.,a,e(0,e], then O0<H <G,<A4, and by Proposition it follows both

H <G (11),and G < A%, (12).

b) If a,,a,,.,a, €le,0),then e< H, <G, < A, and from (2), the reverse inequalities of (11)

and (12) holds .
Obviously, many other examples of the Proposition can be given .
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Inegalitatea mediilor si aplicatii
Gabriela Gogan, Suceava

Inegalitatea mediilor (aritmetica si geometricd) este una dintre cele mai importante inegalitati, fiind
foarte des utilizata in demonstrarea altor inegalitati. Aceasta este atribuitd matematicianului francez Augustin-
Louis Cauchy, care s-a remarcat In aproape toate ramurile matematicii.

Inegalitatea mediilor pentru a,, a,, ...., a, numere reale pozitive, n eN, n>2, este
a+a+..+a,
; _\/al-az-a3-....-an

Demonstratie: Demonstram mai intai prin inductie urméatoarea propozitie :

P(n): Daca x>0, i=1,2,...,n $i X;XX3...X,=1, atunci X, +x,+x3+...+x,>n.

P(1) este adevarata, x;=1.

Presupunem P(n) adevarata, adica inegalitatea este adevaratd pentru n numere. Din X;XpX3...X+=1, rezulta ca
existd doud numere x;, X; astfel incat xi>1, x;<1. Fard a particulariza, ludm x,>1, x,<1. Deci (x;-1)(x,-1)<0
=X XM= 1HX MKt X <X P X+, L X

Cum X;X2,X3,...,Xp+; sunt n numere cu produsul egal cu 1 =xX;x+x3+...+X,4 20, Inlocuind in relatia
precedentd, se obtine X;+X,+x3+...+X2n+1.

Deci P(n) >P(n+1) este adevarata, deci P(n) este adevarata pentru orice neN, n>1.

Notdm a mx—ix—& x—& ndm—(/a-a-a- -a
0 cum X, =——, X, =——, ..., X, = unde m, ={/a,-a, a;-....-q, .
mg mg mg
a,-a,-a-...a,
Deoarece X, * X, * X3 *....* X, = - == x+x,+x,+...+x, 2n=
m
4
a a a a,+a,+..+a
Lttt L2 L>zla -a,-a,....a, .
m, m, m, n

Aplicatii
Sa se demonstreze inegalitatile:

1.\/ a +\/ a +\/ a )2, Va,b,ceR,.
b+c b+c b+c

Demonstratie:

b+c+1
b+ +b+ 2 b 2b
Din‘fb+c-ls 4 :>‘/ €l C:>,/ ¢ > a . Analog, | > ,
a 2 a 2a b+c a+b+c c+a a+b+c
2
‘/ ¢ > ¢ . Adunand cele trei relatii obtinem
a+b a+b+c

a a a . . : s . :
\/ + \/ +\/ )2, Va,b,c € R inegalitatea fiind stricta, deoarece in caz contrar se obtine
b+c b+c b+c

b+c=a, cta=b, atb=c, adica a=b=c=0 — imposibil.

2. (btctd)(atctd)(atb+d)(atb+c)>81abcd, (V)a, b, ¢, deR
Demonstratie:

Din b+c+d >3-3/bcd , a+c+d=>3-Jacd , a+b+d>3-3Jabd , a+b+c>3-abc
prin inmultire se obtine (b+c+d)(a+c+d)(a+b+d)(atb+c)>81abed, (V)a, b, ¢, de R
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3. (a+b)° +(b+c)’ +(c+a) 2192a°b’c’, Va,b,ceR,.
Demonstratie:
Din a+b2 2\/%, b+c> 2\/5, cta> 2\/5, Va,b,ceR_, prin ridicare la puterca a sasea a
fiecarei inegalitati, se obtine:
(a+b)° >64a’b’, (b+c)° >64b°C’, (c+a)’ >64c’a’.
Adunand membru cu membru inegalitatile rezulta
(a+b)° +(b+c) +(c+a)’ >64(a’b’ +b°c +c’a’).

313 33 33
ab’+b’c +ca
Dar 3 >3/a’b’c® = a*h*c* =

(@+b)° +(b+c)’ +(c+a)’ 2192a°h’c*, Va,b,ceR,.

"a+b b+c c+a 2
Demonstratie:

Lo, <1(l+l+1), Va,b,ceR,
a b ¢

4 4 1 1
Din # >+ab = (a+b)* >2ab= ath > —+ 3’ Analog pentru celelalte.

= hS
ab a+b a+b a
Adunand membru cu membru toate inegalitatile, obtinem

4 4 4 1101
+ + <2 —+—+—|=c.ctd
a+b b+c c+a a b c

A

5. a + b + ¢ Sé, Va,b,ceR,.
J@a+b)a+c) Jb+e)b+a) Jc+a)c+b) 2
Demonstratie:
Aplicand inegalitatea mediilor pentru numerele a si . Rezulta
a+b a+c

a a 1( a a b b I( b b
. <— + . Analog, . <— + ,
a+b a+c 2\a+b a+c b+c b+a 2\b+c b+a
/ c c I({ ¢ c R . .. . . . .
. <— + . Adunand toate trei relatiile, obtinem inegalitatea dorita.
c+a c+b 2\c+a c+b

2 2 2
. log, a +logcb +logac 59

> , Va,b,ce(l;).
a+b b+c c+a a+b+c

Demonstratie:

log, a’  log, b’ | log, ¢ 3.i/logb a’-log, b*-log,c’

Cum  log,a -log,b -log,c=1 si

a+b b+c c+a (a+b)a+c)b+c)
2 2 2
Yarbyarobre) <2424 log)a”  log.b” log,c” o 3 i
3 a+b b+c c+a 2a+2b+2c

Bibliografie:
1. Cosnita, C., Turtoiu, F., “Probleme de algebra”, Editura Tehnica, Bucuresti, 1972
2. Dancila, L., “Algebra examenelor”, Editura All, Bucuresti, 1994
3. Stamate, 1., Stoian, 1., “Culegere de probleme de algebra”, Editura Didactica si Pedagogica,
Bucuresti, 1971
Prof. Scoala Gimnaziala “Nicolae Labis” Malini, Suceava
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. Secretul creativititii sta in a sti cum si-ti ascunzi sursele.”

Albert Einstein
(1879-1955)

[N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

- o~ - 2n+4 . < . - .
G:944| Aritati cA numirul 57" se scrie ca suma de trei pitrate perfecte nenule, oricare ar fi

numarul natural n.
Gobej Stefan, elev , Curtea de Arges

Rezolvare:
Avem 57" =5".5% | Cum 5% =625=400+225=256+144+225=16"+12° +15°, obtinem

5 =5 (122 4150 +167) = (5" -12) +(5"-15) +(5" 16)".

G:945. Un dreptunghi are mirimile lungimea L, ldtimea i. 1) Dacd marim L cu 1, apoi il micsoram
cu 1, cit va fi suma ariilor noilor figuri ? 2) Aceeasi intrebare, daci marirea (micsorarea) se face cu

n<L.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

Rezolvare: 1) Ariainitiald, A=L-i. Dupa operare, obtinem 4, =(L+1)-i=L-i+i,
Ay =(L-1)-i=L-i—i, A1+A,=2A. 2) Aj+A,=A+ni+A-ni=2A

(G:946|. Sa se determine numerele naturale prime a, b, ¢, d pentru care avem:
2a+5b+50c+250d =2020 Mariana Mitea, Cugir, Alba

Rezolvare:
Din 2a+5b+50c+250d =2020 cu a, b prime rezultd a =35, b= 2. Rezulta c+d = 40 de unde c¢=5 si d=7.

G:947. Aflati ultimele patru cifre ale numérului n =2-8° —2.4'% 21
Adrian Gobej, Curtea de Arges

Rezolvare:

n=2-(2°)" —2.(2%)"% = 22010 = 22017 _ 2011 _ 2010 _ 22010 1952971000 si deci ultimele trei cifre
sunt 000. Cum ultima cifrd a numarului 2°* este U(2*"”7) =8 rezultd ca ultimele patru cifre ale lui n sunt
8,0,0,0.

G:948. Determinati 7 € N care verifici ecuatia n" =4294967296 .
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Se dau valori lui n si se obtine solutie doar pentru n=4.

n" =4% =4 = (42 )8 - (162 )4 =256 = 65536> = 4294967296 .
Daci n>5=n" >5°)4% =429467296 = n" Y429467296 .

— —b
G:949|. Aflati numirul abc pentru care a- (bb +13°+c" + c) =2019. Nicolae Iviaschescu, Canada

Rezolvare:
2019=3-673 = a =3 ; Pentru b=2 =222 +13*+c*+¢=673=>c*+¢c=20=c=5= abc =325.
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G:950. Aritati ca existd o infinitate de pitrate perfecte care se pot scrie ca suma de trei cuburi
perfecte si o infinitate de cuburi perfecte care se pot scrie ca suma de trei patrate perfecte.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Pentru orice numar natural nenul # avem

3

(33n+2 )2 _ g6ned _g6nt3 3 g6ns3 | g6ns3 | g6ns3 _ (32n+1 )3 n (32;1+1 )3 n (32n+l) ’
deci exista o infinitate de patrate perfecte care se pot scrie ca suma de trei cuburi perfecte.

Pentru orice numar natural nenul # avem
2

(32n+1 )3 _ 36ne3 _ g6ne2 3 _ g6ns2 | g6ne2 | g6med _ (33n+1 )2 n (33;1+1 )2 + (33n+1) ’

deci exista o infinitate de cuburi perfecte care se pot scrie ca suma de trei patrate perfecte.

= Clasa a VI-a

11 1

. Comparati numerele 2020}1_(2 S ””j si 2020&%{“‘+ﬁj cuneN,

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

Rezolvare:
11 1 1 1 1 1 2 n . .
Cum n-— E+§+.A..+m =1+1+1+.... +1—§—§—.4..—m:§+§+...4+mrezula ca Cele doua numre sunt
egale.
G:952. Sa se afle numirul n, stiind ca £+ 41 + 83 +...+ 3917 :505—%.
1-4 4.7 7-10 61-64 16 2
Tuliana Trasca, Olt
Rezolvare:
1-4 1 4. 1 1-64 1
Sumaare21determini.NotémcuSsurnadinenun;S:—+—3+ 7+ 3 +...+6 0 + 3
1-4 1-4 4.7 4.7 61-64 61-64
S=1+1+...+1+13-(L+ ! +..+ ! ]
T e 1-4 4.7 61-64
.. . . 1 1(1 1 )
Termenii sumei de mai sus sunt de forma—— =—| ———— |. Atunci,
n(n+3) 3\n n+3

S=21+E~ 1—L :>S=ﬂ. Rezulta n=403.
3 64 64
G:953. Se considera multimile A={x=2019n+n2|neN} si A={y=2019n2+n+1|neN}.

Calculati AN B. Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare: Studiem xeA=x=2018n+n+n>=2018n+n(n+1) e par. Studiem

y=B=y=2018n" +n>+n+1=2018n" + n(n+1)+1e numir impar. Asadar, ANB = .

G:954. Aflati produsul ultimelor trei cifre ale numirului #7=304+961, unde

x!=1-2-3-.....-x, xe N*, Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:
Numarul de zerouri ale numarului 1-2-3-....-29-30este dat de exponentul Iui 5 din acest produs si anume

N= [%} + [;—(S):l =6+1=7, asadar, ultimele 7 cifre sunt zero. Prin urmare ultimele trei cifre ale
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luin=1-2-3-....-29-30+961 sunt 9, 6, si 1 iar produsul lor este 9-6-1=154.

. Sa se demonstreze ci numirul 2" nu se poate scrie ca suma de doui pitrate perfecte, oricare
ar fi numarul natural par nenul 7.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:

Fie 2" =a’ +b”,deci a si b au aceeasi paritate

-Dacd a si b sunt impare, atunci a”,b”> =1(mod4), deci a” +b* = 2(mod4), contradictie

cu2" =0(mod4);

-Daci a si b sunt pare, atunci @ = 2a,,b = 2b,, deci 2" =a +b . Asadar daca 2" poate fi scris ca
suma de doud patrate perfecte, atunci 2",2"™*, ... pot fi scrise de asemenea ca suma de doud patrate

perfecte. Deoarece 2% nu poate fi scris ca suma de doud patrate perfecte rezulta cd pentru n par, 2" nu poate
fi scris ca suma de doua patrate perfecte.

2020
G:956, Sa se arate cd numarul n = e este natural si sa se afle ultimele doud cifre ale sale.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

o 720 7 7T+ T 4T+ 1)

6 £
n=T+T+T +. A7 +7° =1+ 7+ T+ T+ T A+ T+ T + )+ .+ T+ T+ 77+ 7)) -1=
=400(1+7* +7° + 77 +....+ 77"°)=1= M, — 1, asadar ultimele doud cifre ale lui n sunt 99.

G:957. Rezolvati ecuatia 1+l . 1+L | 1+ 1 1+; =2020.
x+2018

X x+1 x+2

=7(7"" +..+7+1)eN.

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:

Ecuatia data este echivalentd cu Xl x42 x#3 x+2019 =2020=> x+2019 =2020=>

x x+1 x+2 x+2018 X
x+2019=2020x=2019=2019%x = x=1. S:{l}.

G:958. Fie A/O\B, Z?O\C, veves HOA opt unghiuri in jurul punctului O astfel incit m(A/O\B) =x’,

m(BOC) =x"+6", m(COD) =x"+2-6°, m(DOE) =x"+3-6°, etc.

a) Aflati masurile celor opt unghiuri.

b) Ariti ca unghiul <x<BOH este drept.

¢) Ariti ca punctele A, O, F sunt coliniare. Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:

a) Din ipoteza
m(AOB) +m(BOC) +m(COD) +.....+ m(HOA) =360"=
x°+(x°+6°)+(x°+2-6°)+(x°+3-6°)+....+(x°+7-6°)=360

8x+6 % =360° de unde obtinem ci x = 24" si atunci

m(AOB) =24, m(BOC) =30",
m(COD) =36",...m(HOA) =66".
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b) m(BOH) =m(BOA) +m(HOA)=24"+66" =90° = <BOH este drept.

¢) m(AOF) =m(AOB) +m(BOC) +m(COF) =36"+42° +48° =180°, deci punctele A, O, F sunt
coliniare.

= Clasa a VII-a

G:959. Si se arate cd nu existd numerele naturale a,b,c astfel incat (a+b)(a+c)(b+c)=28920.

elevi Carina Viespescu, Mihai Ionescu, Craiova
Rezolvare:
28920 =120-241. Fara a restrange generalitatea presupunem a <b<c=b+c>241=

a+b<120, a+c<120=2a+b+c<240 < 2a+241<240 ceea ce este o contradictie prin urmare nu
existd a, b, c naturale care sa verifice relatia data.

. Rezolvati ecuatia x +30- {x} = [x], x € Q, unde [x] respectiv {x} reprezinta partea intreaga

respectiv partea fractionara a lui x.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Cum x = [x]+{x}, Vx € Q = ecuatia data devine {x}+[x]+30-{x} =[x]
:>31{x}:0:> {x}:0:>x=[x]:>er. S=7.

G:961|. Reconstituiti inmultirea: a -ab = (a—1)ba . Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:

Cum ultima cifrda a membrului drept este a atunci si membrul stang are ultima cifrd a adica
u(a~%) =a :u(%) =1= b =1. Pentru b=1 rezulta a~a:m:>
a(10a+1)=(a-1)-100+10-1+a < 10a” = (a—l)-100+10|:10:>

a’—10a+9=0= (a—9)(a—1)=0=>a=9 convine pentru problema dati. Rezulta 9-91=819.

. Si se arate ci pentru n > 3 nu existi pitrate perfecte de forma n*- 6n’+ 8n’- 6n + 4.

Petre Rau, Galati
Rezolvare: Se va observa ci n'- 6n’ + 8n”- 6n + 4 = (n*- 3n + 1)>+ 3. Dar singurele pétrate perfecte care au
diferenta egala cu 3 sunt 1 si 4. Cum n > 3, rezulta ca nu putem avea niciun patrat perfect de forma data.

G:963. Determinati restul impirtirii numirului N =8> —7°** 1a 56.
Ionel Morozenco, Tulcea
Rezolvare:

Evident, N =8 = 7°% = (7+ 1) =7 = M, +1 5i N =8 —(8-1)*"*" = M, +1. Din cele doud
relatii rezultd N -1=M, = 7|N -1si N-1=M;, = 8|N —1 si cum 7 si 8 sunt prime intre ele rezulta

56|N —1= N =56c¢ +1adica restul impartirii lui N la 56 este 1.

G:964. Se considerd numerele a :,f505+§ si b :,fSOS—% . Sa se determine numarul real x

astfel incét a si b sa aiba sens si si se arate ¢ daca a+b =+/2020 , atunci a — b este natural.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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Rezolvare:

Evident x>0; 505+~ >0; 505— :>xe[0 10102]

N\ﬁ
Ql

Din a+b:\/2020‘()2 =a’ +2ab+b* = 2020:>505+§+505——+2 /5052——_2020:>
2 /5052—221010|()2:10102—x210102:x:O:a:b:\/SOSSa—bzoeN.

G:965. Determinati perechile (x, y) de numere naturale nenule cu proprietatea ci x*°'* = y*.

Nela Ciceu, Rosiori, Bacdu si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau
Rezolvare : Observam ca (x, y) = (L) este solutie. Presupunem cd x>2 = y >2. Evident cd x si
vy au aceiasi divizori numere prime.

Fiedeci x=p -...- p™ si y= p/ -...- p’ . Rezulta (*) 2014a, = xf3,,i =1n.

Daci (p,,2014)=1 din (*) avem cd p e, (chiar p{|er, ), numai ci 2* > k,Vk € N* implica
p% >2% > a,, contradictie! Deci, (p,,2014)= p,.

Avemcd 2014=2-19-53 = x =2 -19" . 53¢,

Procedand ca mai
Analog b € {0,1}si c € {0,1}. Deci 12014 Fie 2014 = kx.

. 2014
Din x* =y* avemcd x** = y* < y=x", unde k = .

X
Asadar, solutiile ecuatiei sunt:
(x,y) € {(l,l), (2,2'%7),(19,19'),(38,38>),(53,53),(106,106"), (1007,10072),(2014,2014)}.

G:966. Aritati ca: S Y 1,unde a = 2727 + 4848 + 7575 + /1875 iar
\673-875-b

b= 1+g . 1+g . 1+% et 1+L . Mariana Mitea, Cugir, Alba
5 6 7 2018

Rezolvare: Obtinem a = 27~/27 + 4848 + 75475 + 253 = 673+/3 si

_ 782100 2020 2019-2020 _ (75 500 Atunci,

567 8 2018 5-6

a ~ 6733 6733
J673-875-b  J673-875-673-202  /673-673
V4+243 x=3-242 -y =+/5+2V6
V423 - x—3+242-y=3+2

Ion Stinescu, Smeeni, Buziu

=31

G:967. Rezolvati sistemul de ecuatii

Rezolvare:

\/4+2\/§ =\/(\/§+1)2 =B+l , =4-23 =3-1;
31242 =\/(\/§+1)2 —J2+1, 54246 =\/(\/§+\/5)2 =3+42.
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(\/§+1)-x—(\/5—1)-y =3+\2
Atunci, sistemul dat devine care prin scaderea ecuatiilor

(\/5—1)')6—(\/54-1)')/:\/54‘\/5

conducela 2x+2y=0, x=-y, x=1, y=-1I.

G:968. Si se determine 71,7 € N si numirul prim a, stiind ci \/a” +a”" este numir rational.
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:

Va"+a”" eQovNa"+a" eNoa"+a" =p',peNe (p-a')p+a')=a" =
-a"=a ,
P ,s,teN, sz, s+t=m:>at—as:2a"<:>a5(at_s—1):2a".
p+a'=ad
Pentrua#2=a’'=a",a" -1=2=s=n, a=3 si m=2n+1.

Pentru a=2= 227 -1)=2"=s=n+Lt-s=1=>m=2n+3.

G:969. fn triunghiul A ABC cu m(4)=15" si m(B)=90° se consider punctele D e (AC)si
E e (AB) astfel incat m(A/BTD) =15" si m(A/C\E) =30".Seduce EF 1 AC, F e(AC) si fie
(BD)N(EF)={M}, (BD)N(CE)={N}.

a) Sa se arate ci triunghiul AMEN este echilateral;

b) Calculati m(BDE);

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) Se afli m(C) =75"si m(CEF) =180° — m(ECF) — m(EFC) = 60° = m(MEN)) .

in triunghiul A DBC, m(DBC) = m(B)—m(ABD) =90° —15° = 75" = m(C).

in triunghiul ADME, m(DMF) =180° — m(MDF) —m(DFM) =180° —30° —90° = 60"

Deci m(E/]\/FV )= m(D/]\E' ) =60°( opuse la varf) si in triunghiul AMEN am gasit

m(m )= m(E/]MTV ) =60° si atunci triunghiul AMEN este echilateral.

b) Fie Q mijlocul lu (MN), O mijlocul lui (CE) si {P} =(BO)N(AC). In triunghiul echilateral MEN,
mediana [EQ] este si naltime, deci £Q 1 MN si cum B, N, M, D sunt coliniare, avem EQ 1 BD.

Cum triunghiul EBC este dreptunghic isoscel (m (ZTB?]) =90°, m (13/&?) = m(a‘) —-m (ﬁ) =45°) rezulta

E
ca [BO] este mediana si indltime in triunghiul AEBC, deci BO = % =0FE =0C.

Se obtine ca triunghiul ABOE este dreptunghic isoscel, deci m(lﬁ?\O) =45° . Rezulta
m (@’) = m(]%) =m (@) - m(@) =45° 15" =30°. Se obtine ci triunghiul PBD este isoscel

iar inaltimea din P este perpendiculara pe [BD] in Q deoarece m (@) =60"si m (@) =30" in

ABQP .
Din unicitatea perpendicularei £Q 1 BD = E, Q, P sunt coliniare. Atunci, in triunghiul isoscel PBD,
indltimea [ PQ]este si mediand, deci BQ=QD. Obtinem MD=DQ-MQ=BQ-NQ=BN.

Din ADME = ABNE(CaZ.L.U.L) deoarece ME=NE, EMD = ENB (m(E/]\lT)) =180° - 60° = 1200)
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si MD=BN rezulta [DE ] = [BE ] , deci triunghiul EBD este isoscel si
m(@) = m(lﬁ) = m(@) =15" = . Asadar, m(ﬁ?) =15°.

n

G:970. in triunghiul ABC cu m(:é\l) =90" avem AB=4 cm. Bisectoarea AD, D e (BC ) a unghiului

B/ATC are lungimea 3\/5 cm. Aflati perimetrul si aria triunghiului ABC.
Adrian Gobej, Curtea de Arges

Rezolvare:

Lungimea bisectoarei din A este /, = 5 < COS{ 5 ] = 32 = ﬁ £ = b=12. Conform
+c
teoremei lui Pitagora, BC* =4 +12> = BC = 410 . Atunci, S sc = AB-2AC = 4'212 =24 cm?,

P = AB+ AC+BC =4+12+ 410 = 4(4+/10)cm.

= Clasa a VIII-a

G:971|. Si se arate ¢i numirul (2n° +2n)° +(2n° —2n)* +(n” +2)’ este pitrat perfect pentru orice n
natural; Sa se gaseasca trei numere naturale distincte care au suma patratelor egala cu 133225.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Prin ridicare la pétrat se obtine
An* +8n’ +4n” +4n* —8n’ +4n* +n* +4n> +4=9n" +12n° +4=(3n° +2)".
133225=25-5329=5%-73> =365 = (311’ +2)* si conform cu cele de mai sus se obtine
133225 =11 +2)° +(2-11> =2-11)* +(2-11* +2-11)* =123° + 220" + 264" . Rezulti ci cele trei
numere pot fi 123, 220, 264.

Determinati toate perechile de numere intregi (X, )) care verifica relatia

2% +x°y+xp° +2y° =0.

Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Ecuatia dati se scrie (x + y)(2x° +2y° — xy) = 0; rezulta solutia (k,—k), cu k € Z , arbitrar.
Riméne de rezolvat ecuatia 2x° +2y° = xy.
-Dacd x, y au semne diferite, atunci membrul stang este pozitiv, in timp ce membrul drept este negativ;
-Dacd x, y au acelasi semn, le putem considera pe ambele pozitive (altfel luam x'=—x ,y ' =—y si
obtinem aceeasi ecuatie).
In acest caz avem 2x* +2 y2 > 4Xxy sinu obtinem solutii.

G:973. Pentru care x € R, E(x) este minimi , unde
E(x):(4x2—12x+5)-( L j-(4x2—12x+13),x¢%,x¢§.

2x-5 2x-1 2
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

Rezolvare: ! — ! =— . Atunci,
2x—=5 2x-1 4x —12x+5
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E(x)= 4[(2x - 3)2 + 4} este minima pentru 2x-3=0 adici x =% iar minimul lui E(x) este 16.

xt=2x  +3x7 = 2x+2

X' —x+1
Petre Réiu, Galati

G:974]. Si se determine valoarea minima a functiei / :R > R, f(x)=

. 1
Rezolvare: Se observi ci f(x) se poate scrie si astfel f(x)=x"— x+1+2—1 .Darx*-x+1>0
X" —x+

pentru orice x real si aplicind inegalitatea mediilor avem cé f(x) > 2, valoarea minima 2 fiind atinsa

A 1 . o . .
atunci cand x* —x+1= PERRRE adica atunci cand (x>~ x + 1)> = 1, deci pentru x=0 si x=1.
X" —x+

G:975. Aritati ci numerele de forma 4(4n° +5) se pot scrie ca sumi de patru pitrate perfecte de
numere naturale impare consecutive pentru orice n € N * —{1} . Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare:

4(4n° +5) =160 +20=(4n* +4n" +4n” +4n* )+ (~12n+12n—4n+4n)+ (3 + 1> +1° +3%) =
= (4n? —12n+30) 4 (dn? —An+ 1)+ (4n® +4n+ 1)+ (4n* +12n+3) = 2n—3) +(2n—1)* +
+(2n+1)* +(2n+3)°.

G:976. Fie A=2019""". Calculati produsul dintre media aritmetici si media armonici a tuturor
divizorilor naturali ai numarului A. Adrian Gobej, Curtea de Arges

Rezolvare: A=2019"" = (3 673)2019
(2019+1)(2019+1) = 20207 divizori naturali.

=3"".673""si cum 3 si 673 sunt prime rezultd ci A are

T A A4 A A
Divizorii lui A sunt d,,d,,d,,....... °d20202 darsi —,—,—,......,
d d, d
3 20207
d+d, +..+d__, 20203

Deci m, -m, = ———————2020. 7 =4.

2020 a4 G

A A A

G:977. Sa se determine n numere intregi consecutive pentru care suma cuburilor lor este egali cu
patratul sumei lor. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:

Fie a numar natural si a, a+1, a+2,....,a+n—1 cele n numere intregi. Atunci

a@+@+)+. . +(@+n-1Y =(a+a+1+...+a+n-1) <

2
na3+3a2(1+2+3+...+n—1)+3a[12+22+...+(n—1)2]+13+23+...+(n—1)3:[ncH—n(nz_l)} =
2 2
2‘n(n+1)_|_3an(n D(2n 1)+n(n 1)
6 4
a [2612 +(n-3)a—n+ 1] = (0= Pentru a = 0 numerelel sunt 0, 1, 2, ...., n-1;

200 —1)?
:n2a2+an2(n—1)+w<:>

na’ +3a

2
n-3 n-1
)

1 .
€ N rezultd n impar in acest caz numerele sunt

Pentru a =1 numerele sunt 1,2, 3, ...,n.Pentru a=

-1 -3
1,2,3 ..., nrespectiv —n—,— n

2

cu n impar.

2
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G:978. Fie A=1!2131...-194311944!. Sa se extragi un numir k! din produsul A astfel incat

numarul ramas sa fie patrat perfect si sa se arate cad A nu poate fi patrat perfect.
Gabriela si Razvan Drinceanu, Craiova

Rezolvare:
Stiind cd n!=(n—1)!n si scriind pentru fiecare termen par al lui A obtinem

A=11112-3131..-19431194311944 = (11)* - (31)* - (51) -....- (19431)* - 2-4-6-....-1944 =
A=(1-2131..-19431)" . 2°.1.2-3-.....972 =(1!-2!-3!~....1943!-2‘“‘6)2 -972!, asadar numirul scos va fi

972!, iar numdrul A nu este patrat perfect deoarece 972 ! nu este patrat perfect.

= (Clasa a IX-a

L:763. Sa se determine functia f : [O;oo) - [0; oo) care satisface proprietatea
F(x+2020) = (x+2019)* +2(x+2019) +1, Vx >-2020. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare: Observam ca

f(x+2020) = (x+2019+1)> = (x+2020)° = f(x+2020) :|x+2020
f(x+2020)=(x+2020)= f(y)=y,Vy>0. Asadar, f(x)=x,Vx=>0.

, Vx2-2020=

L:764. Daca S, este suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice, si se arate ca

3
=S5, =8,,—-8S,- Petre Riu, Galati

5 n n
Rezolvare: Fie S, =5[2a1 +(n —1)-r] suma primilor n termeni si »€R* ratia progresiei aritmetice.
Atunci

S, -8 =

4n n

{4[24, +(4n=1)-r]-[2a, + (n-D)r]} :%[651, +(15n-3)r] :37”[251] +(Sn=1)r] %55"

oS

2 2 2 2
Xy
Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

L:765. Fie A > 0. Si se demonstreze ca +Dxy+A(x* +y%),Vx,y > 0.

Rezolvare: Inegalitatea din enunt se scrie succesiv
A+ )+ A+ DXy > (A +Dxy? + Ap(x® +y7)
x4yt 2’ +y7) o (¥ - y’)(x-y) 2 0, adevirata,

L:766. Fie neN si a,beQ astfel incat a*""' +b>""' =2a"b". Si se arate ci 1—ab este pitratul
unui numar rational. Gobej Adrian, Curtea de Arges

Rezolvare: Ridicand la patrat relatia din enunt, obtinem: a*™? + b 1 2a”"p*" = 4a"p (1)
Din (1), deducem . a4n+2 +b4n+2 _ 2aZn+1b2n+l — 4a2nb2n _ 40217+1b2n+1 o

2 . ~ e .
(a il _ bz"“) =4a*"b™" (l - ab). Dacid ab =0, cerinta este indeplinita, iar pentru ab # 0,

2n+l1 2n+l 2
1-ab = a =T =q°,
2a"b"
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b-a
L:767. Fie a,b>0.Numerele reale x,x,,...,x, > verifica relatia x, + x, +...+Xx, =n. Aratati ca

2a
1 1 1 n . e D
> +— +ot— 2 . Marin Chirciu, Pitesti
ax, +b ax;+b ax, +b a+b
Rezolvare:
1 3a+b-2a-x
Avem— > > ©2ax3—(3a+b)x2+2bx+a—b20 @(x—1)2(2ax+a—b)20,
ax"+b (a + b)
evident pentru x > Ly
2a
1 3a+b-2a-x . . . .
Sumand ——+2 >— sifolosind x, + X, +...+ x, = n obtinem concluzia.
ax“+b (a + b)
Egalitatea are loc daca si numai dacax, =x, =...=x, =1.
Nota.

Pentrua =3,b=5sin =4 se obtine Problema IX.486 din RMT 3/2018, propusa de Vasile Giurgi, Sighetu
Marmatiei

b c
3 2 + 3 2 + 3 2 21 :
b’+b°+b c’+c"+c a+a +a
Marin Chirciu, Pitesti

. Daca a,b,c >0 astfel inciata +b+c =3 aritati ca:

Rezolvare:
L T P20
x +x+1 3
a a(-b+2) 1 2« a 2 a b c
> =) g+=) —=>—-1+—-3.3|—-—.— =1
Z b(b* +b+1) Z 3b 32 3Zb 3 b c a

Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c=1.

2x+3

. Se considera in R, inecuatia: 1+[x]+[ } <3x. Aritati ca dacid x este solutie , atunci

x)0. Determinati multimea S a solutiilor inecuatiei date. ([a] este partea intreagi a numarului a).
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Folosind proprietatea [m+a]=m+[a], VmeZ, a e R inecuatia datd devine

1+[x]+[23—x}+1£3x:>[x]+{23—x}§3x—2. (*).

Cum a-1¢ [a]Sa, YVaeR= x-1¢ [x]éx, si 23_x_1 ( {%}S? prin adunarea celor
doua relatii rezulta S?X -2 ([x] + [2%} < S?X (**)

Daci x este solutie , tinand cont de (*) si (**) , avem S?X— 2 ([x] + {Z?X} <3x—2 deunde

5%—2 Bx-2=5x(9x = x)0.

. ) ) 5 3
Pentru x care verifica inegalitatea ?x Bx-2x2 > din (**) avem
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[x] + {%} < 5?)6 <3x-2= [x] + {%} <3x-2=>xce€ {%;ooj verifica inecuatia data.

Dacéle(%(Z :>0(2—3x(lz>[x]:1 si [2%}:03[)6]+[2?x}:133x—2, Vx>1.

. 3 .. ..
Deci, x € {1;5) este solutie a inecuatiei date.

Pentru gSx(l:iﬁz—x(g(lz[x] |2 =0=[x]+ 2x =0<3x-2=>x¢ g;1 verifici
3 9 33 3 3 3

. . 5 o . 2 3 3

inecuatia data. Alte situatii nu convin. Asadar, x € g;l U 1;5 U E;oo .

L:770. Fie a, €N, k=1,n distincte doud cite doud. Daci « =max(qa,,qa,,...,a,) , atunci are loc

n 1n 1n

inegalitatea Za2 , <(a— n)z a, + Zk -a, . Cand are loc egalitatea? Gheorghe Ghita, Buzau
k=1 k=1 k=1

Rezolvare:

Presupunem cé a,{a,(...{a, si atunci a = max(q,,qa,,....,a,)=a, si

a+n—-1<a,+n-2<..<a, ,+1<a, (¥)

Scriind ultimele inegalitati sub forma:

a<a—(n —1)|-a1

a,<a—(n —2)|-a2

n n n
. Insuménd inegalitatile se obtine: > a*, <a) a,-> (n—k)a, <
......................... k=1 k=1 k=1

n n
Zazk < (a—n)Za ‘ +Zk-ak . Avem egalitate cand a, +1=a,, a,+1=a;, .., a
k=1 k=1 k=1

+l=a,.

n—1

L:771. Si se arate ci in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

(1+ 1 N 1 N 1 J\/g min{—a+b+c a-b+c a+b—c}
)

p p—a p-b p-c 2 7 2 72

16 a+b+c

Radu Diaconu, Sibiu

Rezolvare: Folosind formula S =\/ p(p—a)p—-b)p—c),cu 2p=a+b+c obtinem
VS =4p(p—a)p-b)(p-c) ) min{p,p—a,p-b,p—c}=
_ min{a+b+c’—a+b+c’a—b+c’a+b—c}:>\/S—> min{—a+2b+c a-b+c a+b—c}'(1)

2 b

2 2 2 2 2 2

Se observa usor din inegalitatea mediilor ca:

p+p—a+p—b+p—c> 4 ©l+ 1 N 1 N 1 é: 16 @
4 l+ 1 + 1 1 p p—-a p-b p-c p a+b+c

+
p p-a p-b p-c
Prin inmultirea relatiilor (1) si (2) da concluzia.
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L:772. fintr-un triunghi de laturi a,b,c notim cu m,,w, lungimile medianei , respectiv bisectoarei
interioare aferente laturii ¢, etc , celelate notatii fiind cele uzuale . Demonstrati ca :

R bc m’
—2 —_— . Vasile Jiglau , Arad
2r Shab+bc+ca w

a

R ab . om:  (2b*+2¢ —a’)(b+c)’

Rezolvare:. Cu formulele uzuale , avem — = @ , respectiv m—‘z‘ = ( ¢ —a)(b+o) , astfel
2r 8§ w; 16bcp(p —a)

ca inegalitatea din enunt devine imediat echivalenta cu

:2abcp(ab +bc+ca) > Z (p—a)(p—b)a+b)’ (2a* +2b° —c°)

Cu substitutiile x=p—a,y = p—b,z= p—c, inegalitatea de mai sus devine echivalentd , dupa
efectuarea Inmultirilor (sumele de mai jos sunt ciclice ), cu :

22 xXy+ 22 Xz+ IOZ x'y* + 02)6422 +2OZ x'yz+ 162 x3y3 + 522 X'z + 522“x3yz2 +84x°y* 2 >
> szy + szz - 2Z:x3y3 + 32Zx4yz + 64Zx3yzz + 642:)c3yz2 +96x°y°z" &

& szy + ZXSZ —i—lOZ)c“y2 +102x422 +1 82x3y3 > 122x4yz + 12Zx3y22 + 122“x3yz2 +12x%y% 2
care , cumuy, y,z sunt pozitive , rezulta imediat din ITnsumarea urmatoarelor inegalitati , aplicatii ale
lemei lui Muirhead si ale inegalitatii mediilor , astfel :

Zx5y+zx52 > Zx3y22+zx3yz2;102x4y2 +102x422 Z102X3y22+102x3yzz;122x3y3 2122x4yz;

2363)/3 > Z:)c3)/2z;2x3y3 > 2x3yzz;4z‘x3y3 >12x°y°z°

= Clasa a X-a

1
. Si se rezolve in R> = R xR ecuatia : 9*/;+9*/;+9*@= 81 T
Vx+fy+——
7>

Gobej Adrian , Curtea de Arges
Rezolvare:

1 1 81
Evident x,y >0 Jx + y+—23-3\/;-\/;-—:3,rezulté <27
i N NE%: Srt
XY

1 1
R 3| Vrefre—e
oV LoV 49V > 349 5339 207 o Loy JIE= 81 =27
9 x4y +

o

1
Egalitatea are loc pentru OV =9V =9V geci x = y=1
x 1

7 -
. Sa se rezolve ecuatia: —+x-7* =14. Adrian Stan, Buzau
X
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Rezolvare:

x 1 X +1
14=7—+x-7)‘22-\/7—x7)‘:2\/7 ¥ >2.47=2.7=14=\7 x=7:>x+l=2:>x=1.

X x x
2
< < 3% s . coxgie < < < z
. Daci z este o ridicini de ordinul 5 a unititii, si se arate ci numirul £(z)=———+—;
z7+1 z'+1
este un numar real. Petre Rau, Galati
Rezolvare: Daci z este o radacina de ordinul 5 a unititii, atunci 2° =1 §i z* +2° +2° +z+1=0
(a doua relatie este adevarata doar daca z nu este 1). Efectuand calculele in expresia datd gasim ca
E(z)= z’ 2z+)Z+1) Z+z'+22 4z P+ +z41 |
zZ)= = = = =1.
2241 2+l P+ +D) 44+l 24z 4+
L:776. Fie a,b,c >0 astfel incit a’ +b> +c” +abc =4 . Aritati ci
n n n
a b c 3 o
|+ > T > | 257, undene N. Marin Chirciu, Pitesti
4—a 4-b 4—c 3
Rezolvare: Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.
) .l 212 2 ... . a b c
Fiea,b,c >0 astfel incat a” + b~ + ¢~ +abc =4 . Aritati ca ~+ -+ =1,
4—a” 4-b" 4-c

Solutie.

Existd AXYZ ascutitunghic astfel incita =2cos X,b=2cosY,c=2cosZ .
6R> +4Rr +r> - p’ 6R* +4Rr+r’—p* .

Intr-adevar: a> +b>+c* =4 cos’ X =4- =2 si

2 2R’ R’ ’

*_(2R+r) ~(2R+rY’
abc:SHcosX:8-p ( 5 r) =2-p (2 r),
4R R
2 i_p? —(2R+7)’
deundea2+b2+c2+abc:2-6R +4Rr2+r P )7 (2 r) =4.
R R
Cu substitutia a =2cos X,b=2cosY,c=2cosZ obtinem:
a_ . b L_C _Z a _Z 2cos X zcosX . 4—szRr—rz(4R+r)2_
4—a® 4-b> 4-¢° 4-q° 4—4COSZX sin® X 4p°r?
_8 R AR +7) DR Euler

— p 2r r ( r) _2_R > 4, unde (1) < p° (p2—12Rr)2r2(4R+r)2,carerezultﬁdin

pr r
_ _ . 5 5 r(4R+r)2
inegalitatea lui Gerretsen p° > 16Rr —5r” > ———.

R+r
r(4R+r)2 ) ) 2 . . .
Ramane sd aratam cé:R—(l6Rr—5r —12Rr)2r (4R+r) & R >2r (inegalitatea lui Euler).
+r

Egalitatea are loc daca si numai dacd AXYZ este echilateral, adicd a=b=c=1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt. ~Folosind Lema si inegalitatea lui Holder obtinem:

(z a JH
n n n 2
( a j_,_( b J+( ¢ j> d-a’) L _3 pentru n>2 .

4-q’ 4-p’ 4-c*) 3! 33
Pentru n =1 se obtine Lema, iar pentru # =0 se obtine egalitatea 3=3.
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L:777. Sa se determine numerele naturale a ( b ( ¢ stiind ci sunt in progresie geometrica iar
c<l+a+2log,a. Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare:

2

. m .
Fieb—a=m, c—a=n= (a+m)’ =a-(a+n)=n=2m+—cu a<m’, n>2m+1. Din
a

c<l+a+2log,a=>n<l+2log,a= 1+2log,a>2m+1= a>2". Rezulta
2" <a<m’ =>me{2;3;4}.
Pentru m=2 rezulta a=4 si progresia este: 4; 6; 9.

Pentru m=3 rezulta a = 8 sau a =9. Convine doar a=9 si progresia este 9;12; 16.
Pentru m= 4 rezulta a =16 si progresia este 16, 20, 25.

-z z—X xX—y >
Z2(x+y) x*(y+z) ¥ (z+x)

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

y—z z—X X—y

zz(x+y) xz(y+z) yz(z+x)
Xy =2z +yis 2—xz)(Hy)+szz(xz—yz)(y+2)>0

S xytzex’yt =x*y 2 -y 2 vzt 2t -yt Xy +

4_ 2 4_3 2.3_2 223
+x'yz'+x"z =x"yz'=x"y'z7 20

. Fie x,y,z > 0. Sa se demonstreze ci

Rezolvare : Avem : >0

o xz(y? =x2) +x02(2" —x) +yz° (x* —y2)> 20

L:779. Daci a,b,c e (l;oo) sau a,b,c € (O;l) atunci are loc inegalitatea:
log, a+log, b+log,c=log ., bc+log , ca+log, ,ab. Gheorghe Ghiti, Buziu

Rezolvare: Trecand in baza 10 inegalitatea datd devine

lgbc lga“hc lgb+1gce lga” +1gb+1gc

>z lgb+1gc
2lga+lgb+Igc

lgb+lgcc

Z z yrz (*y unde lga=x, Igh=y, lgc=z si x,y,z)0sau x,y,z(0.
y+z 2x+y+z

X N y oo 2(x+y)

y+z x+z x+y+2z

adevarata pentru orice X,y,z pozitive. Pentru x, y, z negative se vor inlocui x, y, z cu opusele lor si se obtine
aceeasi inegalitate pentru numere pozitive.

Scriind si celelalte inegalitati analoage si insuméndu-le obtinem inegalitatea (*).

SX+Y Xy +xz—x’+yz-2xz20 (x— )’ (x+y+2)=0

L.:780. Pentru un numar natural k , notam prin S(k) suma cifrelor. Sa se arate ci:
Dacia numéarul a= (n!)" are n cifre zecimale , atunci S(a) este pitrat perfect.
Daci numirul b= (n!)* are 2n cifre zecimale , atunci S(b) este patrat perfect.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Folosim faptul ca numarul cifrelor in baza zece , ale unui numar m € N *este 1+ [lg m]
unde [x] este partea intreaga a lui x.

Dacd a=(n!)" aren cifre, atunci n=1+ [lg a] deunde n—-1<l1ga(n,

10" <a(10" =10"" < (n!)" (10" = nX10, adevirat pentru 7 € {1, 2,3} .

Dar inegalitatea 10" < (n!)" se verifica pentru 7 € {1;3} .

Daca b =(n!)" are 2n cifre se impune 7 >1 si 2nzl+[lgb]:>2n—l£lgb ( 2n.
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Obtinem dubla inegalitate10>"" < (n!)* (10*" (¥).

Pentru n € {l; 2;3;4; 5} se constatd ca (n!)* (10*"" , deci nu se verifica prima inegalitate in (*).
Pentru n=6 obtinem (6!)* = 720" =268738560000si avem

10" =100000000000 { 268738560000 (1000000000000 = 10", deci se verifica inegalitatile (*)

Prin inductie matematici se aratd ci pentru 7> 7, avem (n!)> Y10" (**) si atuncil0*" < (n!)* Vn>7
Deci a doua inegalitate in (*) este falsa.

Presupunem adevirata inegalitatea (**) si si aratim ci ((n+1)!)* 10" ,Va>17.
Intr-adevar (n+1)!)° =@ (n+1)*)10" -(n+1)*)10" -10 =10"" deoarece (n+1)*)10 pentru n>7.
Conform metodei inductiei matematice avem (**),Vn>7.
Rezulta ca inegalitatile (*) sunt adevarate numai daca n=06.

Atunci numarul b = (6!)* = 268738560000 cu 12 cifre are S(b)=45 si deci S(S(b))=S(45)=9=3" ¢
patrat perfect.

. Pentru a,be(1;0) cu {log, b} +{log, a} =1 atunci si se arate ci

{log”a b} + {log"b a} =1, VneN. Florici Anastase, Lehliu Gara
Rezolvare: Fie S, =(log, b)n +(log, a)n . Atunci,

S, =log, b+log, a =[log, b]+[log, a]+{log, b} +{log, a} =[log, b]+[log, a]+1€Z.

1»S, €Z.Din S-S, =8 =88 -S, €.

Atunci {log"a b} + {log"b a} =S, —[log”a b} —[log"b a] €eZ= {log"a b} + {log”b a} e{0;1}

Daca {log”a b} + {log”b a} =0=1log", b,log",acZ=log" b=%1= {log"a b} + {log”b a} =0, absurd

Presupunem S +S_,=S

n+l n+l

cu ipoteza.

Deci, {log”a b} + {log”b a} =1, VneN

. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC, respectiv G centrul de greutate al triunghiului.

2
Stiind ¢ii cos Acos BcosC = é , arittati ci ZAI—AGC =11R’.

e gin —sin —
2 2

Radu Diaconu, Sibiu

2 2 2
Rezolvare: Al = ! , AG? zim 2 Rezultd AL-AG :f- o, :f-r i :16R-m2
- 9 ¢ . B . 9 .B.C.C 9 4 9 @
Sin— SIn—Sin— SIn—Sin—Sim-— —
2 22 22 2 4R
AI-AG*  16R , 16R 32R’ 1 ;
= = >Ym “=———-:2(1+cosAcosBcosC) = 1+—)=11R".
) B 9 ; a 9 ( ) 3 ( 32)

¢ sin E sin 5

= Clasa a XI-a

2coszx+5sinx—4'

. Sa se calculeze limita lim

* 4cos’+6sinr—6 Adrian Stan, Buzau
x—o= X—
6

Rezolvare:
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T——

T e T e e et
[— —

0
2cos’ x+5sinx—40 . 2(1-sin’x)+5sinx—4 .. —(2sin’ x—5sinx+2)
=lim = lim =

hm 2 . ) . ) . -
ot 4cos"+6sinx—6 ot 4(1—-sin”" x)+6sinx—6 x_,%l —(4sin” x —6sinx +2)
Y T
o 20=see20 HA0T)
o442 T 1. P
t»E 4¢ 6r+2 taE 4(l _ 1)(f _ 7) 2
2
. Aritati cd daci numerele asib verifica 2 (a ( be (e=2,71...), atunci
X+y+2
(x+a)y+a)b’e * , Vx,y>0. Tonel Tudor, Calugireni
Rezolvare:
. (x+a)’ o .
Functia f: [0;00) - (O;oo), f(x)= —— este derivabila si are derivata
e
2 X 2 x _ _ 2
fl(x)= (x+ae 2X(x+ a)e = (x+a - )x+a) ( 0,¥x >0 si a(0, deci functia este strict
e e

descrescitoare si atunci f(0)> f(x))lim f(x)=0.

Obtinem 0(f(x)<a’, Vx>0 deunde (x+a)’ <a’e’, Vx>0 si (y+a)2 <a’e’,Vy=0.

Rezulta
2
Xty x+y x+y x+y+2
0{(x+a)(y+a) <a’e™ =(aze 2 J = {(x+a)(y+a)<a’e? (b*-e-e? =b>-e 2 ,Vx,y>0.
a d 0
L.:785| Sisecalculeze A" ,unde A={0 b O0|,azb#c+#a. Gheorghe Ghiti, Buziu
e [ c
Rezolvare:
a’ ad +bd 0
Observam A° = 0 b 0|,
ae+ce de+bf+cf
a’ a’d +abd + a’ 0
A= 0 b’ 0 |, si atunci se demonstreaza prin inductie

a’e+ace+c’e ade+cde+bde+b’f+bcf+c’f

a x, 0 o o p o
ci An: O bn O , unde xn:d —d ,yn:ec —a ’ Zn: e cC —da _ —a .
) b-a c—a c—b\ c—a b-a
yn Z}’l C
x+y—-z=0
. Se consideri sistemul: {x+13y-5z=0, undex,y,zeR
x—11y+3z=0

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A, A fiind matricea sistemului.
b) Sa se rezolve sistemul.

¢) Sa se giseasca o solutie (xo, Yoo ZO) a sistemului pentru care

(xo +3)2 +(yO +4)2 —(ZO + 1)2 +Yy =X Yy =2y — Yy +39. Iuliana Trasca, Olt
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Rezolvare:
1 1 -1 |0 0 -1

a)ydet A=l 13 —5|=|-4 8 —5/=0, decirang A<3.
1 -11 3 4 -8 3

1
Deoarece exista un minor de ordinul doi nenul, de exemplu A = 3 =12#0 rangA=2

b) Alegem x, y necunoscute principale, iar z = A € R, necunoscuti secundara.

x+y=4 I 1
Avem: A=

, =12#0
x+13y =541 1 13

Gasim x = %, y zg si z= A, deci solutia sistemului este (%, %, /’tj

c) (xo+3)2+(y0+4)2—(20+1)2+y0 =x, ¥, —z, — Y, +39 < 6x,+9y,—2z,=15

%, Yo 2% si z,=A,deci 44+34-24 =15, adica A =3 i solutia

In relatia de mai sus inlocuim x, =

cerutd este: (2, 1, 3)

. Fie a, b, ¢ laturile unui triunghi oarecare cu 2(ab+bc+ac)<3. Sa se arate ca
sin(@> +b° +¢*) . a’+b*+c’
sin(ab+bc+ac) = ab+bc+ac
Rezolvare:

Din Za(b+c—a)> O:Zaz( 2Zab:> 0 (Zaz( 2Zab<3 (7 . Functia

-cos(ab+bc +ca). Emil C. Popa. Sibiu

gD:(O,ﬂ) >R (p(x)=sm—x este strict descrescatoare pe (0;7) deoarece ¢f (x):%—smx (0, xe((),;z’).
X
sin(a’ +b° +¢*) | sin(2(ab+bc+ca)) _sin(ab+bc+ca)-cos(ab+bc+ca)

Din rezultd concluzia.

a’+b*+c’ 2(ab+bc+ac) ab+bc+ca

. Se considera sirul (xn)

X +x,+..+x, =In(l-x,,,), n=>1. Si se calculeze limnx, . Florica Anastase, Lehliu Gara

n—x0

,»; de numere reale cu termeni pozitivi si

Rezolvare:
Din conditiile de existenti se obtine ci x,, € (0,1),¥n € N,n = 1.

Xppy = (g +2+ -t x, +x,) — (gt + -+ x,) = (1_%”) = IR = o > 1 e

1-%n4as 1—inys

unde se obtine ca {xn]nal monoton descrescator si cum este marginit, el este convergent.

. . - g . —-X . <
Fie [/=limx,. Atuncidinrelatia ——2 =¢™ , obfinem ca x, > 0.
e _'xn+1
. . mn . n+l—-n . Tn+1%n
lim nx, = lim = lim 5 1- lim =
n—oo mnroe 1 meee 1 1 poee (1_xn+1] —.[:‘]_ —xﬂj
Xy Tnti Xn
o mn n A mn n

= lim T —llm( Tnt1 i )—IJ

nsoe gFatagttxy _ pagtagt-tay nooe WeXatEgtotan_ o pxn '

L:789. Pentru n,keN, n>2 cu k(n sa se determine lim(H(H
k=1

n—>0
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Florica Anastese, Lehliu Gara

Rezolvare:

X+ (x Ve (0;00) obtinem

X
x+1 n n /k ﬂ
2

Wk
X k " 2
e (1+x (e, Vxe(O;oo) si punand x =—-= e Yk (l+— (e" &
n n

Folosind inegalitatea dubla

n

- -
n

W+n2< 1—’1[ {/;) < e"llizkz—:l\/Z
4k 4k
Cum(/z Q/E:(/z+n2 4/;+n2:> .
< < 2 +n? <</E+n2
.m1+€/5+</§+...+4/2 "In+1
2

li =lim =0

n—o0 n n—0 2n+1

1+ + B3+ +n "In+1 oo " Uk

lim ; =lim =0. Deci, lim II |1+ — =1
nw Un+n e " Yn+1-4n+2n+1 noe k=l n

= Clasa a XII-a

L.:790. Sa se arate ca daci a, b, ¢ si d sunt numere reale, cu atb+c+d=0, atunci avem
12(a%+b%c’+d®) = 3(a*+b*+c+d?)’ + 4(a’+b*+c+d) Petre Riu, Galati

Rezolvare: Fie a, b, ¢ si d radicinile ecuatiei x*+ px*+ gx +r=0. Avemcia+b+c+d =0, ab+ac+ad + bc
+bd + cd = p, abc + abd + acd + bed = -q si abed = 1. Fie Sy = a* + b+ ¢* + d*. Atunci calculam si gisim
urmitoarele exprimari: S; = 0, S, = -2p, S3 = -3q, S4 = 2p>, Ss = 5pq, S = -2p°+3q°, S; = -7p°q. Relatia din
enunt se mai scrie astfel: 12S¢ = 3S,° +4S5% Cu cele de mai sus, relatia se demonstreaza usor.

. Sa se determine functia /:R > R, f(x)=cosx+ Ie”f(x —t)dt, Vx € R si £(0)=0.
0

Ionel Morozenco, Tulcea

Rezolvare: Din x-t =u avem:
0 X X
f(x)=cosx —je"-x F(u)du=cosx+e ™ j ¢ fuydu ,VxeR. e f(x)=e cosx+ j ¢ f(u)du .
X 0 0
Prin derivare se obtine e*-f(x)+e" - f'(x)=e cosx—e sinx+e' f(x)= f'(x)=cosx—sinx=
f(x)=sinx+cosx+ C.Cum f(0)=0 rezultd C=1 atunci f(x)=sinx+cosx+1.

1

. Sa se calculeze. dx.
j x(l+x\/x~3/;)

Adrian Stan, Buzau

1 1 1 1 X
Rezolvare: jx(l+x\/x.37\/;)dx j — dx:I dx_J.x(l+xr)dx:J.x’(l+x’)dx:

5
x(1+x"-x2-x9) x(1+x3)
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r—1 5
J'x"—l (i_ 1 jdxz J(l— a jdx=ln|x|—l~ln x" +1‘+C+C. S-anotat cu x” = x3 .
x" x"+1 x x +1 r

X

¢ce'(1+lnx—In’x
. Calculati: J- ( — )dx : Marin Chirciu, Pitesti
e +x"In"x

Rezolvare:

er er

(xlnle

¢ce"(1+Inx—In*x € x

Ob‘;inem'[ (2 - )dxzje—zdx:arctg(mj
e +x In"x ' (xlnx e’

Avern (xlr:x)’ _ (I+Inx)e’ —xlnx-e* e*(I+Inx—xInx) |
=

_ € _ l-e
= arclg— =arcig e
e

1 1

X

e

L:794. Si se arate ci polinomul f(X)=X(X+1)(X+2)-...-(X+n)—1 are o singurii ridicini
1
pozitiva x, si xl(—', neN*, Polinomul g(X)=X(X-1)(X-2)-...-(X—n)+(-1)" are o singura
n!
1

ridacind negativa x, si ——'(xl, neN*, Tonel Tudor , Cilugareni, Giurgiu
n!

x)x,)0. Atunci x, (x, +1)(x, +2)-cco(x,+1) ) x, (x, +1)(x, +2)-....-(x, +1) ) 0. Dar,
fx)=f(x,)=0=x(x+1)(x,+2)-.o(x,+n) = x,(x,+1)(x,+2)-....o(x, +1n) =1= D)0

0(x, = ! ( ! :i , deci 0 (x, (l.
(x1+1)(x1+2)(xl+n) 1-2-3-.....n  n! n!

Prin substitutia x =—y , ecuatia f(x)=0 din a) devine

~y(=y+ D) (—y+n) =1 p(y=1)-....-(y—n) =(=1)"" deci ecuatia

g =y(y =1 .- (y—n)+(=1)"" =0, are radicinile y, =—x_, k=1n.

Din a), doar x,)0 si atunci polinomul g are singura radacind negativa y, = —x,(0

A 1 . - 1 . 1
Ina),0 < x;, < —, deci rezultdi —— < —x, <0, adicd —— <y, < 0.
n n! nl

4 1
. Calculati lim .
"”w;n+k+\/n2 + nk

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

" 1 1L 1 0 1
Rezolvare: lim =lim— = dx =
””‘”kz;n+k+\/n2+nk ’H‘””kZ;HkJF 1+f ‘(').1+x+\;1+x
n n
2 V2
:detzzj L =322
At ' 1+ u 4
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. Si se arate ci ridicinile ecuatiei x° + ax® +bx+c =0 sunt in progresie aritmetici daci si
numai daci 2a’ =9ab-27c. Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

3 2
. a a a a
Rezolvare: +~ x,,x,,x; ,atunci 2x, =X, +Xx; & X, = 3 = (_Ej +a(—§) +b(—§J+c =0

3 3
<:>—a——|-a—=a—b—c<::>2a3 =9ab-27c.
27 9 3

L:797. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie “*” astfel:
1
x*y :§(x+y—2xy+l),oricare arfi x,yeR.
a) Este aceasti lege comutativa? Care este elementul neutru?

1
b) Aritati ci orice element x € R\ {—} este simetrizabil in raport cu legea “*”

1
¢) Siserezolve in R ecuatia: 3" *9* = 3 Tuliana Trasca, Olt
Rezolvare: a) Legea este comutativa.

1
Din x*e=x avem g(x+e—2xe+1)=x<:>(e+1)(2x—1)=0. Deci e = —1 € R este element neutru.

b) Din x*x = —1obtinem %(x+x'—2xx'+1):—1<:>x'(2x—1):x+4

x+4
2x—1

Dacd 2x—1=0 avem x -0= % , absurd, iar pentru 2x —1# Qavem: x =

c) 3 *9* =%@%(3X+9X—2.3x~9X+1)=% &3 (1+3°-2.3")=0.

=3"=0 sau (3" — l) . (2 3+ l) =0. Unica solutie se obtine pentru 3" =1, adica x=0

. a) Si se separe riadicinile reale ale ecuatiei x° —5x* +10x° —10x”> +86x—325=0.

25+3@+i/25_3@
2

2

b) Aritatica x= i/ este solutie a ecuatiei de la a).

Ionel Tudor , Cilugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Din (x—1)° =x" =5x* +10x’ —=10x* +5x -1 iar f:R >R, f(x)=(x—1)’+81x-324.
este functie strict crescatoare ca suma de functii strict crescatoare rezulta cd ecuatia f(x)= 0 are cel mult o
solutie reald. Cum f(1)- f(4) =—243-243(0 si f(x) este functie continua strict crescéatoare, atunci, conform

/25 + 3469
proprietatii lui Darboux, ecuatia f(x)=0 are o singurd radacina reald x (1;4) . Cunotatiile a =} T

/25—3 69
sib:3T\/_ observim cd @’ +b° =25si a-b=1 atuncidacd x=a+b=

¥ =(a+b) =a’ +b’ +3ab)(a+b)=3x+25 si x*=x-x’ :x-(3x+25)=3x2 + 25 iar
X =x"-x’ =x*-(3x+25)=25x" +9x+75. Inlocuind in
f(x)=x"=5x" +10x* =10x” +86x — 325 = (25x° +9x+75) = 5(3x” +25x) +10(3x +25) -

—10x* +86x—325=0 adici x =a+b este unica solutie reald a ecuatiei date.
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,» Matematician nu este cel ce stie matematica
ci cel ce creeaza matematica”

Grigore Moisil (1906-1973)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a
[G:979]. Aflati numérul a din egalitatea 2019-{2018:[2017-(2016—2a —1)+1]} +1=2020.

Ion Stinescu, Smeeni, Buzau

G:980. Determinati numerele abccu proprietatea ca aa’ +bb +cc =5929.
Adrian Gobej, Arges

G:981|. Aritati cd nu exista numere naturale a,b,c astfel incat (a+b)(b+c)(c+a) =28920.
Carina Viespescu si Mihai Ionescu, Craiova

G:982. Sa se determine n e N* si k € N astfel incat n(n+34)=1111....1.
%/_/

k de 1
eleva Carina Viespescu, Craiova
G:983. Sa se determine toate numerele naturale nenule n, mai mici decat 2020, pentru care
numirul a = n°" +8-n*" este cub perfect. Ionel Tudor, Cilugireni, Giurgiu

G:984. Si se arate ci numarul 4 =35"+1225" este patrat perfect pentru n=2k+1, oricare ar fi
keN.
Nicolae Ivaschescu, Canada

= Clasa a VI-a

G:985. a) Aritati ci numirul x=1+9>+9* +9° +...+ 9" este divizibil cu 82.

b) Scrieti intr-o formi restransd numirul y =80+80-81+80-81% +....+80-81°”
1009

si apoi aratati ca

fractia F' = reprezintad produsul a trei numere naturale consecutive.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:986.. Demonstrati ci numirul 4 =1+3+3>+3 +....+ 3% + 3" este multiplu de 13.
Nicolae Iviaschescu, Canada

G:987. Aratati ca numarul x =20ab—-b(a+1) este patrat perfect, stiind ca are loc egalitatea
x=abba+abb—aa—b=1+3+5+7+...+89+25" :25% .

Mariana Mitea, Cugir, Alba
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G:988. Fie triunghiul ABC cu m(<x4)=35", m(«B)=83", si punctele D,E si F pe laturile
BC,CA si respectiv AB astfel incat DE"AB, FE”BCsi FDHAC . Dacd bisectoarele unghiurilor

XEDF si <ABC se intersecteaza in punctul P , atunci determinati masura unghiului <BPD .
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

= Clasa a VII-a

G:989|. Fie a, be(0;00)astfel incat a- b ) a+b. Aritati cd a+b) 4.
Roxana Vasile, Meda Iacob, Craiova

2
G:990|. Sa se rezolve in R ecuatia: x—%—;+(l+l—Lj =2020.

x* (x+1) x x+1
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
16n+17
n—16
Fie patrulaterul 4BCDcu m(<4BC)=m(xADC)=90°, <ACD=2-<ACB si
AD =2020. Calculati distanta de la punctul B la dreapta AC.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:993| Aflati unghiul dintre diagonalele AC si BD ale patrulaterului convex ABCD, dacd AB =5,
BC=7,CD=5,5s1 AD =2)5.

eN. Nicolae Ivischescu, Canada

G:991|. Gasiti numerele naturale n pentru care

Anicuta Betiu, Sorin Petrisor Dumitrescu, Craiova

G:994|. In triunghiul ABC de semiperimetru p, notim AB=c, BC=a, CA=b si fie [AD] bisectoarea

interioara a triunghiului. Dacd BD < p—b, atunci DC< p—b.
Emil C. Popa, Sibiu

G:995|. Se dau ABCD = paralelogram, M = simetricul lui D fatd de B, N = simetricul lui A fata de

C. Daca aria lui ABCD = 10, aflati aria lui BMNC.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

= Clasa a VIII-a

G:996|. Fic x,y,z e(0;00)astfel incat 2020(xy+ yz+zx)y x+y+z. Aratati cd x+ y+z) 090"
Iulia Sanda, Claudiu Ciulcu, Craiova
G:997|. Raportul dintre produsul a doud numere naturale nenule distincte si suma lor este 2017. Sa

se arate ca suma cuburilor celor doud numere este divizibila cu bipatratul celui mai mic.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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>
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G:998|. Fie x)0. Aritati ci (x+1)> +

+ lj . In ce caz avem egalitatea?

Eugenia Turcu, Iuliana Tigae, Craiova

G:999]. Aritati ci 4 =/n(n+9)(n+16)(n+25)+5184 N, VneN.

Nicolae Ivischescu, Canada

bla+b 1442
. Sa se demonstreze ca {X{X: (2a bz),a>0,b>0}:(0, > }

a +

Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

G:1001]. Sa se demonstreze ca (1+%—2-1J+(l+1—2-1J+...+[ ! + L 2 lj:

3/ a5 T 6 -2 3n-1  3n

1 1 1 - .
= + +— pentruorice ne N .

a4+l on+2 7 3n—-1 3n

Dorin Marghidanu, Corabia, Olt

G:1002] Fie a>1, heR siecuatia a-(x+a)+(a+1)(x+a+1)=b.
1) Determinati solutiile ecuatiei pentru a=1, b = 2020;
2) Sa se arate cd pentru a > 1, b € R ecuatia are una sau doua solutii.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:1003. Un paralelipiped dreptunghic avand lungimea diagonalei 3 si aria totald 7are lungimea
muchiei laterale egald cu media geometricdi a dimensiunilor bazei. Sa se afle volumul

paralelipipedului.
Ionel Tudor, Cilugareni, Giurgiu

= Clasa a IX-a

L:799|. Fie a,b,c,d € Zastfel incat @’ +a”>-b’ +a-c+d =0. Aratati ci numirul

A=c"—4(a’ +b*)-d este pitratul unui numir natural.
Dan Grigorie, Alina Tigae, Craiova

3
X

X +2x° 42
Adriana Ioniti, Alina Tigae, Craiova

. Aratati cad numarul n = %/\/% -7+ i/\/4901 +70 - %/\/570 +7 - 3/\/490 —70 este natural.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L.:800. Gasiti valoarea maxima si valoarea minima a expresiei E(x) =

[IL:802]. Fie f:[0;1]> Reu £(0)= f(1). Daca pentru orice x,y €[0;1] cu x = y avem

/)= £l -y aritati ca | £(x) - £() %.

Simona Miu. Craiova
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. Existd functii /:R >R, f(x)=ax’+bx+c, a+0 curidicini reale distincte astfel incat
x+1
f@2x)-f (T

1.:803|. Cate cifre are numarul 2% ?

Y= f(x*+x+1), VxeR. ?

Cristian Moanta, Mihaela Mirea. Craiova

Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau
. . 1 — . . g
. Fie neN,n>2s1aq, € {5,1} k =1,n,iar o este o permutare a multimii {1,2,...,n}. Sa se

afle extremele expresiei E(ay,a,,.....a,) =a,, -(1-a)+a,, -(1-a)+...+a,, (1-a,).

Dorin Mirghidanu, Corabia

. ) 2x+2xy—Ty+2y* =0
. Rezolvati in R x R sistemul .
2x* +2xy-3y=0

Iulia Sanda, Camelia Dana. Craiova
) 3 . )
L:806. Fie a,b,c>0 cu a+b+c =5 si n>7. Aratati ca
1 1 1 3
3 + 3 + 3 < .
n+(b+c) n+(c+a) n+(a+b) n+1

Marin Chirciu, Pitesti
L:807. Daca S, este suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice de ratie » € R* pentru

SPn _pSn — p(p_l) )
S.—49S, 49(g-D

orice numere intregi si nenule p si q are loc relatia:

Petre Rau, Galati.

. Fie (an )n21 un sir de numere reale 1n progresie aritmetica.

a) Demonstrati ca sirul s, =a,,,;; Vn >1este un sir de numere reale in progresie aritmetica.

1 1 2020
+ ot =

Sp°8; 808 S2020 *S2021 s " Agpss
c¢) Daca §, este suma primilor n termeni ai sirului s, , atunci are loc relatia:

n
Z Aypys
=1

51"52 ‘52‘53 ‘Sn"sn-#l N
a. - E a "
5 pr 4k+5

b) Demonstrati ca

a a a
9 13 + .+ 4n+5

Elena si Constantin Ciobica. Falticeni
L:809. Fie a,b,c >0 si n>0. Aratati ca
2 2 2 +h+ 2
a b N (a+b+c)

b2+nab+cz+nbc+a2+nca _(n+l)(ab+bc+ca)'

Marin Chirciu, Pitesti

. Sa se arate ca 1n orice triunghi ABC are loc inegalitatea: smA+smi+sm CC > }z .
c0s5+cos5+cos— R

Gheorghe Ghita, Buzau
L:811|. in triunghiul AABC avem sin A zg si cos B = % Aflati cos C.

Ileana Duma, Alina Ghita, Craiova
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= Clasa a X-a

xy=2

. R Ionel Tudor, Cilugareni, Giurgiu
x’yt=2

L:812 Sa serezolve R* sistemul de ecuatii: {

. Fiea,b,c € R astfel incat

laf +[6]+[c]-

(a—b)b—-c)c— a)| =3. Gasiti cea mai micd valoare a expresiei

Dana Cotfasa, Alexandrina Nastase, Craiova

L:814] Si se rezolve ecuatia V92> — 264" =0, x22. Adrian Stan, Buziu

X

L:815. Rezolvatiin R ecuatia 97in* 4 graceoss —9.32 Claudia Ciulcu, Iulia Sanda, Craiova

L:816. Fie g,,a,,.....a,€(0;1), n>2, neNsi k,l e Nastfel incat 2<k,/ <n. Aratati ca

5/ a,a,..qa, + {/ (I1-a)(1-a,)...1-a,) <1. Mai rdmane proprietatea adevaratd daca cel putin
unul din numerele k sau | este mai mare strict decat n? ( in legatura cu G 344 pag 2/2002, G.M)
Dorina Goiceanu, Lucian Tutescu, Craiova

L:817. Descompuneti numarul 1004006004001 in produs de factori primi.

Neculai Stanciu, Buzau

2021 2021
< . . z w .
L:818. Sa se determine valoarea expresiei E(z,w) = + unde z si w sunt
Z4+w Z+w

numere complexe nenule astfel incat z° +zw+w’ =0.
Aurel Chitita, Slatina, Ani Draghici, Craiova
. Fiea>1sib>0saua>0sib >1.S3 se rezolve ecuatia: logan+b X = logax+b n, unde
neN’.
Gheorghe Ghita, Buzau

L:820. Rezolvati in NxNxNecuatia (x!)'*-(y1)"™ =(z)*.

Cristian Moanta, Lucian Tutescu, Craiova

. a) Rezolvati in NxNxNecuatia (x!)*+(p!)’ =(z!)’.
b) Aflati cel mai mic numir natural 7 € N* pentru care ecuatia (x,!)> +(x,!)* +...+(x, 1)’ = (y!)’

are solutiiin n e N.
Cristian Moanta, Lucian Tutescu, Craiova

1.:822. Sa se arate ca in orice triunghi oarecare ABC avem:
.. 4 B C A. B C A B . 3
min < sin—cos — cos —, COS— sin — oS —, C0S — cos —Sin— p < —
2 2 2 2 2 2 2 2 2] 8

Emil C. Popa, Sibiu



- PROBLEME PROPUSE -

=)

Sclipirea Mintii 26

» Clasa a XI-a
. .1 1 1 1
. Sa se calculeze lim ( =+ +rees +WJ.
n n

n-np +1 ™42

Daniela Stoian, Lenuta Andrei, Craiova
tgx—1

E

824, Sa se calculeze lim — —; Adrian Stan, Buziu
<7 §IN” X+ COS X —COS™ X
lim sin(In x) + sin(In x*) +... + sin(In x") o

= arctg(e* —e) + arctg(e’62 —e)+...+arctg(e” —e) Vn>1

:825. Demonstrati ca
Ciobica Constantin ; Ciobica Elena, Falticeni

n k -1
:826,. Calculati limita sirului (an )n21 definit prin urmatoarea relatie: a, =Y {Zi(i + l)} .
ey

Vasile Mircea Popa, Sibiu

~ =2} 7]

:827|. Sa se separe radicinile reale ale ecuatiei
Inx=x"+2x" +x7 +6x° +7x° = 2x* +3x° +2x* —12x -8
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. Determinati functiile continue f:IR — R astfel incat
fGtp)= )+ () +50(x" +xy+7), Vx,yeR.
Madalina Giurgescu, Marian Voinea, Bucuresti

1 1 1
. Fiesirul x, =—=+—=+..... %+ —==-2VJx+n—-1, neN* x>1. Sa se arate ca sirul
"o Ax+d Vx+n-1

(x,)  esteconvergent. Dacd / =limx, sise calculeze lim/, .
n>1 x n x

n—w X—>0

Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a XII-a

. Fie M o multime finita cu cel putin doud elemente. Definiti pe M o lege de compozitie
"E M xM — M astfel incat sa fie indeplinite simultan conditiile:
a) x*y#y*x, Vx,yeM; b)x*(y*z)=(x*y)*z, Vx,y,ze M,
Iulia Sanda, Dorina Goiceanu, Craiova

. a) Rezolvati in R ecuatia 2x* +7x —4x+14=0.

3
24+32-1

2 .
. Sa se calculeze: J-C(?S x+.3s1nx cosxdx’ xeR—-<(kr)v 3—”+k7z |keZ .
sin x - (Sin X + Cos x) 4

b) Sa se rationalizeze numitorul fractiei F' = Ionel Tudor, Célugareni, Giurgiu

Adrian Stan, Buzau

t
.:833. Determinati primitivele functiei f : (O;Zj ->R, f(x)= LS Generalizare
2 1+cos” x

Orlando Alecu, Rosiori de Vede, Teleorman

2 2n 2
X
. Sa se arate ca j l—xdx = j x>dx . Aurel Chirita, Tulia Sanda, Craiova
+e
-2 0
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cos’x—e" -sinx

L:835. Si se calculeze primitivele functiei f: (0;00) >R, f(x)=¢" -
(e" +cosx)
Lucian Tutescu. Craiova, Marian Voinea. Bucuresti
L.:836.. Se considera /(m,n, p)= Ix’" -In"x-cos” x dx . Aratati ca lim[[(m,l, 1)+I(m,1,—l)] =,
1 n—»00

Nicoleta Oprea, Claudiu Ciulcu, Craiova
L.:837. Fie ae(O;l)u(l;oo), b,ceR si f:IcR—>R o functie derivabila pe intervalul I cu

derivata continui astfel incat o’ + bf (x)Ina+b+c e R*, Vx e I. Si se calculeze integrala:

a’®™ [bf(x) Ina+ c] f1(x) "

- > Gheorghe Ghita, Buziu
[af(x) +bf(x)lna+b+c]

1

2n ;
. Calculati limita sirului (an )n>1 definit prin urmatoarea relatie: a, = j 1dx
- W X+

Vasile Mircea Popa, Sibiu

ERATA.

in revista Sclipirea Mintii nr. 25, la articolul de la pagina 15 riandul 9 de jos a se citi
(v,),., §ir strict crescitor si cu termeni negativi.

CALEIDOSCOP MATEMATIC

Unui prizonier condamnat la moarte 1 s-a oferit sansa eliberdrii dacd rezolva
urmatoarea problema.

I se da 50 de bile albe si 50 de bile negre pe care sa le puna in doud urne identice
asa cum crede el astfel incat atunci cand condamnatul trebuie sa scoata o bila fara sa
vada ce e inauntru si fara sa stie din ce urna a scos, aceasta sa fie alba.

Cum ar trebui sa aranjeze bilele in cele doud urne astfel incat sa aiba cea mai mare
sansd de a alege o bila alba?

(Raspuns la pagina 52)
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» 1t’s not enough to have a good mind.
The main thing is to use it well”.

Rene Descartes

(1596- 1650)

E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 01, 2021.

PROPOSALS - QUICKIES

Q63. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania.
If 0<a<b arereal numbers, then prove that

1 n
ab < ka+(n—k)b\(n—k)a+kb)<
Vab <o D llka + (n = b N(n —kya + 40)
Q64. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania.
2 2 2
If a,b,c>0 such that a+b+c =1, then prove that a +b —l—b re + ¢ ta > 2. When does the
b+c c+a a+b

a+b

equality holds ?

Q65. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Let y, =—Inn+ z% , limy, =y = Euler — Mascheroni constant. Find lim(y, — 7)@ .
k=1 © n—>00

n—»

Q66. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

2 2 2 2
t

If x,y,z,t >0, then (x__'_y_j(Z__'__j > 2(xz + yt).
y X t z

SOLUTIONS - QUICKIES

Q59. Proposed by Mihily Bencze, Brasov, Romania. Prove that in any triangle ABC with usual

o o : w, 9
notations is true the following inequality Z b“ < Z .
c

Solution 1 by Titu Zvonaru, Coménesti, Romania. We have

w_j_ dp(p-a) (b+c)’ —a’ _1_( a Jz

be  (b+c)’ (b+c)’ b+c)

Using the known inequality 3(x* + y*> +2z%) > (x + y + z)* and Nesbitt-Ionescu inequality, it follows that

2 2
a 1 a 19 3
> — > —-— = — which yields the desired inequality.
Z(b+cj 3[Zb+cj 374 4 Y anaty

Solution 2 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

9 wjz a’ _l= (2a+b+c)(a—b)+(2a+b+c)(a—c)=
4 zbc z[(mc)z 4] 2 4(b+c)’




:Z(2a+b+c)(a—b)+Z(2a+b+c)(a—c) _

4(b+c)’ 4(b+c)’
_~ @a+b+c)a-Db) 2b+c+a)b-a)
2 4(b+c)? 2 Ac+a)
_Z(a—b)((2a+b+c)(c+a)2 —(2b+c+a)b+c)?) B
- 4b+c)*(c+a)’ -

20.

B z(a—b)z(a +b” +3c’ +2ab+5bc+50a)
4b+c)’(c+a)’
Since a® +b* +3c* +2ab + 5bc + 5ca > 3(b + c)(c + a) , we obtain a stronger inequality

Z Z 3(a b) < 9
bc 4b+c)c+a) 4
Solution 3 by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania. We use Bergstrom’s inequality and Nesbitt-
Ionescu’s inequality.

E _a E ( B |
Wj _ Wj _ bC - Wj _ a 2 Bergstrom b + cj Nesbitt—Ionescu
37 be (l_ch_ bc _Z( j = 3 =

b+c

Nesbitt—Ionescu 1 3 2 3 W2 3 9 9

> —| = = — -— s —

3 2 bc 4 bc 4 4 bc 4

Also solved by Marin Chlrcm, Pitesti, Romania and Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.

9r w2 9
Remark. Marin Chirciu, Pitesti, Romania proved the following inequality ﬁ < e

c

Q60. Proposed by Mihily Bencze, Brasov, Romania. If a, >0 (k =1,n), then prove the following
2 3

I’l
) n
nequalities a)z (a, +1)(ak TS )Z { (a; +a, +1)(ak D6

Solution 1 by Tltu Zvonaru, Comanesti, Romanla.
a; a; 1

a) By AM-GM inequality we have 3 < =—.
(a, +D(a, +1)  2.)a, -2/a; 4

Adding up the similar inequalities, we are done.
3 3
a a 1
b) Similarly we have a; +a, +12>3a, = —; < g =—.
(a; +a, +D(a; +1) 3a, -2 a,f

Adding up the similar inequalities, we are done.
Solution 2 by Marius Dragan, Bucharest, Romania

n 2
a) < 1=
Z(ak +1)(ak +1) ;2 -2 3 z
n 3 n
a a;
b) £ k 1 = —, and the proof is complete.
;(ak+ak+1)(ak+l) ;3 \/ak ca, -1-2- \/ Z
Solution 3 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
3

o) 2 T e )

have respective maximum values 1/4 and 1/6 at x=1. In order to prove this, instead of using derivatives,

The inequalities follow since functions f (x) =
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we may proceed as follows:
2
X X X X 1 2
a) f(x)= = . , and <— because (x+1) —4x>0,
() (x+1)(x3+1) (x+1)2 xP—x+1 (x+1)2 4 (x+1)
- i Slbecausexz—x+l—x:(x—l)220.
x —x+1
b) (X)_ X = al : X and al <l since x> +x+1-3x>0
& (x2+x+1)(x4+l) PHx+l x4l ¥ 4+x+1 3 -
2
1
:C <= because x* +1-2x" =(x2 —1)2 > 0.
x"+1

Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.

Q61. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Prove that in any triangle 4B C with usual notations is true the following inequality
b b
L L >12-3 7.
s—c s—a s§-—
Solution 1 by Titu Zvonaru, Comﬁnesti, Romania. We have

Z _Z Z( b+cjzzab+a(;_52_cz=

b+c—a 2 2(b+c—a)
_~bla-b)+c(a-c) b(a-Db) cla-c)
=2 2(b+c—a) Z2(b+c a) Z2(b+c—a)_
B b(a—Db) a(b—a) (a—b)’(a+b-c)
_22(b+c—a)+z4(b+c)2_22(b+c—a)(c+a—b)20

Using the well known Mitrinovié’s inequality s> >27r> (see for e.g. 5.11 from O. Bottema, Geometric
Inequalities, Groningen, 1969) it follows that

3 ab -y 20D ra+b+c)=ds 21243 7.
s — a+b-c

b+c a

Solution 2 by Marius Dragan, Bucharest, Romania. By AM-GM inequality, the fact that
abc =4-R - S and Heron’s formula S = \/S(S —a)(s—b)(s—c) wehave

2 22
Z ab >33 (abe) == 3'%’% =6-32R%s , (1). By Euler’s inequality
eyelicS — C (S - a)(S _b)(S - C) S

(R = 2r) and Mitrinovi¢’s inequality ( s > 3\/57/) from (1) we get:

> 5 6.42R% > 64?331 =123, QED.

cyclics —-C
Also solved by Marin Chirciu, Pitesti, Romania and Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.
Remarkl. Daniel Vacaru gave two solutions.
Remark2. Marin Chirciu, Pitesti, Romania proved the following inequality

12J§rgzpb_c <i(5R 2r).
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Q62. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Compute the following limits: a) hm Z \/_ b) lim— Z \/7
k (k]

n—>0 n

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain and Daniel Vacaru,

Pitesti, Romania.
n+l1

k Cesaro— Stolz Z Z

a). llm— Z = 1 ' —lim ntl

n—o g i 2 n—)oo (n + 1) -n n—o n+l[(n + 1)' B

n" Cauchy-D'Alembert (n + 1) n+l 71 n+1 "
—hm = lIm——————=1lim| — | =e_
n—o gl e\ pl n—0 (n + 1)' n" o

n
n n't Cauchy-D'Alembert (n +1)”+1 n n+1 !
b). We have lim——= =lim#|— = lim=———=--—"=lim —— ] =e
H—300 n/n! n—o \ pl n—00 (n + 1)' n" n—>o\ p
n+l 2 n

i 2 CesarofStolzl' k=1 kJ(k' k=1 k,[(k' ~lim (n +1)2
m-— E = m =
n—>o p 1 k[(k')Z n—»0 (I’l +1) n n—»0 ,H_l[((n + 1),)2

. n
lim

2 2
n
=lim——=|lim— | =¢’.
n—>oonl(n!)2 (n—)oo n/n!j

STIATI CA .........

Expresia ,,grauntele de nisip al lui Pascal >’ face referire la o consemnare in cartile
filozofului, matematicianului si fizicianului Blaise Pascal (1623- 1699) despre posibila
moarte a lui Oliver Cromwell ( 1599- 1658)- conducatorul de temut al Angliei care a
inlaturat monarhia decapitandu-1 pe Carol I in 1649 si a instaurat teroarea in insulele engleze
dar si dominatia peste o mare parte a Europei.

Contemporan cu Cromwell, Pascal dupd unele informatii ale medicilor care l-au tratat pe
acesta scrie in cartile sale despre o posibild infectie urinara a lui Cromwell care a decedat din
cauza unui .... fir de nisip, posteritatea dand insa expresiei ,grauntele de nisip al lui
Pascal” o semnificatie originald pentru a intelege ca micile cauze pot provoca adesea efecte
mari.

La noi in folclorul popular gasim de asemenea expresia echivalentd ,,Buturuga mica
rastoarna carul mare”.
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, Invitatura care nu intra decét in ochi si in urechi seamina cu un pranz luat in vis”
Proverb chinez

A Caleidoscop matematic

Probleme recreative de logica si de creativitate

Kovacs Béla, Satu Mare. (Email: belako12@gmail.com)

Folosind numai cele patru operatii elementare (adunare, scidere, inmultire, impartire)
si eventual paranteze, exprimati numéarul 24 cu ajutorul cifrelor 3,3,8 si 8.
Poate nu este usor, dar incercati. Sa vd ganditi. Vom reveni mai tarziu.

Folosind cele patru operatii elementare si eventual paranteze, apoi folosind si ridicare
la putere, radicali, semnul factorial, sau chiar ca cifrele unui numar exprimati
numerele naturale incepind cu 1 si pana cat se poate, cu ajutorul cifrelor 3,3,8 si 8.
Prezentam o parte din solutii, chiar dublate.

1=3-3+8:8 1=3:3+8-38
2=3:3+8:8 2=433-8:8
3=31-3+8-8 3=31:3+8:8
4=8-31+8-3! 4=3-3+8+8
5=3+3-8:8 5=(8-3):8:3
6=3+3+8-8 6=(3+3)-8:8
7=3+3+8:8 7=188-3:3
8=3-3-8:8 8=3-3+ .88
9=3-3+8-38 9=3:3+ .88
10=3-3+8:8 10=8-3+8-3
11=3-8-8 11=188 +33

Cautati alte solutii. Continuati putin mai departe, folosind orice senme de operatii.

Cu radicali este foare simpla prima problema:

24=1/3.3-8-8

Folosind cele patru operatii elementare si eventual paranteze, apoi folosind si ridicare
la putere, radicali, semnul factorial, sau chiar ca cifrele unui numéar exprimati
numerele naturale incepind cu 1 si pana cit se poate cu ajutorul cifrelor 2,2,3 si 3.

Incercati cu curaj!

Prezentam o parte din solutii, chiar dublate.

1=32-2° 1=3:3+2-2

2=3:3+2:2 2=3-2+3-2

3=2+2-3:3 3=3:2+3:2

4=2+2:(3:3) 4=2+2+3-3

§5=3-3-2-2 5=3+3-2:2

6=3+3+2-2 6=3:(2-3:2)
7=3+3+2:2 7=2>-3+2
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8=3-3-2:2
9=3-3+2-2
10=3-3+2:2
11=2-3+2+3
12=2-3+2-3
13=3-3+2+2
14=3"+2+3
15=32+2-3
16=2°+2°
17=3(2+3)+2
18=3(2°-2)
19=3-31+2:2
20=(3+2)!:(2-3)
21=3Q2+2+3)
22=2(2"+3)
23=3-2-2
24=2+2)!+3-3
25=(2+3)2+3)
26=3-2:2
27=3+2-2
28=3+2:2
29=2°"2_3
30=2-3-(2+3)

8=32-3+2
9=2-2-3-3
10=3+2+3+2
11=33-22
12=3-(3+2:2)
13=22+3)+3
14=2°+3-2
15=3(2+2)+3
16=2(2+3+3)
17=3*+2°
18=3>+32
19=2-(3!+2)+3
20=3-3-2+2
21=3+2:2)!-3
22=22+3-3
23=(2+2)!1-3:3
24=2-2-3+3)
25=2+2)!+3:3
26=3-(3!+2)+2
27=3+2:2)!+3
28=(2+3)+3
29=33-2-2
30=2+2)!+3+3

]

Cautati si alte solutii. Continuati mai departe.
Dintre solutiile prezentate se poate observa exprimarea numarului 6, poate putin
neobisnuit:

6=3:(2-3:2) sau exprimarea cu fractii ordinare: —3= 6
2=
2
in mod asemiiniitor se rezolvi prima problemi: 8:(3-8:3)=24 sau ig =24
3_2
3
4. Exprimati numarul 60 cu ajutorul numerelor 4,4 ,15, 15, folosind numai cele patru operatii
elementare, si eventual paranteze.
15
PR
4
5. Exprimati numarul 120 cu ajutorul numerelor 5,5, 24,24, folosind numai cele patru operatii
elementare, si eventual paranteze.

Rezolvare: 15:(4—-15:4)=060 sau cu fractii 60

Solutia: 24 :(5-24:5)=120 sau cu fractii AM =120
5-—
5

O generalizare:

6. Exprimati produsul n(n*-1) cu ajutorul numerelor n,n,n’—1,n’—1, folosind numai cele patru
operatii elementare si eventual paranteze.

Solutia este: n(n*—1)= n”-1
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7. Folosind sirul de numere n, n, n+1, n+1, n+2, n+2, exprimati produsul
n(n + 1)(n + 2). (n>1, numair natural). Se poate folosi numai cele patru operatii
elementare si eventual paranteze.

In cautarea unor solutii studiem cateva cazuri particulare

Pentru n=1 avem sirul de numere: 1, 1, 2, 2, 3, 3 sitrebuie exprimat numarul 6 .
[atd o solutie simpla: 6=1—-1+2-2+3+3

Pentru n=2 avem sirul de numere: 2, 2, 3, 3, 4, 4 sitrebuie exprimat numarul 24 .

O solutie simpla ar fi: 24=4>+3+3+4—-2 (curidicare la putere, care n-ar fi admis acum)
Pentru n=3 avem sirul de numere: 3, 3,4, 4, 5, 5 sitrebuie exprimat numarul 60 .

O solutie simpla ar fi: 60 = 3*+5-5+4+4 (curidicare la putere, care n-ar fi admis acum)
Pentru n=4 avem sirul de numere: 4, 4, 5, 5, 6, 6 sitrebuie exprimat numarul 120 .
O solutie simpld este: 120 =(5+5)(6 + 6) + 4 —4 si tot asa mai departe . . .

Dar in cazul general aceste incercari nu ne ajutd la nimic.

Solutia in cazul general este: n(n+ 1)(n+2)= n(n+2)
’ n(n+2)
+l-——-=
n+1
Rezulta din problema precedentd, prin descompunere in factori.
Astfel:
. . 2-4
in cazuln=2 avem: 2-4:(3-2-4:3)=24 sau cu fractii 24:24
S Fe—
3
. .35
incazul n=3 avem: 3-5:(4-3-5:4)=60 sau cu fractii 3.5:60
4"
4

Si acum exprimam 2020 cu astfel de operatii elementare:

2020=4-(7-9:(8-7-9:8)+1)
2020=100+5-7:(6-5-7:6)+8-10:(9-8-10:9)+9-11:(10-9-11:10)
2020=2-5+3:(2-3:2)-8:3-8:3)+15:(4-15:4)-24:(5-24:5)+35:(6-35:
:16)—48:(7-48:7)+63:(8-63:8)+80:(9-80:9)+99:(10-99:10)

Probleme propuse:
Folosind patru cifre doar de 1, sau 2, sau 3, sau 4 sau 5 sau 6 exprimati numerele naturale
de la 1 pana la 30 . Se pot folosi orice semne de operatie, respectiv paranteze.

Raspuns la problema de la pagina 45.

1
Daca am pune 50 de bile albe in urna 1 si 50 de bile negre in urna 2 probabilitatea ar fi P = 5 .

La fel ar da daca am pune 25 bile albe si 25 de bile negre in fiecare urna.
Solutia cea mai avantajoasa e ca in prima urna sa punem o singura bila alba iar in urna a doua
sa punem 49 bile albe si 50 bile negre. Atunci, probabilitatea ar fi

pol LB P+ T4 05
272799 299 99




,sL.enea este la om ca si rugina la fier”.
Proverb roméanesc

Posta redactiei

@ragi cititori, elevi si profesori, a aparut numairul 26 al revistei de matematica ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc sd trimitd materiale pentru revista, constand in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de ¢ mail: ady stan2005@vyahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003-2007) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si si nu mai
fi fost trimise sau si mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

(Data finald pani cind profesorii pot trimite materialele, rezolvirile si comenzile pentru numirul 27 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” vafi 01 MARTIE 2021. Va uram succes si va agteptam.

ELEVI REZOLVITORI

Colegiul Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:
Clasa a XlI-a: Chiriac Maria Elisa, Stefan Denis. Prof. Daniel Vacaru.

Scoala Gimnaziala ,, Armand Calinescu” nr. 5, Curtea de Arges:
Clasa a VI-a: Gobej Adrian, Prof. Constantin Nicolau;

Scoala Gimnaziala ” Rares Voda” Ploiesti, Prahova
Clasa a Vlll-a: Paduraru Catalina, Mihai Alexandra, Gaitanaru Andreea, Célinescu Alin, Nitoiu Vlad,
Boboc Gabriel, Savu Gabriel. Prof. Daniela Badea

Liceul Tehnologic ..Meserii si Servicii”, Buziu:

Clasa a X-a: Gavaneanu Adriana, Berechet Stefan, Modruz Stefania, Craciun Elena, Penteliuc Ioana; Clasa
a Xl-a : Stirbu Catalin; Ilie Anita, Gegea Andreea. Clasa a Xll-a: Catinca Teodora; Trifan Mircea, Moise
Andrei. Prof. Adrian Stan.

Scoala Gimnaziala Smeni:

Clasa a V-a: Mirziu Diana, Stinescu Daria, Mateescu Bianca, Pruna Valentin; Clasa a VI-a: Jifcu Mario,
Mirzu Alexandru, lon Alexandru;_ Clasa a VI-a: Negoita Elena, Anghel Marius, Velicu Diana Clasa a VIII-
a: Tudorache Rizvan, Vasile Emilia; Clasa a 1X-a : Constantin loana; Clasa a Xll-a: Nicolae Mirabela;
Prof. Ion Stanescu

Scoala Gimnaziala Nicolae Labis , Malini, Suceava:
Clasa a VI-a: Gogan Maria Veronica, Prof. Gabriela Gogan.



mailto:ady_stan2005@yahoo.com

' Y, : p v : #
o REVISTA SCLIPIREA MINTII
'ﬂﬁ NR. 26 ANUL XIIl - DECEMBRIE 2020
Y g = Cuprins
A 2 e
- > . -
: ; 1. Istoria matematicii
i Srinivasa Aiyangar Ramanujan
(o [08 [o] 4 =T I 0 o (o] SRS
gy S 2. Articole si note matematice
: p Inegalitati algebrice demonstrate geometric
o ; de Adrian Stan ...c.ceeveneeieiieiiniiiiiiiii e,
g Alta demonstratie pentru inegalitatea Iran 1996
— de Marius Dragan, Neculai StanCiu .....c.cceeeeeeeeneenniiecnnes
é Triangle inequalities of Batinetu’s type
i F. _ de D.M. Batinetu Giurgiu, Daniel Sitaru, Neculai Stanciu......
,,.. E Comparing the numbers a” and b?
: kg de Dorin Marghidanu. . .......eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseenneennnnnnnnnen
Inegalitatea mediilor si aplicatii
_ de Gabriela GOgan ......ccccceeiiiiiiiiiiiiii
i -
' ﬁ 3. Probleme rezolvate ...........ccccccooovvinnce.
E 4. Probleme propuse ...,
: — 5. QUICKIES ...,
:'I: v‘.:. m
t F: 6. Caleidoscop matematic ..........cccccc.c.........
E 7. Posta redacti€i ...
.' ‘ & g ’ V| - : y
o5 '-'J-'; f e

‘E\f p

LEI 12 RON 4 '~ ISSN 2247 - 6601
| , : | | ISSN - L 2247 - 6601

3 P ,.o" : "< P ("0' 3 (.‘ 4
4 ',;;P' : f o ¥ '_}p’ . £ o 3 .'}’, \ y

3
|





