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,Ratiunea este un arbitru intre bine si riu.”
Seneca(1- 65 dHr.)

l! Istoria matematicii

Joseph Fourier (1768 - 1830)

de Adrian Stan, Buzau

Joseph Jean- Baptiste Fourier s-a nascut in Franta in localitatea
Auxerre la 21.03.1768 ca fiu al unui croitor. Rdmas orfan la varsta de 8 ani
este ajutat de episcopul local sa urmeze cursurile unei scoli militare unde este
un elev foarte bun care excela la matematicd dar originea sa modesta l-a
impiedicat sa obtind brevetul de ofiter. Se spune cid era atat de captivat de
studiul matematicii incat studia si noaptea la lumina resturilor de Ia
lumanirilor celorlalti, in timp ce acestia dormeau. In 1787 intra intr-o
manastire benedictind in dorinta lui de a se face preot dar o paraseste dandu-si
seama cd nu are vocatie.

Se nscrie mai departe ca profesor la Scoala militard din Auxerre iar in
aceastd perioadd se instaleaza regimul de teroare al Revolutiei in Franta. El se decide se intre in politica

deoarece fraterniza cu ideile revolutionare iar ca membru al Comitetului Revolutionar din Auxerre ajunge ca
in 1794 chiar sa fie arestat in urma unor evenimente dar scapa de ghilotina deoarece este anul cand are loc
sfarsitul lui Robiespiere.

Dupa putin timp se inscrie la Scoala Normald din Paris ( I’Ecole Normale) unde ii intalneste pe
matematicienii Lagrange, Laplace si Monge dar spiritul revolutionar il conduce din nou la probleme. Este
arestat din nou dar scapa repede fiind eliberat la insistentele celor trei matematicieni.

In 1789 realizeaza primul memoriu referitor la solutiile ecuatiilor algebrice fiind citit in Academia de
Stiinte. El perfectioneaza procedeul de inmultire §i impartire prescurtatd a fractiilor zecimale precum si
rezolvarea aproximativa a ecuatiilor algebrice printr-un procedeu care il completeaza pe cel al lui Newton. De
asemenea a enuntat teorema care 1i poartd numele referitoare la numarul de radicini reale cuprinse intr-un
interval dat.

In 1797 devine profesor la Scoala Politehnica din Paris pe catedra lisata vacanti de citre Lagrange dar
imediat in 1798 va face parte din expeditia lui Napoleon Bonaparte ( 1769- 1821) in Egipt, ca si consilier
stiintific aldturi de foarte multi oameni de stiinta intre care si Monge.

Aici, la varsta de 30 de ani devine secretar al Institutului Egiptului infiintat de Napoleon pentru
dezvoltarea unui sistem de Tnvatamant si culturd in Egipt dar si pentru a sldbi influenta engleza in regiune, si
participa la explorarea sistematicd a siturilor arheologice, realizeaza ateliere de lucru pentru soldatii francezi
pentru a realiza arme si alte materiale pentru sustinerea razboiului cici armata franceza era blocati pe
continent de flota amiralului Nelson.

Dupa capitularea armatei franceze in 1801 Fourier si ceilalti oameni de stiinta au fost capturati de englezi
dar li s-a permis ulterior sa plece chiar si cu documentele oficiale ale muncii lor mai pugin cu piatra Rosetta - o
steld egipteand construitd din granodiorit datand din anul 196 1 Hr care continea mai multe inscriptii
hieroglifice in limbi diferite si care a fost luata, azi gasindu-se in Muzeul National Britanic. Aceste inscriptii
l-au ajuta pe fizicianul englez Thomas Young sa traduca o serie de litere din scrierea hieroglifica de pe ea.
Rezultatele cercetarilor din Egipt apar in cartea “Memorial d’expedition 1’ Egipt”.

Intors in Franta, la rugamintile lui Napoleon acceptd incd din 1801 si pana in 1814 postul de prefect al
unei regiuni cu capitala la Grenoble care 1i lasad prea putin timp sd se mai ocupe de studiile sale si totusi aici
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lucreaza la opera sa de referinta referitoare la conductia caldurii , ““ Theorie du movement de la chaleur dans
les corp solides ““ la care realizeaza doud studii Tn 1807 s ey
si 1812 pe care le prezintd in Academia de Stiinte. ﬁ
Institutul de matematica din Grenoble ii poartd numele
ca urmare a infiintdrii de catre el in 1811 a unei
facultati de stiinte pe cand era prefect.

Activitatile sale nu ramand indiferente, in 1809
este numit baron, In 1815 este numit director al
Biroului de Statistica din Paris iar in 1817 devine
membru al Academiei de Stiintd urmand ca din 1822

sa devind si secretar al acesteia. Mai tarziu in 1826
este primit si in Academia Franceza si Academia de
Medicina.

Ca omagiu adus activitatii sale, numele sau se afla inscriptionat pe Turnul Eiffel, in localitatea de nastere
i s-a ridicat un bust iar multe descoperiri in matematica si fizica ii poartd numele ca urmare a influentei pe
care a avut-o cu unele cercetari mai ales in domeniul ecuatiilor cu derivate partiale.

S-a preocupat sa demonstreze ci orice functie poate fi descompusa in serie trigonometrica dar de abia
matematicienii Dirichlet, Lobacevschi, Riemann si Cantor au reusit sa dezvolte aceasta teorie conducand
studiul lor la teoria multimilor.

Problema studiului propagarii caldurii si a coardelor vibrante l-au ajutat sa introduca integralele
curbilinii, el fiind si autorul introducerii notatiei integralei definite ( in 1822), si de asemenea a introdus
functiile cilindrice,functiile calorice, functiile discontinue si sumele ale carui nume il poartd, sumele Fourier
pentru functii trigonometrice.

De numele sau este legat si transformata Fourier, o serie de ecuatii cu numeroase aplicatii in
electricitate, procesul de difuzie, in rezolvarea problemelor de procesare a semnalului si de mascare a undelor
in misgcarea ondulatorie pentru functiile periodice precum si in studiul miscarii planetelor sau al batailor de
inimd al animalelor.

o0
Transformata Fourier definitd prin X(w)= J. x(1)- e "dt descompune sau separa o undd sau o
—00
functie intr-o suma de sinusoide §i cosinusoide de frecvente diferite, de aceea este folositd in probleme de
stiinte §i inginerie cum ar fi in optica, in fizica cuantica, in teoria probabilitatilor, etc., iar continuarea acestor
cercetari a contribuit la utilizarea imaginilor scanate in ceea ce avem astizi In medicind, CT-computer
tomograf si RMN sau IRM- ( rezonanta magnetica nucleara sau imagistica prin rezonantd magnetica).

Fourier a fost primul matematician care a studiat cresterea temperaturii Pamantului méasurand temperatura
acestuia in foarte multe situatii iar in urma experimentului sau cu un model al Pamantului inchis intr-un corp
de sticla a afirmat ca atmosfera are rol de izolator si de Incalzire a planetei (- cunoscutul efect de sera, termen
introdus mai tarziu in 1900 de catre meteorologul suedez Nils Ekholm) protejand Pamantul de alte surse de
radiatii spatiale. Mai tarziu fizicianul John Tyndall a descoperit cad cresterea temperaturii se datoreaza
dioxidului de carbon.

Bibliografie:
Iulian Deac. Dictionar enciclopedic al matematicienilor. 2001.
Vasile Bobancu. Caleidoscop matematic. Editura Niculescu. Bucuresti. 2001.
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Euclid — parintele geometriei

Gogan Gabriela, Suceava

Euclid (Euclides) a fost matematician grec, originar din Damasc
(323 1.Hr., Syria — 275 1.Hr., Alexandria). A studiat la Academia din Atena
si a fost profesor la scoala pe care a Intemeiat-o in Alexandria. Este
considerat unul dintre marii matematicieni ai epocii elenistice (perioada 320
—1301. Hr.).

Despre viata sa, se cunosc foarte putine informatii, de aceea se spune ca
viata lui se confunda cu opera. Textele pastrate despre viata lui Euclid il
infatiseaza ca fiind o fire blanda, extrem de modesta si foarte preocupat de
studiul geometriei.

O legendd a acelor vremuri spunea ca regele, Ptolemeu I, a venit la

Euclid si i-a cerut sa-i explice geometria, fara insa a mai Invata teoremele si
axiomele. Acesta i-ar fi replicat cd “in geometrie nu existd drum pentru regi”. O alta legenda evoca
dezinteresul lui Euclid pentru a face bani din matematica. Un discipol l-ar fi intrebat ce castig material va
avea din studiul geometriei si, drept raspuns, Euclid ar fi pus un servitor sa ii dea discipolului trei oboli
(moneda veche greceascd), spunand: “da-i omului astuia trei oboli, ca el trebuie sa castige bani din ceea ce
invata”.

Insemnata sa opera, ,,Stoiheia” (,, Elemente”), i-a adus o binemeritata si statornicd glorie. Aceasta este
alcatuitd din treisprezece capitole si cuprinde bazele geometriei plane si spatiale si ale aritmeticii,
continand prima prezentare axiomatica a unei discipline stiintifice. A fost tradusad in aproape trei sute de
limbi si a constituit timp de aproximativ doud milenii cartea de capatai dupa care s-a predat matematica.

Primele sase parti contin teoremele geometriei plane, urmatoarele trei abordand teoria numerelor care
include studiile lui Euclid asupra numerelor prime si perfecte (un numar perfect este egal cu suma
divizorilor sai, excluzandu-se din sirul divizorilor Insusi numarul; exemplu: divizorii lui 6 sunt 1, 2, 3 si
6=1+2+3). Partea a zecea continua studiul inceput de Eudoxus asupra numerelor irationale, iar ultimele trei
carti contin elemente de geometria corpurilor solide.

Unul dintre rezultatele remarcabile 1l reprezintd Axioma paralelelor: “Printr-un punct exterior unei
drepte trece o singura paralela la acea dreapta”. Enuntul original al axiomei era diferit pentru cd Euclid nu
a folosit termenul de “paralelism”, ci de “prelungire infinita”, adicd doua drepte pot fi prelungite la infinit
fara ca acestea sd se intdlneasca vreodatd. Desi s-a incercat demonstrarea acestui postulat de-a lungul
istoriei, abia in secolul XIX s-a dovedit ci este imposibil de demonstrat. Incercirile facute de-a lungul
celor 2000 de ani de a demonstra acest rezultat au dus la un pas foarte mare in intelegerea a ce este
matematica.

Proprietatile demonstrate fard a folosi axioma paralelelor, alcatuiesc ceea ce se numeste ,,geometria
absoluta”. Prin admiterea axiomei paralelelor (numitd si postulatul lui Euclid) si in consecintd a tuturor
proprietatilor ce decurg din ea se obtine ,,geometria euclidiand”. Astazi, pe langa geometria lui Euclid, a
spatiului plan, a mai aparut si geometria spatiilor curbe, hiperbolice sau parabolice.

Calea spre sinteza lui Euclides a fost pregatitd si de catre alti matematicieni ai antichitatii
(Hippocrates, Eudoxos, Theetetos). Desi multe din rezultatele din ,, Elemente” au fost descoperite de
matematicienii de dinainte, una dintre realizarile lui Euclid a fost sa le prezinte intr-un singur cadru, logic
si coerent, pentru a putea fi usor folosite. A fost inclus si un sistem riguros de demonstratii matematice ce
constituie baza matematicii inca si astazi, 23 de secole mai tarziu.
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Euclides a adus si multe contributii originale Tn matematica. A enuntat teorema catetei si teorema
inaltimii unui triunghi dreptunghic, reciproca teoremei lui Pytagoras, concurenta mediatoarelor unu triunghi,
teorema impartirii cu rest, algoritmul de determinare al celui mai mare divizor comun.

Pentru a obtine c.m.m.d.c. a doud numere intregi a si b, b # 0, prin algoritmul lui Euclid, impartim pe a

la b; daca restul impartirii este 7; este zero, atunci b este c.m.m.d.c.; daca nu, impartim pe b la restul Impartirii

anterioare, 7;, si obtinem restul 7, ; apoi impartim pe # la 7, si obtinem un nou rest 7; . Ultimul rest nenul

este c.m.m.d.c. al celor doua numere.

Exemplu:

Calculam cel mai mare divizor comun al numerelor 3724 si 18468
18468 =3724-4+3572

3724 =3572-1+152

3572 =152-23+76

152=76-2+0.

Asadar, (18468,3572) =76

Pappos si Proclos, comentatori ai operei lui Euclides, amintesc si de alte lucriri remarcabile de
matematica (referitoare la sectiuni conice), de astronomie si de optica, Optica si Catoptrica. In cel dintdi a
prezentat notiunea de raza de lumina si a formulat, pentru prima data, legea propagérii rectilinii a luminii:
,Razele... se propagi in linie dreapti si se duc la infinit”. In continuare, Euclid a analizat probleme
geometrice de aplicare a acestei legi: formarea umbrei, obtinerea imaginilor cu ajutorul orificiilor mici,
problema dimensiunilor aparente ale corpurilor si determinarea distantelor pani la ele. In Catoptrica Euclid a
mentionat ci ,,tot ce este vizibil se vede in directie rectilinie”. In tratatul mentionat a fost cercetata propagarea
luminii de catre corpuri.

Istoria consemneaza moartea sa prin anul 270 1.Hr. Desi nu se cunosc prea multe date despre viata sa si
multe dintre lucrarile sale s-au pierdut de-a lungul vremii, prin munca sa, Euclid a reprezentat un pilon
important 1n stiinta matematicii.

Bibliografie:

Bobancu, Vasile, “Caleidoscop matematic”, editia a I1I-a, Editura Niculescu
https://ro.wikipedia.org/wiki/Euclid
https://ro.wikipedia.org/wiki/Algoritmul_lui_Euclid
https://ro.wikipedia.org/wiki/Axioma_paralelelor

prof., Scoala Gimnaziala ,,Nicolae Labis” Malini, jud. Suceava

Stiati ca .....7

Schema lui Horner care face referire la determinarea coeficientilor catului si restului Tmpartirii unui
polinom p(X)e K [X ]( K-corp comutativ) de grad #>1 la un binom X —a (a € K) a fost un procedeu

folosit de matematicienii chinezi inca din secolul 2 1. Hr.

Francois Viete este cel care introduce in 1600 un procedeu asemanator cu schema lu Horner iar mult
mai tarziu, aceastd metoda a matematicienilor chinezi este prezentata de catre matematicienii Paolo Ruffini
(1n 1813) si de William Horner ( in 1819)- ultimul fiind si cel care a ramas prin traditie cu numele asociat
cu aceastd metoda.
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» Rationamentul ficut cu un limbaj prost ales

este asemenea cu o cantarire facuta cu greutiati masluite.”
André Maurois

(1885-1967)

E Articole si note matematice

Asupra unor inegalitati in triunghi
de Marin Chirciu, Pitesti

Articolul pleaca de la problema L:810 din Sclipirea Mintii numarul 26/2020, propusa de
Gheorghe Ghita, Buzau si dezvoltd inegalitati in triunghi din aceeasi clasa de probleme.

in A4BC , 1 j *sinB+sin CC > 20 Gheorghe Ghita, Buzu

B R
COS —+COS— + COS —
2 2 2

: . A 33
Solutie. Folosind Z sind = % si Z COSE < T\/_ , (Jensen), avem:

p
0 A+sin B+ si ~ o
M = s1nA +s1nB+smCC > R —r=Md,unde (e
COS—+C0S—+C0s— ﬂ R
2 2
£ 2
2 2 2 4 2
DI S N S =N 4 5 > o 2p* >27Rr, (Cosnita& Turtoiu).
33 VR T3BRVR T 2R TR
2
Egalitatea are loc daca si numai dacd triunghiul este echilateral.
Remareca.

Sa determinam o inegalitate de sens contrar.

In AABC, sm;;l * sml;+ S CC < 2R . Marin Chirciu
c0s5+cos5+cos— R+2r

Solutie.

) . p .
Folosind Y sind ==si cos— = —
Z R z 2 2R 4 4

2R
33
sin A+sin B+sinC < z 2 __ 2 _ 2R — Md
cosé+cos§+cos£ 3\/5(1+2’”j 3\/5(1+2FJ 1+g R+2r
2 4 R 4 R R

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca. Se poate scrie dubla inegalitate:

A Popoviciu p 3\/5 Mitrinovic 3\/57- 3\/5 3\/5 2r
+ e > + = I+— |, avem:

Mitrinovic

=S

Ms =
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In A4BC. /zg sinA+smB+sinC < 2R .
R A B R+2r
c0s5+cosz+cos—

Solutie.
Inegalitatea din dreapta.

Folosindz sind = % si Z COSE > —+

A Popoviciu p 3\/5 Mitrinovic 3\/51" 3\/5 3\/5( 21/]
—_— 2 + = 1+ =) avem:

2R 4 2R 4 4
p 33
M sin A+sin B+sinC < R Mf”ZOW"’ 7 2 2R  Md
COSé+COS§+COSg 3V3 1+& 3V3 1+& 1+& R+2r
2 2 2 4 R 4 R R

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.

p
. . A in A+ sin B +si Rp W 2r
Din ZsmA =£§1 ZCOS—S&, (Jensen), = Ms = S +s1nB+s1nC > \1;_ > |72 = Md ,
R 2 2 0s - +coso +cos O
2
p 2
2r 2 /2 4 2
unde (1) < \/7 r 3\/]—)R > 12 o lezz% & 2p* >27Rr, (Cosnita& Turtoiu).
2
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.
In aceeasi clasa de probleme
in A4BC. /2r < cosA+cosg+cosC < j’ R+vr Marin Chireiu
R os—+cos2+cos 3 R+2r
Solutie.

Inegalitatea din dreapta.

A Popoviciui-i-ﬁMitrgﬂwb 3\/57" n 3\/§ _ 3\/5 (1 +2j avem:
R)

Folosindcos 4 =1 +% si z COSE >

2R 4 2R 4 4
142 14— 14—

M = cos A+cos B+cosC _ R < R _ 4 R B

cosé+cosB+c0s 3\/_ 142" ﬂ 1427 3V3 1+

2 2 2 4 R 4 R R
4 R+r : .. e . :
=—F- =Md . Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
33 R+2r

Inegalitatea din stanga.

cosA+cosB+cosC I+ R(l>) 2r

Din cos 4 =1+L§i Zcosésﬁ, (Jensen), = Ms = 3 \/, =Md ,
k 2 2 0S—+Cos— +cos 3
2
1+ (1+r) ( 2 2)
» 2(R°+2Rr+r
unde (1) & —R> |2 o L RS2 ; > 2 IR SR 2P 20 &
y/’ 27 3R 27R 3R

4
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& (R - 2r)(2R - r) >0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
In aceeasi clasa de probleme.
In AABC, g < sin 4 +sin 5+ sin C < 6\/5 . Marin Chirciu
\/ . A . B . C 5R+2r
Sin— +Sin— +sin—
2 2
Solutie.
Inegalitatea din dreapta.: Din ZSinA _L si z sin— Pop:ich + 2 avem:
) R’ 2 2R 4 '
p 33
1 1 1 & Mitrinovic ~ ~
M = smj+sm§+sm%£ ,,R : < ,,2 5= 63 Y
sin—+sin—+sin— —+— T2 SR+
2 2 2 2R 4 2R 4

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stinga.

sin 4 +sin B +sin

©
>, /% = Md , unde (1)

P
_ 2
o B> ‘/@ o 2Py /@ N 4%22 & 2p* > 27Rr, (Cosnita& Turtoiu).
3°VR 3R VR T 9R® R
2

Din ZsinA = % si ZSing S%, (Jensen) = Ms =

SRRV CRLS

¢ =

. . B . C

sin — +sin—+sin —
2 2 2

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
In aceeasi clasa de probleme.
in AABC, 2 < cos A+cos B+cosC < 4R +4r . Marin Chirciu
\ R . A . B . C 5R+2r
Sin—+sin— +sin—
2 2 2
Solutie.
Inegalitatea din dreapta.
r
. 1 +—
) A Popoviciu A + B+ 4R + 4
Din ZcosA:1+L§i sin— > L+§ = Ms:COSA COSB cos(Cj’S R5: -
R 2 2R 4 sin— +sin— +sin— LA SR+2r
2 2 2R 4

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stinga.

1+—
. ro. . A3 cos A+cos B+cosC RY [2r
= — — < — = > > | — =
Din E cosA=1+ 7 si E sin 5 <5 (Jensen), = Ms Y > = Md , unde (1)

. ) . C 3
sin—+sin—+sin— =
2 2 2 2
1+- 2
) 2(R+ 4(R+
o R 2r <:>(—r)2 £<:>(—ZF)2£<:>2R2—5Rr+2r220<:>
3 R 3R R 9R R
2

& (R — 2r)(2R - r) >0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
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O metoda pentru generarea n-uplelor pitagoreice
de Neculai Stanciu, Buziu

Abstract: Lucrarea prezinta o metoda pentru obfinerea numerelor naturale a,,a,,...,a, care

verifica relatiile @, <a, <..<a,  <a, si al +a; +...+a._, =a_ oricare ar fi n>3,

Definitie. Daca a,,a,,...,a, sunt numere naturale nenule care verifica relatiile

) 2 2 2 . .
a, <a,<..<a,,<a,sia +a,+..+a,, =a, oricare ar fi n >3, atunci (a,,a,,...,a, ,,a,) se
numeste n-uplu pitagoreic.

Deoarece 3<4<5 si 3° +4° =57, atunci (3,4,5) este un triplet pitagoreic.

O Metoda pentru obtinerea unui n-uplu pitagoreic.
Fie numerele naturale a,b,c astfel incit a<b<c cu a’> +b*> =c?.

m

Aplicam relatia x" —y” = (x— Y)(xX" " +x" 7y +xp" 7 +y" ) = (x - y)Zxk "1 1n care
luim x=c*, y=a’,m=n—-2 siavem

(cn—Z)Z _(an—Z)Z — (CZ)n—2 _(aZ)n—2 — (c2 _aZ)ni (CZ)k(aZ)n—3—k —

= Z( Y (a?) "”—nz:(bca"”) ie.
(an—Z) Z(bck n3k)2:(cn—2)2.

k=0

Deci,
-2 k —3-k -2
a,=a"",a,,=bc"a"" (0<k<n-3),a,=c"",1e.
_ . n=2 _ n-3 _ n—4 n— 5 _ n—4 _ n-3 _ n=2
a,=a""",a,=ba"", a, =bca ,=bc’a"’,.,a,, =bc"*a,a, =bc">,a, =c
i o . 2 2
care verificd egalitatea a] +a; +..+a. , =a. si condltule

a,<a,<..<a,,<a, (echivalente cu a <b, a <c si b<ccare sunt adevarate).

n—1

Evident existd o infinitate de numere naturale nenule care verifica definitia n-uplelor
pitagoreice.

Un exemplu de 2020-uplu pitagoreic. Pornim cu (a,b,c) =(3,4,5) si obtinem urmatorul 2020-
uplu pitagoreic
(al ,a2 ’a3 ’a4’“.,a2018 ,a2019 ,a2020) — (32018 ’32017 . 4,32016 . 4 . 5,32015 . 4 . 52 ,.“’3 . 4 . 52016 ’4 . 52017 ’52018)
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Repartitia primelor cifre ale numerelor naturale
de Petre Rau, Galati

In cartea sa “Doamna sansa” (Editura Stiintificd, Bucuresti, 1969), Warren Weaver ne
vorbeste despre repartitia primelor cifre ale numerelor naturale si afirma cd, intr-o serie de numere,
raportul dintre numarul celor care incep cu cifrele 1, 2, 3 sau 4 si celelalte care au prima cifra egala cu 5,
6, 7, 8 sau 9 este de 7:3. Practic, din 10 numere alese la intamplare dintr-un astfel de set, 7 incep cu una
din cifrele 1, 2, 3 sau 4 si doar 3 au prima cifrd 5, 6, 7, 8 sau 9.

Discrepanta pare foarte mare, deoarece o distributie cat de cat “normald” ar fi trebuit sa se
situeze in jurul raportului de 4/9. In pofida intuitiei noastre sau, daci vreti, a bunului nostru simt
matematic, lucrurile stau insa exact asa cum ne sugereaza primul raport, adica 7/3. Asa incat, daca s-ar
pune un pariu, am fi mirati sd constatdm ca va castiga (si Inca destul de consistent) cel care mizeaza pe
prima variantd a alegerii, adica pe aparitia cirelor 1, 2, 3 sau 4.

Sa ne intelegem bine: este vorba de repartitia primei cifre a numerelor dintr-o serie naturala de
numere, luatd mai degraba din viata de toate zilele, si nu una generatd aleator. S-a dovedit ca acest
rezultat se aplicd unei game largi de seturi de date, de exemplu la: facturile de energie electricd, adresele
stradale, preturile actiunilor, preturile locuintelor, numarul populatiei, ratele de deces, lungimile raurilor,
constantele fizice si matematice etc.

Filosofic vorbind, din asta am putea intelege ca tot ce se Intdmpld in jurul nostru nu este deloc
intamplator, ci poartd cumva o “doza” de interventie umana.

Legea de repartitie a primei cifre a numerelor este cunoscutd azi ca Legea lui Benford, sau
uneori Legea Newcomb-Benford. Fizicianul Frank Benford a publicat aceasta descoperire a sa in anul
1938, intr-o lucrare intitulatd “Legea numerelor anormale”, dar ea a fost mentionata anterior si de
Simon Newcomb in 1881. Seturile de date pe care Benford le-a analizat cuprindea suprafetele a 335 de
rauri, dimensiunile a 3.259 de populatii din SUA, 104 constante fizice, 1.800 greutati moleculare, 5.000
de intrari dintr-un manual matematic, 308 numere continute intr-o editie a Reader's Digest, adresele
stradale ale primelor 342 persoane listate in American Men of Science si 418 de rate de deces. Numarul
total de observatii utilizate in lucrare a fost de 20.229.

Vizand numeroase seturi de date numerice din viata reald, pe scurt legea afirmd ca in majoritatea
colectiilor de numere naturale, prima cifra semnificativa are o probabilitate foarte ridicatd sa fie mica.
De exemplu, cifra 1 apare ca cea mai semnificativa cifra in proportie de cca. 30% din totalul numerelor
din set, In timp ce cifra 9 apare ca cifra semnificativa Intr-o proportie mai mica, de cca. 5%.

Se spune despre un set de numere ca satisface Legea lui Benford daca prima cifra semnificativa
a acestor numere are probabilitatea data de formula:

1
P(c)= lg(l +—j ,unde ce {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
c

Iata in tabloul de mai jos distributia procentuala (cu o zecimala exacta) a cifrelor semnificative:

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(c) |30,1% |[17,6% |12,5% |9,7% 7,9 % | 6,7 % 5,8 % 5,1 % 4,6 %

Matematicianul Roger S. Pinkham a demonstrat ca repartitia log(n+1) este singura care isi
pastreaza natura (este invariantd) la orice schimbare de scara: (1, 10), (10, 100), (100, 1000) etc.

Desi Legea lui Benford face, de asemenea, estimari si despre distributia cifrei a doua, a treia, a
combinatiilor de cifre s.a., intdmplator, cea de-a doua cifrd a unui numar este aproape aleatorie, dar
indica totusi o usoard influenta a repartitiei logaritmice, care favorizeaza intregii inferiori. Cand insa se
trece la a treia ciftra, efectul logaritmic dispare cu totul.
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Asadar, doar prima cifra respecta aproape riguros legea de repartitie amintita.

Evident, niciun numar nu poate incepe cu cifra 0, conform conventiei care se refera la
neutralitatea cifrelor nesemnificative. Asa Incat, cifra c=0 nu se ia in consideratie. Totodata, se intelege
ca, daca cifrele ar fi distribuite uniform (de exemplu, daca setul de numere ar fi generat pur aleator),
fiecare dintre cele 9 cifre semnificative care pot ocupa prima pozitie intr-un numar ar apdrea in circa
11,1% din cazuri.

Graficul cu distributia procentuald a primei cifre semnificative prezintd legea lui Benford
pentru baza de numeratie 10. Exista Insa si o generalizare a legii la numerele exprimate in alte baze (de
exemplu, in baza 16) si, de asemenea, o generalizare de la o cifra la n ciftre.

Asadar, legea este valabila si pentru ale baze de numeratie. De exemplu, in baza b legea lui
Benford aratd astfel:

P(c) = logy(1+ i).
Desigur, cazul b=2 este unul banal, baza de numeratie avand doar doua cifre (simboluri) 0 si 1 si
numai 1 poate fi cifra semnificativa. Deci P(1) = log,2 = 1, adica 100%.
Dacd vom considera cazul b=3, baza de numeratie avand doar doua cifre (0, 1 si 2, si numai 1 si
2 sunt semnificative), atunci P(1) = logsad = 0,6309, adica 63,09% si P(2) = logag =1—logqd =
0,3691, adica 36,91%.
Iatd mai jos tabelul cu toate aceste procente pentru baze de numeratie cuprinse intre 2 si 10 si

cifrele (simbolurile) corespunzatoare acestor baze. Tabelul a fost realizat pe calculator in baza unui
program construit in limbajul C++.

Tabel cu calculul procentelor de repartitie a cifrelor pe prima pozitie: P(c) = log, (1 + i)

b\c| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 [100,00] - - - - - - - -
3 63,09 3691 - - - - - - -
4 150,00 [29,2520.75 - - - - - -
S 143,07 25,19]17,87/ 13,87 | - - - - -
6 |38,6922,63|16,06 12,45 10,17 - - - -
7 135,62 20,84/14,78/ 11,47 9,37|7,92| - - -
8 [33,33]19,50/13,84| 10,73 |8,77|7,41|642| - -
9 [31,55]18,45[13,0910,16|8,30|7,016,08| 5,36 | -
10 |30,10(17,61]12,49] 9,69 |7,9216,69 5,80 5,12 4,58

Studiul pe baza sprijinului oferit de calculator se poate usor extinde pentru probleme precum:
analiza statistica a diferitelor seturi de date numerice, analiza repartitiei unor grupe de cifre etc.

Pornind de la observatia facutd la inceputul acestui studiu referitoare la ponderea maxima a
procentelor de repartizare pentru prima parte a cifrelor, la o privire mai atenta in tabelul de mai sus vom
constata ca regula se pastreaza pentru fiecare baza de numeratie.

Astfel, suma primei jumatati de procente este:

logy(1+7) + logy(1+3) + logy(1+ [‘i_‘]) = logy(1+ D1+ )L+ .1 +[-£—1]) =

4 [hz;']“
3

- —[-ﬁ = logb([b;—l]ﬂ).

Vom demonstra urmatoarea teorema:

2 3
10gb I - E '
Teorema 1: Pentru n>2, avem lc::-gn([n—:]%-l) > %

. : . < < -1
Demonstratie: Inegalitatea este echivalenta cu urmatoarea |nT|+l > 1.

Dacd n este impar, n = 2k+1, cu k>1, inegalitatea devine: k+1 > y2k+ 1 & k> > 0,
adevarat.
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Daca n este par, n = 2k, cu k>2, inegalitatea devine:

=k >Zk & k? > 2k, adevirat.

Tot tabelul prezentat mai sus ne sugereaza ca putem imbunatati inegalitatea din teorema 1
prin urmatoatea teorema:

r—————
ra

Teorema 2: Pentru n>4, avem logn([ ]+1) -
Demonstratie: Inegalitatea este echlvalenta cu urmatoarea
22z Va?

Daci n este impar, n = 2k+1, cu k>2, inegalitatea devine: k+1 > 5/ 2k+ 117 < (k+1)’ >
(2k+1)’, & K+ 5k*+ 10k’ + 10k* + 5k + 1 > 8k> + 12k* + 6k + 1 e k*+ 5k* + 2k* - 2k* -k > 0
=k 5K+ 2k -2k - 1> 0 este adevarata, Vk>2.

Daca n este par, n = 2k, cu k>3, inegalitatea devine: [Zi—_llvﬂ >4 (2k)? & [k - %]H >
KR e k> 4f(2k)7 < kK’ > (2k)’, este adevirata pentru Vk>3.

. A iyt . o A . E|
Desigur, procesul de imbunatatire poate continua, cautdnd un x din intervalul (=, 1), astfel

incat logn([ ]—i—l) >z,

Regarding an inequality
by Daniel Vacaru, Pitesti

The starting point of this note is a problem from Mathematical Reflections, 2/2020.
J516. Let ab,c be pozitive real numbers. Then it is showed that

\/ba+c+\/cb+a+\/ac+b2 /%(a+b+c) (1).

The author of the problem is Professor Mircea Becheanu, Canada now.

We use the solution provided by Professor Nguyen Hung Viet, curent at Hanoi University of
Since, Vietnam.

To prove this relationship, we use Cauchy- Buniakowski- Schwartz under the Bergstrom ( Titu

Andreescu) form, concavity of ¢t —> Jt and S.0.S techniques, in this order, and we write
a N b N c Berg>strom (a + b + C)Z Concavity
Jb+c Ne+ta Na+b  ab+c+bJa+c+eda+b

(a+b+c) _\/ (a+b+c)® 0 /3(a+b+c)
\/(a+b+c)[a(b+c)+b(a+c)+c(a+b)] 2(ab+ac+bc) 2

We have a lot of application, as in

1.If a=F,, b=F,, c=F _,, wehave
F, F F F +F F
n+l n+2 > \/3( n + n+l + n+2) 3F:H2 We Obtain
\/F;Hl +F:z+2 \/F + n+2 \/F + n+l 2

F, B >(\/§—1)\/Fn-

\/F;z+1+F;1+2 \/F + n+2
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2. As an exercise, prove L, + Ly > (\/5 —1) L.
\/Ln+1 + Ln+2 \/Ln + Ln+2

3. Let a, b, c the sides of a triangle. Then

a b c /3(a+b+c) a b c
+ + > < + + 2\/%
Jb+c e+a ~a+b 2 Jb+c e+a ~a+b

4. Consider m=s—a, n=s—b, p=s—c. We find m+n=2s—a—-b=c. Using (1), we find

sasbsc

fff_

S. Let =cos A4, b=cosB, c=cosC in an acute triangle. Then

cos 4 cos B cosC 3 3 r
+ + >, |=(cos A+cos B+cosC) = |[=| 1+—|.
\/cosB+cosC \/cosC+cosA \/cosB+cosA 2 2 R
6. Consider =sin4, b=sinB, c=sinC in an scalene triangle. =@~ We obtain

sin 4 /3S
E —E sin4 =
x/smB+s1nC
r
7. To prove 2 2,/—(4R+r), let a=r, b=r, c=r.=r,+r+r.=4R+r, and (1)
Z '}"b+}"c 2 b b

prove the required relationship.

,A_2R-r
2R

8. Taking a =sin’ g, b= sinzg =sin %, and knowing that Z sin (1) leds us

.24
st 2’ S 32R-r)

toz\/ B c \V 4r

sin®> = +sin* —
2 2

9. For a=cos’ é, b = cos’ E, ¢ =cos’ E, we have cos’ é = 4R+ r , () 1is followed by
2 2 2R
cos’ A
Z 2 3(4R + 7")
\/ , B R c 4R
cos’ —+cos’ —
2 2

We ask the readers of these lines to think of a generalization for n numbers, and to continue to
customize the relation for different other values.

Bibliography.
1. Mathematical Reflections 2,3/2020.
2. Octogon, 24 No 2, October 2016, proposed problem 25714.

»Matematica este ca urcusul la munte. Efortul este rasplatit de privelisti marete. Ca si
pe munte, ascensiunile in matematica sunt frumoase daca nu esti obsedat doar de locul unde
vrei sa ajungi si daca esti In stare sa savurezi tot ceea ce intalnesti pe parcurs.“

Solomon Marcus
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Asupra unei inegalitati a lui A. Padoa
de D.M. Batinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu
Inegalitatea lui A. Padoa: [n orice triunghi ABC de semiperimetru s are loc inegalitatea
(s—a)s—b)(s—c)<abc.

Inegalitatea de mai sus a fost publicata de A. Padoa in Period. Mat. (4)5(1925), 80-85 si apoi a
fost publicatd in Geometric Inequalities, de O. Bottema s.a., 1969.

I. Solutia datd de Padoa. yJa’ —(b—c)” <a, \|b>—(c—a)’ <b, yJc* —(a—b)* <c, deci
quaz —(b-c)’ <abc = H\/(a—b+c)(a+b—c) <abc <

ciclic ciclic
<:>\/(a+b—c)2((b+c—a)2(c+a—b)2 <abce (a+b-c)((b+c—a)c+a-b)<Labc =
< ((a+b+c-2c)b+c+a—-2a)c+a+b—-2b)<abc & 8(s—a)(s—b)(s—c)<abc,q.e.d.

II. O solutie recentd, datd de Florentin Visescu in ’A simple proof for Padoa’s inequality”,
Romanian Mathematical Magazine, No. 28, 2021, p.10 .

Consideram  functia f:(0,7) >R, f(x)=In(I-cosx), [f'(x)= I—Siélo);x ,
f'(x) = P <0. Deci f este concava pe (0,7) si conform inegalitatii lui Jensen avem
f(x+;/+zj S f(x)+f(3y)+f(2) V. p.2(0.77).

Deci, f(A+§+CJ > f(A)+f(38)+f(C) , A+ B+C =, atunci

ln(l — cos%} > %(ln(l —cos A) +In(1—cos B) + In(1 —cos C) =

= lni/(l —cos A)(1-cosB)(1—cosC) < l > 3\/(1 —cos A)(1-cos B)(1-cosC) <

<:> > (1-cos A)(1—-cosB)(1-cos(C) < — . > 8Hsm A > H (s—D)(s— C)

ciclic 2 64 ciclic C

H(S @12H(S_“) & abe>8(s —a)(s —b)(s—c), ge.d.

212 2
ciclic 4 b 8 ciclic abc

III. In continuare prezentim o solutie mai simpld. Notam cu F aria triunghiului ABC . Conform
inegalititii lui Euler 27 < R < 2sr < sR < 2F < sR < 8F* <4sRF <
& 8F? < sabc <> 8s(s —a)(s —b)(s —c) < sabc <> 8(s — a)(s —b)(s —c) < abc, q.e.d.

“Matematica este un mod de exprimare a legilor naturale, este cel mai simplu si cel mai
potrivit chip de a infatisa o lege generald sau curgerea unui fenomen, este cea mai perfecta
limba in care se poate povesti un fenomen natural.

Gheorghe Titeica (1873- 1939)
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An inequality in triangle concerning sides and cevians

de Vasile Jiglau , Arad

In Mathematical Reflections no. 2/2017 the following problem has appeared as problem
0 408
With usual notations in a triangle , the following inequality holds :
i b + &> 243

m, m, m,

(The problem is not new apparently, it appears for instance in [1] as problem 7.1.37 (e)).
Below I’ll prove a generalization of this inequality .

Proposition : Let ABC be an arbitrary triangle and P <Int ABC a point having the
barycentric coordinates x, y,z . Denote by 4'= APﬂ BC and by k, the length of the cevian 44°

; in the same way we define k,,k_. Then :

a b c
X—+y—+z—22/xy+yz+zx 1
r ykb r v+ 1

a c

Proof : Since P €Int ABC, x,y,z are positive and the expressionxy + yz + zx is strictly positive .
We prove the following :

2 2 2
xa~ + yb” + zc Zk—“ ?)
4S\/xy +yz+zx h,
The proof of the lemma : Since P has the barycentric coordinates x,y,z , it follows that 4’ divides the
segment BC in the ratio yV/z . We have

2 2 2
xa” + b’ +zc Zk—“<:> xa® + yb® + zc* > 2ak \xy + yz + zx < (xa’ + yb* + zc*)? > 4a’ (xy + yz + zx)k,
4S\xy+yz+zx  h,

Lemma : The following inequality holds :

From Stewart’s theorem it results that : k. = b’ Y o Z o p > 5o (2) becomes
y+z y+z (y+2)
equivalent to :
X X X
xlat + y°bt + 2t + 2xya’h’ + 2yzb’c’ + 2xza’c > 4a’b’ —y(z Y) +4a’c? —Z(z Y) —44* —yz(z )2))
y+z y+z (y+2)
—xy—xz-2
o[a’ A +by+c’z]' 20
y+z
2 2 2 _ _ _
Similarly , X< XYV HIC Ky TIYET2E L 0y 3)
4S\/xy+yz+zx h, X+z
2 2 2
and XA HZC ke pa gy 2 TYETXET2 0 &)
4S\/xy+yz+zx . X+y

4S5\xy + yz +zx )

) h
Clearly (1) imply - >
y (1) L R S
We prove now the inequality from the enunciation . Applying (2°) and its analogues which results
from 3) and (4) , we have :
4S8 X 450> x
x£+y£+z£=L(xa2h—“+yb2h—b+zc2£) ZL(xa2 5 Z;‘ i ~+yb’ — Z;‘ Y 5
k k, k. 28 k k, k.. 2§ xa +yb” +zc xa”+yb” +zc

c

a a
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48 2 2
+z¢’ — ny 4S4/ xp( +— yb —+ ahd 2> xy

xa +yb2+zc xa +yb2+zc xa’ +yb* +zc*  xa +yb2+zc

g.e.d.

Comments ::1. Taking in the enunciation of the proposition P=G — the centre of gravity of the
triangle ABC , one obtains the problem O 408 from Mathematical Reflections nr 2/2017 .

2. Taking in (2) P=G — the centre of gravity of the triangle ABC one obtains the following
inequality due to M. Bencze (see [2])

m, m, m
a* +b* +c* > 453 max - <
. h~h h }
3 . From Stewart’s theorem one may easily obtains the ,,linear version of (2) , whose proof is left
for the reader : xa’ + yb”> +zc* > 4SJxy+yz+zx +(y +z)(k. —h) (5)

Taking in (5) P=G, one obtains the theorem 2.1 from [3]

References :

[1] Sedrakyan H , Sedrakyan N — Geometric Inequalities . Methods of Proving , Springer , 2017

[2] Bencze M — Problem 2732 , Crux Mathematicorum

[3] Stoica E , Minculete N , Barbu C — New aspects of lonescu-Weitzenbock’s inequality , Balkan
Journal of Geometry and Its applications , vol 21 ,no 2, 2016

Two short proofs for AM - GM inequality

by dr. Dorin Marghidanu , Corabia

In this short note are presented two very short demonstrations for AM-GM inequality -
obtained by using simple analytical inequalities.

Keywords : AM-GM inequality , arithmetic mean, geometric mean.

2010 Mathematics Subject Classification : 26D15

There are known many demonstrations of the famous inequality between the arithmetic mean,

a+ta,+.... +a
A [a]=—"—" of numbers

and the geometric mean ,G,[a]:=24/a,-a,-

)0, i=1;n. (see for example [1]—[16]) .

In the following we will give two new and very short proofs. For this we need some helpful
results, obtained from simple considerations of algebra and analysis. The first is well known:

Lemma 1. For x>0, has the following inequality x—-1 > /nx , with equality for x=1 .

Proof. Indeed , the function ¢ :(0,0)——>R , p(x)=x-1-Inx ,

o 1 x-1 . .. .
has the derivative, ¢'(x)=1-—=>-"—, hence x=1 isthe minimum point.
X X

From here it is clear that o (x) > @ (1) =0, forany x > 0, so x—1 > [nx, with equality
forx=1.
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b
. . . —-b21 a . .
Lemma 2. For a, b >0 , there is the inequality 4@ < In b , with equality when

a=b.

a a a
Proof. With substitution x = E Y0 in Lemal , we have, Z_l > lng =

b
a—b2b~ln%©a—b21n(%j with equality for % =l a=bh

Theorem ( AM - GM inequality ). Forany neN*, a, >0, k = ;7 , holds A, >2G, , with

equality ifand only if a,=a,=...=a, .
Proof. With easy preparations and using Lemma 2, we have successively:
n(A4—-—G,)=nd,-n-G,=(sy+tay+...+a,)—n-G, =

Lemma 2 a Gn
=(a1—G,,)+(a2—G,,) +"'+(an_Gn) 2 In G_] +

G, G, G, G, G,
Y [ Y M T LB N L)
G, G, G, G, G,

(a -a .....a )G” (G")Gn
= In—1 "2 n.G" = In-—"%— =In1=0.Hence, 4,2 G, .
(Gn) n G” n
Equality is achieved when we have a,= G, , k= 1,n .

By exponentiation in Lemma 2 , it results :

b
a < p— b . o
Lemma 3. For any a, b >0 , holds Z > é , with equality if a=5.

Demonstration of AM-GM Inequality (using Lemma 3). We have successively :
A A4,

G, " _ G, " _ |4 ay... -a, _
A, A, (An)”

An An
- | Y | 42 .
An An

Lemma 3
a,— A a,—A a,— A
< e "h.et M. e " T =
a,+a,+ ... +a,|—n-A
=e[12 ") "= e'=1
so G,<A4, .Equality occurs when we have a,=a,=...=a, (=A,)

References :
1. Marghidanu D. & Bencze M., New Proofs for AM — GM and Pondered AM — GM Inequalities,

OCTOGON Mathematical Magazine, pp. 233-235, Vol.12 , nr. 1, April , 2004 .
2. Marghidanu D., Trei demonstratii pentru inegalitatea mediilor (Cauchy), SFERA, 111 , nr.5.
3. Marghidanu D., Inegalitatea lui Lagrange este echivalentd cu inegalitatea mediilor,
ARHIMEDE , nr. 3-4 , pp. 17-19 , 2005 .
4. Marghidanu D. & Bencze M., New Means and Refinements for AM-GM-HM Inequalities,
OCTOGON Mathematical Magazine , Vol 13, No. 2, pp.999-1001 , October , 2005 .
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»Exemplele sunt ramuri care nu se usuca niciodata.”

Serban Cioculescu
(1902-1998)

E’ Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

G:979.. Aflati numiirul a din egalitatea 2019 - {2018 : [2017 (2016 -2a-1)+ 1]} +1=2020.

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Se utilizeaza metoda mersului invers.

{2018:[2017-(2016~2a~1)+1]} =1=> [2017-(2016 - 2a ~1) +1] = 2018 = (2016~ 2a—1) =1 =
2a=2014=a=1007.

—_— —2 —2 —2
G:980. Determinati numerele abc cu proprietatea ca aa +bb +cc =5929.
Adrian Gobej, Arges

Rezolvare:

aa +bb +cc =11(a® +0>+¢*) = 5929} 11 = a® + b7 +¢* = 7°. Obtinem soluiile:
abe €{236,263,326,362,623,632} .
. Aritati ci nu existd numere naturale a,b,c astfel incat (a +b)(b+c)(c+a)=28920.

Carina Viespescu si Mihai Ionescu, Craiova

Rezolvare: 28920=120-241. Fara a restrAnge generalitatea presupunem a <bh < c .
a<b<c=>b+c>224l,a+b<120,a+c<120= 2a+b+c <240, contradictiecu b+c >241.

Deci nu existd a,b,c care si satisfacd conditia problemei.

G:982. Si se determine 7 € N* si k € N astfel incat n(n+34)=1111....1.
%,—/

k de 1
eleva Carina Viespescu, Craiova

Rezolvare:
n* +34n+17* =1111..1+17° = (n+17)* =111....1400, unde 1 apare de k-3 ori.
H—/
k de 1
(n+17)*> =111....14-10 este patrat perfect pentru k=3 adica (n+17)° =400 = n+17=20=>n=3.

Pentru & >4 nu mai obtinem solutii pentru n deoarece rezultd ca 1111....14 este un M, +2 care nu e patrat
k-3 de 1
perfect.

G:983|. Sa se determine toate numerele naturale nenule n, mai mici decat 2020, pentru care numarul

a=n"" +8-n*" este cub perfect.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
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Numirul a =n”"(n+8) = (n673 )3 -(n+8)este cub perfect dacd n+8 este cub perfect cu n+ 8(2028.
Cum 13° =2197)2028 rezulta n+8{3%4’;5%;......512°} |

Astfel, se obtinen € {19;56;1 17;208;335;504; 721;992;1323;1720} .

intii 27

. Si se arate ci numirul 4 =35"+1225" este pitrat perfect pentru n=2k+1, oricare ar fi
keN.

Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare:

A=35"+1225" =35*"" +1225" =35* .35+35** =35 .36 =(35" -6)> = A este patrat perect.

= Clasa a VI-a

G:985|. a) Aritati cd numirul x =1+9° +9* +9° +...+9'% este divizibil cu 82.

b) Scrieti intr-o formi restransi numirul y =80+80-81+80-81% +....+80-81°" si apoi aritati ci
1009

fractia I’ =

reprezinta produsul a trei numere naturale consecutive.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) x=1+81+81* +81° +81* +..+81I'® =(1+81) +81°(1+81) +81* (1 +81) +....81’* (1+81) =
=82(1+817 +81* +81° +....+81°*):82.

b) y=80+80-81+80-81> +....+80-81°” =81—-1+(81—-1)-81+(81—-1)-81* +.....+(81-1)-81°" =
=81-1+81°—81+81° —81° +81" =81’ +...+ 81 —81’” =81"" —1

Cum y=80+80-81+80-81° +....+80-81°" =80(1+9” +9* +....+9") de unde

504 1009
149° +9% .. 4o - Y _ 81 l.Asaldar,F:9 o
80 80 X
91009 _9 80 1008 80 (92 )504 _1
-— -81504_1=9-(9 —1)-81504_1=9-80-W=9-80=8-9-10.

G:986. Demonstrati ci numirul 4=1+3+3"+3"+....+3* +3°® este multiplu de 13.
Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare:

A:(1+3+32)+(33+34+35)+....+(32°19+32°2°+32°2‘):
:(1+3+32)+33(1+3+32)+....+32°l9(1+3 +32)= =13(1+33+36+ ....... +32°19):>A313.

G:987. Aratati ca numiarul x =20ab—b(a+1) este pitrat perfect, stiind ci are loc egalitatea

x=abba+abb—aa—b=1+3+5+7+...+89+25" :25>.

Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:
abba +abb—aa—b=1090a +120b

143+5+7+....+89=45>=2025 , 25 :25% =25 iar ecuatia 1090a +120b = 2050 are doar solutia
a=1 si b=8.
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G:988. Fie triunghiul ABC cu m(<xA)=35", m(<xB)=83", si punctele D,E si F pe laturile
BC,CA si respectiv AB astfel incat DE”AB, FE‘BCsi FDHAC. Daci bisectoarele unghiurilor

XEDF si <ABC se intersecteazi in punctul P , atunci determinati misura unghiului <<BPD.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Din paralelism rezulta usor ca: <ABC = XDEF, <ACB=<EFD si «<BAC =<XEDF apoi

0 0
<BPD =180° —<«PBD —<PDB =180"° —%—{%wz‘)J =59°

= Clasa a VII-a

G:989. Fie a, be(0;0)astfel incat a- b ) a+b. Aritatici a+b) 4.
Roxana Vasile, Meda Iacob, Craiova

Rezolvare: (a+b)’ = a® +2ab+b* >2ab+2ab = 4aby 4(a+b)= a+b) 4.

1

2
G:990,. Sa se rezolve in R ecuatia: x—iz— ! + (1 +l——j =2020.

x> (x+1)° x x+1

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Evident x #0, x+1# 0 impune x € R\ {—l; 0} . Ecuatia devine:

3 2 2
le+ x+1_ 1 B 1 2020
X X x+1 x+1

-1 x+1(x+1 2
+ J—

x3—1+x2+1
x* x°

=2020 = x+1=2020= x=2019.

2

X X

J =2020 &
X x+1

/16 +17
G:991|. Gasiti numerele naturale n pentru care n—16 eN. Nicolae Iviaschescu, Canada
n —

Rezolvare:

16n+17
—c
n—16
n—l6|273 =3.7-13=> n-16¢ {1,3,7,13,21,39,91,273} . Convine doar n-16=1 adicd n=17 deoarece
16-17+17 17
17-16

Din N=n-16[16n+17 sicumn—16jn—16=>n-16[[16n+17-16(n-16)] =

Fie patrulaterul ABCD cu m(<ABC)=m (<ADC) =90°, «XACD=2-<ACB si

AD =2020. Calculati distanta de la punctul B la dreapta AC.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Notam cu O mijlocul lui AC. deci O este centrul cercului circumscris patrulaterului ABCD;
AC=2BO. Obtinem usor ca triunghiurile ACD si BOE gunt asemenea (cazul U.U.).

. BE _BO _1 AD

Dec =" =_—,rezultaca BE =—=1010.
AD  AC 2 2
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G:993|. Aflati unghiul dintre diagonalele AC si BD ale patrulaterului convex ABCD, daci AB =5, BC=
7,CD=5,5si AD =2,5.

Anicuta Betiu, Sorin Petrisor Dumitrescu, Craiova
Rezolvare:
Deoarece AB* +DC* = BC* + AD? diagonalele sunt perpendiculare, rezultd ci unghiul cerut are masura de
90°.

G:994|. in triunghiul ABC de semiperimetru p, notim AB=c, BC=a, CA=b si fie [AD] bisectoarea

interioara a triunghiului. Daca BD < p—b, atunci DC< p—->.
Emil C. Popa, Sibiu

Rezolvare:
BD -D
Din teorema bisectoarei —:E. Dar BD+DC=a asa ca DC=p—c. Deci EZp Csi
DC b b p-BD
BD -D
Ny C:> BD(p—-BD)>=DC(p—-DC)= (BD-DC)BD+DC—-p)<0. Deoarece
DC p-BD
p)a=>BD-DC>0 sau DC<BD<p-b.
b
Altfel: Cum BD:baCd si DC:ba se obtineusorca BD< p-b<c2b si DC<p-b<>c>b .
+ +c

( Solutie Titu Zvonaru)

G:995|. Se dau ABCD = paralelogram, M = simetricul lui D fati de B, N = simetricul lui A fata de C.

Daca aria lui ABCD = 10, aflati aria lui BMINC.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

Rezolvare:
OB BC 1 1
AOBC~AOMN (LUL)O—M:M—NZE AOBC:ZAABCD'
2 2
M:(Ej :(lj o Ao Ly g 0-20.
Aoy MN 3 9 Ayne 8 4

= Clasa a VIII-a

G:996. Fie x,y,z¢ (0;00) astfel incat 2020(xy +yz+ Zx)) x+y+z.Aritaticd x+y+2z) 20320 :

Tulia Sanda, Claudiu Ciulcu, Craiova
Rezolvare: (x+y+z)2 =X+ + 20 +2xp+2xz2+2yz) xy+xz+yz+2xy+2x2+2yz =
3
2020

=3(xy+xz + yz)) (x+y+z)|:(x+y+z):> X+y+z)

2020

. Raportul dintre produsul a doua numere naturale nenule distincte si suma lor este 2017. Sa se
arate ca suma cuburilor celor doui numere este divizibila cu bipatratul celui mai mic.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

=2017= x>1,y>2, xy=2017x+2017y|+2017°

Fie x,y e N* cu x(y si i
xX+y

= (x—2017)(y—2017) = 2017>. Obtinem x = 2018, y =2017-2018.
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Deci x° + 3 =2018’ +2017°-2018° =2018°(1+2017°) =2018°(1+2017)(1-2017+2017%) =

2018%-(2017* —2016):2018".

x*+1
X

G:998|. Fie x)0. Aritati ca (x+1)> + f >2
x(x”+1)

+ 1] . In ce caz avem egalitatea?

Eugenia Turcu, Iuliana Tigae, Craiova
Rezolvare:

= 1)22x+2+1® X7 +D)+422(x + D)+ x(x* +1).
x(x™ + X

Rezulti X* +x° +4>2x" +2+x +x= X -2x" —x+220 < x(x'-D)-2(x*-1) >0

Inegalitatea data devine x° +2x +1+

(x=1)*(x +1)(x* + x +2) > O ceea ce este adevirat, cu egalitate pentru x = 1.

G:999. Aritati ci A= \n(n+9)(n+16)(n+25)+5184 €N, VneN.
Nicolae Ivischescu, Canada
Rezolvare: Se observi ci n(n+9)(n+16)(n+25)+5184 = (n* +25)(n” +25n+144)+5184 =

=(n*+25)° +(n" +25)-2-72+5184
Cum 5184 =72 = A=\/(n* +25n+72)> =n’ +25n+72€N, VneN.

a +b 2

Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

l+\/§}

2

b(a+b 1++2
. Si se demonstreze ci {\*X: (Za 2),a>0,b>0}:{0, }

x:b(2a+l)2),a>0,b>0} si B:[O,
a +b

Rezolvare: Fie A= {x

. . a
Demonstraim cd 4 < B.Fie x = — > 0, avem:

a
Cabeb? p T xqd

_a2+b2_(a]2 Cx? 41
— | +1
b

1-+2 1++42

Deci A20=(2k-1) <2< 5 <k< . Deoarece k > 0 rezultd ke(oa

2
1+«/§
2

& kx? —x+k —1= 0, are solutii reale pozitive .

1+42
|

Demonstrim ¢ B < A4 . Fie k 6[09 } (2k—1)2 <2o124k(k-1) Skoé —x+k—1=0 are

1+ /1= 4k(k —1) v+l

solutia pozitiva X = JAtunci, k(x* + D) =x+1 < — k,unde luam x = £ > 0 si
2k x® +1 b
2
obtinem ci a[;+b2 € 0,1+\/§ . Deci, A=B.
a +b 2

G:1001]. Sa se demonstreze ca (1+%—2%)+(1+l—2'1)+...+[ ! + ! 2 1)=

45 T ¢ 3n—-2 3n-1  3n
1 1

1 .
= + +— pentruorice ne N .
n+l n+2 3n—-1 3n

Dorin Marghidanu, Corabia, Olt



P P - a

- PROBLEME REZOLVATE - = 2 —WEER
Sclipirea Mintii 27

Rezolvare: l+l—2-l + l+l—2-l +...+ ! + ! —2-L =
2 3 4 5 6 3n-2 3n-1 3n

I 1 1 1 I 1 1
=ll+—+=+..+ +— -3 |t =t+.+— =

2 3 3n—1 3n 3 6 3n

1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1
=[1+=+=-+..+ +— || l+=F+=+.+—|= + +...+ +—.

2 3 3n—1 3n 2 3 n n+l n+2 3n—-1 3n

G:1002| Fie a>1, bR si ecuatia a-(x+a)+(a+1)(x+a+1):b.

1) Determinati solutiile ecuatiei pentru a=1, b = 2020;

2) Si se arate c¢d pentru a > 1, b € R ecuatia are una sau doui solutii.

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare : Ecuatia se rescrie:
a~(x+a)+(a+1)(x+a+1)—(a+1)(x+a)—a—1 =b< (a+)(x+a+)(x+a)—-a-1=b&

(x+a)(a+1)—(x+a):b© (x+a)=(x+a)a+)-b=keZ=

x(a+1)+a2+a—b=k©x:M:> k£M+a (k+le
a+l1 a+1
PPLLLYN RPN kaﬁb(ka+a+1<:>ke(b_a_1,é}
a+1 a a

) Pentrua=1,b=2020 a =1, b=2020= k €(2018,2020) "Z = k € {2019,2020} . Rezultd
x, =2018,5; x, =2019

. . (b—a-1b 1 . . . . .
2) lungimea intervalului ( ,— | este egala cul + — <2 si este mai mare ca 1, si atunci ecuatia are una
a a a

sau doud solutii Va>1 si be R

. Un paralelipiped dreptunghic avind lungimea diagonalei 3 si aria totala 7are lungimea
muchiei laterale egalad cu media geometrica a dimensiunilor bazei. Sa se afle volumul paralelipipedului.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Fie L si | dimensiunile bazei. Atunci lungimea muchiei laterale este s = \/L—l (1) , lungimea diagonalei
este d=NL+P+h* =3 L +1P+h*=9 (2) iarariatotald este 4, = 2(LZ+Lh+Zh) =17.
Cum (L+I+h)’ =L+ +h* +2(LI+Lh+1h)=9+7=16= L+I+h=4. (3).
Din (1), (2), (3) obtinem L*+1>+h>+2LI=9+2h* = (L+[)’ =h*+9sau tinand cont de (3) rezultd
343

(4—h)y =h’ +9:>h=Z far volumul este V =h’ = —.
8 512

= Clasa a IX-a

L.:799. Fie a,b,c,d € Z astfel incat a’ +a”-b’ +a-c+d =0. Aritati ci numirul

A=c>—4(a’ +b’)-d este pitratul unui numir natural.
Dan Grigorie, Alina Tigae, Craiova
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Rezolvare:
Relatia din enunt devine (a3 —|—b3)-a2 +a-c+d=0. (")Daci @’ +b'=0= A =C".

Daci a’ +b’ 20 = (a3 +b’ )x2 +cx+d =0, din (*) rezulta ca ecuatia are solutia intreagd x=a.
Discriminantul acestei ecuatiei este A= A4 =c” —4(a’ +b’)-d care este patrat perfect.

3
X

X +2x7+2°
Adriana Ioniti, Alina Tigae, Craiova

Rezolvare: E(x) = ! ! \/_2_1 deoarece x° +% >2, fx3 % =2.2.
X X

< _
x3+2+% 24242
X

L:800. Gasiti valoarea maxima si valoarea minima a expresiei £(x)=

. 2 > . .
Avem egalitate pentru x = — = X =2=x= \/5 , X= {2 punct in care se realizeazd maximul
X

\/5_1.

expresiei §i anume

2
] 1 J2-1 J2-1
: .

Cum E(—x)= > =— atunci, valoarea minima este —————
2-(Pely 22 2
X

L:801]. Aritati ci numarul 71 = Y~/50 =7 + /4901 +70 = Y~/50 + 7 —Y</4901 =70 este natural.

Ionel Tudor, Cilugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Numarul n se poate scrie ca n=a —b unde a = %/\/4901 +70 —%/\/4901 -70 si

b=3J50+7-3I50-7 .

Ridicand la puterea a treia obtinem ecuatiilea’ +3a—140=0 < (a—5)(a’ +5a+28) =0 si

b’ +3b—-14=0< (b—2)(b* +2b+7) = 0 cu singurele solutii naturale a=5 si b=2. Prin urmare n= a- b=3.
L.:802| Fie f: [0;1] —> Recu f(0)= f(1). Daca pentru orice x,y € [0;1] cu X # y avem

/() — £ |- y] aritati ca f(x)—f(y)|<%-

Simona Miu, Craiova
Rezolvare: Fie 0<x(y<1=> |f(x)—f(y)|<|x—y| =y—x. (1)
Deoarece f(0)= f(1) =

@) = fO = £ )= O+ £ D) = F)| <[ £ ()= £ O+ = £ =0 +|y—1| = x+1—p =
/@)= fO(x=p+1. ) Din(1)H(2) rezulta | £ (x) —f(y)|<%.

L:802| Existd functii /:R >R, f(x)=ax’+bx+c, a#0 curidicini reale distincte astfel incat

£(2x)- f(%”): F(2+x+1), VxeR. ?

Cristian Moanta, Mihaela Mirea. Craiova
Rezolvare:

Se va ardta ca nu exista astfel de functii. Pentru aceasta fie 2x=y adica x = % si atunci
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y+2

2
f»)- f(——)= f(yT +%+ 1). Fie y,(», cu f ()= f(»,) =0 cele doud solutii reale distincte ale

y2+2

2 2
lui f(x)=0. Atunci, 0= £(1,)- f( )= f(%+%+1):> f(&+%+1)=o.

2 1 2
Cum yz( yz +1< 2 N +1)0 < Y 2 —)O adica y2 += Y2 +1 ar fi a treia rddacind a
2 4 2 2 2 4 2

lui f ceea ce e fals.

L:803. Cate cifre are numirul 2% ?
Gabriel Tica, Bailesti, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau

Solutia 1. 2% =1099511627 776 ,deci 2% are 13 cifte.

Solutia 2. 2'° = 1024 ~ 1000 , 2% =(2'°)* =(10°)* =107, deci 2% are 13 cifte.

Solutia 3. Numarul de cifre ale numarului 7 este [ig n]+1.Avem Ig2 ~ 0,31 si obtinem:
g2 |+1=[401g2) +1~[40-03 ] +1=[124] +1=12+1=13,

1 -
. Fie neN ,n>2siaq, {5,1}, k =1,n,iar o este o permutare a multimii {1,2,...,11}. Si se

afle extremele expresiei £(q,,q,,.....a,)=a,, (1-a)+a,, (1-a)+...+a,, (1-a,).
Dorin Mirghidanu, Corabia

1 1 —
Rezolvare: Cu substitutia a, = x, +E, X, € {0,5}, Vk =1,n avem

E(a,,a,,...,a,)==E(x;,X,,...,X,) = (lerU(l))(%—xljJr [%+x0(z))(%—x2)+ ot

1 1 1 !
[_+xa(n) j[__xnj = = Z+ > xcr(k) Zxk Zxk Yoty = _zxkxa(k) .
=1 k=1

2 2
Deci, min £ =0,cand x, =x, =...=X, :E,adicé a=a,=..=a, =1;
A . 1
max £ =0,cand x, =x, =...=x, =0, adicd q, =a, =...=q, =5

2x+2xy—-Ty+2y° =0
L.:805. Rezolvatiin R x R sistemul , .
2x"+2xy-3y=0
Iulia Sanda, Camelia Dana. Craiova
Rezolvare: Observam ca sistemul admite solutia banala (0,0).

X 7
—+ X+ y = E

Presupunem x # 0, y# 0 si impartim ecuatiile sistemului cu 2y. Rezulta 3" Facand notatiile
X
“(x+y)==
5 (x+y) 5

7
x atb=7 11
—=a, x+y=>b obtinem 32 = (a;b) e {(3;5), (5,3)} Inlocuind in notatiile ficute se obtine
a-b=—
2

oolw
ool»—

(x; y)E{(O 0),(1;2), (3

)
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L:806. Fie a,b,c>0 cu a+b+c=%§inz7.Aratagica
1 1 1 3
=+ S+ - < .
n+(b+c) n+(c+a) n+(a+b) n+1

Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:
Notandb+c=x,c+a=y,a+b=z,avemx,y,z>0 si x+ y+z =23 si problema se reformuleaza:

Fie a,b,c >0 astfel incaitx+ y+z =3 si n>7 . Aratati ca
1 1 1 3
5 + 3 + 3 < .
n+x- n+y n+z> n+l

Cautam o inegalitate de forma <ax+b, cuproprietatea cdx =1 sa fie radacina dubla pentru ecuatia

n+x
polinomiala atasata.
atb= L -2 n+3
Obtinem n+l ,deunde a=—-= sib=—-—5.
a(n+1y* =2 (n+1) (n+1)
1 n+3-2x

— < (x—1)2(2x+1—n)£0 , evident pentru0 < x<3sin>7.

Avem

LS}
IN

n+x (n+1)

1 <zn+3—2x:(n+3)3—22x:3n+9—2-3_ 343 3

Rezulta: z (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 il

n+x’
Egalitatea are loc daca si numaidacix=y=z=1< a=b=c= E .
. Daca S, este suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice de ratie » € R* pentru orice

Sp=PS, _pp-1)
Sp—aS, 4q(qg=1)

numere intregi si nenule p si q are loc relatia:

Petre Rau, Galati.

. n . . . . .« . . . A A
Rezolvare: Fie Sn=5[2a1+(n—1)r] suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice. Vom demonstra mai Intai

. A . k(k-1) , = . .
cd, pentru orice intreg nenul k are loc relatia Sy, - kS, = —, T Intr-adevar, avem ci Sy, - kS, =

kik-1) ,
Tn T.

In aceasta formula, dand pe rand lui k valorile k=p si k=q si facand raportul celor doi membri, gisim formula
din enunt.

E{k[zal + (kn—1)r]-k[2a; + (n— 1)r]} =

. Fie (an )n>1 un sir de numere reale in progresie aritmetica.

a) Demonstrati ci sirul 5, =a,,,;; Vn=>1 este un sir de numere reale in progresie aritmetica.

1 1 2020
+ ot =

Sp08, 8,08, S2020 “S2021 @5 " Agogs

b) Demonstrati ca

¢) Dacd S, este suma primilor n termeni ai sirului s, , atunci are loc relatia:
n

Z Appss

k=1

Sl .SZ Sz 'A;3 - Sn .Sn+1 1
as - E Ayys
5 par 4k+5

ay ag + Aypis

Elena si Constantin Ciobica. Failticeni
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Rezolvare: vy
s, =4da,,,, Yn=1.8irul s, este sir de numere reale in progresie aritmetica, daca:

g ts Ay(n-1)e1 T Ay(narya
s = n—1 n+1 , V”22<:>a4n+1 — (n=1)+ (nt1)+

! 2 2
= 2(a1 + 4nr) =a, + 4(n - l)r +a, + 4(n + l)r < 2a, +8nr =2a, +8nr.

S = Ay =As 5 Sy =0y =0y Sy =0ys =4

S 2020 = A42020+1 = 0815 S 2021 = D085

1 1 1 1(1 1] 2020

S = + +..+ =—
s -4y Qg -dyp gog) " Agogs AT

as  dggs As * Agogs

S, =a;,S5,=as+a, ,S,=a5+a,+a,

S =as+ag+...+a,,, ,S,,=as+a,+...+a,,. +a,,;s

n+l

r _ v 1t 1
S-S, as(a5+a9) ay\as as+a,

[ 1 1 1 1
S, S, (a5+a9)(a5+a9+a13) as\as+a, as+a,+a;

1 [ 1 1 J
S, S, ag.s\astagt..+ta,, at+ast..ta,,.;
1 1 1 1 1
T'=—- + - +...+
a; as+a, as+a, as+a,+a; as +ag +...+ay,,,s

1 1 ; Ayiss

ro L _ Gy tan .t dy,

- n
a; as+a,+..+a,.s alas+va,+..+a,,;)
s 2 Aapss

2 2 2 +h+c)
. Aritati cd — a +— b +— ¢ > (a C) ,Va,b,c)0, n>0.
b*+nab ¢ +nbc a +nca (n+1)(ab+bc+ca)

Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:

y (%)2 g(Z%T O] zgg 1 .(a+b+c)2

+nab 1+ n(aj 34 Z " n+1“b n+l ab+bc+ca

2
1 b la b
e x 23, adevarata din AM-GM: x=2424155332.2.5 3 si
nx+3 n+l b ¢ a b c a

2
a_l(a+b+c a+b+c
oo Faslatbre) “ylarbre)
b ab+bc+ca’ ab ab+bc+ca
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai dacd a=b=c.

=M, unde (1) rezultd din

M =3

care rezultd din inegalitatea lui Begstrom : z z

L.:810. Sa se arate ci in orice triunghi ABC are loc inegalitatea: sin A+sin B+sinC > 2r .

OS+COS§+COSC R

Gheorghe Ghita, Buzau
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sin A+sin B—sinC = 4sin£sin§cos% &> sin 4A+sin B=sin C+4sin§sin§cosg rezulta:

Rezolvare: Din identitatea cunoscuta:

sin A+sinB > 2\/4sinésin§sin Ccosg :4\/25in£sin£sin£cos2 < = 4\/2-L cos£:2‘ /2 cosg
2 2 2 2 2 2 2 4R 2 R 2

. . . A. B.C . .
(s-a folosit egalitatea cunoscuta r =4R SInEsmzsmz. Egalitatea are loc numai daca:

a)p-c) p(p—o)
ac ab

= 2c=a+b.

sinC:4sin£sin£cos£<:>i=4\/(p_b)(p_c)-(p_
2 2 2 4R bc

Scriind si relatiile analoage prin adunarea lor, rezulta: 2¥sin 4>2, /%Zcos% , de unde rezulta inegalitatea

propusa. Evident, egalitatea are loc atunci cand triunghiul este echilateral.

. in triunghiul A4BC avem sin 4 =§ si cosB = % Aflati cos C.

Ileana Duma, Alina Ghita, Craiova

: 4 ) 12
Rezolvare:  Cum cos A =++1—sin’* 4 = ig iar sin B=+/1—cos’ B = B rezulta

sinC=sinAcosB+cosAsinB=%ig. Cum sinC)O:>cosA=%:>

cosC =—cos(4+ B) =sinAsinB—cosAcosB=%.

» Clasa a X-a

xy=2
L.:812. Si se rezolve R * sistemul de ecuatii: e

xy .yx — 2 2

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Se arata cd singura solutie este (x; y) IS {(\/5 ,\/5 )} . Evident x =0, y =0nu verifica prima
ecuatie. Cum x-y=2)0 atunci x si y au acelagi semn si de asemenea puterile x” si y* au sens pentru
X,y € (0;00) sau X §i y strict negative. Dacd x =—-m, y=-n, m,ne N* atunci x-y(l, deci sistemul nu
admite solutii.
Dacid x,y €(0;1) = x-(l si nu convine iar daci x € (l;oo) Si ye (0; 1) rezultd O(x”y*(xy(2 dar 2 nu
este mai mic decat 2 , deci nu convine.
Atunci se ia x)1, y)l.Dacad x,y € (1;\/5 ) = 1{xy(2 si nu se verifica prima ecuatie.
Daca x>\/§ si y>\/§ rezultd xy>\/§ , deci nu verifica.

Daca x € (\/E;OO) Siy= \/5 sau y € (\/5;00) si X =~/2 obtinem xy>\/§ ceea ce nu convine.

2
Prin urmare singurul caz care convine este pentru x =y = ﬁ deoarece xy = \/5 =2 i

N
Xyt =2 SR =2
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L:813. Fiea,b,c € R astfel incat |(a -b)b—c)(c— a)| =3. Gasiti cea mai mica valoare a expresiei
af +[6]+[c]-

Dana Cotfasa, Alexandrina Nastase, Craiova
Rezolvare:  Presupunem fara a restrange din generalitate cd a > b > ¢ si atunci

3:(a—b)(b—c)(c—a)é(%j (a—c)= (a;c)3 —a—c2312.

|a|+|b|+|c|2|a—c|+|b|2 12 +0=312.

Pentru ca minimul si fie 3/12 acesta trebuie sa fie atins. Pentru aceasta b=0 si

J12 /12

a—c:m: |a|-|—c|-|a—c|:3:>ac:3i:> a= ,b=0,c=—

J2
L:814| Si se rezolve ecuatia v/ “92°""° =643 =0, x>2. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare:

(x=3)3 3x+6 6-(x—3)-3

P20 =2Y64 3 |() = N2 =64 22 = 27 =2 22 = 3(2x-2)=18(x-3) = x=4.

X

L:815. Rezolvatiin R ecuatia 9¥¥"* 49 orecosx —2.32 Claudia Ciulcu, Iulia Sanda, Craiova

Rezolvare:
T
2

(3x-arcsinx _ 3X'3ICCOSX )2 — 0 :> 3x-arcsinx — 3X'3.['CCOSX :> x . arcsin x — x . arCCOS x :> xl — 0 si

. - . 1 2 . 2 1
Cum arcsin x +arccosx =—, Vx e [—l; 1] rezulta (3" arcs"”‘) + (3" ‘““"”) — Q. Friresinwrarccosy) _ () —

. 2
arcsin x = arccos x = % .Rezulta x € {0;7} .

L:816,. Fie a,a,,.....,qa, E(O;l), n>2, neNsi k,/ € N astfel incat 2 <k,/ <n. Aritati ci

(/ a,a,..a, + {/ (I-a,)1-a,)...1-a,) <1. Mai riméine proprietatea adevarati daci cel putin

unul din numerele k sau | este mai mare strict decat n? (in legatura cu G 344 pag 2/2002, G.M)
Dorina Goiceanu, Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare:

Yaa,..a, <ijaa,..a, respectiv {(1-a)1-a,)..(1-a,) <5/(1-a)1-a,)..(1-a,).
Din inegalitatea mediilor rezulta
Yaa,..a, +{(1-a)1-a,)..(1-a,) <ifaa,..a, +3(1-a)1-a,).(1-a,) <

c4tta, +l—a1 +..+1-a,

=1.
n n
Propozitia nu mai raméne adevarata daca cel putin unul dintre numerele k sau 1 este mai mare strict decét n.
1
De exemplu, fie k=n, [=n+l, a,=a,=...=a, =E:>

n n+l
l+ n+1/(1 - l)” <le nﬂ/(l)” < 1 & 1 < 1 ceea ce e fals.
2 2 2 2 2 2

. Descompuneti numérul 1004006004001 in produs de factori primi.
Neculai Stanciu, Buzau
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Rezolvare: 1004006004001 = 1+1000" -4 +1000° - 6+1000° - 4+1000* -1= (1000 +1)* =1001* =
=(7-11-13)* =74 -11* -13*.

2021 2021
. . z w )
L:818. Sa se determine valoarea expresiei E(z, W) = + unde z si w sunt numere
Z+W Z+W

complexe nenule astfel incat z° +zw+w* =0.
Aurel Chirita, Slatina, Ani Draghici, Craiova
Rezolvare:

Dacd z=w=> 32" =0= z =0ceea ce e fals. contradictie cu z nenul.
Atuncipentru ZzW=2"-W =0=z=¢-Wcu &’ =1, ¢ 21=¢&" +5=—¢. Atunci,

E(Z W) ~ £W 2021 . W 2021 ~ e 2021 N 1 2021 ~ 82021 41 ~ 82 1 ~ e ~ f 4
’ EW+W EW+W e+1 e+1 (e+D)* (=) " ¢

L:819. Fiea>1sib> 0saua>0sib>1.Si se rezolve ecuatia: log anip XK= log a%sp M unde

neN”.

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Pentru x € (0,1) cum &" +b>1si a* +b>1 avemca 109 , X <O
log s N2 0 ccuatia este imposibila.

Pentru X > lecuatia se mai scrie sub forma
log X=M<:>(Iog x)log , (a*+b)=log , n
a+b Ioga”m (aX +b) a+b a+b al+b

Deoarece X >1lavem ci a* +b>1a" >1si atunci l0g o X 0,log e (2" +b) > 0. Functia
f:(00) >R, f(x)=log,  x-log, (@ +b) este strict crescitoare ca produs de functii strict
crescatoare cu valori pozitive, deci injectiva, si atunci ecuatia f(X) =log_, N are solutie unica. Se verifica

usor ca x = n este solutie a ecuatiei date.

L:820. Rezolvatiin NxNxNecuatia (x!)?-(y!)"** =(zD)**.
Cristian Moanti, Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare:

Daca zZ € {0;1} se gaseste X, Y € {0;1} . Presupunem ca z > 2 si fie p cel mai mare numar prim, p < Z.
Evident p** ‘(Z N & p* ‘(X!)125 -(yN™*. Cum 125+1895 =2020 este mai mic decat 2021 se obtine ca
p'*° ‘(X!)125 sau p'*®° ‘(y!)1895 = p° ‘X! sau p° |y!. Consideram p°|x! si atunci in dezvoltarea lui X! mai
apare pe langd factorul p si factorul 2p. Cum pentru P>2 fintre p si 2p se mai afla un numar prim
qe(p;2p). (Bertrand).
Rezulta q ‘Z! si p{qcare contrazice maximalitatea lui p. La fel se procedeaza pentru p2 |y!. Asadar pentru

Z > 2 nu avem solutii si atunci singurele solutii in N sunt X,y,Z € {0;1} :

. a) Rezolvatiin NxNxNecuatia (x!)*+(y!)* =(z!)?*.
b) Aflati cel mai mic numir natural neN* pentru care ecuatia (X )+ (X, 1)* +....+(x, 1) = (y!)?
are solutiiin ne N

Cristian Moanta, Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare: a) Cum (x!)* ( (y)*=x!{ y!si X({y= x<z-1. Analog y<z—1.Se observa ci pentru
Z=0si z =1 ecuatia nu are solutii.
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Fie z22= (2 =)'+ <[E-D] +[c-D] =2 [z-D!] de unde z*<2 adica
ze {0; 1} ceea ce este fals deoarece am presupus c¢d z > 2. Rezuld ca ecuatia nu are solutii in N 3
b) Pentru y e {0;1} ecuatia nu are solutii naturale iar pentru y =22 =x, <y-1, Vi= I,_n =
D =D+ ) et () < [(0-D] = Y <n=y<n.
Pentru n=2 si n=3 nu avem solutii naturale. Pentru n=4 si cum y>2 se ia y=2 si ecuatia devine
(D +.ccc+(x, 1)’ =4 care are solutiile x,,x,,x,,x, €{0;1} asadar, cel mai mic numar natural cerut este

n=4.
. Sa se arate ca in orice triunghi oarecare ABC avem:
. . A B C A . B C A B . 3
min+ SIn—c0S—C0S—,COS—SIN—CO0S—,COS—COS—SIN— p < —
2 2 2 2 2 2 2 8

Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare:

Cum orice triunghi are un unghi mai mic sau cel mult egal cu 60°, fie de exemplu 0 { > <30". Deci

N B-C
B—C Cos = —+cos— 3

<1 rezultd ca <— sau
2 4

1
< —. Deoarece CcOS

. A 1
Sin — < — sau COS
2
B c 3| . 4 . A B C 3 . .. 3 .
COS—-COS— < —|-SIn— => SIN—-COS—-COS — < g obtinand ca minimul este g cu egalitate pentru

m(xA) = m(xB)=m(xC)=60".

= Clasa a XI-a

5 .1 1 1 1
. Sa se calculeze lim -~ (7’11895 + RIS + e +WJ .

n—o + 1
Daniela Stoian, Lenuta Andrei, Craiova

Rezolvare:

n—0

Folosim lim(l +%+ 1 +...e. +l —In nj =ce (0;1) ( constanta lui Euler).

1 1 1 1
nn\ 2™ 1 + 155 Tt 2020 =

_LKHL ..... b —1nn2°2°j—(1+%+...+ 11985—1nn1895)+1nn2020—lnnlg%}
n

“Inn 2 n*"
1 2020 1 1895 1 2020-1895
Trecand la limita obtinem rezultatul nn l nn__m nl =125 deoarece
nn nn
1 1 1 2020 : 1 1 1 1895
E(I-I-E-F ..... +W—lnn n:)gQO@lm 1+5+ ..... +W—lnn ,H—:OO

Observatie. Anul 1895 este anul infiintarii Gazetei Matematice. in 2020 s-au implinit 125 de ani de la infiintare.
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tgx —1
m Si se calculeze lim —; & ; Adrian Stan, Buziu
x>% SIN” X+ COS X — cos’ x’
Rezolvare:
0 sin x
: tgx —1 0 COS X -1 : sinx=cos x
hm =lim hm -2

x>k 7 sin® x-cos x —cos’ x x>k cos x(sin” x —cos” x) = % cos” X - (M)(smyﬁcosx)

lim sin(In x) + sin(In x2 )+...+sin(lnx") e

1:825. Demonstrati ci = arctg(e* —e)+ arctg(e —e)+...+arctg(e’ —e) Vn>1.
Ciobica Constantin ; Ciobica Elena, Falticeni
Rezolvare:
fim sin(In x) + sin(In x2 )+...+sin(Inx") _

“larcig(e’ —e)+ arctg(e —-e)+..+ arctg(exn —e)
1im{sm(lnx).m}+m+hm sin(lnx") Inx

x—1 n

Inx x—1 - Inx x—1

x—1

. | arctg(e® —e) e" —e arctg(e” —e) e° —e
lim 8( ). + ...+ gE ).
e’ —e x-—1 e’ —e x—1

In(x—-1+1) T lim In(x? —l+1) x’ —1+ In(x" -1+1) x" -1

lim ..+ lim
=t x—1 ol > -1 x—1 =l x" -1 x—=1 _
x-1 x -1 2 x'-1 n_
lim 9D 1)+lime(ez 1)+ Ly rtim®e o1 -l
=l x—1 =l xt -1 x-—1 oo x" -1 x-1
. : n-1
i 1+£1£9(x+1)+...+1}3}( +x" 4 x+1) _#2edn 1,
e+elim(x+1}..+elim(x" +x"? +..+x+1) e(l+2+...4n) e

¥l x—1

k=1] i=1

n | k -l
L:826, Calculati limita sirului (a,)  definit prin urmitoarea relatie: a_ = ZI:ZI(I + 1):' .

Vasile Mircea Popa, Sibiu

k k k k
Rezolvare : Calculam: Mi(i+D)=> (" +i)=Di* +Di. Utilizdm relatiile cunoscute:
k
Zi k(k D Z i’ k(k * 1)6(2k 1) care se demonstreaza usor prin inductie. Obtinem:
i=1
K k -
SiG+1) = k(k+1)(2k+l) N k(k+1) _ k(k+1)(k+2) Deci: [Zi(i"‘ )} _ 3
i=1 6 2 3 im1 k(k+1)(k+2)
Descompunem aceasta fractie in fractii simple si obtinem:
__ 3 13 6 3
k(k+D(k+2) 2(k k+l k+2)
Facand k=1,2,...,n si adunand, avem:
1(3 3 3 . . . . .
a, =—|-——— . (reducerile care intervin formeaza asa-zisa ,reducere
212 n+l1 n+2

n—o

telescopica” a sumei). Putem calcula acum limita sirului: a =lima, = 2 Astfel, problema este rezolvata.
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1.:827. Sa se separe ridacinile reale ale ecuatiei
Inx=x"+2x" +x" +6x° +7x° = 2x* +3x’ +2x* —12x -8

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Se considera functiile f,g:(0;00) >R, f(x)=Inx si

g(x)=x"+2x* + X" +6x° +7x° —2x* +3x° +2x> —12x-8.
. . I, . . .
Functia f(x) este strict concava deoarece f " (x)= ——2(0 iar functia g(x) este strict convexa deoarece
X

g"(x)=72x7 +112x° +42x° +180x* +2(70x> =12x+9))0, Vx)0 deoarece discriminantul trinomului

70x* —12x+9 este negativ.
Prin urmare ecuatia daté are cel mult doua solutii pozitive: Se verifica pentru x=1;

Daca h:(0;00) > R, h(x)= f(x)—g(x)atunci f(x)=g(x)< h(x)=0.

Cum hm h(x) = hm Inx—g(0)=—0—(-8) =—0 iar h(—))O rezulta {hm h(x)} h(%)(O

X>0 x)O x)0

Atunci functia continua h are proprietatea lui Darboux si exista x, € (O; E] cu h(x,)=0.

Cu ajutorul unui calculator se gaseste x, =0,000334120.

L:828. Determinati functiile continue f :R — R astfel incat

f+y)=f()+ () +5x(x" +xy+y°), Vx,yeR.
Madailina Giurgescu, Marian Voinea, Bucuresti
Rezolvare:

Deoarece (x+) —x" —y° =5Sxp(x” +xy + y*) ecuatia se scrie
f(x+y)—(x+y)Y =f(x)=xX + f(y)—y si notind g:R >R, g(x)= f(x)—x’, functie continua
obtinem g(x+ y)=g(x)+ g(») (ecuatia functionald a lui Cauchy) cu solutia g(x)=kx, keR.

Asadar, f(x)=/ke+x’.

..... —2\/x+n 1, neN* x>1. Sisearateca
\/_ \/x+ \/x+n

sirul (x,)  este convergent. Dacd /, =limx, si se calculeze lim/, .
n>l x n x

n—>x0 X—>0

L:829. Fie sirul x,

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: . a) Prin insumarea inegalitatilor:

1
x+k-1

) 2(\/x+k—\/x+k—1),pentru k=1,n,avem:

>2Z (Jx+k Jx+k- 1) 2Wx+n—x)) 2-(Wx+n—1-+x)=

—— —2\Jx+n- )—2«/_:>x ) — 2Jx .

1
Avem Xx, ,, —Xx, = —2x+n+20x+n-1 ( 0. (usor de verificat), si deci (x,) este un sir
x+n

. ) 1
descrescator, slatunct X, < X =—=- 2\/; .

Jx
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1 . . .
Avem ca —2\/; (x, < —2\/; +—=, Vx21=(x,), sir marginit,si cum este si monoton este convegent.

NS

. 1
b) Din dubla inegalitate de mai sus rezultd ca / = limx, < 2Jx+—

n—0 ,\/;

si deorece

x—ow

1
lim| —2+/x +—
Hw( NP

j:—oo:) lim/ =-o .

= Clasa a XII-a

. Fie M o multime finitd cu cel putin doui elemente. Definiti pe M o lege de compozitie
"E "M xM — M astfel incat sa fie indeplinite simultan conditiile:
a) x*y#y*x, Vx,yeM; b)x*(y*z)=(x*y)*z, Vx,y,zeM;
Iulia Sanda, Dorina Goiceanu, Craiova
Rezolvare:
Fie ¢: M — M bijectie fara puncte fixe ( adica sa nu existe ¢ € M astfel incat ¢(c)=c).

Definim legea *: M xM — M ,x* y = ¢(x), Vx,ye M . Atunci daca x # y = ¢(x) # ¢@(y) deci
x*y#y*x, Vx,yeM,
Inplus x*(y*z)=x*@(y) = @(x) iar (x*y) *(x*z) = (x)*(x) = p(@(x)) sievident
p(x) % p(p(x)), VxeM.
Daca presupunem ca exista x € M astfel incat ¢(x) # (o((p(x)) = x = @(x) ceea ce este fals

deoarece ¢ nu are puncte fixe.

. a) Rezolvati in R ecuatia 2x* +7x’ —4x-14=0 .
3
24+32-1

b) Si se rationalizeze numitorul fractiei ' =

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Q) F(X)=2X*+7X°—4X —14=2X" +2X +7X* ~T-2x—7 = (2X+7)(X3 —(%/5)3)=

:(2X+7)(X—(3/§))(X2+3/§x+3/2):>ecua‘;ia f(x)=0=> x1=—%, xZ:Q/E.

b) Notam P=a si atunci F:—2 23 " Considerim  f(X)=2X*+7X’-4X-14 i
a +a-
gX)=2X7+X~1 si awnci f(X)=(2X*+X~1)(X*+3x~1)~15. Conform punctului a) din
F(@)=0= Qe +a—-1)\a* +3a-D=15= 2a* ta—1=— >
o +3a-1
2 _ 3 3fH _
F = 23 :3-a +3a 1:> F:M‘
20" +a -1 15 5

2 .
. Sa se calculeze: IC(.)S x+§s1nx COsxdx, xeR—-<(kmr)uv 3—7T+k7r |keZ .
sin x - (sin x + cos x) 4

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:
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dx =

J-l—sin2x+25inx-cosx+sinxcosxd Isinzx+25inxcosx+cos2x—sin2x+sinxcosx
x:

sin x - (sin x + cos x) sin x - (sin x + cos x)

B .[ (sin x + cos x)* + sin x(cos x —sin x) dr — .[ (sinx+cos x) drt J- (sin x + cos x)’ dr =
sin x - (Sin x +cos x) sin x sin x + cos x
= J.(l + ctgx)dx + 1n|sinx + cos x| =x+ ln|sin x| + 1n|sin X +cos x| +C
. Determinati primitivele functiei 1 : 0 >R, f(x)= —5 Generalizare
2 l+cos’ x

Orlando Alecu, Rosiori de Vede, Teleorman
Rezolvare: Notam y =cosx.

J- sinx dxz—J. (cosx)’ dxz—j dy  _ Idy+.[—dy_—lny+ In(1+y*)+C

cos x-(1+cos’ x) cos x - (1+cos’ x) y(1- y5)
If(x)dx =—In cosx+lln(1 +cos’ x)+C. j tg—xdx = —In(cos x) +lln(1 +cos" x).
5 1+cos” x n
2 xzn 2
1.:834.. Si se arate ca 1—jx = J. x*"dx . Aurel Chirita, Iulia Sanda, Craiova
+e
Rezolvare:
2 x2n 2 (_t)2n 2 t2n 2 et ‘t
I= J- dx = _[ —d(~t) = —J- dt = j dt = 2j—dt =J, deoarece functia
Ll+ef Sl+e %1 1 S l+é +e
+ — 2
el
et 't2n
f(@)= — este functie para.
l+e
2 2n 2n 2 2n+1
Dar [ +J = x—dx I (l+e) Ixzndxz 2 .
S 1+e 1+e l+e" ° 2n+1

2 X :
cos” x—e" -sin
.:835. Sai se calculeze primitivele functiei f : (0;00) >R, f(x)=e"- e al

(e* +cosx)’
Lucian Tutescu. Craiova, Marian Voinea. Bucuresti

Rezolvare:
1

e -cosx (' -cosx—e"-sinx)-(e' +cosx)—e" -cosx- (e’ —sinx)

Deoarece | — = . > =
e' +cosx (e +cosx)
e’ [(cos x—sinx)(e* +cosx)—cosx(e’ —sin x)] cos? x—e” -sin x
= 5 =e"- - -— integrala ceruta este
(e" +cosx) (e" +cosx)
e’ cosx

[ fde=—"—+C.

e’ +cosx

. Se considerd /(m,n, p) = J-x’” -In"x-cos” x dx . Aritati ca lim[l(m, L)+ I(m, 1,—1)] =0,
1

Nicoleta Oprea, Claudiu Ciulcu, Craiova
Rezolvare:
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I(m,1,1)+1(M,1,—1)=Ix”’~ln X-CoS xdx+Ixm~ln”x-cos_1xdx=.[xm-1n"x~(cosx+ ! dez
1 1 1 CoS X

j.x’"dx.

1

m+1

e e m+1 Y
Z2J.x’"~lnxdx=2j-(x j ~lnxdx:2x Inx
1

"\ m+1 m+1

e
_9.
1 m+1

m+1
Obtinem ca 1im[](m,1,l)+](m,l,—1)]:1im 2m_ e + 2 S l=o
o el m+l m+1 (m+1)

. Fie ae(O;l)u(l;oo), b,ceR si f:IcR—>R o functie derivabila pe intervalul I cu

derivata continui astfel incat o’/ +bf (x)Ina+b+c e R*, Vx e . Si se calculeze integrala:

f(x) b 1 + 1
a’V[bf (x)Ina+c]f (x)2 dx . Gheorghe Ghiti, Buzau
[a’® +bf (x)Ina+b+c|

Rezolvare: Avem:
B J af @ [bf(x)Ina + c]f'(x) =
) [@f®) 4 bf(x)lna+b+c]?

f(x)dx—

J‘ ba ¥ f(x)Ina + b*f(x)Ina + ba’™* + b* + ca’™ + be
[af*) + bf(x)Ina+ b +c]?

f(x)
b J a’® L bf(x)lna+b+ec

_ [ bf()ma[a™ +b] +b[a" @ + b] + c[aF +b] _,
_J- [af ™ + bf(x) + b + ¢]? frlxdx —
f(x)
_bfﬂf':x} +bf(x)lna+ b+c
f(x)

_ [ [af + b][bf(x)na+ b+c]
_J [af™ + bf(x) + b + c]? f(x)dx _bfaf':“:'-l-bf(x]—l-b—l-c

_ ([ 1 ’ £
_J-{ ina[af':x:'-l-bf[x]—kb-l-c]} [bf(x)!na+b+c]dx—b[ﬂfm +bf(x)lna+ b+c

Integrand prin parti prima integrald, integrala propusa, avem:
bf(x)ina+ b+ c N 1 J’ bf'(x)Ina
Ina[a® + bf(x)lna+b+c] Ina) o' +bf(x)lna+b +c

I =

+C.

J. f'(x) dx = — bf(x)lna+b+c
af® +bf(x)Ina+b+c B Inalaf™® + bf(x)Ina+ b +c]
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¢

2n x

. Calculati limita sirului (an)n>1 definit prin urmaitoarea relatie: a, = I ]
- n X+

Vasile Mircea Popa, Sibiu

dx

1
Rezolvare: Consideram functia: f: (0,00) - (l,oo), f(x)=ex.
Se poate arata usor ca aceasta functie este strict descrescatoare pe domeniul de definitie si ca avem
1 1 1
limf(x)=1. Putem deci scrie:  e" >e* >e?" pentru X € [n,2n] ,unde ne N".

X—00

Impartim cu x+1 dubla inegalitate de mai sus: > > .
x+1 x+1 x+1

1
2n

2n+1 >I er

1

dx >e? -In 2n+1'
n+l  x+1 n+l

In aceastd dubli inegalitate se trece la limita pentru n — oo . In conformitate cu criteriul clestelui se
obtine limita cerutd in enuntul problemei si care are valoarea a=In2 .

1
Integram pe intervalul: [n,2n] si obtinem: e" -In

Intampliri cu matematicieni

Moisil si ora de curs

W W W W R T PR RN YW W EEW T T T T EY

De la matematicianul Grigore C. Moisil (
1906- 1973) ne-au ramas o serie de povestiri si
intamplari dintre care una se referd la cursurile pe
care el le preda la Universitate:

De fiecare data, Moisil scria pe tabla iar daca
la inceputul orei de curs, literele erau scrise vizibil
si mare pe tabld, pe parcursul orei literele
deveneau din ce in ce mai mici, iar la un moment
dat un student mai indrdznet din amfiteatru fi
spune maestrului:

- Domnulel profesor, nu se vede!
- Dar se aude! 1i replica Moisil cu
intelegere.

Spre sfarsitul orei, cand vocea profesorului devenea mai joasa, din cauza efortului depus in
prezentarea lectiei, si nu se mai auzea pand in ultimele banci, studentul respectiv gasea prilejul sa-i
spuna:

- Domnule profesor dar nu se aude!
- Da, dar acum se vede!, raspundea sugubat savantul, dupa ce facea literele mai mari pe tabla,
provocand in felul acesta o serie de rasete in sala de curs.
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» Mai bine sa gresesti din prea multi indrazneala
decit din prea multa prudenta”

Alvin Toffler (1928-2016)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

. Un elev parcurge un drum in forma de patrat si un alt drum in forma de dreptunghi a carui
lungime este de trei ori cat latimea. Stiind ca al doilea drum este de doud ori mai lung decat primul,
sd se compare latimea dreptunghiului cu latura patratului.

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

G:1005| Aratati ca numarul 4=11...1122...22+33..3344...44—-11...110 este patrat perfect.

2021 2021 2021 2021 2021

Adrian Gobej, Curtea de Arges
G:1006]. Rezolvati ecuatia x* = 2020
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

02021

G:1007,. Care sunt ultimele doui cifre ale numarului N = 6-5*%"' —4.5%%° 1 2.5%Y9
Livia-Emilia Stan, Buzau

G:1008. Determinati numerele naturale ek ¢ , pentru care este indeplinita relatia:

abc+ bec + 0= che . Sanda Mitea, Cugir, Alba
T . . aa+bb ab , )
G:1009. Determinati cifrele in baza 10 astfel incat PRy =57. Adrian Stan, Buzau
a+
G:1010,. Determinati numerele abc pentru care abc =ab+bc+ca Gheorghe Ghita, Buzau

C .. . A, 44447 9 <
G:1011]. Aratati ca exista un numadr prim p astfel incat sa fie numar natural patrat perfect.

p
Ionel Tudor, Calugareni,Giurgiu

= Clasa a VI-a

G:1012. Aflati numarul real x din egalitatea {H%—lj ! + ! } ﬁ-@_#}—lzo.

46 43| 4472021 2020

Ion Stinescu, Smeeni, Buzau
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G:1013|. Aratati ca dublul sumei numerelor naturale care Impartite la 2021 dau catul si restul egale,
se poate scrie ca produsul a trei numere naturale consecutive.

Livia- Emilia Stan, Buzau

G:1014|. Rezolvati in ZxZ ecuatia 2xy+7 =(x+1)(y+5). Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

= = :i si 3a—2b+4c—-d =40.

16

G:1015,. Determinati a, b, ¢, d stiind ca

| &

b
9)

Nl et

a ¢
6 3’

Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1016|. Si se arate ci oricare ar fi n natural, numirul N =2017""+2021"" +2023" nu este pitrat

perfect. Sa se arate cd numarul nu este patrat perfect oricare ar fi n numar natural.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:1017|. Aflati numerele naturale prime a, b, ¢, stiind cd indeplinesc conditiile:

43-a> +86-b—16-c=2021 , precum si a+b+c este un numir natural prim.

Sanda Mitea, Cugir, Alba

G:1018. Se dau n fractii pozitive. Sa se arate cd fractia care are numaratorul egal cu suma
numardtorilor celor n fractii si numitorul egal cu suma numitorilor celor n fractii este mai mare decat
cea mai mica dintre fractiile date si mai mica decat cea mai mare dintre fractiile date.

Petre Rau, Galati

G:1019,. Si se rezolve in numere intregi ecuatia: x* —2x—4080399=0.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

. X+ + + . )
G:1020\ Pentru x,y,ze Z* si Ty _yrz_zrx , determinati valoarea raportului
z X y

(x+ ) +2)(z+%)
xXyz .

Adrian Gobej, Curtea de Arges

G:1021]. a) Sa se determine misura unui unghi, stiind ca o treime din complementul siu, este cu 19
mai mic decat sfertul suplementului sau.
b) Daca m(£AOB) este cea determinata la punctul a), COLAO , OM este bisectoarea suplementului
unghiului AOB, ardtati ca m(ZAOB)=2-m(z2COM), B,C,M de aceeiasi parte a lui AD.

Sanda Mitea, Cugir, Alba

= Clasa a VII-a

G:1022. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC. Daci a* +b> +c* —10a—10b—14c¢+99 =0,
ardtati ca triunghiul ABC este isoscel.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1023. Se considera mulfimea: A = {p € N‘p =3n"+2, ne N} :

a) Sa se ararte ca numarul 2030 € 4;
b) Sa se scrie numarul 2030 ca suma a trei patrate perfecte. Adrian Stan, Buziu
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G:1024|. Daca a, be R, si a+b=2+25+ab determinati a—b. Livia- Emilia Stan, Buzau

, : 17-2' +59 e :
G:1025|. Sa se scrie fractia F =m ca suma a trei fractii cu numaratorul 1. Aratati ca

numarul (22020 — 1) -F este natural.

Ionel Tudor, Calugareni,Giurgiu

G:1026|. Aflatix € Z astfel incat Vx> +4x+2021€Z. Gheorghe Ghiti, Buziu

G:1027|. Sa se arate ca numarul 4= \/1 + 2017\/1 + 2018\/1 + 2019\/1 +20204/1+2021-2023 este

rational.
Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1028. a) Aritati ci numdrul 4 = +/51 + 4447 - /51 — 4+/47 - /55 — 4+/51 - /55 + 451

este numar natural.

b) Aratati cd numarul B = +/43%%22 + 472%% este irational.
Sanda Mitea, Cugir, Alba

G:1029. Demonstrati ca pentru orice numere x, y,z € R, avem
(x2 Y+ —xy—xz—yz X+ Y+ Z)z > 4(x3 +y 42 —3xyz). Adrian Gobej, Curtea de Arges

G:1030. Fie a=1-2-3-4-...... -n . Gasiti valoarea minima a lui n, astfel ca a sa fie divizibil cu p2 ,
unde p este cel mai mare numar prim de doua cifre.
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

G:1031|. Sa se arate ca numarul natural de 2n+1 cifre, A=10C0...0 13 Q0. 051 este un patrat
e iR
n-2 ciffe de In-2 cifre d= O

perfect, n fiind un numar natural oarecare.

Petre Rau, Galati
G:1032. Daca p)3 este un numadr prim, atunci p’=M .+l Dorin Marghidanu, Corabia
G:1033|. Daci a,b,c >0 astfel incat a* +b° +¢* =a+b+c =2 atunci Z za 1 >1.
a +

cyc
Marin Chirciu, Pitesti

G:1034. Aratati ca patrulaterul cu varfurile A(\/E;l—\/z), B(\/g;l—\/g), C(l—\/g;\/g),

D(1- V242 ) este dreptunghi.
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

G:1035. Pe laturile patratului ABCD de centru O, se iau punctele MeBC, EeCD, astfel incat
AM=8 , ME=6, AE= 10. Daca Q este mijlocul lui AE, ardtaticd 18 < Pygp, < 19,

Sanda Mitea, Cugir, Alba
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= Clasa a VIII-a

G:1036|. Sa se determine partea intreaga a raportului %, unde a = \/ 5-3- NT - 43, si

b= \/ 2+2 4434242 —1. Livia-Emilia Stan, Buziu

G:1037. Rezolvati ecuatia x+ y +26 = 6:/x—3+ 10\/ y=5. Nicolae Ivaschescu, Canada
< . 4 8 . .

G:1038. Daca a,b,c,d ) 0 atunci 1+ > . Cand are loc egalitatea ?

ab+bc+cd+da a+b+c+d

Marin Chirciu, Pitesti
G:1039. Se considera ecuatia cu solutii reale 2021x* —223x+6=0.
Fara a rezolva ecuatia sd se arate cd solutiile sunt strict pozitive si subunitare.

Rezolvati ecuatia folosind relatiile intre rddacini si coeficienti(relatiile lui Viéte)
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

. -2 2
G:1040. Sa se rezolve ecuatia: {x 3 } = {xl— }, unde {a} , a € R reprezinta partea fractionara a lui

a.

Gheorghe Ghita, Buzau
G:1041|. Se considera triunghiul ABC cu notatiile uzuale a = BC, b= AC si ¢ = AB. Demonstrati
1 1 3
+ =
a+b b+c a+b+c

-

ca

dacd si numai dacd m(<ABC)=60°".
Adrian Gobej, Curtea de Arges

G:1042,. Dacd 1’ +2° +3’ +.......+ 9’ = 4°, atunci cu cit este egal a ?

Folosind relatia de mai sus, aritati cd b= (99’ +100° +101°):10002 .
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

G:1043|. Fie x, y, z trei numere reale si distincte doua cate doua. Sa se demonstreze identitatea:
- - - 2 2 2
) + it + i + + + =0
(y=-x)x-z) (E-»(y-x) (x-z)(z-y) y-x z-y x-z

Petre Rau, Galati

G:1044,. Jumatate dintr-un cilindru metalic avand raza de 3 si indlfimea de 6 se topeste si se obfine

un con cu raza de »=3+/3. Aflati unghiul de la varful conului.
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

[G:1045, Fic E, F, G, H mijloacele laturilor BC, CD, DA, AB ale patratului ABCD de centru O,
ACNEF={M}. iar MNL(ABC). Daci AB=2a, MN=a+2 .

a) Aflati volumul piaramidei NMGH si masura unghiului diedru dintre (NGH) si (ABC).

b) Aritati cd BN® = AM -CN . Mariana Mitea, Gugir, Alba
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= Clasa a IX-a

x* —x° +1+ X, =X, +1
x° -3 X,” -3
Prof. Livia- Emilia Stan, Buzau

L:839. Fie x,, X, solutiile ecuatiei X’ —x—3=0. Si se calculeze expresia:

L:840. Fie f:R, > R astfel incat f(x+y)+ f(2x—y)=42x+40, Vx,yeR, . Sa se determine

f(x) si sa se arate ca f L-F@- ) 48. Adrian Stan, Buzau
2021 x

L:841|. Determinati numerele naturale n pentru care numarul 8" +72n+1este cub perfect.
Gheorghe Ghita, Buzau

L:842, Se considerd functia f :R — R cu proprietatea (f o f o f)(x)=(f o f)(x)+2021x, VxeR.
Aratati ca f(x) este injectiva si calculati f(0).
Constantin Dinu, Buzau

L:843. Determinati ultimele dous cifre ale numiarului 2021°%** . Gheorghe Darstaru, Buzau

L:844|. Demonstrati ca 2" +3" +....+ p" ) &;pm, vn>1.

Ciobica Constantin, Ciobica Elena. Filticeni

L:845 Daci aec(-41), be(-3,2), ce(-23), de(-L4), astfel incit a+b+c+d=>55i se
demonstreze ci: 81-(1-a)-(2—b)-(3—-c)-(4—-d)<(4+a)-(3+b)-(2+c)-(1+d) si s se precizeze

cand are loc egalitatea.
Dorin Marghidanu, Corabia, Olt

L:846. Fie a,b e R, . Si se rezolve ecuatia «/a2 +b? —x? +x«fa2 +b?—x* +x=a+ab+b.
Marin Chirciu, Pitesti

1 1
ﬁ<{%}<5

L:847. S3 se determine min{neN

numarului real x.

}, unde {x}reprezintd partea fractionard a

Dorin Marghidanu, Corabia

L :848. Sa se demonstreze ci, pentru orice unghi real x, are loc inegalitatea sin'* x+cos*' x <1.
Petre Rau, Galati
27 27 \/ﬁ

L:849. Rezolvati in N*, ecuatiile a) sinz-sin—:z; b) sinZ.sin<Z = X1
n n 4 n n 4

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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= Clasa a X-a

L:850). Fie x=39+4/5si y=19-4+5 . Sisearate ca x> +1> =7.

Livia-Emilia Stan, Buzau

log,(lgx—1gy)+log,(Igx)=3
. Sd se rezolve In R, * sistemul de ecuagii:{ g.(lgx—lgy)+log, (lgx) .
log,(Igx +1g y)—log,(Igx) =1

Adrian Stan, Buzau

. log’ I
L:852. Pentru numerele reale a,b € (1;00) sa se rezolve ecuatia ety xt<a+b,

Adrian Gobej, Curtea de Arges

L:853|. Se considera functia f [1,+oo) —> R, f(x)= \/x +4/2x -1+ \/x —+/2x—1 . Calculati f(%) .

Demonstrati ca Im f = [ﬁ,m).

Ciobica Constantin; Ciobica Elena, Filticeni, Suceava

. Fie a ) 1. Rezolvati in R ecuatia xoedet = 41 Marin Chirciu, Pitesti
L:855|. Rezolvati ecuatia log,(x—1)’ =2+log, (x—1). Constantin Dinu, Buzau
2
L:856|. Si se rezolve ecuatia: 2021** —2019x-2021* —2021"" =2020x> +| 2021 - 2020 x+ 2020 .
2021 2021

Gheorghe Darstaru, Buzau

. Sa se rezolve ecuatia log (bx+c)=log, (ab+c), ¢) a) 1, b)0.
Gheorghe Ghita, Buzau

. Sa se rezolve ecua;ia\/g . cosg—x —3(1+2cos3x)- sin3—x =23
2 2

Petre Rau, Galati
. Determinati numarul natural x , pentru care

2= (Ch V(o) #(Chan V(€2 ) (Gl ) (G ) (Gl ) (€38
Ionel Tudor, Calugéreni

L.:860. Daca a,b,c 2% sa se demonstreze ca

6+3/(2a—1)(3b—2)(4c—3) +3/(2b—1)(3c —2)(4a —3) +3(2c —1)(3a —2)(4b—3) < 3(a+b+c)

si sa se precizeze cand are loc egalitatea .

Dorin Marghidanu, Corabia

= Clasa a XI-a
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Adrian Gobej, Curtea de Arges

— 2 — —
L.:862|. Sa se calculeze limita de functii lim ,1 5 C(;S(x 5 *=2) .
=>-lgin”(x” +x° —2x-2)

Livia Emilia Stan, Buzau

L:863|. Determinati a,b € R astfel incat lim(\/x2 +4x+3 —ax —b) =4;

X—>0

Adrian Stan, Buzau

2
. FieA=R\ {l}, a>1sif:4->R,f(x) - ( 3ax1-;2a+1 . Determinati mi?f(x).
a ax — xe

Marin Chirciu, Arges

2 2 20

L:865. Fie x,y € (1;0). Aratati ca dacd x+y ) 82 atunci X° +)7 ) 27
Gheorghe Darstaru, Buzau

L:866. Si se arate ci ecuatia 64x° —112x° +56x—7 =0 are solutia sin’ % .

. : 6T 4T LT
Rezolvati in N*, ecuatia : 64-sin® ——112-sin* =+56-sin’ —=n .
n n n
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

2 2022
L:867|. Fie matricea 4 = (0 5 j . Determinati matricea X € M, (]R) cu proprietatea

Xy X=4.
Constantin Dinu, Buzau

= Clasa a XII-a

L.:868. Sa se determine functiile derivabile f: (0;oo) — R astfel incat

x” +2x +J‘ f(@)dt =(x+1) f(x), Vxe(0;0). Livia-Emilia Stan, Buziu
0

L:869. Gasiti o primitivd a functiei f:[0;0) >R definitd prin f(x)=+x+4- 4Jx  cu
. J5 : }
proprietatea F(5)+ F(1)=10- 3 -1]. Adrian Stan, Buzau

3
L:870|. Sa se arate cd j Ux* +16dx <J22,5+241n2 . Gheorghe Darstaru, Buziu
0

. Fie f: {0;%} — R o functie continua care verifica relatia

2
47 —12Isina +3sina—sin3a+4=0, acR unde I= J.f(x)dx . Sa se calculeze 1.
0
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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IL:872. a) Se considerd functia £, : [n,40) > R; f,(x) = \/n +2nx—n® + \/n —N2nx—-n*;Vn>1.
2n
Aratati ci: [ £, (x)dx = ”*3/; (6v3-1)

X

6
b) Demonstrati ca Jg(x)dx = x/E(9 — \/g),unde g(x)= \/x +4/6x-9 + \/x —/6x-9
3
Ciobica Constantin. Ciobica Elena, Falticeni, Suceava

14x) (1+x2) e (1 X2
. Calculati I( )( )2,1 ( )dx: xe[l;oo), neN*,

X

Adrian Gobej, Curtea de Arges

L:874. Se di polinomul f(X)=X’-9X-12€Z[X]. Aritati ci existi aecR\Q cu
a+a’eR\Q si &’ eQ astfel incat f(a+a2)=0. Daca f are radacinile x,, x,, x; atunci
x13n +x23n +x33n
GBx, +4)" +(3x, +4)" +(3x, +4)”"

=a’, VneN*, Rezolvati ecuatia f(x)=0.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

. Sa se calculeze _[ %nbxld Va,bh)0, neN. Gheorghe Ghita, Buzau
.. rctgx . . .
L.:876. Calculati integrala: I Vasile Mircea Popa, Sibiu
2x% + X+ 2

m 7. Fie functia f: (0, ©) > G, f(x) =

a) Sa se determine multimea G si legea de compozitie A : G — G astfel incat
(R, -)=(G. A).

b) Si se calculeze xAxA..Ax,unden € N".

,unde a, b € (0, ).

R —
Marin Chirciu, Arges
CALEIDOSCOP MATEMATIC
1. Ce numair ar trebui sa inlocuiasca semnul de intrebare ?
a) 2; b) 3; c)4; d 5; e) 6.
5] e s | |9 9 | |10
2 2 ?
3] J4 6| [7 61 [7

2. Intr-un joc de 12 jucitori care durezi 65 de minute, trei rezerve i inlocuiesc in mod egal pe toti
jucatorii. Asta inseamna ca toti jucitorii, inclusiv rezervele, stau pe teren aceeasi durata de timp. Cat
anume?

a) 20 min; b) 25 min; ¢) 30 min; d) 45 min; e) 52 min;
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» There cannot be a language more universal and
more simple, more free from errors and obscurities.
Mathematical analysis is a extensive as nature itself,
and it defines all perceptible relations.”

Joseph Fourier
(1768 - 1830)

E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before September 01, 2021.

PROPOSALS - QUICKIES
Q67. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabia, Romania. Solve the equation

x+\/x+\/x+ Jx+... XX , where x > 0.

Q68. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabla, Romania. If a,,b, >0 for any k =1,n, then
+ ! 2> 4 .

waa,..a, 3lbb,.b, i/(a +b)a,+b,).(a,+b,)

Q69. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. Let the positive real sequence

m n+l .
(an)”ZI ’ SuCh that h —+ =ae R+ ° COIIlpute lgoo n (n+1 an+1 - '\nl an ) .

"% na Al

Q70. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Prove that in all scalene triangle ABC

a’*+ab+b* _ 9

prove that

SOLUTIONS - QUICKIES

Q63. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania.

If 0<a<b arereal numbers, then prove that
Jab < o )ZJ ka +(n—k)b)(n - k)a + kb) <
+
Solution 1 by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania. Using Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality we

obtain " J(ka + (1— b1~ K)a +kb) = 3 (knab + (n - k)ab )=

a+b

= n~ab Zl =n(n+1)ab ,i.e. LHS inequality. Using AM-GM inequality we obtain

k=0
Z\/(ka+(n—k)b)((n—k)a+kb) < zk"+(”‘k)b+(”—k>a+kb _ n(a+b)zl _
k=0 2 2~
W i.e. RHS inequality.

Solution 2 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
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f

The left-hand side inequality follows because for any real number x with 0 < x <1, then
(xa +(1- x)b)((l —-Xx)a+ xb) > ab because it is equivalent to (a —b)> (1 — x)x >0
The right-hand side inequality follows by the AM-GM inequality, since

Jka+ (1= k)b ((n—k)a+ kb) s@.

and if we

Solution 3 by author. It is easy to show that v/ab < 1 \/ (ka +(n - k)b)((n —-k)a+ kb) <4
n

take & = 0,n and adding up we obtain the desired inequality.

Remark. Mihaly Bencze, Brasov, Romania proved that If o, >0 (i =1,2,...,m), then

mm/Ha <> Jaa, < ( +1)ZZ\/(ka +(n—k)a,)(n—k)a, + ka )<Za,
n

cye cye k=0

which represents a refinement of AM-GM inequality.
Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.

Q64. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania.

a’+b b’+c c’+a
If a,b,c>0 such that a+b+c =1, then prove that + + > 2. When does the
b+c c+a a+b

equality holds ?

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. By homogenization the given inequality becomes
a’ +b(a+b+c)+b2 +c(a+b+c)_|_c2 +a(a+b+c)
b+c c+a a+b
sSat+bt+ct+a’b+bc+cta-ath’ —-bic? —cta® —a*bc—ab*c—abc* >0, which is true,

because it results by adding the following inequalities

4 4 4 212 2.2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 2
a +b"+c"2a’b”+b°c +ca”,(ab+a’b+ab+ab+bc+ca+c’a)lT=abc,
(b’c+b’c+b’c+b’c+ca+a’b+a’b)/T>ab’c,

(Ca+cla+cla+ca+a’b+b’c+b’c)/T>abc’ . Equality occurs iff a=b=c=1/3.

22

successively

Solution 2 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

Za2+b:z(1—(b+c)) +b_z(b+1_2+(b+c)j i zb+a+b+c

b+c b+c b+c

__4+Z[a+b+1j _1+za+b> 1+3\/a+b.b+c.c—i-a:2.
b+c b+c b+c c+a a+b

Solution 3 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

Za2+bzza+b+a2_a Za+b Za(a—l)233\/a+b.b+6_c+a_Zazz

b+c b+c b+c l1-a b+c c+a a+b

Solution 4 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
Since a+b+c =1, the inequality may be written homogeneously as

a’*+b(a+b+c) N b*+c(a+b+c) N c+a(a+b+c)

(a+b+c)b+c) (a+b+c)c+a) (a+b+c)a+b)
Now, after clarifying denominators and simplifying we geta® —ab® + b’ —a’*c—bc” +c* >0
which follows by the rearrangement inequality. Notice that the equality holds if and only if
a=b=c=1/3.
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Solution 5 by author.

2 2 2 2 : 2
a +b+b te cta 4 +b+a+b R S L SN SN SN
b+c c+a a+b b+c c+a a+b
a(a+b+c)+b+b(a+b+c)+c+c(a+b+c)+a23<:>a+b bre chaZ3,t1ruebyAM—
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

a+b b+c c+a a+b+b+c+c+a

GM. The equality occurs if and only if l&

b+c¢c c¢c+a a+b b+c+c+a+a+b

1
Sa+b=b+cbtc=c+a,ct+tra=a+bsa=b=c=—.

Solution 6 by Marius Drigan, Bucharest, Romania. After deconditionated we

2 2 2 2
obtain? +b+b +c+c +a>2<:>za +b(a+b+c)

> 2(a+ b+ c), where if we denote

b+c c+a a+b b+c
+z—Xx Z+x-— X+y-z X+y+z
b+c:x,c+a:y,a+b:z,i.e.a:y 5 ,b= 5 y,c: ; ,a+b+cz¢,and
2’ +yz

after some algebra the last inequality becomes z > 2(x+ y+ z), which is true because

2 = 2 - 2
X X

=x+y+z.
X xyz xyz

Also solved by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

Q65. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Let y, =—Inn+ Z%, ’111_1)2 7, =y = Euler — Mascheroni constant. Find ’132(7/” —in! .
k=1

i/n!

Solution 1 by author. Let x, = (v, —)¥/n! = n(y, —7)-

, (1); It is well-known that

n
. A1
lim— =—, (2). We have
n—>»00 n e
— Cesaro—Stolz —
limn(y, - ) =lim 22 = lim 2o = lim o+ 1, = 7,) =
; n+l1 - ;
el | -1
:limn(n+1)(ln ——jzlimn (n+1)1n(1+—j—1 = lim—~ =
n—o n n+1 n—o n ::60 X
__ y L'Hospital 1
— Jim DI D) — 00D L+ 0 = Sne=1, 3).
10 X 0 2x 2 10 2 2
. . 1
From (1), (2) and (3) we get lim(y, — »)¥/n! = limx, = %
n—»0 n—>0 e

Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.
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Q66. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

2 2 2 2
If x,y,2z,6 >0, then (x—+y—J(Z—+t—j > 2(xz + yt).
y X t z

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. By Holder’s inequality and AM-GM
X’ yzj{i+ﬁj _ D+ )+

inequality we obtain (— +—
y X t  z 2xyzt
S (xz + yt)’ B (xz + yt)*
2zt 4xyzt

2(xz+ yt) =2 2(xz + yt).

Solution 2 by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania. By symmetry we can assume x > y and z <¢.

2 2 2 2 2
.X X+ z .
Since — + 2 ZQ =x+y and —+— > z +¢ it suffices to prove that

y X x+y t oz
(x+y)z+t)22(xz+yt)y > xt—xz+yz—yt 20
S x(t-z)-y(t—-2z)20< (x—y)(t—z) =0, and we are done.

Solution 3 by Marius Dragan, Bucharest, Romania. xz =a, yt =b,xt =c,yz =d,so ab=cd .

2 2 2 2 2 2 2 2
L A Z_+t_ Zz(xZert)<:>a—+b—+c—+d—22(a+b).Since
y x N\t z b a d c

2 2 2 2 2 2 2 2
a C a

a . .
—+—+—+—2>—+—+2+cd =—+—+2+/ab it remains to prove that
b a d ¢ b a b a

2 2
a

7+b—+2«/ab22(a+b). We denote a+b:S,ab:P,i:t22 and the last inequality

a 7P

3
becomes (LJ —5'i+2 >0 (1—2)(t* —1+2t) >0, which is true.
JP

7P

CALEIDOSCOP MATEMATIC

1. Puteti desena inca doua patrate astfel incat cele noua puncte din figura alaturata sa fie
toate separate intre ele de laturile patratelor ?
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,» Obisnuinta indulceste chiar si lucrurile inspaimantatoare”
Esop
(cca 564 1. Hr)

Ia Caleidoscop matematic

Probleme recreative de logica si de creativitate
Kovacs Béla, Satu Mare
)

Sa se scrie numerele naturale folosind doar patru cifre de 4 utilizind orice fel de
operatii, semne si paranteze.

Patru cifre de 4 este un caz aparte, foarte important si foarte interesant. In jurul anilor 1900 a fost
la moda, foarte multi in foarte multe locuri s-au ocupat de ele, ajungang cat mai departe. La Inceput numai
cu cele patru operatii elementare, apoi introducénd din ce in ce mai multe si mai complexe operatii.

Dela 0la 9 numai operatiile de baza:

0=4-4+4-4 5=(4-4+4):4
1=(4+4):(4+4) 6=(4+4):4+4
2=4:4+4:4 T=4+4-4:4
3=(4+4+4):.4 8=4+4+4-4
4=4+4.-(4-4) 9=4+4+4:4

Dela 10 la 20 au folosit radicalul si virgula zecimala. (sau punctul zecimal)
(.4=04=4/10=2/5, 4.4=4,4=22/5)

10= 4-J4+4:/4 15=4.4-4:4
10=44:4.4 16=4-4+4-4
11=44:(JZ+\/Z) 17=4-4+4:4

12=4.(4-4:4) 18=4.4+4- /4
13=44:4+ 4 19=(4+J4): 4+4

14=4.4-4+ /4 20=4-4+ 4 + 4

Dela 21 la 30 auindrodus semnul ! factorial:

20=41-4+4:4 26=41+ 4 —4+4
22=4.4+4+ 4 27=41+4-4:4
23=41-J4 +4:4 28=4-(4+4)-4
24=4.4+4+4 29=41+4+4:4
25=41+J4 —4:4 30=4.-(4+4)- Vb

Si tot asa pana la 50 , apoi mai departe pana la 100, (folosind si ridicare la putere), cu exceptia catorva
numere. Se pot folosi orice semne de operatie. Incercati!
)ﬁ

, Insd pentru 99 nu s-a gasit o exprimare simpla.

Un exemplu: 100 = (4+4+\/Z
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Se poate accepta (%] % —(4:4)% =100%—1% =99% ? ( patru patrimi egal suta la suta)

Matematiceanul fizician englez Paul Dirac (1902 — 1984) céruia i-au placut foarte mult astfel de probleme —
enigme, a gasit o rezolvare geniald, general aplicabila, prin care orice numar natural se poate exprima cu
patru cifre de 4. A folosit logaritmul, radicalul si fractia. lata:

log (log4 NV J4 j =n , unde numarul radicalilor este n. (n=>1)
’
/ > 1
Intr-adevar: log (log4 . \/Z] = log, (log4 42"J = log, o =n
4 4

4 2
Alex Bellos: Tudod a megoldast? (Cunosti solutia? Editura Partvonal)
Partvonal Kényvkiadd, Budapest, 2018
http://mathforum.org/ruth/fourds.puzzle. html
Alex Bellos: CAN YOU SOLVE MY PROBLEMS?

CURIOZITATI

1x9+2=11 9x9+7=288 1x8+1=9
12x9+3=111 98 x 9 + 6= 8§88 1258 +2=9§
123"9”;11“ 987 x 9+ 5 = §888 123x 8+3 = 987
e 9876 x 9 + 4 = 88888 1234 x 8+ 4 = 9876

SRR 98765 x 9 + 3 = §58888 12345 x 8 + 5 = 98765
123456 x 9+ 7 = 1111111 C ao-
1234567 _ 987654 x 9+ 2 = 8888888 123436 x 8+ 6 = 957634

567 x9+8= 11111111 1934567 < § 4 7 — 9576543
12345678 x 9+ 9 = 111111111 9876543 x 9 + 1 = 88888888 - -' 108

12345678 x 8+ 8 = 98765432

4567 = 765 =
123456789 x 9 +10 = 1111111111 98765432 x 9+ 0 = 888888858 123456789 x § + 9 = 987654321

Réspuns la problemele de la pagina 44.
1. Raspuns: b) 3; 9.-7-6-10=63-60=3;

2. Raspuns d) 52 min;
65 minx 12 jucatori / meci

- - =52 min de stat pe teren pentru fiecare jucitor inclusiv rezervele.
15 jucatori

Raspuns la problemele de la pagina 48.

1
0 0 0
® ® o
® °
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Omagiu lui Traian Lalescu

de D. M. Batinetu-Giurgiu, si Neculai Stanciu

Traian Lalescu s-a nascut la Bucuresti, la data de 12 iulie 1882 si tot
acolo avea sa-si gaseasca sfarsitul prematur la data de 15 iunie 1929.

Tatal sau, un modest functionar de banca purta acelasi prenume, Traian
si era de origine din comuna Cornea, comitatul Caras-Severin. A scris in
1876 o lucrare privind probleme economice ale agriculturii si o
alta,”’ Agenda bancilor populare si metodul de coeficient Lalescu”, care se
gisesc la Biblioteca Academiei Romane. Mama era din partile ardelene.
Savantul se prezenta ca fiind de obarsie din satul de langa Caransebes.

Incepe studiile primare in Bucurestiul natal. Primele doui clase
gimnaziale In Craiova. Urmatoarele doud clase le face in Moldova, la
Roman, studiind apoi, din clasa a V-a, la Liceul Internat din lasi. Numele sau
este inscris pe tabla de onoare a liceului. 7raian Lalescu a purtat toatd viata
amprenta mediului atat de variat in care s-a format datorita peregrinarilor din copilarie pe care le-a facut
impreund cu familia: a fost temeinic ca banateanul, vorbaret ca oltenul, serios ca ardeleanul, iubitor de
frumos ca moldoveanul si cu spiritul sprintar ca bucuresteanul.

Pe tot parcursul studiilor, Traian Lalescu a fost premiantul I al clasei si preminantul de onoare al
scolii, devenind din clasa a VI-a corespondent al Gazetei Matematice.

In 1900 intra primul la Scoala Nationald de Poduri si Sosele din Bucuresti. In primul an de studii este
ajutat financiar de profesorul Andrei loachimescu care, 1-a luat acasd la el si l-a tratat ca pe propriul copil
un an de zile.

In 1901, publica prima nota matematica originala a Gazetei Matematice, Asupra unei sumdri de serii.

In 1903 se retrage si trece la Facultatea de Stiinte a Universitatii din Bucuresti, Sectia Matematici.

In 1905 devine membru al redactiei Gazeta Matematica.

La 17 iunie 1905 obtine licenta In matematici cu calificativul *’foarte bine’’.

Tot in 1905 obtine prin concurs, reusind din nou primul, o bursd *’>Adamachi’’ pentru continuarea
studiilor la Paris, Sorbona, unde isi obtine din nou Licenta in Matematici. Aici este ajutat financiar si de
profesorul lon lonescu-Bizef.

Intre anii 1906-1910 este profesor de matematicd la gimnaziul din Giurgiu.  In 1906 este atras de
cursul de ecuatii integrale tinut de Emile Picard la Sorbona.

In 1907 publici patru note in Comptes Rendus des Séances de I’Academie des Sciences de Paris
(CRASP).

fn 1908 isi sustine Teza de Doctorat >’Sur 1’équation de Volterra’’, sub conducerea lui Emile Picard,
pe care o publica atat in Editura Gauthier-Villars cat si in revista de mare prestigiu, Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées, Paris . Tot in 1908 publica si o lucrare de Teorie Galois. Gratie
ajutorului acordat de Academia Romana i-si prezintd rezultatele la Congresul International al
Matematicienilor de la Roma, 6-11 aprilie 1908. Aici il intalneste pe Vito Volterra. Rezultatele obtinute
sunt prezentate si in Romania, in Bulletin de la Société des Sciences, Bucuresti (BSS).

Din vara lui 1908 pana in primavara lui 1909, era in alt mare centru matematic, la Gottingen, unde se
aflau David Hilbert si scoala pe care acesta o crease. Participd la cursurile lui D. Hilbert si prezintd o
comunicare la Societatea de Matematica din Gottingen, intr-o sedintad prezidata de Felix Klein, iar la data
de 15 iunie 1909 obtine titlul stiintific de docent.

Debuteaza in invatamantul superior la data de 1 iunie 1909, ca asistent de lucrari grafice al lui lon
Ionescu. Aici sta pana la data de 15 mai 1910.

Dupa o revenire scurtd 1n tard se intoarce la Gottingen pentru perioada 1910-1911, unde tine o serie de
comunicdri despre propriile sale cercetari, comunicari apreciate de David Hilbert, Erhardt Schmidt si
Felix Klein. Apoi, pleaca din nou la Paris, unde publica alte trei articole in CRASP si la noi in tard in
BSS.

Intre anii 1910-1913 este conferentiar de algebra superioari la Universitatea din Bucuresti.
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Intre anii 1911-1912 este transferat de la Giurgiu la Bucuresti, la Seminarul Central, apoi, Ia
Gimnaziile Sincai si Dimitrie Cantemir.

In 1911 publici prima monografie semnificativa din lume, inaintea lui Hilbert, despre ecuatiile
integrale (in anul urmator apare in traducere in limba francezd). Aceastd monografie a fost tradusa si
editata in 1918, in limba polona de catre S. Mazurkiewicz in cadrul Academiei Polone de Stiinte si Litere,
iar cum spunea Hugo Steinhauss, aceasta a fost cartea din care matematicienii polonezi au invatat teoria
ecuatiilor integrale. Cartea aceasta a fost apoi reeditatd de Editura Academiei din Roméania in 1957. Vito
Volterra si Edouard Goursat au subliniat, in cartile lor, importanta cercetarilor lui Traian Lalescu privind
ecuatiile integrale. Ecourile despre lucrdrile lui Traian Lalescu, despre rezultatele obtinute in teoria
ecuatiilor integrale au continuat mult dupa disparitia sa fizica. In particular, prof. Albrecht Pietsch de la
Jena, in 1980, aflat intr-o vizita la Institutul Academiei Romane i-a spus prof. Nicolae Popa ca Traian
Lalsecu, impreuna cu Serban Gheorghiu, au fost primii care au demonstrat cd produsul a doi operatori
Hilbert-Schmidt este un operator cu urma.

In 1911 este numit profesor titular la Scoala de Sosele si Poduri, la catedra de geometrie analitica, in
locul lui Spiru Haret si tot in 1911 este profesor de mecanica rationala la Universitatea din Bucuresti.

Din 1912 este asistent la catedra de geometrie descriptivd la Universitatea din Bucuresti.

Dupa aparitia ultimului numar din anul XXI (al Gazetei Matematice) incepe Primul razboi mondial.
Din anul urmator apar la Bucuresti numai primele doua numere, ocuparea orasului de catre trupele
germane si distrugerea tipografiei fac imposibild aparitia revistei. In decembrie 1917, la locuinta lui 7.
Lalescu din lasi se hotaraste tiparirea revistei in capitala Moldovei, la tipografia ,,H. Goldner*, unde
majoritatea lucratorilor erau batrani si infirmi. Ca sa-i stimuleze la tiparirea Gazetei, T. Lalescu si V.
Teodoreanu le aduceau alimente din ratiile proprii !

Numarul de pagini pe numar se micsoreaza si apar disfunctionalitati mari in aparitia revistei: numarul
din decembrie 1916 apare in aprilie 1917, iar nr. 3 din vol. XXII apare la sfarsitul razboiului! Si
continutul articolelor este altul. Se scriu articole de balistica sau de aplicatii ale matematicii in stiintele
militare.

Numarul 1 din vol. XXIII este deschis de vibrantul articol ,, Catre ostasii romdni* si este dedicat
soldatilor aflati in prima linie (Gazeta avea autorizatia de a fi distribuitd pe front). Sedintele redactiei se
tin regulat, sub presedintia venerabilului profesor C. Climescu, initiatorul Recreatiilor stiintifice. Inca de
prin anii 1920 se preconizeaza constructia unui local al Gazetei Matematice. N. Nicolescu doneaza primii
500 lei in acest scop. Trei ani mai tarziu Traian Lalescu propune lui Tancred Constantinescu, pe atunci
Director General al Cailor Ferate, sa doneze o parceld dintr-un loc de langd Gara de Nord pentru
constructia localului. Inceputi in septembrie 1933, este terminati in august 1934, iar in 27 ianuarie 1935,
intr-o duminicd, este inauguratd. Sunt de fatd toti cei patru ,stilpi“ ai Gazetei. ,,...Dintre toate
problemele propuse in Gazeta Matematica n-a fost niciuna mai grea, mai frumoasda si mai interesanta
decdt problema Casei Gazetei Matematice “, remarca Gh. Titeica cu acest prile;j.

In 1919 obtine diploma de inginer electrician dupa absolvirea Scolii Superioare de Electricitate din
Paris.

Pentru a sustine eforturile delegatiei Romaniei la Conferinta de Pace de la Paris (1919), delegatie din
care Traian Lalescu facea parte, savantul a scris o monografie despre problema etnograficd a Banatului,
furnizand argumente stiintifice privind apartenenta la Romania a acestei regiuni.7raian Lalescu a fost
deputat de Caransebes. A intocmit si prezentat in Parlament un Raport al exercitiului bugetar pentru anul
1925. A scris dialoguri filosofice pe teme matematice fiind ,,in primul rand interesat de idee, de eleganta
demonstratiei, de sensurile profunde ale teoremelor”.

A militat pentru infiintarea Scolii Politehnice din Timisoara al carei prim rector (sau director) a fost in
1920.

A publicat 28 de articole in Gazeta Matematica, 9 articole in Revista de Matematica din Timisoara, 24
de articole siingifice/carti in limba romana si 36 de articole stiintifice/cari intr-o limba straina.

Profesorul Traian Lalescu a avut un rol important in aparitia la 15 martie 1921 a Revistei de
Matematica din Timisoara.

Din anul 1990 devine membru post-mortem al Academiei Romane.



»Adancimea gindirii duce la puterea caracterului”.
C. Narly

Posta redactiei

@ragi cititori, elevi si profesori, a aparut numarul 27 al revistei de matematica ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, sperdm noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revistd, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunitatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitand materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003-2007) , fie scrise de méana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai
fi fost trimise sau si mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

(Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvirile si comenzile pentru numérul 28 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 SEPTEMBRIE 2021. Va uram succes si va asteptam.

ELEVI REZOLVITORI

Colegiul Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:
Clasa a XI-a: Chiriac Maria Elisa, Stefan Denis. Prof. Daniel Vicaru.

Scoala Gimnaziala ., Armand Cilinescu” nr. 5, Curtea de Arges:
Clasa a VI-a: Gobej Adrian, Prof. Constantin Nicolau;

Scoala Gimnaziald ” Rares Voda” Ploiesti, Prahova
Clasa a VIII-a: Paduraru Catilina, Mihai Alexandra, Gaitanaru Andreea, Calinescu Alin, Nitoiu Vlad,
Boboc Gabriel, Savu Gabriel. Prof. Daniela Badea

Liceul Tehnologic ,.Meserii si Servicii”, Buzau:

Clasa a X-a: Gavaneanu Adriana, Berechet Stefan, Modruz Stefania, Craciun Elena, Penteliuc loana; Clasa
a Xl-a : Stirbu Catélin; Ilie Anita, Gegea Andreea. Clasa a XII-a: Catinca Teodora; Trifan Mircea, Moise
Andrei. Prof. Adrian Stan.

Scoala Gimnaziala Nicolae Labis , Malini, Suceava:
Clasa a VI-a: Gogan Maria Veronica, Prof. Gabriela Gogan.

»Scoala Preuniversitara de Misura” Smeeni, Buzau:

Clasa a V-a: Neacsu Gabriela, Mirzu Diana, Prund Mihaela; Clasa a VI-a: Mirzu Alexandru; Clasa a VI-
a: Anghel Marius, Sava Alexandra Clasa a VIII-a: Stanescu Irina; Clasa a IX-a : Constantin loana; Clasa a
XI-a: Alexandru Nicolae, Dobre Daniel, Tanase Marina; Clasa a XII-a: Nicolae Mirabela; Profesori:

Ion Stanescu , Neagu Manuela, Dragu Andreea, Nichita Georgiana, Dumitrache Florica.
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