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» Oamenii trec dar operele lor raméan”.
Augustin Louis Cauchy
(1789- 1857)

l! Istoria matematicii

Petrache Poenaru — primul inventator roman

de Adrian Stan, Buzau

Nascut la 10 ianuarie 1799 intr-o mica localitate
Banesti din Vilcea, Petrache Poenaru ( 1799- 1875) a
fost matematicianul, pedagogul si inginerul care a
contribuit la organizarea invatdmantului dinainte de
revolutia de la 1848 si care a continuat §i dupa aceasta
datd sa joace un rol important 1n viata culturald a Tarii
Romanesti.

Provenit dintr-o familie instarita care 1si avea
originea n marile familii de boieri din timpul lui Matei Basarab, Petrache a beneficiat de mic copil
de cei mai buni dascali acasa si apoi la scolile din Craiova sau de la Bucuresti, unde este primit in
1819 de catre mitropolitul Dionisie Lupu sa invete la scoala de pe langa Mitropolie. Aici va face
cunostinta cu profesorul sdu Gheorghe Lazar si va ajunge sa predea si el aici limba greaca.

In 1821 izbucneste Revolutia lui Tudor Vladimirescu, iar Poenaru paraseste scoala de la
Mitropolie si devine secretar al lui Tudor Vladimirescu mijlocind pe aceasta cale si intalnirea de la
Cotroceni dintre Gheorghe Lazar si conducatorul revolutiei, fapt pentru care Lazar va fi acuzat mai
tarziu 1n procesul intentat de ocarmuirea vremii.

Dupa uciderea lui Tudor, Petrache Poenaru pleaca la Sibiu unde se refugiasera fratii 1t mama
sa si ramane aici pana in 1824, cand pleaca la studii la Viena, trimis de Eforia Scolilor din Bucuresti.
Aici, el studiaza greaca, latina, istoria universald, logica, matematica, fizica si chimia, dupa care, in
1826 pleaca la Paris unde se inscrie la ,,Scoala de aplicatiuni a inginerilor geografi” la care studiaza
trigonometria, topografia si geografia. Participa la realizarea hartii Frantei sub conducerea lui
Puissant- membru al Academiei de Stiinte din Paris care in 1828 11 inméaneaza certificatul de
absolvire al scolii de aplicatiuni, intr-un mod elogios, laudandu-1 pentru studiile si lucrarile facute in
Franta.

La numai 28 de ani, mai intdi la Viena si apoi la Paris, Poenaru isi breveta celebrul sau
stilou sub denumirea ,,stilograf’sau cum apare in acte “Condeiul portaret fara sfarsit, alimentandu-
se insusi cu cerneald” fiind primul toc rezorvor din lume, o inventie pe cat de simpld pe atit de
importantd in inventarea pistonului de mai tarziu. Poenaru devenea astfel la 28 mai 1827 primul
roman inventator primind brevetul sdu de inventator pentru tocul cu cerneald care avea sa fie
precursorul stiloului modern. Mai tarziu, in 1884, Lewis E. Waterman a preluat ideea romanului si a
realizat stiloul care se umplea prin intermediul penitei.
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Se va intoarce in Bucuresti iar in 1832 este numit la recomandarea viitorului domn Barbu
Stirbei - un luptiator pentru emanciparea poporului roman, atat director la Colegiul Sf. Sava din
Bucuresti, cat si reprezentantul comisiei pentru Invatamant ce redacta regulamentul pentru
invatdmant adoptat in acelasi an in cadrul ,,Legiurii scolare” sub Regulamentul Organic.

In acelasi an, Poenaru devine director general, un fel de inspector general al tuturor scolilor
din Tara Romaneasca pana n 1847 calitate din care a Infiintat numeroase scoli sub domnia lui
Alexandru Ghica.

Participd activ la Revolutia de la 1848

si face parte din Comisia pentru dezrobirea
tiganilor. Dupa Revolutie este judecat si i se ia
toate functiile pe care le avea. De abia n 1850,
Barbu Stirbei ajuns domn al Tarii Romanesti, il
numeste in Cancelaria domneasca si di legea
pentru eliberarea tiganilor, aceasta fiind un
eveniment exceptional al vremii, o lectie de
emancipare pentru toti contemporanii i pentru
posteritate datd de domnitorul muntean.

Alte functii pe care le mai ocupa Petrache Poenaru sunt cele de la 1857 ca membru al
Comisiei documentelor, iar din 1856 ca membru al Comisiei de Stat. In 1870 devine membru al
Academiei Romane si fiind in varsta, discursul sdu de admitere, citit de Alexandru Odobescu va fi
dedicat mentorului sdu Gheorghe Lazar care a intemeiat invatamantul national.

Din calitatea de presedinte a “Societatii pentru invatarea poporului roman’ a reusit s obtina ca
scolile normale sa nu se desfiinteze asa cum dorea ministrul invatdmantului de atunci.

Mostenirea sa matematica consta in publicarea primului curs de geometrie in limba romana in
1837 1inainte de aparitia celui scris Tn 1838 de catre Gheorghe Asachi la lasi. Intitulat ,,Elemente de
geometrie dupa Legendre” , acesta traducea o parte din cartea celebrului matematician si insera o
parte din studiile pe care le facuse Poenaru la Viena si Paris, folosind o parte din terminologia pe
care o folosea si Gheorghe Lazar.

Poenaru introducea insa termeni noi ca axioma, demonstratie, ipoteza, simetrie, propozitie,
proprietate, s.a. Da de asemenea descrierea tuturor figurilor geometrice, introducand termeni
geometrici care ni s-au pdstrat pand acum: unghiuri adiacente, opuse la varf, unghiuri
coprespondente, unghiuri alterne interne, alterne externe, denumirile pentru poligoane sau expresiile
centru, concentrice, circumscris, circumferinta, semicerc, segment, tangent, etc. (1, pag. 138)

In 1841 traduce din latind cartea lui Appeltauer si apare primul curs de algebra din Tara
Romaneasca fiind al doilea scris in romaneste dupa cel al lui Gh. Asachi de la Iasi din 1837. $i aici
introduce termeni noi sau 11 traduce pe cei din latina ramanand foarte multi pand in prezent.

Moare la 2 octombrie 1875 ca profesor, inginer si inventator, ramanand o figura proeminenta
alaturi de Gheorghe Lazar si lon Heliade Radulescu pentru organizarea si dezvoltarea inceputurilor
invatamantului romanesc din Tara Romaneasca.

Bibliografie:
1. George St. Andonie. Istoria Matematicii in Romana. Editura Stiintifica. Bucuresti. 1965.
2. www.descopera.ro
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» Matematica consti in a dovedi ceea ce
este evident in cel mai putin evident mod.”
George Polya

(1887- 1985)

E Articole si note matematice

Despre inegalitatea lui Holder si nu numai

de Bogdan-Marius Ionita, Bucuresti si Titu Zvonaru, Comanesti

In randurile ce urmeaza dorim si prezentim necesitatea ca un rezolvitor si stipaneascd mai multe
instrumente pentru a putea aborda unele inegalititi. in domeniul solutiondrii inegalititilor apar uneori
situatii ce pot parea putin paradoxale.

Printre inegalitatile utilizate se numara inegalitatea lui Hélder, un rezultat pe care cineva preocupat de
inegalitati trebuie sa-1 aiba n vedere. Forma cea mai simpla si usor de utilizat (care ne arata si >’inrudirea’”
el cu mai cunoscuta inegalitate Cauchy -Buniakovski - Schwarz) este urmatoarea:

(H) @+ +) P’ +q +r)X° +y’ +2°) > (apx+bgy+carz)’.

Sa analizam urmatoarele doud inegalitdti asemanatoare

(1) P +xy+ )0 +yz+2°) 2 +zx+x7) = (xy+ vz +2x)° .

(propusa de Vasile Cartoaje si Mircea Lascu la Olimpiada Nationald in 1995, redescoperitd de Sefket
Arslanagic in Crux Mathematicorum, nr. 7/2004).

) 37 +xy+ ) Fyz 422 A zx+ X)) > (x+ y+2) 2 (xy+ yz+ 2x)°.

(propusa la Olimpiada de matematica din India in 2007).

Grupand convenabil si folosind inegalitatea lui Holder, obtinem

(X +xp+ ) +yz 422+ +x7) =y + Y+ + 2+ )+ yz+zY) > (4 yz )’

Amintindu-ne inegalitatea (x + y+2)> >3(xy+ yz+2zx) (echivalentd cu inegalitatea binecunoscuta

x>+ y2 +z° 2 Xy + yz+zx), observam imediat ca inegalitatea (2) este mai tare decat (1). Dar nu

intrevedem o cale de a demonstra inegalitatea (2) folosind Holder. Aici intervine o situatie cu care trebuie
sd ne obisnuim. Inegalitatea (2) poate fi demonstratd utilizdnd doua inegalitati destul de simple, usor de
justificat (prima este echivalentd cu (x — y)2 > (), iar a doua se reduce, dupa desfacerea parantezelor, la
inegalitatea mediilor):
2
+
L3+ y)

(L) x> +xp+y> 2> p si (L2) I(x+y)(y+z)(z+x)28(x+y+z)(xy+yz+2zx).

Folosind inegalitatile (1) si (L2), obtinem succesiv
34
2 2y/. 2 2yf.2 2 2 2 2

3x"+xy+y )y +yz+zO)(z" +zx+x )24—3(x+y) (y+2)(z+x)" 2
4 Q2
> .2
43 92
Chiar daca inegalitatile (L1) si (L2) ne-au permis demonstrarea inegalitatii (2), care este mai tare decat
(1), nu trebuie sa tragem concluzia cé aceste inegalitati sunt mai tari decat Holder. Abordarea problemelor

(x+y+2)° (xy+yz+2zx)° =(x+y+2)° (xp+ yz+2x)°.

cu inegalitati necesitd atat cunostinte, cat si inspiratie; de cele mai multe ori, solutia nu apare ca in reviste,
ci e nevoie de incercari, unele nereusite.
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O noua modalitate de rafinare a unor inegalitati

de Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

In [1] este prezentati o noud metodd de rezolvare a inegalititilor. Utilizind aceasti tehnici vom rafina
unele inegalitati din RMT.
I. O rafinare pentru inegalitatea problemei 1X.535. din RMT 1/2021.
3
x’+y 4z [ ryzrax ),
3xyz +yiezt)

IX.535. Fie x, ),z € (0,0). Aratati ca

Lorian Sdaceanu, Grong, Norvegia si Marian Cucoanes, Mardsesti.

Vom demonstra urmatoarea inegalitate:

x3 X 3 _ 3
Z + Z); Za 9+ d +122 ,unde o =(x+y+2) l+1+l )
3xyz Zx 3 2a-9) X y z

11 1 s?
Notdm S =x+y+z, P=xyz. Avem a:(x+y+z)[—+—+—j29, t:?227,

X y z
3
sz:ﬁ,Zx3:Ssz—nyZx+3xyz=S3—3Pa+3P,ny=%P,
3 3 3
%x J{Zx);} :t—3a+l+%'
34 Zx 3 (t-20a)

S3
Din inegalitatea lui Schur avem S° +9P > 42 Xyt = 7 >4a -9, (%).

Notdm ¢ —2a = u si obtinem u > 2 —9 . Consideram functia [ :[2a —9,0) > R,

3 3 3
u—ao a , 1 3a’ . n .
3 +1+_3 cu f(u)ZE——4§1 U, :\/§a4 punct de minim.
u u

)=

3
Deoarece 2a —9 > \/50{4 , V=9, rezultica | este crescatoare pe intervalul [2a —9,0), deci

a—9 a’

+ 3+1.
3 2a-9)

3 3 3
X X —
Z +(Z yJ > «=9 + d 1 i pentru ca

fu)> fQ2a-9)=

Asadar, +
vacat 3xyz sz 3 2a -9)’ Y
a-9 o’ a-9 a’ 3 3 3
+ ;H122& + -2l (a-9)2a-9) +3a” 232a-9) <
3 2a-9) 3 2a-9)

(a—9)* >0, insemna ci am obtinut o rafinare a inegalititii din problema IX.535.

II. O rafinare pentru inegalitatea problemei OBJ.139. din RMT 2/2018.
OBJ.139. Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incit abc =1. Aratati ci

64
a+b+c’ + >11 Titu Zvonaru, Comdnesti
(a+b)b+c)c+a)
3,33 .3 o2
a’ +b’ +c 64abc 211+M,unde

Vom demonstra urmatoarea rafinare: +
abc (a+b)b+c)c+a) a-1
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a=(x+y+z)(l+l+lj.

X y z
Avem 2x3 =S8 -3Pa+3P si l—[(y+z)=l_[(S—x)=S3 ~-S-8? +nyS—P=Pa—P.
a’+b’+¢ . 64abc _S3—3Pa+3P+ 64P
abc (a+b)b+c)c+a) P Pa-P
® 4 4 4
433042 54943 30+ g 64 O a1
a-1 a-1 a-1 a—1
2 2
Clsa-17+-0 gy lezbetnred |y of Z18a8l_ gy (@29
a-1 a-1 a-1 a—1
III. O rafinare pentru o inegalitate din [3]. RMT NR. 1/2020 publica problema:
OBJ.192. Fie a,b,c numere reale strict pozitive. Aratati ca
at b 3abc . . . L. .
—+—+—5+—5—5 5 2=4. Marius Stinean, Marin Chirciu si Octavian Stroe
b ¢ a a +b +c

Deci

. . . a’ b 9abc
In [3], Titu Zvonaru a demonstrat urmétoarea rafinare: — +—+—+———-—— 26.
b~ ¢ a a+b +c
In continuare vom prezenta o rafinare pentru ultima inegalitate de mai sus, adici vom demonstra
2 2 2 2

a- b” ¢ 9abc 3(x-9 1 1 1
_2+_2+_2+ﬁ26+ ( ) ,unde 0(=(x+y+z) —4+—+—.
b~ ¢ a a +b +c (a—6)2a—-9) X y z

. . ) a> b* ¢* 9(ab+bc+ca)

In [2] este demonstratd inegalitatea: — +—+—+—————— > 12.

b~ ¢ a a +b +c
Daca folosim din nou relatiile demonstrate in [1], adica

P_2p
Zaz :ST(Z , Zcf =S -3Pa +3P si Zab:%P, atunci, avem:

2 2 2
a- b° ¢ 9abc 9(ab+bc+ ca) 9abc
E= PR 3 3212_ 2 2 T3 3 3
b ¢’ a a’ +b’+c a +b" +c a +b’ +c

9P« op 9a N 9 9a 9

+ =12- =6+ + -
S*-2Pa S -3aP+3P t-2a t-3a+3 t-2a t-3a+3
:6+9(t—3a)_3(t—3a)

t—2a t—-3a+3

=12-

3 B 1
t-2a t-3a+3

= 6+3(t —30:)[

3(t-3a) (3(t-3a+3)
=06+ : —-l|=f( [4a - —>R.
t—3a+3 ( t-2a J(0), unde f.u,v:[4a=9,0)
u(t) v(t)

-9 To -9
, adevarata deoarece ¢ >9, t>24a-92> )

Avem 3t—9a+92t—2a<:>t27

1 -3
Deci u(t) =1—-——— este crescatoare si pozitiva, v(¢£)=3|1- d —1 este crescatoare si
t-3a+3 t-2a
. . 3 o 3(a-9)°
pozitivd. Atunci, / este crescitoare si pozitiva, adica ()= f(4a—-9)=6+ ,
(a—6)2a—-9)

Q.E.D.
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Asupra unor probleme de tip Lalescu

de D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziau

In cele ce urmeaza vom rezolva cateva probleme cu limite de tip Lalescu.
i 1
Problema 1. Fie (L, )n21 sirul lui Traian Lalescu, L, = ((n+1)!)s1 —(n!)",Vn e N'si (x,)

n>1"

n

X, = z%, k e N". Sa se calculeze: lim(e)"”1 L —e™ @)

k=1 n—>0

exn+l n

Solutie. Fie B, =e™' /L , —e™ ”\/L_n =e™ @(% 5LLH1 ~ 1] =e™ "\/Z(un ~1)=
e 1L,

AL ntu, ~1) = L, -1 (1), w, =e—\/— 5LL"”’V”€N*-
n e’nn ;

1f 1 if lim»y L
" Ln+1 o " Ln+l n—o0 n+l

limu, =lime™" ™ lim =lime™' lim = ).

n . >
n—0 n—w n—x0 n—x0 n—0
2L, 2L, lim#/L,

n—>0

Deoarece se stie cdlim L, = —rezultd calim%/L, =1si atunci din (2) deducem ca limu, =1si deci
n—>0

n—>0 e n—>0
- u, -1 : (e ) [ L 1 . . L
Iim—=2 =1; hmu;’ =11 lim| ==L . :llme(x"*‘ x,)n .1-1=lime"! =¢
n>% lny n—w© n—o| o’ n—oo| [, nill [ X n—»w n—>%0
n n n+

Avem lim(xn —1In n) = y = constanta Euler-Mascheroni. Din (1) si cele de mai sus obtinem ca:

n—>0

n—o0 n—o| Iny —m
n

limB, =e’ -l-lim(u" - -1nu,;'] —e’ -ln(limu;’): ¢’ Ine=e’.

=F

n+l

Problema 2. Fie (Fn )nZO’ +F ,VYne N -sirul lui Fibonaci.

Calculati lim(’”\l/(n +DIF,,, —2/nlF, )

F,=0,F, =1,F

n+2

Solutie. F

n

. F., F F., F. F
2=y F =0, VneN e it il 120 2t S-Sl 20

n n n+l n n

. [ F F F . F
:>11m[ 2 | el ”*'—1J=0<:>x2—x—1:0,unde x=lim—L, x=

e Fn+1 Fn Fn noe Fn 2
F . F
Deoarece — > 0, rezultd x = lim—=L = \/g +1 =

n—»oo Fn 2

n
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CoznE o [nF n+DF., n" . F.( n\ «a
lim =lim?[—=* =1lim 1 . =lim—— — | =—.
noe g oo\ gt e (p+ )™ nlF, e Fo\n+l e

f(n+DIE,,, —2/nF, =2/n'F, (u, —1) =2/n!F, "1‘ - Inu, =
nu

n

fnlF, w1 if(n+ D)IF
= "-u”—-lnu,’:,‘v’n22,undeun=M.
n Inu, 2nF,

. . [ (n+DIF,, n n+l| a e . u, -
limu = lim| . . =—.—-1=1, lim =1,
n—o0 n—>om n+ 1 nln'Fn n e a n—o lnu

limu? = lim " D ! pim P ML e,
nsw 1 poow n'Fn n+ll(n + 1)'F =% F nlf (l’l + 1)'F (24 ‘
a

Obtinem lim(’H\l/(n+1)!Fn \/n'F ):— l- ln(llmu ):— ne=%.1=
n—»w e

> e
Problema 3. Fie (Ln )nZO Ly=2,L, =1L, ,=L
Caleulati lim{f(n+1)IL,, —3/nlL, )

+L,,Vne N -sirul lui Lucas

n+1

. L L L L
Solutie. L,,—L,,—L,=0,VneN <22 - _|=()c 2.2l -1=0=
Ln n Ln+l Ln n

= lim| =22 2l _ Tl =0 x’ —x—1=0, x = lim—=L sox—1 \/g

e Ln+1 Ln Ln e Ln 2

L
L 50, x=1lim ””=\/§+1=

. n—»o L 2

2in!L 1L +DIL " . L "
lim A5 i e gy (D! U hmﬂ(ij =
nop noo | p” "—>°° (m+D)"™ nlL, = L (n+l e
wf(n+DIL,., —3/nlL, =3fnlL, (u, —1)=1/nlL, ”1‘ ~lnu, =

nu,
anll, u —1 . i (n+1)IL
= - ‘Inu,,Vn>2,unde u, = ——F—=.
n Inu, 2/nlL,

. i+, n n+l| a e .U, - ,
limu, =1 . . =—.—-1=1, lim =1,si
n—o n—>00 n+1 n&n!Ln n e o =0 lnun
limu” = lim (n+ DL, ! =lim Lo ntl —a-Loe
n—»0 n—>0 n'Ln n+1[(n+1)|L n—>m0 Ln n+1,(7’l+1)!Ln+_1 o .

lim{f(n + D)L, —4/nlL, )=— I ln(llmu )= ne=%1-¢

—® e e e '
Problema 4. Calculati hm('”\/(2n +DIF,,, —1/2n-DIF, )

Solutie. Procedam ca mai sus.

,/(2n 1)"F /(2n 1)"F _@n+DUF, n"
o Se o (n+1)"™ (2n-DIF,

2n+l F,( n I 2a
:1 =2.a._=_.
e p4+l Fo\n+1
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W 2n+DIE,, — '{/(271 —DNE, =2/2n-DIF, (u, -1) =

=1/2n-IF, - l-lnu :"\/(2”_1)!!Fn -u”_l-lnu” Vn>2. u :”+1(2n+1)!!Fn+]
n n Inu, no VR =24, U, ”’(21’1—1)!![7"

y & 2n+DIF, n n+l| 2a e { limu”_l .
mu, =li . =2 % 1=, ~1,
e n+1 WJ@en-DUF, n e 2a e Inu,
2n+)IF F
limu” = lim D o ! im2tl e  nHl
n—>00 e (2n—IF, n+1/(2n+1)ggFM e p+l F, i Qu+DIUFE,
=2.a S =e.
2a
lim(f2n + DIE,, —3/@n—1IIF, ):2—a-l~ln(limu,’:)=2—a'lne=2—a~l _2Za
n—o e —® e e e
Bibliografie

[1] Colectia revistei The Fibonacci Quarterly, 2014 — 2015.

O alta solutie pentru problema 27650 din G.M.-B nr. 2/2019

de Marian Cucoanes, Marasesti
Problema 27650, propusa de Marius Stanean are urmatorul enunt:
Fie AD, BE si CF bisectoarele triunghiului ABC de laturi a,b si c¢. Sa se demonstreze ca:

2abc(a+b+c)’

DE* + EF* + FD* < , (D).
3a+b)b+c)c+a)
In [1] este demonstrate inegalitatea:
DE® + EF? + FD? < 2abc(ab+ bc + ca) .
a+b)b+c)c+a)

In acest articol ne propunem si dam o alti demonstratie pentru inegalitatea (2).
Pentru asta vom demonstra mai intai egalitatea:

DE® + EF? + FD? < 2abc(ab+bc + ca)
3(a +b)(b+c)(c+a)
abcla+b+c
. (a+b)2((b+c)2(0)+a)2 (@ =0+ =) +(* -a)). 0.
Din teorema bisectoarei obtinem: AE = be , AF = Din teorema cosinusului in AAEF
a+c a+b
EF* = AE* + AF* =2 AE - AF -cos A = bzcz2+ 52022_ R e
(a+b)* (a+c)® (a+b)a+c) 2be
bZCZ bBC b2C2 bc3 azbc

= + + - + =
(a+b)* (a+b)a+c) (a+c)® (a+b)a+c) (a+b)a+c)

:bc(c_b)+bc(b_cj+ a’be _

a+b\a+b a+c) a+c\a+c a+b) (a+b)a+c)

_ b*c .(c—b)(a+b+c)+ a’bc N bc® .(b—c)(a+b+c):
a+b (a+b)a+c) (a+b)a+c) a+c (a+b)a+c)
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a’bc +bc(a+b+c)(b—c)( c b ]

:(a+b)(a+c) (a+b)(a+c) a+c a+b
a’bc abc(a+b+c)(b-c)’ a’bc abc(a+b+c)b” -c*)’ Deci
- _ = - . Deci,
(a+b)a+c) (a+b)*(a+c) (a+b)a+c) (a+b)’(b+c)(a+c)
a’bc abc(a+b+c)(b* —c*)’
?= - 5 > 5> (4), si analog obtinem egalitatile:
(a+b)a+c) (a+b)y (b+c) (a+c)
2 ab’c abc(a+b+c)a® —c?)? (5). respecti
= - 9 s v
(a+b)b+c) (a+b)’(b+c)(a+c) P
2 abc? B abc(a+b+c)a® —b*)?

) (a+c)b+c) (a+b)’(b+c)(a+c) , (6).

Prin adunarea egalitatilor (4), (5) si (6) obtinem egalitatea (3). Din egalitatea (3) deducem inegalitatea (2).

o . o (a+b+c)®
Din inegalitatea (2) si binecunoscuta inegalitate ab+ bc+ ca < ————— obtinem inegalitatea (1),

Q.E.D.
Bibliografie

1. Marin Chirciu, in legatura cu problema 27650, G.M.-B nr. 6-7-8/2019.

Asupra unei inegalitati din RMM
de Marian Dinca, Bucuresti

In Romanian Mathematical Magazine, ianuarie 2022, profesorul Marius Dréigan, din Bucuresti in
colaborare cu profesorul Neculai Stanciu, din Buzau au propus urmatoarea problema:

Demonstrati ca in orice triunghi 4ABC, de arie Ssi notatiile uzuale este adevarata
ab+bc+ca S5 |

YNEX) s,

Nota de fatad prezinta o solutie, un comentariu si o remarcd la inegalitatea de mai sus.

: N oo R_bT+C
Solutie. Folosind inegalitatea lui Bandila, i.e.— =
r &

inegalitatea

e suficient sd demonstram

(ab+bc+ca)’ >£_ abc
- > - e
488 2y, 28
a+b+c
2
adevarata deoarece avem (x + y+z)” > 3(xy+ yz+2zx),unde x=ab,y =bc,z=ca.

& (ab+bc+ca)’ >3abc(a +b+c),

2 2
) m, b +c
Comentariu. Deoarece — =

s 2bc

a

, inegalitatea din enunt poate fi scrisa astfel

ab+bc+ca> b? +¢?
438\ 2be

Remareca. Inegalitatea problemei este de fapt - o intérire a inegalitatii lui Gordon, i.e.

ab+bc+ca 24\/§S.
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Trigonometrical reflections about triangle inequality
by Daniel Vacaru, Pitesti
not b’ +c’—a’

not not
Let AABC ,with a=BC, b=CA, c = AB . Then we know cos A = T another form for
C

Cosinus Theorem.
We want to prove a+b>c, b+c>a, c+a>b (D).

We work with @ <b+c. Assume contrary, and use @) b+c=>a’) (b+c)*. We obtain

b’+c*—a> b’ +c*—(b+c)

cosAd= ( ( —1, contradiction with the values domain for cos x € [—l; 1] ,
2bc 2bc
for all x € R. Another way to show the relationships (1) is to use
1+ b*+c*-a’
A A l+cosA +b+c)b+c—
008 A =2c08" = 1> cos’ = = — L8 _ 2be _a Nbtea) 2)
2 2 2 2 4bc

0= (a+b+c)b+c—a)
4bc

A .
But cos’ 5 > >0= b+c=>a.For the sake of completeness, we write Pappus

in 4 . A A
form for area of AABC . We know that S, = bc% =bc smEcos 2 (3)

not A —
Using p = %b—l—c , from (2) we obtain COSE =, /% , 4)

We have
b’ +c’ -a’
- <, 2 2
cosA=1—25in2é:>sin2é=1 cosd_ 2bc _a =ty _(p=bp c):>
2 2 2 2 4bc bc

ind_ [P0
2 bc

Using relationships (4) and ( 5) in (3), we obtain S ;. = \/p(p —-a)(p-b)(p-c).

Notiuni fundamentale ale matematicii ( II)
de Daniel Vicaru , Pitesti

OMUL a observat ca TIMPUL trece . Si a observat succesiunea zi - noapte. Stiati ca exista
limbi in care existd doar ,,unu” si ,,dei”, si apoi ,,mai multe”?

Ma géndesc ca mi-as putea pliti datoria din numarul trecut, cici dator fiind, puteam sa-1 obtin pe 0, dar am
fost neatent. Pai, Gopo al meu putea si scape de datorie daca era mai istet mai demult. Nu am bagat de
seama ca 1 (omulet) - 1 (mintea sa!) = 0. Si suntem ca la inceput. Poate ne mai vine vreo inspiratie §i atunci
din 0 o si inventez si numerele negative. Cici ¢ MATEMATICA. Ne folosim de ce am primit de sus,
mintea, $i nu-i cu pacat! nu uitati cd eram dator cu minte (sau cuminte?) si am ajuns la 0. Atunci
0—1=-1€& . Siam ajunsinclasaa V-a,a Vl-a.

Ia si vedem: avem 2,3 numere prime. Cum verificim daci e numar prim? il scriem sub forma de produs.
Pentru 2 este usor. El este primul numér par nenul. La fel cu 3, este primul numar natural impar diferit de 1.
El se scrie 3=3 x 1=1 x 3. Putem defini in acest moment

Definitie. Un numar natural n € H* se numeste prim dacd nu are decat divizori improprii. Prin divizor
impropriu se intelege 1 sau el insusi.
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Il gdsim pe 4 =2 X 2 . Acesta este un pitrat perfect. Urmeaza 5=4+1=1+4 , care este si el un numar
prim. Il avem apoi pe 6=2 x 3 . Am gasit primul exemplu de descompunere in factori primi distincti.

Tot asa, si vedem ce mai putem face cu 2. Il putem imparti la 2 si gisim catul 1 si restul 0. Apoi avem
J=1x2+1, 4=2x2=1-2240-2'+0 . Se obtine, dupi cateva impartiri, algoritmul de

transformare a unui numir natural din baza 10 in baza 2. Dar despre asta, mai incolo, nu am ajuns

inca la 10.

Cum 4 = 2 % 2 = 2% | putem scrie asta echivalent sub forma 2 = +/4 , cici a extrage radicalul de ordin 2

dintr-un numir a inseamni a rezolva ecuatia x° = @.

Vorbim acum despre extragerea radicinii patrate. Pe vremea cand a invatat povestitorul, clasa a VI-a
elementara (de gimnaziu) .
Revin la 5. Avem 5=4+1=2 x 2+1. Si ne aducem aminte ci 3=2 x 1+1 . In clasa a V-a, am invatat ca asta

este operatia de impartire cu rest. Am impartit la 2, am obtinut caturile 1 si 2 si restul 1. Si avem
ALGORITMUL IMPARTIRII CU REST. Fie A un numir natural si B un alt numar natural. Daci A > B,
atunci cautim cea mai mare valoare a unui numar Q care si verifice A-Q x B > B. Incep cu Q=0, apoi
adun Q:=Q+1, si calculez A-QB , atata timp cat rezultatul este in N . Cand nu mai pot continua, scriu
R=A-Q-Bc{0,E -1}

In acest mod am obtinut si Teorema impértirii cu rest, care se enunti astfel:

Daca A si B sunt numere naturale, existd si sunt unici & si R numere naturale care verifica relatiile:
NA=BExQ+R
2)0=R<B.

Urmeaza 6, ca succesor al lui 5, cu inegalitatile l=2=3=4=5<6

Nu am spus ce inseamni @ = b in M. Inseamna ci exista & € W, adica inclusiv 0, pentru care & = & + k.
Cum nu avem egalitate intre ele, scriem mai hotarat

l=z2=3=4=5=6,

Am introdus relatia de ordine nestricta si relatia de ordine stricta.
Siobservimcib=5+1=1+5=1x6=2x3 =3x2=26x1estesi primul produs al lui 2 cu un
alt numar prim. Este si succesorul lui 5. Sau altfel, 5 este au altfel, 5 este predecesorul lui 6.

6 este si eroul unei mici ,,povesti — exercitiu”, anume

Exercitiu. Determinati numérele a si b astfel incat 6 se poate scrie sub forma

6 =(2a+ 1)(3b+ 1), cuambele paranteze numere naturale.

Avem 6 =1x6 =2x3=3x2=126x1 posibilele scrieri ale lui 6 ca produs de numere naturale.

Obtinem sistemele:

2ea+1=1102e+1=2(2)2e+1=33)2a+1=06(4)

35 + 1=6(5),3b+1=3(6),3b+1=2(7),3b+1=1(8)

Rezolvand rand pe rand ecuatiile, observam ca multimea numerelor naturale nu mai poate adaposti toate

solutiile, si atunci ,,inventdm”, cum au inventat babiloneenii, fractiile. Anume frac‘;iai pentru ecuatiile (1)
— (4) si fractia i pentru ecuatiile (5) — (8). Referinta este lucrarea [1].

Avem, pe rand 2a+1=1=}-2a=1—1:*25',:0:}:1:2:%&:0(1’}, Apoi
Ze+1=232e=2-1>2=15a=2(2).

Gisim,peurmiZe +1=3=22a=3-1=2 2 =2 :}a=§:}a= 13,

Infine, avem 22+ 1 =6 222 =6— 1= 22 =5 22 == (4)

Sa trecem la ecuatiile (5) —(8). Avem3b + l=6=23b=6—-1=23b=5=b= 2[5’),

Apoi 3b+1=3:}-3b=3—1;’¥3b=2ﬂbzg(ﬁ'], gasind si
3b+1l==2=23b=2-1=23b=1=bh =§(?’)J urmat, in fine, de
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3b+1=1=b= g = b=0,(8"). Atunci multimea solutiilor exercitiului este

IO [ ER R

Asadar, am introdus numerele rationale pozitive. Nu povestesc aici despre operatiile cu numere
rationale. Mi se pare, 1nsd, esential, sa va spun cum se ordoneaza numerele rationale.

Mai intdi, § = {ﬁ,a,b eZ,b+ 0} . Spunem ca rapoartele E si 5 sunt echivalente, sau reprezinta
b

acelasi numir rational, daca si numai daci ad = be.

Pentru ordonare, se tine cont de operatia de aducere la acelasi numitor (sau, dacd este nevoie, la acelasi
o L. B . B o . . . . 1] gd . e be
numarator. Pentru a ordona fractiile S5 transformam prin amplificare si obpnem; = oso = Acum

este o simpla problema de ordonare a numerelor intregi ad si bc.

Exercitiu. Reamintiti — vd modul 1n care se facea ordonarea numerelor intregi.

Urmeaza 7, care este numadr prim. Aici, dupa ideea de mai devreme, aveti de rezolvat urmatorul
Exercitiu. Aflati pe x, ¥ € & cu proprietatea ci (2x — 1){2y — 1) = 7.

. .. . 3 . o o . . . v
Succesorul lui 7 este 8. Aici scriem clar 8 =2 i observdm ca ecuatia ¥? = 8 are solutia unicd ¥ = 2,

- . . 3 . - -1 * .
caci functia x —> x~ este strict crescitoare. M — am grabit, este o notiune de clasa a IX — a, dar care

poate aparea si mai devreme, cum se vedem daca stiu ce Tnseamna inegalitate. Si acum stim cu totii.

)
Solutia (unicd. De ce?) ecuatiei de mai sus se noteaza ¥e=2
Si se numeste radacina cubica (sau de ordin 3) din 8. Aceasta este o notiune pe care povestitorul a invatat
—oinclasa aIX —asi o preda in clasa a X — a. O tempora, o mores... — spunea Cicero.

. o . . .. 2 _
Succesorul lui 8 este 9, care este pitrat perfect, iar solutiile ecuatiei ~ ¥~ = @& = 0 sunt date de
(utilizand formule de calcul prescurtat)

2
¥i-a=0exl-(Va) =0e(x—va)lx+va) =0
Obtinem solutiile "gemene” x, = —a, X, = Ja . Cinde =0, obtinem solutia dubla x, =x, =0.
Sa ne reamintim de numerele prime. Pand acum le — am intalnit pe 2, 3, 5, 7. Sa observam ca 9 nu este

numar prim. O observatie buna este ca 2 este singurul numar prim par, toate celelalte numere pare avand
pe 2 ca divizor propriu. Asadar, toate numerele prime diferite de 2 sunt impare, dar nu si orice numar

impar este prim.

O intrebare de bun — simt apare. O fi oare multimea numerelor prime finita? Sa incercdm sa raspundem
cu da. Sa notaim cu  PL =Pz =S Pu-1=Pn enumerarea numerelor prime. Sa ne gandim la numarul
PPz Paot e T 1

Este clar ca acest numar nu se divide cu niciun g, i € 1,nl Asadar el este prim, contradictie. Acesta este

primul exemplu de rationament prin reducere la absurd din ARITMETICA. Ideea i — a apartinut lui
Euclid, care nu este doar “parintele geometriei’.

Sa scriem si TEOREMA FUNDAMENTALA A ARITMETICII, anume

Y 2z 2y

Orice numir natural se poate scrie in mod unic sub forma ™ =F1 "Pz """"Pa  unde
g, o, .., Ry E MY,
Demonstratia este foarte simpld. Daca numarul 2 este prim, s — a terminat. Daca nu, el se scrie sub forma
@ - b, si aplic teorema pentru a, respectiv b.
O problema deschisd a matematicii este daca sirul (p, p + 2) este infinit, adica daca existd o infinitate de
numere prime gemene, cum ar fi (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), etc. La fel, o problema deschisa este cea a
numerelor prime veri, cele de forma (p, p + 4), unde avem exemplele (3,7), (7,11), (13,17), etc.
Frumos, nu? Si incd nu am vorbit despre toate lucrurile. Acum trebuie sa apara si o
BIBLIOGRAFIE:
[1] Viorel Gh. Voda — Surprize in matematica elementari, Ed. Albatros, 1981.
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Inegalititi cu mediane in triunghi
Marin Chirciu, Pitesti

In jurnalul interactiv de matematici Romanian Mathematical Magazine, RMM Number 32, Spring
Edition 2024, Founding Editor Daniel Sitaru, cunoscutul matematician George Apostolopoulos, Greece, este
autorul problemei UP.479 .

Articolul prezintd solutia acesteia si propune o intarire a dublei inegalitati cu mediane si razele
cercurilor exinscrise in triunghi, care face obiectul problemei UP.479.

Este propusa in aceeasi clasd de probleme o dubla inegalitate cu mediane §i inaltimi in triunghi.
In final se stabileste o relatie intre cele doud sume cu mediane, inltimi si razele cercurilor exinscrise.
4 2 2 2 4
UP479.In AMBC, 72l <Ma M M (O R
R v, 1 r. 1l6r

a

George Apostolopoulos, Greece

Solutie:
2 2 2 2 2
Demonstram Lema In AABC, My + My + M _ M
r, n T r
Demonstratie
2 2 2 2
m m 1 2 1 2 2 p - 47" - 7RI”
< = L =— —-a)m, =—- —4r°—TRr)=———.
Zra 2 S SZ(p . prp(p ) r
p—a
Am folosit mai sus: Y_(p—a)m] = p(p2 —4r7 — 7Rr) )
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
2 4
. . . . 9 R
Folosind Lema obtinem:  Inegalitatea din dreapta: z "o < 67
r, r
Zm_j _p'—4r'—TRr Ge’z’“’" 4R’ +4Rr+3r*—4r* —7TRr 4R’ -3Rr-r’ (giR_“
r, r B r r 167
4R* -3Rr-r’ !
unde (1) e 2RZ3R= O R opt_GaRY +48RF +161* 20 <

r 16 7’
= (R — 21*)(9R3 +18R*r —28Rr* — 8r3) >0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

2 4
Inegalitatea din stinga;: Z My > 72% .
rﬂ
Zm_j _ p>—4r’ —7Rr G”;“'e” 16Rr —5r° —4r* —TRr _ 9Rr —9r° _ 9r(§ 721”_2 ’
r 7 r r R

a
4

unde (2) < 9r > 72% & R’ >877, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.  Problema se poate intari.
2 2 2 3
m, m, m., _9R . -
In AABC, 9r<—+—t4+—<<——, Marin Chirciu
r, rn r. 8r
2 2 2 2 2
. . A m, m, m, —4r”—TRr
Solutie Demonstrim Lema. In AABC, —%“+-—2+4+—C= p - oI
v, n T r
b

a c
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Demonstratie
pt—4r —7Rr

r

:—Zp a 1 p(p —4r? —7Rr)
pr

p—a
Am folosit mai sus: Y_(p—a)m; = p(p2 —477 —7Rr).

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

9R3

r o 87

zm_az _p =4’ —TRr Ge"z"‘e” AR’ +4Rr+3r’ —4r’—TRr 4R’ -3Rr—r’ (QQR_3
r, r B r r S8
4R’ -3Rr—r’ _9R’

unde (1) & 7 <2 o R —32R*+24R*+87 >0 &
r r

& (R-2r)(9R* ~14Rr —4r*) 2 0, evident din inegalitatea lui Euler R > 27.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
2

) A m
Inegalitatea din stinga: z 2 >9r.
r

a

Z’”_j _ P4 —TRr o 16Rr 51> —4r* ~TRr _9Rr—9r* _

r r r r

a

din dreapta:

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.
Inegalitatea dubla de mai sus intareste Problema UP.479 propusa de George Apostolopoulos in
RMM, Number32, Spring Edition 2024.
Remarca.
Se pot scrie inegalitdtile
rt m: m. m’> 9R 9 R
In AABC, 72R—<9 L4ty <,

Solutie

Vezi inegalitatea de mai sus9r <—4+—L+—<< 7 si inegalitatea lui Euler R > 2r.
r, n T r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca. In aceeasi clasa de probleme.
Sa inlocuimr, cut,.

2 2
I A4BC, RmMe my  my me R Marin Chirciu
2 h, hy h 4r
Solutie
2 2 2 2
Demonstrim Lema: In A4BC, o« S T M
h, h, h 4r
Demonstratie
p>+5r" +2Rr
2R _—.
Z 2 S Z > ( pl+5r7+ r) ™

Am folosit mai sus: Z:amal2 = g(p2 +517 + 2Rr) :
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Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

2 2
Inegalitatea din dreapta: Z My < gR— .
h, 4r
Zm_j P +5r+2Rr Gerrgisen 4R’ +4Rr+3r’ +5r° +2Rr _ 4R*+6Rr +8r° (<“2R_2
h, 4y B 4r 4y T4
AR* +6R 2 R?
unde (1) < +64 r8r s%— & SR —6Rr—82 >0 &
r r

< (R-2r)(5R+4r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

2
. o n m, _9R
Inegalitatea din stanga: Z h" > -
Z m. _ p>+5r°+2Rr G”f‘e" 16Rr —5r* +5r* +2Rr _18Rr 9R
h, 4r B 4r 4r 2
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remareca.
i Mg My M Mg My M
Intre sumele —*+—+— si —*+—+—% existd relatia:
a hb hc ra 7}) rc
2 2 2 2 2 2
In AABC, —++-—Lt4+—<<—a4-b < Marin Chirciu
ha hb hc 7"0 7}7 rc

Solutie
Folosind Lemele de mai sus avem sumele:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
My M Mo PUASIT AR amy my  me  po4r D TR
h, h, h 4r r, n, T r
2 2 2 2 2 2
: ma b c a b c :
Inegalitatea +—=+ <44+ —+ se scrie:
ha b hc 7"0 7}7 rc

*+5r°+2Rr _ p’—4r’—1IR L :
pASrT 2Ry <P 7 TRr < p® 210Rr +7r", care rezultd din inegalitatea lui

4r r
Gerretsen p° > 16Rr —5r°.

Rimane s ardtim cd:  16Rr—5¢° >10Rr +7r> < R > 2r ,(Euler).
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Bibliografie:
1. O.Bottema, R.Z.Djordjevic, R.R.Janic, D.S.Mitrinovic, P.M.Vasic,
Geometric Inequalities, Groningen 1969, The Netherlands.
2. George Apostolopoulos, Greece, UP.479, RMM Number 32, Spring Edition 2024.
3. Daniel Sitaru, RMM Number 32, Spring Edition 2024.
4. Marin Chirciu, Inegalitati geometrice 2, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2021.



- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE -

Asupra unei clase de inegalitati

de Gheorghe Ghita, Buziu
Articolul se referd la generalizarea unor inegalitdti prezentate in articolul ’’Asupra unei
probleme date la ONM 2019, din revista “Sclipirea Mintii”, nr.24/2019 de Marin Chirciu, Pitesti,

precum s§i prezentarea altei inegalitdti din aceeasi clasa.

I. Fie a,,a,,...,a, >1 astfel incat a,a,..a, = A" >1.Dacd ne N'si kA>m > 0, atunci:

1 1
k(a, +a, +..+ an)—m(— T —] > n[kA—ﬁ) (1), Gheorghe Ghiti.
a, a, a, A
2
Solutie. Fie functia f :[1,0) > R, f(x) = kx—m—wlni;
X A A
A .
f’(x):k+ﬂ2—k 0= x, = A>1x, =kﬂAs1si atunci  f'(x)<0 pentru xe[l,4) si
X

f'(x)>0 pentru xe(A4,0). Rezultd ca functia f admite minim in punctul x, =4, deci
A2
F()2 f(A) = kA= annci -0 FA M X pg ™ G2 unde luim x = ay.d,.a,
A X A A A

apoi sumand si tinand cont de a,a,...a, = A", obtinem concluzia. Egalitatea are loc daca si numai

dacd g, =a, =..a,=A4.

I.1. Daca a,b,c,d >1astfel incat abed =16, atunci
a+b+c+d—l—%—l—l >6,0NM 2019, Clasa a 7-a,
a c
Adrian Stan si Neculai Stanciu, Buzau

Solutie. Se aplica inegalitatea (1) pentru k=m=1,A=2,n=4,kA=2>1=m.
I.2. Daca a,,a,,..,a, 21, astfel incat a,a,...a, =2",n>1, atunci

a+ta,+.+a,—————..——2— Marin Chirciu, Pitesti.

Solutie. Aplicam inegalitatea (1) pentru k=m=1,4=2,kA=2>1=m.
I.3. Daca a,,a,,..,a, 21, astfel incat a,a,...a, =2",n>1, atunci
a+a,+..+a, ————— em—2n, Marin Chirciu, Pitesti.
a, a, a
Solutie. Aplicam inegalitatea (1) pentru k=1m=2,A=2,kA=2>2=m.

a, a, a

n

IL k(a] +a; +..+a’)— m(i PRE LJ > n(kA2 —~ %) ,(2), Gheorghe Ghitd, Buziu

3
Solutie. Fie functia f :[1,00) = R, f(x) = kx* — n_ M#ln% ;
X
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m 2kA +m —kA* +Vk* A + 2kmA

x)=2kx +——— O0=x =A4A>1Lx,<0,x, = <l1si atunci
f(x)= ™ | > 3 i $
f'(x)<0 pentru xe[1,4) si f'(x)>0 pentru x € (4,0). Rezulta ca functia / admite minim in
3
punctul x, = 4, deci f(x)> f(4)= k> =" atunci ko =T > HA I X g I st
A X A A A

Pentru x =a,,a,,...,a,, sumand si tindnd seama cad q,a,...a, = A", obtinem concluzia. Egalitatea are

n?

loc dacd si numai dacd a, =a, =...a, = 4.

II.1. Daci a,b,c > 1, astfel incat abc =8, atunci a* +b* + ¢’ L % LI % , Gheorghe Ghiti.
a c
Solutie. Aplicam inegalitatea (2) pentru k=m=1,4=2,kA=2>1=m
II.2. Daca a,,a,,...,a, 21, astfel incat a,a,...a, =3", atunci
n(a; +a; +..+a’)—(n+ 1)(i + L +...+ LJ > n(26n —1) , Gheorghe Ghita.
a, a, a, 3

Solutie. Aplicam inegalitatea (2) pentru k =n,m=n+1,A=3,kA=3n>n+1=m

I1.3. Daca a,,a,,...,a, 21, astfel incat a,a,...a, =(n+1)", atunci
1 1 1

n(al2 + az2 +...+ aj) —(n+ l)(— +—+...+ —J >n(n’ +2n° +n-1), Gheorghe Ghita.
a, a, a,

Solutie. Aplicim (2) pentru k =n,m=n+1,A=n+LkAd=n>=n>n+1=m

$TiayiciA 9

..... in 1837 s-a descoperit tezaurul de la Pietroasele- Buzau, ,,Closca cu puii de aur”, fapt pentru
care matematicianul Petrache Poenaru in calitatea sa de director al Eforiei Scolilor- institutie care
se ocupa cu organizarea invatamantului in Tara Roméneascd, a fost primul care s-a preocupat sa
colecteze informatii stiintifice despre acesta, fiind numit in prima comisie de ancheta asupra celor
care au facut descoperirea. Mai mult, a militat §i a reusit sd treaca acest tezaur de la celebrul
colectionar si om de culturd, Mihalache Ghika, la Muzeul de la Liceul “Sfantul Sava” Bucuresti,
viitorul Muzeu National de Istorie al Romaniei. La cererea lui Carol I al Romaniei, restaurarea
tezaurului s-a facut in 1895 la Berlin de catre celebrul bijutier Paul Telge dupa schitele lui Poenaru.

..... Dionisie Romano ( 1806- 1873) a scris o carte de aritmetica pe care a tiparit-o in 1838 pe cand
era profesor la Scoala Nationala Primara din Buzau, unde fusese numit profesor in 1834.

Aceasta carte reprezinta unul din cele mai vechi manuscrise de matematica care ni s-au pastrat si
este o prima Incercare de a forma o terminologie matematica In limba romand, ocupanduse de
operatiile aritmetice, cu numere intregi, cu regula de trei simpla, cu dobéanzi si altele. El este si
autorul primei publicatii bisericesti tiparite in Tara Roméneasca.

Din 1864 si pana la moartea sa in 1873 a fost si episcop de Buzdu iar intreaga sa biblioteca
care continea peste 150 de manuscrise romanesti, slavone, grecesti si arabe si peste 7000 de carti in
diferite limbi au intrat in patrimoniul Academiei Romane, al carei membru era.

de Adrian Stan si Gheorghe Ghita
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» Daca ecuatiile sunt trenuri care traverseaza

peisajul numerelor, atunci niciun tren nu opreste la pi.”
Richard Preston
(1954, --)

N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. Pe o tabla sunt scrise 10 numere naturale consecutive. Este posibil ca suma cifrelor celui mai
mic numar sa fie 41 iar suma cifrelor celui mai mare numar sa fie 14.

Lucian Tutescu, Sanda Iulia, Craiova
Rezolvare:

Da! 59999, 60000, 60001, 60002, 60003, 60004, 60005, 60006, 60007, 60008. 5+9+9+9=41 si
6+0+0+0+8=14.
Trebuie ca la cel mai mic numar s se ia cat mai multe cifre de 9 ca la urmatoarele numere sa apara
zerouri.

. Numerele naturale a, b, ¢ nu sunt divizibile cu 3. Aritati ci ¢’ +5™ +c°** este un numir
divizibil cu 3.

elev Rares Tudorascu, Craiova
Rezolvare:

Cum a nu e divizibil cu 3 rezultd @ =3k+1 sau a =3k+2. Atunci, @’ =M, +1=a*™ =M, +1,
b’ =M,+1=b" =M, +1, ¢ =M, +1= > =M, +1. Atunci, @’ +b> +c* =M, +3=M,.
1+2+3+...+2021
1011

G:1048|. Aratati cad numéirul 4 =(

n
] +4 este divizibil cu 5 pentru orice n numar

natural.
Ion Stanescu, Buzau
Rezolvare:

2021-2022

1+2+3+..+2021=T=2021.1011:>A=(M

1011

5 deoarece ultima cifrd a lui 2021" este 1, deci, A este divizibil cu 5.

] +4=2021"+4 are ultima cifrd

. Dati exemple de numere naturale nenule X, y, z distincte doui cate doua astfel incat x+y+z sa
dividi pe x° + y3 + y3. Eugenia Turcu, Craiova
Rezolvare:

x=1y=2,z=3=1+2+3=6, 1’+2°+3°=36;

x=3,y=4z=5=3+4+5=12, 3+4°+5=6".

G:1050,. S se rezolve in N*xN* ecuatia px+qy = xy, unde p si q sunt numere prime date.
Gheorghe Ghita, Buzau
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Rezolvare:
Avem y(x—q)= px—pq+ pq <> y(x—q)— p(x—q) = pq < (x—q)(y — p) = pq de unde se obtin
situatiile:
1){ = 2){ =7 3){ =1 4){ 1=
y—-p=p9q y-pr=q y—-p=p y—-p=1
cusolutiile (x;»)e{(g+Lp+pq).(p+49:p+9).(2¢;:2p).(pg+q; p+1)}.

. Numerele naturale x siy verifica egalitatea 2x° +3)° =123456. Si se arate ci:

a) x este divizibil cu 6 si y este divizibil cu 4;

b) numirul 10(x” +)*)+43004 este divizibil cu 37037 unde x si y verifici enuntul problemei.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:

a) Cum 123456=3-2°-643 rezultdi x:3=>x=3a,aeN si yi2=y=2b ,beN si atunci,
2-27a° +3-4b* =3.2° -643|: 6= 9a’+2b>=2"-643. De aici trebuie ca a si fie par adicid
a=2k, ke N=> 9-8k’ +2b> =2°-643]:2 = 36k’ +b* =2*-643 . De aici trebuie ca b=2/, [ eN.
S-a gasit ca x =3a =6k, deci x este divizibil cu 6 iar y =2b =4[ deci y este divizibil cu 4.

b) Pentru x=6k si y=4/, prin inlocuire in relatia datd se obtine k=2 si /=50 adica
x=12, y=200 Situatiile k €{0;1;3;4;5;6} implicd /> =2572—9k" care nu mai este patrat perfect
iar pentru k>7=>1>=2572-9k" ( 0 ceea ce este fals.

Astfel, numarul  10(x* + y*)+43004 = 444444 =12-37037 este divizibil cu 37037.

G:1052.. Sa se arate ci numirul 4=17"—-14" —11" —8" —5", ne€ N este un numir intreg divizibil cu

3.
Simona Dascilu, Craiova

Rezolvare:
A=17"-14"-11"-8"-5"=(18-1)"-(15-1)"=(12-1)"—=(9-1)"—(6—-1)" =
=M, +(=1)" -M, —(=1" -M, —(=1" -M, —(=1" -M, —(=1" =M, =-3-(-1" =M,

G:1053|. Determinati numarul abe cu cifre impare consecutive, nu neapirat in aceasta ordine, astfel
inciat a-bc-cb+c-(b+1)=2021. Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare:
Cifrele impare consecutive pe care le putem alege sunt (1,3,5), (3,5,7), (5,7,9) si permutarile lor.

In cazul 3) am avea 5-79-97+9-(7+1) ) 2021.
In cazul 2) am avea cazul cu cel mai mic produs 7-35-53+5-(3+1) ) 2021, cu atit mai mult celelalte

permutdri nu convin.

Ramane sa verificam toate situatiile de 1a 1): (1,3,5), (1,5,3), (3,1,5), (3,5,1), (5,1,3), (5,3,1).
Singurul triplet care verifica relatia data in enunt este abc =513.

= Clasa a VI-a

G:1054. Se consideri in plan un unghi <XOY cu misura cunoscuti 4°45'. Folosind rigla
negradati si compasul si se obtini unghiul de 1°. eleva Carina Viespescu, Craiova
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Rezolvare:

4-4°45" =19° si 19-19° =361°. Cu varful compasului in O, trasam un arc de cerc cu o méasuri egald cu
a unghiului <CXOY , apoi reludm procedeul pani cand obtinem un unghi de 19°, trasam in continuare arce de
cer cu masura de 19° pana cand obtinem 19 arce cu o masura de 361°, adica masura unui cerc si unghiul de 1°.

G:1055. Aflati numerele intregi a si b din relatia 1 +% =-2. Ion Stinescu, Buzau
a
Rezolvare:
b+2a=-2ab=bRa+1)="2a=b= 2a :_2a+1—1 =—1+ = 2a+1=1=1 Convine doar
2a+1 2a+1 2a+1

2a+1l=—1=a=-1=b=-2.
807 52021 + 2020

G:1056. Si se arate ca numerele a = j si b= T, nu sunt naturale, dar suma lor este
numar natural. Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

807
Rezolvare: Cum 31 si 5 sunt prime intre ele atunci ? ¢ N . De asemenea,

2021 | £2020  £2020 2019
b 577 +5 _ 5 6 _ 30-5 £N.
31 31 31

807 2021 4 52020 5807 (1 4 51213 4 51214 5807 ap
Asadar, a+b = > + > > ( ) = 3L e N deoarece
31 31 31 31

145-5%4% 452554 — 1453144 1)" +25(31-4+1)* =14+5(M,, +1)+25(M,, +1) = M, +31=M,, .

. Determinati numerele naturale x, y, z, u stiind cd x si y sunt direct proportionale cu numerele
6 si 7, numerele y si z sunt direct proportionale cu 21 si 8 iar z si u sunt direct proportionale cu 16 si 9 si
ca suma tuturor numerelor este de 1030. Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare:

Z.l:izl, l=£-l:>l=i, i=z.Deci

713 18 21 21 812 42 16 16 9

1
Xy _z_uw_ xryvzbu 103016 cdar x=360, y=420, z=160, u=90.
18 21 16 9 18+21+16+9 103

Din datele problemei avem: % =

G:1058. Fie x cel mai mic numér intreg de 38 de cifre cu suma cifrelor egala cu 182. Daca

y =8000....0, sa se arate ca y-x este patrat perfect. Adrian Stan, Buzau
%,—J
17 cifre de 0
Rezolvare:
Fie x=-999....9 2 000...0 . Atunci, —x = 999....9 2 000...0 are un numar impar de zerouri finale
— — M —
20 cifre de 9 17 cifre de 0 20 cifre de 9 17 cifie de 0

sirezulti y—x=8 000...0 + 999...9 2 000...0 =10 care este pitrat perfect.
— e N

17 cifre de 0 20 cifre de 9 17 cifre de 0

201 2011
G:1059. Fie xsi y doua numere naturale nenule astfel incat: 010 = 0

<—<—.
2011 y 2012
Calculati cea mai mica valoare a sumei x+ y. Neculai Stanciu, Buzau
d 1 1 d 1

Rezolvare: Fie y:x+d.Deci,l—L<l——<l——c>—>—>—.
2 h% 2012 2011 y 2012
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Dacd d =1, nu avem solutie. Daca d =2, obtinem y =4023si x =4021. Atunci x+ y =8044.
Dacdad > 2, atunci x,y >6000= x+ y >12000. Deducem cd valoarea minima a sumei x+ yeste
8044.

x n+l
<—<
n+l y n+2

x=2n+1l,y=2n+3.Deci, x+y=4n+4.

, cea mai micd suma x + yse realizeaza atunci cand

Remarca 1. In general daca

. 5 .\ L. a . a+c . :
Remarca 2. Pentru orice doua fractii ireductibile — < —, fractia satisface relatia
b d b+d
a a+c c - . . a+c o
—< < —. Daca, in plus avem bc —ad =1, atunci fractia este fractia din intervalul
b b+d d b+d

a ¢ . . .
(Z’Zj cu cel mai mic numitor .

X
G:1060,. Aflati numerele naturale x, y, z stiind ¢ — = Y > = rdq unde p si q sunt numere prime
q9 Pq z
diferite date. Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Din relatia datd se obtine y = px si xz = p°q’. De aici x divide pe p°gq’ si tindnd cont ci
p si q sunt prime si diferite si ci p°q’ are 12 divizori obtinem cele 12 solutii ale problemei:

(x:3:2) €{(L, . °0")-(9: P4 P°07) (@, p@ - D’ 0). (@’ a*, PP (P P72 22 (P4, P70 P47 |

2 2

(3.2 €{(pa’. 0’0 ). (Pq’. 0°¢*, ). (P, 0.0 (P4, P’0.47). (V0. P’ 0. 0)- (¢, P'q D)}
G:1061|. in triunghiul ABC, M este mijlocul laturii BC, AN este bisectoarea unghiului BAC,

BN este perpendiculara pe AN. Daca 4B =14, AC =19 sa se afle MN.
Flavia Anton, Vaslui

Rezolvare:

B M C
Prelungim BN si notim BN M AC ={E}. Se arata usor cd ABNA=AENA, deci N este mijlocul
segmentului BE; avem AB=AE =14 si EC=5. MN este deci linie mijlocie in triunghiul BEC
EC 5

—> MN = .
2 2

= Clasa a VII-a

G:1062. Aflati numerele a,b € Z astfel incat 86> —3a”> —10ab+5=0
Gabriela Florina Toader, Buzau
Rezolvare:

8b> —3a> —10ab+5=0<>9b* —6ab+a’ —(4a> +4ab+b*) =5 < (a—3b) —(2a+b)’ =—5 <
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(a—3b—-2a-b)a-3b+2a+b)=-5<=(—a—4b)3a—-2b)=-5=
—a—4b=-1 —a—4b=1 —a—4b=-5 —a—4b=5
3a-2b=5 " |3a-2b=-5 3a-2b=1 " 3a-2b=-1

dintre care doar ultimele doud au solutii in multimea numerelor intregi: (&, b) € {{—1,—13; (1, 1)},

G:1063|. Si se arate ci existi numere naturale x si y pentru care numerele x° +2021 si ) +2021>
sunt simultan patrate perfecte. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Un exemplu de astfel de numere sunt urmatoarele:

22 +2021=2025=25-81=(5-9)" =452, deci x =2;

Cum 2021 =(2025-4) = (45 -2 =(45°) ~2-45>.2° +(2*) =

Y +2021° = )7 —4-457 27 + (457 +2° )2 = > +2021° = y* —180% +2029” . Pentru y=180 obtinem
¥ +2021% =2029%.

G:1064. Fie k R si a,b)0 astfel incat a-b=1. Aritati ci k°-a>2k —b. Cand avem egalitate ?

Maria Popescu, Rm. Valcea, Alecu Orlando, Rosiorii de Vede
Rezolvare:

ay0
Cum b=1 = Ka—2k+L> 05 k%> —2ka+1> 0= (ka—1)> > 0 . Egalitatea are loc pentru
a a

a= %, k)0. Pentru k(Onu putem avea egalitate.

1
G:1065. Exista x, y € N* astfel incit T L Justificati.
y+2 x+2 2

Adriana Ionita, Aurel Chirita, Slatina
Rezolvare: Dupa aducerea la acelasi numitor a relatiei din enunt obtinem

237 42x 42y 42y —xy—4=0|2= X +(x—y) +2(x+1) +2(y+1) +)’ =12
Pentru x=0=2)"+2(y+1)’ =10= (y+1)° S53ye{0;1} care nu convin;
Pentru x=1= (y—1)’+2(y+1)* =3 = 2(y+1)> <3 = y € {0;1} care nu convin.

Dacd x>2=>x" +2(x+1)> >4+2-9>12 ceea ce nu convine.
Analog pentru y ( prin simetrie). Asadar, nu exista x, y € N* care sa verifice relatia data.

G:1066|. Aflati numerele naturale X, y, p, cu p numir prim dat, astfel incit x° — p* =2021.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: (x—p’)(x+ p*)=2021=34-37, Vx,y#0. Obtinem:

x—p’=1 x—p’ =43
1) = p’ =1010, fals. 2) =>x=45p' =2=p=2,y=1.
x+p’ =2021 x+p’ =47
G:1067, Se dau 7 numere naturale a,, a,,......... ,a, care au urmaitoarea proprietate: daca le aranjim
pe un cerc in ordinea data fiecare din ele este media aritmetica a vecinilor lui. Aratati cd suma lor este
divizibila cu 7. Flavia Anton, Vaslui

Rezolvare: Avem a, =(a,+a;):2, a,=(a,+a;):2 Adundm membru cu membru relatiile si

obtinem: a, +a, =(a,+a;):2+a, = 2a, +2a, =a,+a, +2a, > 2a, = a, + a; unde am folosit ca
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a,=(a,+a,):2. Analogavem 2a,=a,+a,, 2a, =a, +a,. Calculim
2(a,+....+a,)=2(a, +a, +a, +a;)+2a,+2(as +a,) =8a, +2a, + 2(a, +a,+a; +a,) =
8a, +2a, +4a, =14a, > a, +.....+a,=Ta, > (a,+.....+a,):7

Se poate arata ca toate numerele sunt egale: Fie al, a2, ..., a7 numerele; presupunem ca al este cel mai mic.
Atunci din 2a, = a, +a,si a, =a,, a, <a, deducem g, = a, = a,. Din aproape in aproape, rezulti cd toate
numerele sunt egale.

G:1068|. Si se determine solutiile naturale ale ecuatiilor; a) x> —3xy =3y —x+2021;
b) a* —2a=>b"+2b+2021 . Mariana Mitea, Cugir, Alba

Rezolvare: a) Avem: x? —3xy=3v —x+ 2021, ceeste echivalentd cu: x% + x — 3x¥ — 3y = 2021
,deunde x(x + 1) —3¥{x + 1) = 2021, jarapoi (x + 1){x— 3y) = 2021 .

Dar 2021=43 -47=47 -43=1 2021=2021 -1.iar atunci se obtin {x, ¥} € {{4&; 13,(2020; 73]},

b) Avem: &® — Za = b® + 2b + 2021, ceea ce este echivalent cu & — b — 2(a + b) = 2021  de
unde (& + b){a—b—2) = 2021 sicum 2021=12021=43 47 jiaret + b = & — b — 2, obtinem:

i){a+b=2021cusolutia{a:1012'ii){ atb =47 cusolutia{a:45
a—b—2=1 b= 10097 a—b—2=43 ’ b=1"

Observatie.
Ecuatia este echivalentd si cu: (& — 1)% = (b + 1)% + 2021 ,deunde (& + B)(a — b — 2) = 2021,

1 2 3 2021
+ + + .o+ [— >2021.
G:1069|. Demonstrati ca: V 2021 2020 2019 1

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin Ionescu, Pitesti

Rezolvare: Vom grupa suma de radicali astfel:

szJ 1 +\/2021 N \/ 2 +\/2020 \/1010 \/1012 J1011 si folosind
2021 V1 2020 1012 V1010 ) V1011

inegalitatea mediilor MA = MG, obtinem

. J 1 .Jmn1+2 J 2 .Jmno+
2021 1 2020 2

+2JJ””O 12 _ai04 v 211=2021.
1012 1010 1010 termeni

| -
Si aceasta problema admite o generalizare frumoasa Z ’M >2k+1, keN".
i=2k+1 1

G:1070. Demonstrati ca pentru a € [—l, oo), are loc inegalitatea:

@+Hyma+ﬁ+%_+@+mm<mm

a+2 a+3 a+4  a+2021

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin Ionescu, Pitesti
Rezolvare:

a+B+1 a+B+1

Din MG SMA = (a+B)-1g (1) pentru orice a, =0,

+B——m
egalitate pentru cazulol + 3 =1.

Relatia (1) mai poate fi asezata sub forma: NotB < l
a+p+1 2
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Asadar’S=\/a+1+Ja+2+\/a+3+...+—‘a+2020§ 1.1, 41 ==@—1010,
a+2 a+3 a+4 a+2021 2 2 2 2
—_—

2020 de termen

egalitatea putdnd avea loc doardacd a+1=1,a+2=1, ..., a+2020=1 FALS, deci inegalitatea este stricta.

G:1071. Fie ABCD un romb si O punctul de intersectie a diagonalelor sale si /,,/,,/;,/, centrele

cercurilor inscrise in triunghiurile AAOB, ABOC, ACOD respectiv ADOA. Aritati ca [ 1,11, este

patrat. Ileana Duma, Meda Iacob, Craiova
Rezolvare:

AAOB = ABOC = ACOD = ADOA si atunci OI, =OI, =OI, =Ol,. Cum
m(<(1,01,)) = m(<x(1,01,)) =m(<(1,01,)) =m(%(1,01,))=90° = 1,,0,1, si 1,,0,1, coliniare,
I, L L1, sicam Ol =0I, =0I, =0I, = I,1,1,1, este patrat.

G:1072. Se di unghiul xOy cu misura de 150°. Pe laturile unghiurilor (Ox si (Oy se iau punctele A si
B astfel ca [OA] E[OB]. Folosind un echer construiti triunghiul AABC. (cu un echer se pot trasa

drepte si unghiuri drepte). Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:

Construim mediatoarele segmentelor [OA] si [OB] adica [MC, [NC unde C este punctul lor de
intersectie. Deoarece [MC, [NC sunt mediatoare si cele trei mediatoare ale triunghiului AOB sunt
concurente rezultd ca [OC este mediatoarea segmentului [AB ] AOCB=AOCA (*), isoscele. In
AOAB isoscel cu m(XAOB) =150° = m(XOAB) = m(XxOBA)=15°.

Dar m(XCOB) =175° =m(<«CBO) . Atunci, in AOBC = m(<xOCB) =180 —2-75° =30°
= m(<LBCA)=2-30" =60°. (**)

Din (*) si (**) rezulta AABC este echilateral.

Problema gasirii mijloacelor M si N a segmentelor [OA] si [OB] se rezolvd construind cu
ajutorul echerului pe un segment, de exemplu [PQ] astfel: cu echerul constmimLPx Si[Qy
perpendicularele pe PQ. Fie RELPx . Construim RS 1L Qy, rezulta ca PRSQ este dreptunghi cu

diagonalele RQ, PS concurente in T. Construim cu echerul 7U L PQ unde U va fi mijlocul lui [PQ] .

G:1073 Se considera in plan punctele A(2;4), B(asb), C(6,8), D(c;d), M(1;2) astfel incat [AM ] sa fie
medianid in triunghiul A4ABC iar [AD] si fie inaltime si mediand in triunghiul A4ABM .Aflati

coordonatele lui B si aria triunghiului ABC. Ion Stanescu, Buzau
Rezolvare: BM=MC, 1="40— 4 4. 2 b_erg = b=—4;

A zw. BC=\/(6+4)2 +(8+4) =2J61. BD=DM = c= —4+l :—% ,d= _42+2 =-1.
:Az)z\/(—%—z)2 +(~1-4) =$. Atunci, A %2@. */124_9 = \/9(2)@ .
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= Clasa a VIII-a

[G:1074. Descompuneti in factori expresia E(a;b)=a’(b—2)+a(l-2b)+d’ +b.
TIon Stanescu, Buzau
Rezolvare:
E(ab)=a’-2a* +a+b(a’ —2a+1)=a(a’ —2a+1)+b(a* —2a+1)=(a—1)*(a+b)

G:1075. Aritati ci existi o infinitate de numere intregi m, n care verifici ecuatia m” =n’ —3n+2.
Flavia Anton, Vaslui

Rezolvare: 1’ —3n+2=(n—1)>(n+2) deci daci n+2 este pitrat perfect atunci n° —3n+2 este

pitrat perfect pentru care existi m intreg astfel ca m* =n’ —3n+2. Dar
n+2 este patrat perfect pentru o infinitate de valori intregi ale lui n.

N

3 3
G:1076. Sa se rezolve in R ecuatia: (x—k ?J +(x—?J =2020. Ionel Tudor, Cilugareni, Giurgiu
Rezolvare: Utilizand formula de descompunere o’ +b’ =(a+b)(a" —ab+b>) pentru a=x+ 3 si

2 2
b= x—? obtinem: 2x [x+?} —(xz —éj +£x—gj = 2020|: 2= x(x*+1)=1010. Aducand
ecuatia la forma (x3 —~ 1000) +(x—10)=0 sau (x—10)(x* +10x+101) =0 obtinem din x-10=0 solutia

reald x=10. Cealalta ecuatie de gradul doi nu are solutii reale deoarece discriminantul ecuatiei este
negativ.

G:1077|. Fie x,y,z € R. Aritati ca

(P +2)(V +2)+ (P +2)(2° +2)+(2° +2)(x* +2) =9+ 6(xy+ yz+zx). in ce caz avem egalitate ?
Cailina Doina Cristina, Simona Radu, Craiova
Rezolvare:
Efectuand calculele obtinem x°y° + y°z° +2°x> +4(x” + y* +2°) +12 > 9+ 6(xz + yz +zx) si mai mult

XY+ 2+ -2z +yz+2x)+320= (xy—1)°+(zy—1)>+(2x—1)> >0 cu egalitate pentru
xy=yz=zx=1.Cumsi x = y = z rezultd egalitate pentru x=y=z=1sau x=y=z=—1.

G:1078. Fie functiile /,g:R >R, f(x)=x"+ax+b, g(f(x)—l):%gz(x)+2, a,b e R. Aritati

ca b)l. Ilinca Sebastian, Parscoveni, Olt
Rezolvare: Presupunem prin reducere la absurd ci b <1. Considerdm ecuatia x° +(a—1)x+b—1=0 cu

A=(a—1)> —4(b—1)>0 de unde rezulti ci ecuatia f(x)=x+1are solutie, fie aceasta a.

fla)-1=a= g(f(a) — 1) =g(a)= %g(a)2 + 2, contradictie.

x° y oz X y z
Gabriela Florina Toader, Buzau

1 1 1 1 1 1
G:1079.. Si se demonstreze inegalitatea —+—+—+92> 2\/5- [— +—+ —] , Vx,y,zeR*

Rezolvare: Tiliiy Q—Z\E-(E+E+E)ED =
- & x ¥ =
1 1 1 1 1 1
e—=-2¥3--+3+=-2V3-S+3+5-2V3-c+3z0 e
X X v v z z
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= e — \.@)2 + G — \.@)2 + (i— \EJE = [ ceea ce este adevarat ¥x, v,z £ K,

=

G:1080. Fie numerele reale pozitive a si b cu a >b si cu proprietatea ci a+b=2505. Demonstrati ca

J2a—2a2 —b* ++42a+ 22’ —b* <~2021.

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin Ionescu, Pitesti

Rezolvare:

Seobservaca(l)\/ — ) —2Ja— ( a+b>2=\/2a—2 /az_bz iar
(2)\/ +2x/a b- \/a+b+(x/a+b) =\/Za+2\/a2—b2.

Conform observatiilor (1) si (2), inegalitatea de demonstrat devine:
\/221—2\/212 -b’ + \/2&+2\/a2 -b* = \/<\/a—b —4a +b)2 + \/(\/a—b + \/a+b)2 =

‘\/a—b—\/a+b‘+x/a—b+\/a+b:\/a+b—\/a—b+\/a+b+\/a—b=2\/a+b=

=2+/505 =/2020 < /2021 .

G:1081. Se consideri numerele reale nenegative x, y, z si t cu proprietatea ci x° + y” +2z° +¢° = 2021

Demonstrati ci \/2021—)(2 + \/2021—y2 + \/2021—22 + \/2021—t2 > \/§(x+ y+z+t)
Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin Ionescu, Pitesti

Rezolvare:
Folosind faptul ca x’ +y2 +Z22 4+ =2021 avem \/2021—x2 Jr\/2021—y2 +\/2021—z2 +\/2021—t2 =

\/y2+zz+t2+\/x2+zz+t2+\/x2+y2+t2+\/x2+y2+zz2
y+z+t x+z+t x+y+t x+y+z 3(x+y+z+it)
> + + + =
V3 3 V3 V3 3
+y+
S-a folosit inegalitatea «[x +y*+2° > y z , Vx,y,zeR.

n n
. . . 2
Generalizare: Fie x,,x,,..x, € R cu ZXn =S, n>2, neN atunci ZJS—xl. >n-1 -le.
i=1 i=1 i=1

= \/§(x+y+z+t) ,c.t.td.

. Rezolvati in R ecuatia \/x—1++/3—x =x>—4x+6.

Ionut Ivinescu, Simona Vladimirescu, Craiova
Rezolvare:

Evident x €[;3]. Cum x* —4x+6=(x—-2)’ +2>2=>Jx-1+3-x22[) =

x—1+3—x+2Jx—1-/3-x>4=+/x-1-3—x>1sau (x—-DB-x)>21=0>(x-2)" =

x—2=0= x =2 este singura solutie.

3 3 3 3 3 3 3 3 3
xa’ +yb’ +zc a’ +zb” +xc  za’ +xb’ + yc
G:1083, Sii se arate ci ~—2 2 2

3 3 >x+y+z,a,b,cx,y,2)0.
a +bc(b+c) b +ca(c+a) ¢ +abla+b)

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:
Deoarece @’ +bc(b+c)<a’ +b’ +¢’ < be(b+c) < (b+c)(b> —bc+c”) <0< (b—c)’ , se obtine
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1 S 1 <:>xa3+yb3+zc3Z)ca3+yl73+ }

a’ +bc(b+c) a’ +b +c a’ +bc(b+c) a+b +c

Adunand cele trei inegalitati obtinem

xa’ + yb’ + zc’ N ya’ +zb’ +xc’  za’ +xb’ + yc’ S (x+y+z)a’ +b’ +c)
a’ +bc(b+c) b +ca(c+a)  +abla+b) a+b+c

pentru a= b=c.

-— si analog pentru celelalte.

=Xx+y+z, cu egalitate

G:1084,. Fie triunghiul AABC, cu AB:AC:4(\/§+1)cm si m(«XBAC)=30". in punctul C se

ridica perpendiculara CV pe planul triunghiului cu CV = 4x/§cm . Aflati tangenta unghiului format de
planul (ABC) cu planul (VMA), unde M este mijlocul lui [BC ] si tangent unghiului format de planele

(VAB) si (ABC). Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:

In AABC, cum (MA este bisectoarea unghiului A si m(<BAC) =30" = m(xMAB) =15°. Evident
MB_ \3-1__ MB

2J_ T 4B+ =

AAMB este dreptunghic in M. Atunci, sin15° =

MB =22 = BC=2BM =42

T3L
Din VC L (ABC), CM L MA, MAc (ABC)=VM 1 AM = AM 1 BC . Perpendicularele in M pe
AM adica, CM si VM formeazd unghiul planelor, adica unghiul <((CMV") este unghiul dintre planele

vc 42

(ABC) si (VMA). In triunghiul AVCM, m(xC)=90°, tg(<ICM V)

M 22
T3L
Fie CD L ABsidin CV L(ABC)=VD L AB= m|<«((VAB),(4BC))]=m(«<CDV)
C cv 42
In triunghiul AVCD, tg(«CDV)=—— = =2(3-1), unde CD=2(+/3 +1) se poate
s g )=2o 2By VPR

calcula in mai multe moduri, de exemplu, scriind aria triunghiului ABC 1n douda moduri.

= Clasa a IX-a

L:878. Stiind cd (1+3+5+....+2021) =9'2.337*, si se determine numirul natural p.

Petre Paunescu, Rosiorii de Vede
Rezolvare: Se stie ci suma primelor 1011 numere impare este egald cu 10117 iar

2444+6+..+2p=2(1+2+3+..+ p) = p(p+1). Rezulta 10117 =1011* = 2p(p+1)=24=p=3

L:879. Demonstrati ci pentru orice n € N, n > 2021, are loc inegalitatea:

(150517 (13583 {1755 oot 23, ke,
2021 2022 2021

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin Ionescu, Pitesti

Rezolvare:

1 1 1 1 2020 2022
Avem 1- =) 1= s={l=— || I+ = . ,
2021 2021 2021 2021) 2021 2021
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I U B -[+ 1 ) 2021 2023
2022* 2022° 2022 2022) 2022 2022°
1_% ) 1_%:(1_1)(“1}:”__1.”_“‘
n n n n n n

Prin inmultirea relatiilor se obtine:

(1_ 1 Nl_ 1 j .(I_L%zozo.zozz.zozl. 'n—l.n+1_2020.n+1>2020
2021* 2022F ) T n" 2021 2021 2022 7 n  m 2021 n ' 2021

. Daca “a” este solutia pozitiva a ecuatiei x’ —x—1=0 si b este solutia pozitivi a ecuatiei
y° —y—3a=0, sii se compare numerele a si b. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Fie a, b)0. Daca a=b se obtine (a+1)’ =4a=(a—-1)’=0=a=b=1 si nu verificd ecuatiile
date.

Fie a#b. Presupunem ci a (b cu a =a+l si b°=3a+b. Atunci, 3a+b<3b+b:é,
4a 4a a
6 6 5
deci (é = 3a +b2 ( Sa+b ( é é) ( b = éj (1 deoarece 2)0 . Asadar, 0<é<1 =b(a
a (a+1) 4a a a a a a

contradictie cu presupunerea facutd. Deci, a ) b.

. Fie x,y,z ) 0 astfel incit xyz(x+ y+z)=1.Demonstratica (x+ y)(y+z)(z+x) ) 2.
Cilina Doina Cristina, Simona Radu, Craiova
Rezolvare:

1 .
(x+Y)y+z)=x"+xz2+yx+yz=x(x+y+2z)+yz=—+yz > 2, cu egalitate <> yz=1.
vz
Analog pentru celelalte inegalititi. Rezultd (x+ )’ (y+2z)*(z+x)* > 8, deci

(x+y)(y+z)(z+x) ) 242 cu egalitate <> xy = yz=zx=1<>x=y =z =1 dar care nu verifica

relatia din enunt, prin urmare (x+ y)(y+z)(z+x) ) 2.

1 1- 1- -
X y

1
L:882. Fie x,yeR - {—1} astfel incat -+ - =1. Aritati ca > >20.1In ce
I+x 1+y l-x+x" 1-y+y
caz avem egalitate ? Mihaela Daianu, Mihaela Mirea, Craiova
Rezolvare: Dupa aducere la acelasi numitor a relatiei
1 1 1
T+ 3 =11+ +1+x =1+’ + X+ Y =2y’ =l xy=1=y=—.
I+x 14y X
1 1
l-x 1- l-x oy l1-x
Atunci, >+ J 5= >+ L ( )2 >0 cu egalitate pentru x = 1 de unde
I-x+x" 1-y+y" 1l-x+x 1—1+L I-x+x
2
X X

2
rezultd ci y=1; Observatie: 1 —x + x° =(1—%j 31)0 VxeR.

1
. Fie x,)0, k =1,n astfel incat > — = n. Si se arate ci <.
;Xk kZ«/X +x, +7 3

Gheorghe Ghita, Buzau
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1 <5x+1
VxP+x+7 18

25x" +35x° —138x° +71x+720, Vx)0 < (x—1)’(25x° +85x+7)>0, Vx)0 cu egalitate pentru

Rezolvare: Mai Intai se demonstreaza inegalitatea ,Vx)0 care este echivalenta cu

x = 1. Inegalitatea de mai sus se aplica tuturor numerelor x,)0, k=1,n si insumind relatiile

obtinute si tindnd cont de relatia din ipoteza se obtine:

S Sx +l 5 1 &1 Sn+n nm :
- = :5 cu egalitate pentru x, =1.

n 1
kZ:; /xk2+xk+7_kz—1: 18x, 18 43 18 5x, 18

L:884|. in triunghiul oarecare ABC se cunosc AB=3, BC=7 si mediana BD are lungimea egali cu 4. Si
se afle aria triunghiului ABC. Luiza Cremeneanu, Craiova
Rezolvare:

2(BA* + BC*)— AC?

2 = AC = \/5_2 . Din formula lui Heron,

Se calculeazi mediana BD, BD’ =

rezulta S*> = p(p—a)(p—-b)(p—c)= %(a+b+c)(—a +b+c)a—-b+c)a+b—c)=
= L(2azb2 +2b*c* +2c*a* —at -b* - ¢! )

16
Prin inlocuirealuiacu 7, aluib cu \/5_2 ,sialuiccu3obtinem: S= 6\/5

X +xy+y =a’
L:885. Aritati ci nu existid x, y,z € R"_ astfel incat | x° +xz+2z° =5’
Y +yz+2° =(a+b)

Lucian Tutescu, Craiova, Catilin Pana, Rm Valcea

Rezolvare:
Presupunem ca existd astfel de numere. Atunci, din teorema cosinusului aplicata unghiurilor de
120° dintre segmentele cu lungimi x siy, X si z, si dintre y si z, putem construi atunci un triunghi

ABC de laturi a, b s1 respective a+b. Daca ar exista x, y, z atunci 4B+ AC ) BC ceea ce este fals.
a+b ) a+b.

L.:886.. Aratati ca in orice triunghi ascutitunghic ABC exista relatia

Asin§+Bsin§+Csin§ ) (5 j
> | —+——, notatiile fiind cele uzuale.
Acos§+Bcos§+Ccos§ 3\/5 4 2R

Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:

. T . . e . . C .
Fie f: KO;EJ — R, f(x)=cosx functie concava pentru care aplicam inegalitatea lui Popoviciu si

) r cos A+cosB+cosC A+B+C 2 A+B 2 . C
egalitatea ZcosA =l+—: +cos <—-) cos =—-)> sin—.
e R 3 3 3 2 3 2

cyc cye
Z:cosA+E < 2ZSiné < 2Zsin£ > §+1+1 = §+L = Zsiné > §+L . Din inegalitatea lui
o 2 5502 0 2 2 R 2 R 4 2R

A 343 . D . .
Jensen rezulta Zcos— < T . Mai departe se aplica inegalitatea lui Cebisev:

cyc
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. A & A 7T (5 r
Asin=>"—. > t+—
;‘ s1n2 3 ésmz 3 (4 2Rj 1)
Z:Acoséﬁz-zwlcosész-3\/§:ﬂ\/g = !
2 3 2 3 2 2

cyc cye

>

> @)
Z:Acos;1 73

Prin inmultirea celor doua relatii se obtine relatia din enunt.

= Clasa a X-a

. Rezolvati in R ecuatia 2* +3" +5" =10. Petre Piaunescu, Rosiorii de Vede

Rezolvare: Cand x = 1 avem 2+ 3+ 5 = 10, deci x = 1. Presupunem ca ecuatia mai admite cel putin o
solutie mai mare ca 1 sau mai micd decat 1. Fie yp )1 o altd solutie. Atunci,
212", 33', 59)5' = 2V 437 +57)2+43+5=10= )l nu este solutie. Analog pentru situatia y { 1.

Asadar, singura solutie a ecuatiei este 1.
Obs. Cand x=1,avem:2+3+5=10, deci x=1 solutie. Presupunem ca ecuatia mai admite o solutie care

poate fi >1 sau <I. Fie y>1 alti solutie, atunci, 2” ) 2', 3" ) 3' Adunand, vom avea:
2Y +3"+5") 2+3+5=10, deci y)l, nu e solutie. Analog pentru cazul y(l. Asadar, x=1 este
solutie unica.

L:888. Si se calculeze partea intreagi a numirului log, 2021+ log, 2021+log, 2021.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Se arata mai intai ca 8% ( log,2021 (11, (1)

87
<28 =§2Y :2")-\4/\/128 ( 1024-311,31 ¢ 1024-«/3,363 ( 1024-1,833 { 2021 si 2" =2048)2021
Analog se arata ca: %( log, 2021 (7, (2) si %(log4 2021 (%, (3).

Din adunarea inegalitatilor (1), (2) si (3) rezulta:

8?7 =23,125 ( log, 2021+log, 2021 +1log, 2021 (4?7 = 23,5 = partea intreagd este egala cu 23.

L:889. Aritati ci numarul 20211 -2022! se poate scrie ca suma a 2021 numere naturale consecutive

dar nu se poate scrie ca suma a 2022 de numere naturale consecutive.
Catalina Doina Cristina, Simona Radu, Craiova

Rezolvare:

Fie xeN, 20211 -20221=x+(x+ 1)+ (x+2) +.... + (x + 2020) =
20211 -20221=2021x+1010-2021=> x = 2020! - 20221~ 1010.

Presupunem ca numarul dat se poate scrie ca suma a 2022 de numere naturale consecutive:



- PROBLEME REZOLVATE -

20211 20221 = x +(x +1) + (x +2) + ...+ (x +2021) =

2021! -2022! =2022x+2021-1011=2022x =2021! -2022!-2021-1011 fals deoarece membrul sting
este par iar membrul drept este impar.

2021
L:890. Aratati ca solutia reala a ecuatiei (1+—j =2 este suma a 2021 numere reale in progresie

X
geometrica. Ionel Tudor, Célugareni,. Giurgiu
Rezolvare:

1 2021 1 1
I+— =2 1+—= 20% = x=———_ Prin rationalizare se obtine solutia reala
X X 2025 1

x=142%2 + 2% + ...+ 2™ adicd suma a 2021 de termeni ai unei progresii geometrice cu primul
termen 1 si ratia 202\1/5.

. Si se determine partea intreagd a numirului g =log, 59049 +log,10484576.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
a =log, 3" +log,2* =10-(log, 3+2log, 2)

Cu inegalitatea mediilor log, 3+2log,2 ) 2./log,3-2log,2 = 2\/log2 3-2- 1 ! 3
0g

=2/2)2:1,41=2,82.

2

( 2,9 adica x=1log,3 e (l; 2) este solutie a inecuatiei

Aratdim ca log, 3+2log, 2 =1log,3+ 1 2
0

2

x> —=2,9x+2 ( 0. Cum x, =113 si x, =1,77 si atunci x:log23e(l,13; 1,77).Mai mult,
1,5 ( log,3 (1,75 siatunci x =log,3 (1,5 1,75) < (1,13; 1,77).

L5 (log,3 < %( log, 3 < 3 (log, 9 <> log, 2° (log, 9 < log, 8 (log, 9, Adevirat.

log, 3(1,75 < log, 3(% < log, 3*(log, 2" <> log, 81 (log, 128, Adevirat.

Asadar, a = 10-(10g2 3+2log, 2) € (28;29) = [a] =28.

. Aritati ci nu existd a € R —{—1;1} astfel incét log , (x*=x+1) {1, VxeR.

a*-1

Adriana Ionita, Aurel Chirita, Slatina
Rezolvare:
. 5 3 1Y Loat+l L
Evident, x“ —x+12> 2 | x 3 )0, Vx € R. Punem conditia — 1)0 si avem situatiile:

2 2 2

a +1 a +1 3.a +1
i e(0;1)=>x* —x+1 ,VxeR.Din — 0= -7)0, ceea ce ¢ fals.
)a2—1 (0:1) ) a’ -1 4>a2—1> )

a’+1 a’+1

, Vxe R, ceea ce este fals.

I=>x*—x+1
az—l> < a’—

ii)

L:893 Rezolvatiin R ecuatia: 4cos® x =cos2x+2cos’ x-cos8x .

Sorin Pirlea, Simona Radu, Craiova
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Rezolvare: Ecuatia data este echivalentdi cu  ecuatia de gradul doi in  (cos® Xx):
4cos* x—2(1+cos8x)cos” x+1 =0 pentru care discriminantul este A =4(1+cos8x)> —16>0=

|l +cos 8x| >2=1+cos8x=2=cos8x=1. Inlocuind in relatia anterioara obtinem

(2cos’ x—1)> =0 =>cos 2x =0. Asadar, din cos2x =0 si cosSx=1:>x=(2k+l)%, keZ.

L:894. Fie a)0, a #1fixat. Rezolvati in R ecuatiile:

a) log_(x+2021) =log (a+2021); b) log (x**' +2021) =log, (a*”' +2021).
Dan Grigorie, Luiza Cremeneanu, Craiova

Rezolvare:
In(x+2021) Inx

In(a+2021) Ina

a) La ecuatia data schimbam baza si obtinem: sau log .., (x+2021)=log, x=y

¥y y
—x=a’, x+2021=(a+2021) = a’ +2021 = (a+2021) < | —9— | 42021 — L] =1
a+2021 a+2021

1
Cum L(1 si ———— (1 = y=1 este solutie unica. Atunci, x = a.
a+2021 a+2021

b) Asemanator ca la a) se obtine

108 2oy, (x> +2021) =log, x =y => x=a’ = (a’®' +2021)" =x"*' +2021 =

g>! Y 1 y
[azoﬂ +—2021j + 2021[mj =1cu solugia unica y:1 $1 de aici x=a.

2
L:895. Rezolvatiin R ecuatia \/Ex sin 27”4 + % +1=0.
X+

Mihaela Diianu, Mihaela Mirea, Craiova
Rezolvare:

2
. X . < — b . TX X
Cum sin’ +cos’ =1 ecuatia data se mai scrie (— +s1in z—j +cos’ - = 0
X

x> +4 x> +4 J2 X +4 +4
Rezultd cos — =0=sin—; ==x1. Cum si X 4 sin > =0 avem doua cazuri:
x +4 x +4 N2 x +4
TX X X N2
a) sin——=-1=>-"—=-1=0=x=+/2 si cos =Cos #0.
) x*+4 J2 ; x*+4 6

. X X _ X -2 . .
b) sin— =l ——+1=0=x=—2 §i cOS— =Cos # 0. Ecuatia nu are solutii.
X’ +4 NG X’ +4 6
L:896. Rezolvatiin R ecuatia sin’*' x+cos””' x +sin** x=2. Delia Popescu, Craiova
Rezolvare:
sin®”! x+cos™! x <sin’® x+cos” x =1. Cum sin’”' x +cos*” x =2 —sin** x = sin®** x> 1 =

. 2022 2021

sin® x =1 si de aici sin®™' x+cos
2 x=1=a) sinx=—1=>—1+cos

x=1.

2021

Din sin x=1=cos™ x=2 Fals.

2021

b) sinx=1=1+cos’ x=1=>cos*®' x=0=>cosx =0. Aici gisim solutiile xe{%+2k7z|keZ}.

L.:897. Fie numerele reale a #b # c # a. Aritati ca %/a3 -b’ +%/b3 -c +3/c3 —-a’ #0.

Daniela Stoian, Roxana Vasile, Craiova
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Rezolvare:
in identitatea X +y +2 -3xz=x+y+z)(X° +y +2° —xz—xz+yz) se ia

x=1a’ —b3,y:3/b3—c3,z:3/c3—a3 . Presupunem cd x+y+z=0=>x"+)’ +z’ =3x)z asadar

3f 3 3 3/13 3 313 3 3 3 3 3 3 3 .. .
3~\/a -b ~\/b —c N —a =a’-b"+b—c’ +¢c’ —a’ =0ceea ce e fals deoarece niciunul din

factorii din membrul sting nu este 0 deoarece a #b#c#a.Rezultici @’ #b’ #¢° #a’.

= Clasa a XI-a

L:898. Fie A o matrice patratici de ordinul doi cu proprietitile det(4+2/,) =0 si det(4—-4/,)=36.

Si se calculeze (A4+21,). Tuliana Trasca, Olt
Rezolvare:
a b
Fie A4 =( d] eM,(R). Din det(4+21,)=0=ad-bc+2(a+d)+4=0 si din
c

det(4—-41,)=36=ad —bc—4(a+d)+16=36, prin scaderea relatiilor se obtine a+d=4 si
ad —bc =—4. Conform Teoremei lui Hamilton- Cayley rezulti 4° —(a+d)A+(ad —bc)l, =0, =

2022

A +44+41, =0, = (4+21,) =0, = (4+21,)"" =0,
1.:899. Si se determine functia continua f: (0; oo) — R, astfel incit sa avem relatia
Y- f2H=2"" vxeR. Cezar Ozunu Daneti, Dolj

Rezolvare:

t
Notand 2 =t¢ relatia data devine f(¢)— f (5):21 (*) si scriind relatia (*) pentru valorile

. ’ L2 ’ Lz peeenns :71 si adunandu-le obtinem:
2°2°°2 2
£
f(l‘)—f(L) = 2t[1+l+L+...+ 1 j: 2% —2) _ 4 deoarece f(i) = £(0)=
2n 2 A22 2n—l 1 _-J; 2n
2
f()— f(0)=4t = f(t)=4t+c, c= constanta.
g (cos(” cos x)J
. Sa se calculeze limita £1_r)13 i . Adrian Stan, Buzau
X sin(sin xj

Rezolvare:

T
tg(cos(cosx)J sinz(l—cosx) z(l—cosx)
lim 2 2 2 _
x—0 T T T B
cos(z cos x) 5(1 —cosx)  x-sin (2 sin xj
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V4 L X
(1—1"‘251112) 7 sinx 7 sinx 2sin >, 2
. 2) 2 . X 2 X . 2x7 ]
=lim . =lim —_ = —=lim—=—
10 (. T . -0 (. sinx ([ x 4x 04x" 2
x-sin| —sinx | —sinx x-sin| —sinx hd
2 2 2 2

S-a folosit cos(Z cosx) = sin(z ~Z cos xJ = sinz(l —cosx) si cosx=1-2sin’ X
2 2 2 2 2

L:901, Fiesirul (x,),., x,=a+1, x,=a, x,,=+(a—x,+x,,,, n>1,a)l. Si se arate ci

2 .
x, <a+—, Vn=1. Si se calculeze lim x, Gheorghe Ghita, Buzau
n n—>®0

Rezolvare: Se demonstreaza prin inductie matematica:
-1 ,2 4a+2
x,.,=+(@a=Dx,+x,,, \/(a—l)(a+g)+a+ 2 (a+ 2 = an:—a ( azn+ CREDIN
n n+l n+2 n-+n n"+4n+4
an’ +(a+3)n° +(6—4ayn—4a+4 ) 0= an+1)(n* —4)+3n° +6n+4) 0, Vn=>2;

2 2
Cum x,=a+Ka+2, x,=a{a+2, x3:\/a2+a—l<a+§:>xn£a+—, Vn=1.
n

. . . o . 2 . . .
Tot prin inductiue matematica se demonstreaza cd a < x,(a+— si conform teoremei clestelui,
n

limita sirului este a.

. . i i 2n-1 7
. Aratati ca Z i+ )C.Cl=n(2 —C;n_l) . Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
0<i(j<n
Rezolvare:

0<i( j<n 0<i( j<n 0<i( j<n

2
2 . . 2 . - i i . .
in identitatea 2 z a-a; Z[ Z aij - Z a;  consideram a,=x'-C, s1 atunci

2
2 S HICiC :[quij —Z((?;x")2 = (1+x)*" _Zn:xzi (ci )2 . Derivand in raport cu
i=0

0<i(j<n i=0 i=0

L . 1 N2
x si simplificand cu 2 obtinem: Z i+ J')XHFIC;C,{ =n(1+ X)anl - Zixzm1 (C,ll ) .

0<i( j<n i—0
n
o _ N2
Pentru x = 1 relatia anterioard devine: z (i+)HC,Cl =n-2""" —Zl (C;) (*).
0<i(j<n i=0
n N2 n N2
Suma Z I (C,l, ) se calculeaza astfel: Z (n—1) (C : l ) si
i=0 i=0
“ N2 “ \2 L \2
i=0 i=0 i=0
n_, n2n_,, " R . . . . . .
S= > C) = P C; ", =nC; , care se inlocuieste in relatia (*) rezultand identitatea din enunt.
n
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= Clasa a XII-a
(\/_+\/1_xarcs1n\/_)

L.:903,. Si se calculeze: j Gheorghe Ghitia, Buzau
7 ¥ —x+1

Rezolvare: Conform proprietatii “Daca [ : [a;b] — R este continud atunci

b b
jf(x)dx = %J.[f(x) + f(a+b- x)]dx”, integrala data se scrie:

11(\/;+m)(arcsin X +arcsin l—x) _j\/_+\/_

1=5j _ _

0 x —x+1 x+1
[ 1
= _J' 1 = I I-x 1 = ZJAZLdex . S-a aplicat faptul ca
—x+ —x+ —x+

. . wo. . . o . e .
arcsin+/x +arcsin«/1—x = 5 iar in a doua integrala s-a facut schimbarea de variabila, x = t-1 gi s-a

constatat ca este egala cu prima integrala.
Mai departe, efectuand schimbarea de variabila \/; =t, dx =2tdt se obtine:

1 2 ‘\/" ¢ ¢
I=r t=1 — t=
It —f +1 I ( 2_Bt +1 243 +1jd

72'\/_ t —«/_t+l
N 24 3e+1)0

. Sa se determine toate  polinoamele fekR [X ] care  verifica  relatia
(x=1Df(x)=xf(x—2021), VxeR.

ﬁ[arctg(% \/_)+arctg(2t+\/_ﬂ‘l ﬂ-\/_l 2- \/_)Jr_

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Dand succesiv lui x valorile 0, 2021, 4042, 8084, ..... obtinem faptul ca acestea reprezintd un sir infinit
de radacini ale lui f, prin urmare polinomul f nu poate avea gradul finit. Singurul polinom care verifica
enuntul este polinomul nul, f=0.

1 2020 1

. Aritati ca J4dx In2021. Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

2020

2020
_ xInt
Rezolvare: Consideram integrala 4 = I tdx 6)0. A= j e "dx . Cu substitutia y =xIn¢

0
2020

2020In¢ Int 2020 2020
d 1 1 Ing™" 77 1
avem x:l:dx—dy Atunci, 4= _[ ey'_y:_ _[ e’dy=—-e =
Int Int 0 Inz Inz Int¢ 0 Int

Integrala din enunt este'

1 2020 2020 2020/ 1 2020 tx+1
[ aae [ a7 fras= T £

0 0 0

1 2020 l
x = I —dx =
0 y Xx+1

2020
=In(x+1)| " =1n2021.
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8 2
x' —x
+2x°

1
[L:906. Calculati [—;

c 3 dx.
+4x° +2x” +1

Costel Florea, Bucuresti

1 2 6
Rezolvare: | _1 J' x"(3x° =3) ~

o
11
dx=—
I x4+ 2x7 +4x® +2x7 +1 3'[
! x| x® +2x7 +4+

)
A

dx . Notim x° + % =1, (3x2 - %)dx = dt si obtinem
31[x6+1]+2(x3+1j+4 o o
6 3
X

Xu‘ S kb‘ (O8]

X
1t at 1 1
= I— —arctg(t + 1)‘ 2, == [arctg3 + zj .
- (t 2)+2t+4 3 ST +2t+2 3 3 4
L:907. Aratati ca J.\/_ ln( + —2j dx<2— \/5 . Codrut-Sorin Zmicali, Sighetu Marmatiei
X
1
Rezolvare:
Vom  demonstra ca ln(l + x) <x,Vx>0. In acest scop, considerim functia
f: (O,+oo) — R,f(x) = x—ln( ) Functia f este continud pe
, 1
f'(x)=

domeniul de

definitie
l———=——->0, pentru orice x €
I+x x+1

si
(0 +oo) Prin urmare, f este strict crescitoare pe (0 +OO)
deci f(x)> f(0),Vxe(0,+0)=>In(1+x)<x, Vx>0

1 1

Din ln(1+x) <x,Vx>0, rezulta ca ln(1+—2] <—, deci \/;II{H
X X

inegalitatea precedenta pe intervalul [1 2], obtinem ca

2
1 1
2 2 2 3 3 1 1
I\/_ln(1+—jd <j£dx=j dx = j 2dx=x—1 =—2(22—1j=2—22 2-2.
l'x _

1
—zj < £§C, Vx> 0. Integrand
X X

21
e —x-¢e
L.:908. Si se calculeze J. . dx Adrian Stan, Buzau
X" —e
Rezolvare:
1
1 x e —x-¢e (xj X
R L 2 Y. x 1 =74 1 P
- X Y :>-[ xt—e™ _j x Y dx_2 X 21 x+e* e
2x_1 — | -1 (xj -1 +1
e e’ e
1.:909.

Fie a,beR, a<bsi functiile continue f,g: R — Rastfel incat

f(x)f(a+b—x)=1,g(x)=g(a+b—x), Vx € R. Sa se arate demonstreze ca
b (x) 1 b
I

I o x:z-!.g(x)dx.

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
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b
Rezolvare: Fie [ = J&dx in care facem schimbarea de variabild x=u(t)=a+b—t, cu
ARSIE)
b b
u'(t) =—Lu(a) =b,u(b) =asi obtinem: 1= | glathb=t) , _ j 8lx ) = jde si
al+f(a+b—t) R PR Lo A €9
f (X)
b
atunci:2/ =1+1 = I g(x) J-f(x)g(x) _[ 1+ f(x))g(x) dx = Ig(x)dx, si deci
al+f(X) 1+ 7(x) I+ 7(x)
b
1 :l-J‘g(x)dx.
m Calculatl integrala: I a8 Vasile Mircea Popa, Sibiu

1

Rezolvare:
1 1
arccos X 2 arcsin X
Notam: I—jgd ; J=I —dx.
1 1 1 —X
2 2
1 1
2 3 2
arccos X + arcsin x T 1
Avem: I+J=J > dx:—f—zdx.
1 1-x 21—
2 E

Scriem relatia pentru familia de primitive ale functiei f(x) = PR xe(-1L1):
-X

_f ! Sdx = llnl_'_—X +C=F(x)+C unde C este o constantd arbitrara.

1-x 2 1-x
Pentru calculul familiei de primitive descompunem fractia care reprezintd functia f(x) in fractii
simple si primitiva rezultd imediat. Relatia se poate evident verifica prin derivare. Cititorul este
invitat sa efectueze aceste calcule simple.

Folosind expresia primitivei F(x) = %ln TF—X si formula Leibniz-Newton, avem:

;dx:%nlrﬁ

1
2
—dx F(lj F(—%jzln3 Prin urmare putem scrie: [ +J = P

11X 2

2
Dar integrala J este egala cu zero, deoarece avem integrala unei functii impare pe un interval simetric
fata de origine.

T
2"

M‘_v_..\)\_.

Rezulta [ = %nln3 .
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» Stiinta noastra este suma gandurilor
si experientelor a nenumairate minti”.

Ralph Waldo Emerson
(1803-1882)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:1085|. Sa se calculeze S =52-50—53-49+54-48—55-47+.....+100-2—-101-1

elev Ionescu Mihai, Craiova

G:1086|. Gisiti o scriere a numerelor 10°°* si 10*°* ca sumi de doud pitrate perfecte.

Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1087,. Aflati restul impdrtirii numarului 4=1+2+2>+.....+2** la15.  Camelia Dani, Craiova

. In Germania, la 18 ani doua treimi din numarul elevilor sunt in scoli profesionale, jumatate
din cei care dau bacalaureatul il pica, iar trei sferturi nu termind facultatea. Daca Intr-un colegiu sunt
1200 de elevi, atunci aflati:
a) Cati elevi din acel colegiu merg la profesionald ?
b) Cati elevi din acel colegiu termina liceul ?
c) Cati elevi din acel colegiu termind facultatea ?

Neculai Stanciu, Buzau
. Se considera numerele naturale impare q,,4,,4;,.....,a, care impartite la 100 dau resturi

diferite doud cate doua.
a) Aflati cel mai mic numar » € N* pentru care multimea acestor resturi sd coincidd cu multimea
tuturor resturilor posibile ale impartirii tuturor numerelor naturale impare la 100;
b) Demonstrati ca pentru acel n, suma @, +a, +a; +.....+a, se divide cu 100.

Adrian Gobej, Curtea de Arges
. Fie numarul x=2"".5"+2022, unde n este numdr natural, n) 4. Calculati suma cifrelor

numarului x. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1091|. Fard a se efectua ridicarile la putere, aratati cd numarul
1
a= i (20233 —-2021° —2023° —2021° ) este un numadr natural patrat perfect.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:1092|. Aflati cel mai mic numar natural n, In baza 10, care are suma cifrelor egala cu 2022. Cat
este restul impdrtirii lui # la 9?7 Determinati numarul p, minim, astfel incat n + p sa fie divizibil cu 9.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Midalina Buliga, Bucuresti
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= Clasa a VI-a

5 . . ~x 16-—16x e
G:1092| Sa se rezolve In Z ecuatia 2" = - Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
x —
G:1093|. Si se arate ci numdirul 22°*2 are cel putin 607 cifre.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madélina Buliga, Bucuresti

G:1094|. Determinati numerele prime a, b, si c astfel incat a+13b+7¢c=184.

Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1095. Demonstrati cd numarul A este natural, unde

-1

1
fe-02]" | J[oa42ssn-0om] _ || 439 441 | _,
0,(3)+0,2 0,(142857)+0,(1) o

439 441

Nicolae Iviaschescu, Canada
G:1096|. Gasiti cele trei numere prime magice P, P,,P; astfel incat

D, D, - P; -ab=abababab, oricare ar fi numarul ab. Neculai Stanciu, Buziu

G:1097. Se considerd numarul N =2021" +(n+2022)(n+2019), VneN. Sa se arate cd N e

impar. Adrian Stan, Buziu

G:1098. Numerele naturale nenule a, b si c verifica egalitatile % = % = % .

Si se arate ci a’+b*+c? este divizibil cu patru numere prime consecutive.

Sa se afle cea mai mica valoare a rapoartelor, pentru care a + b + ¢ este patrat perfect.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1099. Sa se arate ca oricare ar fi numerele naturale K, 1, n, restul impartirii numarului

N =2018"" +2019°"" +2022*"" +2023**" +2024*"" 1a 2021 este acelasi.
Gheorghe Ghita, Buziu
G:1100. Fie H ortocentrul triunghiului ABC . Dacd CH = A4B si BH = AC aflati unghiurile

triunghiului ABC.
elev Tudorascu Rares, Craiova

= (Clasa a VII-a

G:1101]. Determinati numarul ab pentru care Naab —~ab=a-b .
Nicolae Iviaschescu, Canada

G:1102. Fie a,b,ceR cu proprietatea cd a’ +4b> +9c¢> =6a+16b+12c+20. Si se determine

care este cea mai mare valoare posibild pentru a, b sau ¢ ?
Adrian Stan, Buzau
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6 7
G:1103|. Rationalizati numitorul fractiei F' = L+f2x+ 8x6 il 8«/5x7 ,unde xeQ".
1—2x +8x° —82x

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

. . - . A 2a+3 . 3a—-1
G:1104). Existi valori ale numarului real a astfel incat numerele x = =2 sl y= a2 sd fie
simultan numere intregi? Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
3 Lo 10741 107 41
G:1108|. Sa se compare fractiile: — $1 —or—— - Camelia Dani, Craiova
1077 +1 ° 1077 +1

G:1106|. Sa se rezolve In multimea numerelor rationale ecuatia
7202 —\/x+2022—\/2022 =k-y, keQ*.
Gheorghe Ghita, Buzau
G:1107. Sa se arate cd daca numerele intregi a, b si c satisfac egalitatea 337a+2b=3c, atunci

produsul (167a+b)(5¢c—3a)(335b—334c) este divizibil cu numarul 2022.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Mad:lina Buliga, Bucuresti

G:1108. Fie patratul ABCD cu lungimea laturii /. Fie punctele M si N pe laturile BC si CD
astfel incat BM =a < é Dacid MN intersecteazd AB in E si AD in F astfel incat 40 = A,

atunci calculati in functie de / i a lungimea segmentului DF .
Neculai Stanciu, Buzau

= (Clasa a VIII-a

G:1109. Fie x,yeRastfel incat x—y=1. Aflati cea mai micd valoare a expresiei
E(x;y)=x"—)’ —xy si valorile lui x si y pentru care este atins acest minim.
eleva Viespescu Cilina Maria, Craiova

G:1110. Fie A= \/32020 +3221 1322 1 3" ;e N. Si se determine o valoare a lui n astfel incat A si
fie rational.

Adrian Stan, Buzau

. Aratati ca daca numarul natural n verifica egalitatea
(n+2021)\n+2021 —n* +2021n — n\/_ =2n+2021, atunci n este patrat perfect.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. Sa se rezolve in NxN ecuatia: Jx o+ \/;+ \/E = p’ —1, unde p este un numar prim.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:1113|. Numerele reale a si b verifica relatia @ +b° —3a—5b+7,5=0. S se arate ci a+b [2; 6]
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Y

G:1114|. Rezolvati in NxN ecuatia Ll + 1 =1. Adrian Gobej, Curtea de Arges
y+1 x+
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G:1115| Fie x,y,z)0astfel incat x+ y+z =3. Aratati ca ! + 1 + ! < 6 .Ince
xX+y x+z y+z xy+yz+zx

caz avem egalitate ? Dorina Goiceanu, Simona Dascilu, Craiova

G 1116|. Daca a, b, c sunt numere reale pozitive, sa se arate ca: (— + 4)(— + 4)(— +4) >

\/_

Dumitru Preoteasa, Giurgiu
G:1117, Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Aratati ca
A = i[ssz —(8—2a)y’ —(S—2b)* —(S—2¢)’ |, unde 4, =2(ab+bc+ac) este aria totald iar

S=a+b+c.
Nicolae Ivaschescu, Canada

= (Clasa a IX-a

L:911). Fie @, =2"-3"", neN* . a) Si se arate ci sirul (a, ),

o . A 38
b ) Determinati n € N* astfel incat a, +a, +.....+a, =—. Constantin Dinu, Buzau

_\ €Ste 0 progresie geometrica.

L:912. Fie /:R — R o functie care verifica conditia ( *) x: f(x)+(2—-x)- f(—x)=x+2;
a) Sa se calculeze f( 2) si f(-2);
b) Sa se determine functia de gradul doi care verificd conditia ( *). Constantin Dinu, Buzau

L.:913|. a) Si se arate ci x* —8x” +64x+64>0, VxeR;
b) Comparati numerele a =1 +2*+3*+....+(n—1)" si B=n"+4n’ —30n> —96n, ne N*.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
7 2
L:914,. Rezolvati in R ecuatia 4(x—\/x—1)4{2x—z} =3, unde [x] reprezinta partea intreagd a

numarului real x.
Sebastian Ilinca, Pirscoveni, Olt

L:915| Daca 2+/x—2 +4\/y —-3=x+y, Vx,yeR, x>2,y>3 atunci sa se determine suma x+y .
Adrian Stan , Buzau
. Fie a,b,c numere reale astfel incat a+b+c # 0. Aratati ca

6(a’+b*>+c*) (a*+b°+c’ )
(a+b+c) 6(a* +b* +c’ )
Ileana Duma, Lucian Tutescu, Craiova

m 7. Daca a,b,c,m,n ) 0 atunci zma P <(m+n)[#+%j~(2i],
cyc

cyc

. In ce caz avem egalitate ?

Florica Anastase, Lehliu-Gara, Calarasi
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2
L.:918. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: x + X4 X -2
2x-1  x2 _2x+1 4
Béla Kovacs, Satu Mare
~2022" +2021n-2023

L:919, Se considera urmatoarele siruri de numere a

n

X
2022" —2021n+2023
b = , n>2l, xeR*,
X
a) Aratati ca sirul c, = a, — by este o progresie aritmetica.
. .a.  +b )
b) Demonstrati ca ——L nu depinde de n. Gheorghe Darstaru, Buziu

a,+b,

L:920. Sa se determine n numere intregi consecutive pentru care suma cuburilor lor este egala cu
patratul sumei lor.
Gheorghe Ghita, Buzau

L1 11
L.:921. Daca a,b,c)0, a+b+c=3 , atunci 3(—+E+—j2 2(a2 +b +c2)+ab+bc+ca .
a c
Marin Chirciu, Pitesti
a"l
—. n par
L:922. Sirul (a,) . estedefinit astfel: a, =5, a,,, = 51 . Calculati a,y,), .
a,+

, nimpar

Dorina Goiceanu, Craiova

= (Clasa a X-a

L:923. Se considerd functia /:R >R, f(x)=3"+3".

. . : 2
a) Demonstrati cd f(x)+ f(—x) >4, VxeR; b) Rezolvati ecuatia f(x)= T VxeR.
x77+1

Gheorghe Dérstaru, Buzau

L:924 Rezolvatiin R ecuatiile: a) x> +2vx> —6x+5 =6x—5; b) log,(-5x+6)-log 2=1;

Constantin Dinu, Buzau
Yy X

X =Y

2021 _ 2022 "
=y

. Rezolvati in numere reale strict pozitive sistemul de ecuatii: {
X
Alecu Orlando, Rosiori De Vede

L.:926.. Rezolvatiin R ecuatia

2x+y+z+2 2y+x+z+2 2z+x+y+2

4" +47 +47 427V 42425 -2 2 2 2 -2 2 =0.

Pal Orban, Targu Secuiesc
4x ) 289
5x—4 25

L:927. Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia: x2 +(

Kovacs Béla, Satu Mare
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L:928. Determinati coordonatele punctelor de intersectie cu axele de coordonate ale graficului
functiei /:(—L0) >R, f(x)=In(1+x)+56¢" +71e™ +16e™ +e* —144.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

. . . 1 . <
1.:929. Fie a,b,c,d numere  reale din intervalul {E ; ooj . Aratati ca
272 2 42 2 2 2 2 T :
abc’d”+a” +b” +c" +d” >4abcd +1. In ce caz avem egalitate ?
Lucian Tutescu, Ileana Duma, Craiova

.:930. Sa se demonstreze ca triunghiul de afixe a, b, ¢ este echilateral daca si numai daca triunghiul
de afixe a* +ab+b>, b* +bc+c*, ¢* +ca+a’ este echilateral.
Gheorghe Ghita, Buziu

1—\/§-tgx 5

L:931. Rezolvati in multimea (0°,90°) ecuatia :
1-2-sinx

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L:932,. Sa se arate ca in triunghiul ascutitunghic ABC avem inegalitatea:
a’(sin®A cos’A) b*(sin”®B cos’B)| c¢’(sin’C cos’C), 3p°
— + +— + — + ) 5
A\ B C B\ C A c\ 4 B Vd

obignuite intr-un triunghi ( unghiurile sunt masurate in radiani).

notatiile fiind cele

Emil C. Popa, Radu Diaconu, Sibiu

. Clasa a XI-a

i
N
w
»

Separati rddacinile reale ale ecuatiei In3x+2In(1-x)+1=0.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

a b 0
IL:934 Fie matriccad=|c¢ a c |, ab,ceR*. Siscarateci Tr3(A”):33-det(A”), vneN.
0 —b a
Gheorghe Ghita, Buzau
:935. Pentru x >0 rezolvati ecuatia Jx = log, x. Adrian Gobej, Curtea de Arges

)
Sa se calculeze limita limm .
=0 In(2 —cos” x)

i
&
Y
&

Adrian Stan, Buzau

:937. Fie f:R — Ro functie derivabild astfel incat 7 (0)=0 si 7 (x)- f'(x)+ f>(x)=0, VxeR.
Sasearateca f(x)=0, VxeR Adrian Stan, Buzau
In(1+4/n!)

. Calculati lim

e nf(2n—1)1

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
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1- +1-2
. Fie (xn) ., $ir de numere reale definit prin x;, =0 si x, = A=, > " . Sa se calculeze
"= nx, ,+2n

=lim H 2+x,) Florica Anastase, Lehliu-Gara, Calarasi

2
(a+b*)tan™ S
1 & n —kn+k’
L.:940. Pentru a)0, b) 1, sé se calculeze L = lim—z .

n=0 pn g b +2a+b""
Mihaly Bencze-Sacele, Brasov, Florica Anastase, Lehliu-Gara, Calarasi

n 1 1 n

| z — n
L:941. Considerand sirul (a,),.,, a, = "¢ Se cere: lima,, lima,", lim(ﬁ/;)"", limn®, lim(1+a,)2.
n"*

n—®0 n—0 n—0 n—0 n—0

Emil C. Popa, Sibiu.

Clasa a XII-a

«EH
. d e
.:942. Sa se calculeze integrala 7 = I 53 20)260 Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
o 0 x4+
- . 4 3 ) .. . X tX, 3
. Rezolvati in R ecuatia 6x* ++/21x* —40x* —2421x+15=0 stiind cd —2=—-=,
X, +x, 2
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
3
. . Jsinx
L.:944. Demonstrati inegalitatea: J ——dx <2+1In3. Béla Kovacs, Satu Mare
10X

2022

L:945.  Considerim functile /,F:R—>R, f continui, F derivabils, F(1) ( %. Daci

F(cosx)+(cosx)- f(cosx)=>sinx, VxeR atunci F(x) nu este o primitiva a functiei f(x).
Emil C. Popa, Sibiu

[L:946. Fic /:[0;1] > R integrabila astfel incat & < f(ﬂJ <— "% Caleulati
2m-1)2m+1) n mH+(m+1)!
1
J f(x)dx . Sebastian Ilinca, Parscoveni, Olt
x’ (ln(’ x—2In’ x)
L.:947. Sa se calculeze: I WE dx, x € (e,oo) . Gheorghe Ghiti, Buziu
x*—In" x
L:948. Pentru neN,n>2 se considera sirul de integrale (/,) ./, :j ! dx.
n=2 ' {x}+1
a) Aratatica [, =In4.  b) Calculati lim ~/7,, . Codrut-Sorin Zmicali, Sighetu Marmatiei

n—>+o0

. Se defineste integrala avand limita superioara infinitd prin egalitatea:

o) b
If (x)dx = gimj.f (x)dx . Sa se calculeze integrala [ %d Vasile Mircea Popa, Sibiu

o X +4x +1



- QUICKIES -

» Believe you can and you are halfway there.”
Theodore Roosevelt
(1882 - 1945)

IEA QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before September 01, 2022.

PROPOSALS - QUICKIES

Q77. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania.
: - IR A-B B-C _
If ABC is an acute triangle, then prove that 3 5, > sec( 7 j+ Sec( 5 }+ Sec(c . Aj .
r

Q78. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

\/§+1
242

If a,b >0, then prove that \/a2 —ab+b’ +\/a2 +ab+b* > (a+b+|a—b|).
Q79. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
Prove that in any AABC holds the following inequality AI*+BI* +CI* > 48r".

Q80. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
If M isapoint in the interior of triangle ABC such that MA = x, MB = y, MC = z , then prove the

2 2 2 2
o LooXT Yy z 1 Xy
following inequality — +-5+—21+— ——=.
8 hequatily a> b Zch[a bj
Q81. Proposed by Costel Florea, Bucharest, Romania.
Find ne N such that
" (x+D)(2xe" +1)e” p 1

4 4 3 3; =
o Xe +2x7e” +3x

x=1- :
o™ +2xe" +1 nIn(108e)Inn—6In2-In3+1

SOLUTIONS - QUICKIES

Q71. Proposed by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania.

4 3 4 3 4 3
If a,b,c>0 With%+%+i3:ﬁ,thenprovethat a3 +b3 +b3 +C3 +c3+a3 22.
a b c 9 a +b> b +c ¢ +a 8

3 : . . :
Solution by author. We note that for a=b=c= 2 we have equality. First by AM-GM inequality
and then by HM-AM we obtain:
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at ot ot 27 5, 27 Ja' at et 27 pr 27
a'+b' 333 Tase ™ Taseen Vs T3 s ase " T ase
Z =Z 56 256 7 Z _

a’+b’ a’+b’ a’+b’
IR TR R N/ U D DR A N
a +b’ 256a’ +b° 256 4\a®> B b & ] o
Tl N T o
256 4 a b ¢ 256 2 9 8 8

Q72. Proposed by Rovsen Pirkuliyev, Sumgait, Azerbaijan.
If ABC is a triangle with usual notations, then prove that AH* + BH* + CH* >3R".

Solution 1 by author. By Bergstrom inequality and the identities
AH? =4R* —a’ ,BH* =4R* —b*,CH? =4R* —¢*, we have that
(AH? +BH® +CH?)* (12R*> —(a’ +b*> +¢?)’
3 - 3
and if we take into account by Zaz <9R?, then we obtain the desired inequality.

b

AH* + BH* +CH" >

Solution 2 Marin Chirciu, Pitesti, Romania. We use AH =2R |cos A| , then inequality becomes

16R* (cos4 A+cos* B+cos* C) >3R* < cos® A+cos* B+cos' C> % , which yields from

2 3)2
> cos’ A;S(Zcosz A) g(4
3 3

R*+4Rr+r’ —p* @ . 6R’+4Rr+r*-p’
Z:cos2A=6 i r:—r P Zé,where (2)is OR” + r:—r P
2R 4 2R

< 2p> <9R*> +8Rr+2r°, which by Gerretsen’s inequality p° <4R* +3Rr+3r.
It remains to show that 2(4R2 +3Rr+3r7 ) <O9R* +8Rr+2r> < R* > 4r?, true by Euler’s

- % , where (1)is > cos® 4> %, true since

>2 o

inequality R >2r.
Equality holds iff triangle 4BC is equilateral.

Q73. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabia, Romania.
If a, >0 forany k£ =1,5, then prove that

a, —a a, —da a, —a a, —a a. —a
1~ % 2% 3”4 4~ % s7%H S0
a,+a,+a, a,+a,+a;, a,+a;+a, as+a +a, a +a,+a,
Solution 1 by author. Adding 5 in both members, we obtain successively:
a, —as a,—a, a,—a,

a, —a
(. SR | +1 +1 +1
a,+a,+a, a,+a,+a, a,+tas+a,  as+a +a, a +a,+a,

a, +a, +a a,+a,+a a, +a, +a a, +a. +a a.+a, +a
L s s s s s A S T ™2 55 whics true by
a2+a3+a4 a3+a4+a5 a4+a5+a1 a5+a1+a2 a1+a2+a3

AM-GM inequality. Equality occurs iff a, =a,, a, =as, a, =a,, a, =a,, a; = a,, so finally iff

a,=a,=a,=a, =das.
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Q74. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania.

: . . L . b
Prove that in any triangle ABC is true the following inequality % >8r° —R’.
a+b+c

Solution 1 by author. Using
p23\V3R= p? 227r) = 2p> <547 9R> > a®> +b* +*;ab+be+ca = p* +r’ +4Rr and

a’+b* +c* + _abe > 2(ab+ bc + ca) (Schur inequality) we deduce that

at+b+c

>a’ +b° +¢° +9a—bcz2(ab+bc+ca):
a+b+c a+b+c

=R’ + ———>2(ab+bc+ca)=2p° +r’ +4rR) =
atb+c

Euler
%f€—22p2+mﬂ+&ﬂ—9R2zsmﬂ+2ﬁ+$Rr—wﬁ > 547 +2r +16r° —9R* =
a+b+c

=72r* —9R?. Hence, a—bc >8r* —R?, g.e.d.
at+b+c

Solution 2 Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Using abc =4Rrpand a+b+c =2p, the inequality

becomes 4§£ >8°—R* < 2Rr>8" —R*< R +2Rr—87 >0 < (R-2r)(R+4r) 20, true by
P

Euler’s inequality R >2r.

Equality holds iff triangle ABC is equilateral.

Solution 3 by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. _abe >8r° -R* & Askr >8r° -R* &
a+b+c 2s
& 2Rr 28 —R* & (R+7)> 297 < R+r >3r < R >2r, Euler inequality.
4s° b
Remark. In all triangle ABC holds —— > —2°C >8> — R?,
27 a+b+c
3 2 2
Indeed, abc < a+b+c 1 :(a+b+c) :4S .
a+b+c 3 a+b+c 27 27

Q75. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

n+l, 1' nf
Compute lim4 (2n—1)!!( \/m B \/;j

(n+1)* n’

A1 gfee-Dn 2
Solution by author. We have lim =— snd llm¥ . Denote
n—oo n e n—0 n e
nlf ] 2 -1
L= (nt DY n Jimu, =1, limar =1
Un! n+l) noe > nu,
and 1imu,” :lim(n+l)! LY n+1 l So,

2n

ot = (HJ m PR TR
(n+1)! nl(2n -1 _

hm",/ 2n— l)”[ ( ) \/_] 'r{ (2n = )J nt U, 1lnu;’=i2-l-1-ln(lj=—;i3.

n+1)° n’ e e e

Also solved by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
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Q76. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

If a,b,c >0 and abc =1, then prove that Z ! §
(a+c)b+a+b+4 8
Solution by author. Since abc =1 there exists x,y,z >0 such that a = i,b = Z,c =z
y z X

Wehave(a+c)b+a+b+4:£+z+£+z+4=x+—y+(£+2j+42x+y—+6z.
z X y z z y X z

Then we have to prove that 2—6 < % . We can write
xX+y+6z

S B B

xX+y+6z 8(x+y+62) 8(x+y+62)

_z _Z( - )[ ! - ! j:

8(x+y+6z) 8(6x+y+z) 8(bx+y+z) 8(x+y+62)
Z(x z)(x+y+6z—6x—y—z)__z 5(x—z)°
8(6x+y+z)(x+y+6z) 8(6x+y+z)(x+y+6z)
So Z < E , and we are done.
x+y+6z

- In ce grupa clasificam sarpele cu ochelari ? intreaba profesorul.
- In cea a animalelor cu vederea slaba, a raspuns un elev.

- Care sunt factorii indispensabili vietii, copii ? intreaba profesorul.
- Soarele, aerul, apa si ....telefonul, raspunse un elev.

- Cand este timpul cel mai potrivit pentru culegeerea merelor ? intreaba invititorul.
- Cand doarme paznicul ! rispunse Gigel.

- Nu inteleg de ce latina iti pune atatea probleme : doar e o limba moarta.
- Da, titicule, dar profesorii traiesc.



- CALEIDOSCOP MATEMATIC -

» Adevaratul semn al inteligentei
nu sunt cunostintele, ci imaginatia ”
Albert Einstein

(1879 -1955)

Ia Caleidoscop matematic

DESPRE 2022
de Kovacs Béla, Satu Mare

Suntem 1n anul calendaristic 2022. Putem sa ne gandim de cate ori vom scrie acest numar, de cate
ori vom vede sau ne vom intdlni cu numarul 2022. Este un numéar natural. Ce mai putem sti, ce se
poate afla despre acest numadr. latd o micd prezentare despre 2022, deschisd si pentru o posibila
completare, adaugare, alte descoperiri.

Este un numar compus, numar par, descompunerea in factori primi: 2022 =2 -3 - 337
Divizorii luisunt: 1, 2, 3, 6, 337, 674, 1011, 2022

Total 8 divizori.

Suma divizorilor mai mici ca numarul insusi este: 2034. Este un numar abundent.

Este egal cu suma divizorilor mai mici ca numarul insusi luate cu semnul plus sau cu semnul
minus: 1+2+3-6+337+674+1011=2022.

Este un numéar admirabil.

Se poate scrie ca suma a trei divizori ai lui: 337 + 674 + 1011 =2022

Este divizibil cu suma cifrelor sale: 2022=2+0+2+2)-337

Se poate scrie ca 0 suma de numere naturale consecutive:

2022 =673 + 674 + 675

2022 =504 + 505 + 506 + 507

2022 =163+ 164 + 165+ 166 + 167 + 168 +169 + 170 + 171 + 172 + 173 + 174
Este un numar politicos, gradul lui de politete este 3.

Se poate scrie ca 0 suméa de numere naturale pare consecutive:
2022=1010+ 1012

2022 =672 + 674 + 676

2022 = 332+334+336+338+340+342

Scriem ca o suma de numere prime: 2022 =11 +2011 2022 =1009 + 1013
2022=2+3+2017 2022 =2+ 17 +2003 2022 =2+929 + 1091
2022=3+5+17+1997 2022=5+7+991+1019

Folosind termeni din sirul lui Fibonacci:
2022 =F(2)+ F(7) + F(9) + F(14) + f(17) =1+ 13 + 34 + 377 + 1597

Cu puterile lui 2:

2022 =212 23 »
2022=21-2242%3 2

2022=210427 128 427 420423492 42
2022 = 210427428427 4204271 0% 23 )
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Cu puterile lui 3: 2022=3"-3+3%_3
Ca o suma de trei patrate perfecte:
2022 =22+ 132 + 432 2022 =5%+29%+ 342 2022 =7*+23%+ 38
2022 =10%+ 312+ 312 2022 = 112+ 26 + 352 2022 = 1324222+ 37?
intre numere Pitagorice: 1050° + 17282 = 20222 2022% +2696% = 33707
< o 1 1 1 1
Inversul ca o suma de fractii egiptene: = + = +
2022 2023 4090506 2023 2022-2023
I 1 N 1 I 1 N 1
2022 2024 2046264 2022 2025 1364850
I 1 N | 1 N 1
2022 2026 1024143 2022 2028 683436
I 1 N 1 I 1 N 1
2022 2031 456298 2022 2034 342729
11 N 1 11 N 1
2022 2040 229160 2022 2058 115591
11 N 1 I 1 N 1
2022 2359 14154 2022 2696 8088
1 N 1 1 N 1
2022 3033 6066 2022 3370 5055

1 1 1 1 1
2022 4044 4044  2.2022 2-2022

Inversul ca o diferenta de fractii egiptene:

111 11 1
2022 674 1011 2022 1011 2022
11 1 11 1
2022 1348 4044 2022 1685 10110
11 1 11 1
2022 1986 111547 2022 2004 225116
11 1 11 1
2022 2010 338685 2022 2013 452254
11 1 11 |
2022 2016 679392 2022 2018 1020099
11 1 11 1
2022 2019 1360806 2022 2020 2042220
11 1 1
2022 2021 4086462 2021 2021-2022
LI T TS s 4143
Cu factoriali: 2022 = 4! 2! 2022 = 2! 2!
7!—2+3! &—2+3!
2022 = 5! 2022 =3-6! - 5! - 41 + 3! 2022= 6! 5!

Folosind o singura cifra:
2022=(1111 =111+ 11)- (1 + 1), 2022 =2222-222+22
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3333-333+33 3+3

2022=3+ (3 +3)(3+333)+3, 2022 = S ;

2020 = 4444—444+44.4+4, 2000 = 5555-555+55 545
4 4 5 5

2022 = 6666—266+66‘6—g6, 2000 = 7777—;77+77‘7—;7

2020 = 8888—888+88.8+8’ 2000 = 9999-999+99 9+9

8 8 9 9

Folosind toate cifrele, ordonate crescator, respectiv descrescator:
—1-2+B3+4-5)6-7+89)=[9+8(7-6-5+4)]3+2+1)=2022

Intr-un alt sistem de numeratie:

202210=11111100110, 202210 =2202220s3 202210 =1332124
2022190 = 310425 202210 = 132106 202210 = 56167
2022190 = 3746g 202210 = 26869 202210 = 157911

202210 = 120612
In baza 7: 20227=167- 1057 20227 =357 - 367
Inbaza11: 202211 =3111- 7211

incadrat in inegalititi: 1936 = 44% <2022 < 45% =2025

1.17 <2022 < 1.1%

209 210 403 404 815 816
Yk <2022< YWk, Yk <2022< Yk,  Ylgk <2022< Y lgk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1 2022
2717 < | 1+ ——— <2.718<e
2022

intr-o ecuatie Pell: x>—2022y*>=1 cu solutia fundamentala: x = 1349 és y = 30

2022 scris cu cifre romane: MMXXII

In final 2022 = (exprimat cu numerele 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12 folosind cele patru operatii
elementare)
3 2-4 N 3.5 4.6 N 5-7 6-8 N 7-9 N 8-10 N 9-11

=12+ - - -
2_; 3_2-4 4_3-5 5_4~6 6_5'7 7_6~8 8_7'9 9_8~10 10_&
2 3 4 5 6 7 8 9 10
In acest articol numarul 2022 apare de 112 ori.
Bibliografie:
Derive 6.10 soft
https://nrich.maths.org/2074 (polite numbers)

https://www.numbersaplenty.com/set/admirable number/
https://www.cuemath.com/algebra/fibonacci-numbers/
https://en.wikipedia.org/wiki/Pell%27s _equation


https://nrich.maths.org/2074
https://www.numbersaplenty.com/set/admirable_number/
https://www.cuemath.com/algebra/fibonacci-numbers/
https://en.wikipedia.org/wiki/Pell%27s_equation

- CALEIDOSCOP MATEMATIC -

AMURG ROTUND

De ard, iscate din eternul Soare,

Sageti prelungi, menite a-ncilzi,

Tot in amurg se sting, in solitara zare
Cernita-n lat si-n lung, himera de o zi...

Ma-ntreb: prin scrisuri intalnit-am, oare,
Cum c-ar iesi iar dintr-un rasarit?

Dar cum altfel, telurica splendoare?
Rotund amurg, recent rupt din zenit...

Nota.

Prin ligamente, se gasesc 8 notiuni referitoare la cerc.

(Ligamentul este un procedeu din rebus, prin care intr-o propozitie sau fraza, terminatia unui cuvant
se lipeste de inceputul cuvantului urmator, rezultand un nou cuvant).

Dumitru Preoteasa, Giurgiu

- Ionescule, daca te ratacesti ziua in padure si nu ai busola la tine, cum afli unde este nordul ?
- Foarte simplu, domnule profesor. Ma duc acasa si o iau !

O masina trece pe rosu. Agentul de circulatie o opreste.
- Stiti ce inseamna cand ridic eu mana ? intreaba politistul.
- Cum sa nu, doar sunt de 30 de ani profesor......

SOLUTIE - AMURG ROTUND

De ard, iscate din eternul Soare,

Sageti prelungi, menite a-ncilzi,

Tot in amurg se sting, in solitara zare
Cernita-n lat si-n lung, himera de o zi...

Ma-ntreb: prin scrisuri intalnit-am, oare,
Cum c-ar iesi iar dintr-un rasarit?

Dar cum altfel, telurica splendoare?
Rotund amurg, recent rupt din zenit...

Solutie alternativd, AMURG ROTUND: disc/lungime/raza/unghi/inscris/arie/arc/centru.



,,ITrebuie sa incerci sa urci foarte sus,
daci vrei sa vezi foarte departe. ”
Constantin Brancusi

(1876 - 1957)

Posta redactiei

@ragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 29 al revistei de matematica ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimiti materiale pentru revistd, constdnd in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate (salvate in
Word 2003-2007) , fie scrise de ména si scanate. Materialele primite trebuie si fie originale si sd nu mai

fi fost trimise sau si mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 30 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 OCTOMBRIE 2022. Va uram succes si va asteptam.

ELEVI REZOLVITORI

Colegiul Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:

Clasa a IX-a: Radu Silescu, Neacsa Florin. Prof. Daniel Vicaru; Clasa a X-a: Joita Andrei Citalin. Prof.
Matei Alina, Enache Gabricl, Prof. Daniel Vacaru;

Scoala Gimnaziali ,, Armand Calinescu” nr. S, Curtea de Arges:

Clasa a VII-a: Gobej Adrian, Prof. Constantin Nicolau;

Liceul Tehnologic ..Meserii si Servicii”, Buziu:

Clasa a XI-a: Gavaneanu Adriana, Savu Irina, Criciun Elena, Penteliuc Ioana; Clasa a XII-a : Ilie Anita.
Prof. Adrian Stan.

Colegiul National .,Anastasescu”, Rosiorii de Vede.

Clasa a XII-a: Ciupageanu Aurel, Stroescu Ariana, Stefan Misu.Prof. Alecu Orlando

Colegiul National ,,Fratii Buzesti”, Craiova

Clasa a [X-a: Alecsie Mihnea, Dobre Robert, Ungureanu Alexandru, leremia Nicolae, Truica Cristian.
Clasa a X-a: Cascota Dalina, Rada Andra; Clasa a XI-a:Bicu Eduard, Florea Alina, Milcu Amelia, Cealicu
Mihai. Prof. Tutescu Lucian. Clasa a XII-a: Ciuperceanu Vlad, Negooescu Divia, Teisanu Florin. Prof.
Moanta Cristian; Clasa a VI-a: lana Bianca, Tudorascu Rares, Schwarz Isabella. Prof. Sanda lulia

Clasa a VII-a: Badoiu Cristian. Prof. Dascalu Simona. Clasa aVIII-a: Smolnik Renata. Prof. Nalbaru
Ramona, Clasa a VII-a: Ionescu Mihai, Viespescu Carina, Ionascu Andrei, Musuloi Matei. Prof. Dirnu
Daniela; Clasa a XI-a: Velicovici Darie. Prof. Goiceanu Dorina

Liceul Energetic Craiova

Clasa a VI-a: Cirjan Clara, Dobre Bianca, Pricd Rares. Prof. Grigorie Dan Lucian

SCOALA PREUNIVERSITARA DE MASURA SMEENI, BUZAU

Clasa.a V-a: Argatu loana, Popa Andrada; Clasa a VI-a: Mirzu Diana, Neacsu Gabriela, Stanescu Daria;
Clasa a VII-a: Mirzu Alexandru; Clasa a VIII-a: Anghel Marius, Sava Alexandra; Clasa a X-a: Constantin
Ioana. Prof. Ion STANESCU.
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