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» Matematica este fundatia de nezdruncinat a stiintei

si fintana inepuizabila a foloaselor pentru treburile omenesti”.
Isaac Barrow

(1630- 1677)

l! Istoria matematicii

500 de ani de la nasterea lui Lodovico Ferrari

- rezolvitorul ecuatiilor algebrice de gradul 4, prin radicali
de prof. lonel Tudor, prof. Adrian Stan

La Tmplinirea a 500 de ani de la nasterea matematicianului italian
Lodovico Ferrari ( 1522- 1565), cel care a rezolvat prin radicali, pentru prima
datd ecuatia generald de gradul patru, prezentdm un istoric ar rezolvarii
ecuatiilor algebrice de gradul al Il1-lea si al 1V-lea.

Rezolvarea ecuatiilor algebrice a constituit multa vreme obiectul
principal al algebrei, iar teoria ecuatiilor urmareste gasirea diferitelor proprietati
ale unei ecuatii, care sa permita calculul exact sau aproximativ al radicalilor si
sa emita concluzii asupra radacinilor cand coeficientii ecuatiei au anumite proprietati.

Vechii egipteni erau preocupati nu doar de problemele reale ale vietii, ci si de probleme
teoretice, cautand sa gaseasca si sa generalizeze un model matematic. Astfel, manualul ,,Papirusul
Rhind” este o copie in scriere hieratica executata de scribul egiptean Ahmes, a unui text mai vechi
din perioada 1900- 1800 7. Hr. Acest papirus scris intre 1788- 1780 1. Hr, a fost descoperit de
egiptologul scotian Rhind ( 1833- 1863) in Valea Nilului, Tn anul 1858 si publicat in 1877 de catre
A. Eisenlohr. Este poate cel mai important si complet document pe care-l1 avem despre matematica
egipteand veche ( sec. XVIII 1.Hr.)

El cuprinde un set de probleme de
aritmetica- algebra, fie sub forma de reguli-
formule, fie calcule de arii si volume in cazul
problemelor de geometrie. Acest manual, ne arata
ca egiptenii cunosteau ecuatiile de gradul I,
fractiile si calculul aproximativ al ariei cercului

(considerau 7z = 256 ).
81

Tn secolele 25- 16 1. Hr., in Mesopotamia, civilizatia sumeriana dezvolta un sistem complex
de metrologie, realizeaza tabele de multiplicari, probleme de geometrie si de divizibilitate rdmase pe
tablite de lut. Alte probleme contineau metode de rezolvare a ecuatiilor liniare si patratice. Chestiuni
de ordin practic, in scopul masurarilor au condus in sec. XX- XVIII 1.Hr la ecuatii de gradul doi in
scrierile cuneiforme pe tablite de lut, ale matematicienilor babilonieni care au obtinut astfel un
progres fata de algebra egipteana.

Solutia babilonienilor la rezolvarea ecuatiei de gradul doi x* = px+q, p,q)0 este
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2
X=1/p7+q +g( doar cea pozitivd) obtinutd prin formarea  patratului  perfect

2 2 2
[x—%j =x* - px+% =q +|OT ( deci cunosteau formulele (a+b)? =a®+2ab+b?).

Progresele in calculul numeric, rezolvarea ecuatiei de gradul intai, dar mai ales reducerea
ecuatiei de gradul doi la formele x* = px+q, x* = px+q sau X>+q=px, p,q)0 si rezolvarea lor,
au constituit realizari remarcabile ale matematicii babiloniene. Mai mult, ei au considerat si rezolvat
si unele cazuri particulare de ecuatii cubice, care se reduc la extrageri de radacina cubica cu ajutorul
unor algoritmi si calcule aproximative.

Cercetari cu privire la extragerea radacinii patrate, le gasim si la matematicienii indieni, in
special Bhaskara (n.114 d.Hr).

Incepand cu secolul VI i. Hr., matematica greaci (elenestici) se deosebeste de cultura
premergatoare ei (deoarece locul rationamentului inductiv este luat de rationamentul deductiv, prin
folosirea logicii si a unui sistem de definitii si axiome in care se folosea rigoarea matematica pentru
demonstrarea afirmatiilor).

Matematica greaca antica s-a ocupat de probleme algebrice tratate geometric, prin constructii
grafice. Cum radacina patratd poate fi construita cu rigla si compasul, matematicienii greci reuseau
sa rezolve ecuatii de gradul doi asa cum exista prezentate in cartea a X-a a ,,Elementelor lui Euclid”
(3001. Hr.).

Tn Alexandria, centrul stiintific al Egiptului Antic, ncepand cu Heron si cu Diophant se fac
pasi importanti in stabilirea unor reguli de rezolvare a ecuatiilor algebrice.

Matematicianul si inginerul Heron din Alexandria ( 100 d. Hr.) a preluat traditia babiloniana
in ceea ce priveste rezolvarea ecuatiilor de gradul doi prin aproximarea solutiilor prin extragerea
radacinii patrate, metoda gasita si la Arhimede ( 287- 212 d. Hr).

In sec. IIT d Hr., a triit matematicianul grec Diophant din Alexandria ( ¢c. 210- ¢. 294 d. Hr),
unul dintre matematicienii remarcabili ai perioadei tarzii alexandrine.

Precursor al algebrei clasice, Diophant aduce mari contributii n teoria
numerelor si in studiul ecuatiilor prin opera sa ,,Arithmetika” — o colectie
de 13 carti de algebra din care s-au pastrat 7 ( primele trei In versiune greaca
si ultimele in versiune araba), si in care apar notatiile

sale literale si semne pentru diverse marimi Rig; g%ffl;ﬂl j
necunoscute. Este primul care renunti la | | wmmiees
reprezentarea geometricd intuitivd a marimilor ”:fj:"“;c'«‘-'-«;w?;:: bl
numerice prin segmente sau arii si foloseste notatiile

literale.

Rezolvarea ecuatiilor liniare si patratice, Diophant o facea cu metoda
reducerii termenilor asemenea si eliminarea termenilor negativi pana cand se

T e

LVTETIAE PARISIORVM,
1o

| Sumpribus AMOIEY, via

b i
- n .o . e o = . o ~ . M. DG, XXI,
ajungea la forma ax = b si gasea solutia pozitiva sl rationald. Plecand de cru Phirichein srcis
la rezolvarea unor sisteme de ecuatii ajunge si la rezolvarea unor ecuatii
. 2 2 2 . T . . o s ek
patratice AX“+Bx+C = Y, AX“+C =Y, si este posibil si fi ajuns si la gisirea radacinii
pétratice cu semn negativ pe care nu le-a luat in discutie. Ecuatiile de forma x* —Dy® =1 (unde D nu
este patrat perfect) au fost numite mai tarziu de catre Euler, ecuatii Pell.
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Legat de rezolvarea ecuatiilor de gradul 3, a ramas de la el ecuatia

x> +3x—3x* —4 =X +2X, pe care o aduce la forma mai simpla x>+ X =4x*+4si la care da
raspunsul direct x = 4.
Fiind preocupat de rezolvarea ecuatiilor nedefinite de ordin  superior

AX" +BX" +....+ Kx—=M = y* (sau y*)numele siu va fi asociat mai tarziu la rezolvarea unor

ecuatii numite in onoarea sa “ecuatii diofantice” — ecuatii cu coeficienti si solutii ntregi, opera sa
fiind sursa de inspiratie pentru numerosi matematicieni ca Bombelli, Viéte, Fermat, Bernoulli, etc.

Tn anul 628 matematicianul si astronomul indian Brahmagupta (598 - 670) scrie un
manual in versuri  “Brahmasphutasiddhanta > (“Deschiderea Universului”) in care expune pe
langa calculul cu fractii, rationalizarea numitorilor, calculul radacinii patrate, probleme de
astronomie si modul de rezolvare ale unor ecuatii, inclusiv o regula algebrica de rezolvare a
ecuatiei de gradul doi. Aici apare pentru prima data cifra zero considerata ca numar si sunt
descrise operatiile de adunare si scadere a numerelor negative.

Din cartea lui, matematicienii islamici au luat cunostinta de sistemul zecimal indian si I-
au adaptat la ceea ce numim acum sistemul cu numere arabe.

In Evul Mediu, in lumea araba, la inceputul sec. al IX-lea, matematicianul si astronomul
persan Al Khwarizmi (780 - 850), in lucrarea sa “Hisab al-jabr w’al-  Al-Khawarizmi
mugabala” (“Calculul prin adiugare si aproximare”), cuprinde metode de e
rezolvare a tuturor ecuatiilor de gradul intéi si doi cu radacini pozitive, cu
ajutorul sistemului zecimal dezvoltat de indieni.

Tn Europa, prin traducerea operelor sale este introdus sistemul de
numeratie indo-arab, denumirea de algebra (“al-jabr”) provenind din
lucrarile lui Al Khwarizmi si semnifica una din cele cele doua operatii de
baza folosita la rezolvarea ecuatiilor, anume separarea termenilor dintr-o
ecuatie. De asemenea, cuvantul “algoritm” provine din forma latind a
numelui sau, “Al-Horezmi” si se gaseste in titlul unei carti de-a sa despre arta hindusa a calculului
“Algoritmi de numero indorum?”.

n sec. X, Abu Kamil (850 - 930) este primul matematician arab care in lucrarea sa ,,Carte
de algebra” (,,Al- kitab al muhtara fi hisale al — djabr wa-I- mugabala™) utilizeaza sistematic
numerele irationale si rezolva ecuatii algebrice de grad cel mult opt cu mai multe necunoscute. Pe
baza acestei carti, mai tarziu, Leonardo Fibonacci (1170 - 1250) aduce in Europa toate aceste
cunostinte.

Spre sfarsitul secolului al Xl-lea, in 1074 , matematicianul, poetul
si filozoful persan Omar Khayyam (1048 - 1123), a scris lucrarea
“Risala fi-l harahin al masail al — jabr va-l mukabala” (“Despre
demonstratiile problemelor de algebra si al mukabalei”), in care se incearca
o clasificare a ecuatiilor de grad Il si 11, dand solutii ingenioase la unele
cazuri particulare.

Khayyam a construit o teorie geometrica care sa conduca la rezolvarea ecuatiei de gradul
trei, mai tarziu istoricul rus , H. P. luskevici, afirmand despre Omar ca ,,a trecut pe linga
rezolvarea generald a ecuatiei de gradul trei”. El a avansat pentru prima data ideea ca ecuatia
generald de gradul trei, nu se poate rezolva in general cu rigla si compasul. Mai tarziu, in 1637,
Rene Descartes reafirma acest lucru, insa demonstratia a fost data 200 de ani mai tarziu, de catre
matematicianul francez Pierre Vantzel (1814 - 1848). Omar, lucra algebra in cuvinte si figuri iar
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ecuatiile descrise de el respectau omogenitatea termenilor. Astfel, ecuatia x*+ax=>b era scrisi
x>+ p°x = p°q. Pentru rezolvare, considera cercul de ecuatie x*+ y* =qxsi parabola x* = pycare

2

se mai scriu E:L, respectiv P_X de unde prin inmultire, P__x Dar, P_ ?_p :p—z,
y a-X Xy y Qg-x y x/p X
2
deci p—zzL sau x° = p®(g—x). Adunand p°x, avem ecuatia lui Omar x*+ p*x = p°q. Deci,
X*  q-X

intersectia cercului cu parabola da solutia ecuatiei de gradul trei. Pentru ecuatii de gradul patru, ca de
exemplu x* +2x® —2x*> —2 =0, Khayyam afirma ci nu existi un procedeu de rezolvare a ei.

In China medievala, in timpul dinastiei Tang ( sec. Al VII-lea) printre primii invitati chinezi
care s-au ocupat de ecuatia cubica a fost Wang Hs™ iao- t" ung ( c¢. 623). El gaseste laturile unui

. . . A 1
triunghi dreptunghic cunoscand produsul catetelor p=xy= 7065 si diferenta dintre ipotenuza si

2

9
o cateti =X +Y’ —X=365 ajungand la ecuatia de gradul trei X3+%X2 =§—q, pentru care

7 1 1

obtine solutia corectd X :14E apoi Y =49§ si Z =5lz. Pentru rezolvarea ecuatiei de gradul trei
obtinuta foloseste metoda antica chineza de extragere a radacinii cubice, aplicabild numai ecuatiilor
numerice. Ideea obtinerii radacinilor ecuatiilor algebrice prin radicali nu apare in vechile texte
chinezesti si nu a constituit un subiect de studiu. Incercari de rezolvare a ecuatiilor algebrice cu
coeficienti pozitivi apar mult mai tarziu. Astfel Jia Xian (c. 1100) ajunge la o metoda de extragere
a radacinilor patratice si cubice prin adunare si multiplicare apropiatd de schema lui Horner.
(englezul George Willam Horner (1786 -1837) da aceasta metoda in 1819, desi era cunoscuta si de
Qin Jiushao in sec. al Xlll-lea si de Newton in 1669).

Liu Yi (1080 - 1120) generalizeaza metoda lui Tzia Xsian la ecuatii algebrice cu coeficienti

pozitivi dar si negativi, exemplificand cu ecuatia de gradul patru —5X* +52x° +128x* =4096 | cireia
i1 gaseste radacina x = 4 aplicand schema lui Horner.

Tn secolul al XllI-lea, alti matematicieni chinezi renumiti, Yang Hui (1238 - 1298), Qin
Jiushao (1202 - 1261) si Zhu Shiejiie (1270 - 1330) au folosit aceeasi metoda a schemei Horner,
pentru a rezolva sisteme de ecuatii liniare si ecuatii de gradele 2, 3, 4. Yang Hui a folosit pentru
prima data triunghiul aritmetic al lui Pascal (1623 - 1662), deja descris Th 1100 de Tzia Xsian.

Qin Jiushao a fost primul care a introdus un simbol pentru zero in matematica chineza si cu schema
lui Horner a rezolvat ecuatii de grad superior, chiar si o ecuatie de gradul zece.

Zhu Shi-Jie a scris in perioada 1280- 1303 cel mai important text al
secolului XIII, care a marcat dezvoltarea algebrei chinezesti. Este vorba
despre ,,Precious Mirror of the Four Elements”, in care sunt prezentate
solutii ale unor ecuatii algebrice de grad superior, folosind o metoda
similara metodei lui Horner si Tn care este mentionatd o diagrami a
triunghiului aritmetic al lui Pascal.

Tn secolul al XV-lea, matematicianul si astronomul persan Ghiyath al
—Kashi (1380 - 1429) a calculat valoarea lui 7 cu 16 zecimale exacte, a
introdus tabele pentru functia sin si a folosit formula aproximativa
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r
Y a"+r=a+(a+1)—n_an pentru a calcula radicalii N2,3,45,\6 ¢y primele cinci zecimale
. . . - ein?y — i T U N
exacte. Tot el a gasit formula trigonometrica SIN3X=3sINX—4SIN" X intalnita mai tarziu la Viéte
(1540 - 1603) iar in algebra s-a preocupat de gasirea unor metode iterative de rezolvare a

ecuatiilor cubice si a unor ecuatii binome de forma X" —a=0

Tn anul 1202, italianul Leonardo Fibanocci ( 1170- 1250) prin lucrarea ,,Liber Abaci” este
primul european care introduce sistemul de calcul cu cifre indoarabe si numerele negative. A
propus denumirea de ,,zero” pentru numarul 0, folosirea liniei de fractie precum si rezolvarea
ecuatiilor algebrice prin aproximarea solutiilor. Tot Fibonacci a introdus celebrul sir 1,1,2,3,5,8,...

definit de recurenta Fo=F =1 i F,=F_+F_,, Yn=>2 Acest sir exprimd ,legea cresterii
organice” care se refera la cresterea organismului care ramane mereu asemenea cu el insusi.

In Europa, incepand cu sec. al XV-lea au fost asimilate descoperirile stiintifice ale
antichitatii si ale lumii arabe, iar acestea s-au transmis perfectionandu-se forma prin introducerea
simbolurilor algebrice.

Prima jumatate a secolului al XVI-lea, perioada Renasterii italiene, aduce mari progrese in
dezvoltarea algebrei mai precis in rezolvarea cu ajutorul radicalilor a ecuatiilor generale de gradul
trei si patru.

In 1494, cilugarul Luca Paccioli (1445 - 1514),
rezumand cunostintele epocii despre aritmetica, algebra si
trigonometrie intr-un tratat al sdu, afirma ca rezolvarea
ecuatiei cubice este ,,la fel de imposibila in stadiul actual
de dezvoltare al stiinzei ca si cuadratura cercului”.

Dar, la putin timp dupa afirmatiile lui Pacciolli, Tn
anul 1515, profesorul Scipione del Ferro (1465 - 1526),
de la Universitatea din Bologna, reuseste sa rezolve ecuatia cubica redusd, un caz particular al
ecuatiei generale de gradul trei, n care lipseste termenul de gradul doi. Insa, lucririle lui del
Ferro au radmas nepublicate, in vremea respectiva fiind la moda ca descoperirile sa ramana secrete.

El a dezvaluit metoda de rezolvare a ecuatiei reduse de gradul trei, doar la doud persoane, ginerelui
sdu si studentului siu, Antonio Fiore. In acea perioadi se desfisurau turniruri matematice, adica
concursuri de rezolvari de probleme, multe dintre ele fiind incd nerezolvate de matematicienii
vremii respective.

Tn anul 1530, la un astfel de turnir, initiat de Giovanni Colla, la care s-au propus ecuatii de

forma X +pX*=0, X’ +q=px’ si X'=px®+q, 3 participat si profesorul de aritmetica si
consilierul tehnico-stiintific Niccolo Fontana, zis Tartaglia (1500 - 1557) din Brescia. Acesta
rezolva in timp record toate ecuatiile propuse. =

In 1535, Antonio Fiore, care aflase rezolvarea lui del Ferro,
lanseaza si el un turnir, provocandu-1 pe Tartaglia, unde propune rezolvarea
a 30 de ecuatii de tipul X’ +PX=0, X’ +q=pX,si X’=pX+0. Tartaglia
rezolvd toate ecuatiile In numai doud ore, in timp ce Fiore nu rezolva
niciuna dintre ecuatiile propuse de Tartaglia. Succesul lui se datora faptului
ca , independent de del Ferro, descoperise solutiile generale ale ecuatiei

3 . - . - -
X" =px+0, P90 anuntand ci stie si rezolve si ecuatiile cubice de forma

3 2 . ) C WAl A
X"+ PX” =0Q. Tartaglia, redescoperise solutia lui del Ferro cu

BRIXIANVS,



@ - ISTORIA MATEMATICII- W

numai o zi, inaintea concursului. Este un exemplu de problema, pentru care, odata ce se stie cd are o
N solutie, mai multi o regasesc intr-un timp relativ scurt ( asemenea doborarii
recordurilor sportive intr-un timp scurt).

Ca si del Ferro, Tartaglia si-a tinut secrete descoperirile sale. Stirea
infrangerii lui Fiore a ajuns si la Girolamo Cardano ( 24.09.1501-
21.09.1576) din Pavia ( langa Milano), o mare personalitate in acel timp. In
1524, Cardano primeste titlul de doctor in medicina al Universitatii din
Padova. Era un om de o inteligenta extraordinara, fiind si un foarte bun
matematician, in 1562 activa ca profesor de matematica la Universitatea din
Bologna, unde 1l are ca student pe Lodovico Ferrari ( 02.02.1522-
05.10.1565), cel care va reusi sa rezolve, pentru prima datd, ecuatia generala
de gradul patru (in 1540).

Curiozitatea lui Cardano a fost starnita de faptul ca stia despre Tartaglia
ca detine secretul rezolvarii ecuatiei cubice reduse si l-a rugat sa i-1 dezviluie.
Initial, Tartaglia a refuzat, dar a cedat si in schimbul unui jurdmant ca va
pastra secretul, i-a aratat lui Cardano, intr-o forma simplificata, formulele de
calcul a solutiilor, dar nu si modul in care se pot obtine acestea. Tn prima
referinta a lu Cardano despre Tartaglia, se spune: ,In zilele noastre, Scipione del Ferro din Brescia, a
rezolvat cazul cubului si puteri intdi egale cu o constantd, o foarte eleganta si admirabild realizare.
Aceasta arta depdseste ntr-atat subtilitatea si perspicacitatea muritorilor de rand si este intr-o
asemenea mdsurd un dar celest si un text clar al capacitatii mingii umane, incdt oricine intrda in
contact cu ea va crede ca nu mai poate intelege. Urmandu-l pe acesta , prietenul meu Niccolo
Tartaglia din Brescia, vrdind sa nu se lase mai prejos, a rezolvat acelasi caz cand a intrat in
competisie cu elevul acestuia, Antonio Fiore si lasdndu-se convins de insistenzele mele, mi-a
dezvaluit secretul mie”.

Cardano a avut intentia de a respecta juramantul, dar au aparut zvonuri ca Tartaglia nu era
primul care si fi descoperit solutia ecuatiei cubice reduse. In 1539, impreuni cu studentul siu

Lodovico Ferrari, Cardano pleaci la Bologna, unde descopera manuscrisul lui del Ferro. In aceasta
situatie, Cardano se simte dezlegat de juramant si dupa ce redescopera solutia lui Tartaglia, o publica
in anul 1545, in tratatul sdu “Ars Magna” (“Marea arta sau despre regulile algebrei”).

Tot in aceasta lucrare, se prezinta si solutia de rezolvare prin radicali a ecuatiei generale de gradul
patru descoperita de Ferrari.

Intre Tartaglia si Cardano izbucneste astfel un mare scandal, dar situatia nu se mai poate
schimba. in realitate, Cardano nu a “furat” solutia lui Tartaglia, incluzédnd-o fara voia acestuia in
“Ars Magna”, ci practic, descoperind la Bologna manuscrisul lui del Ferro, care ulterior pierzandu-
se, s-a crezut ca Girolamo Cardano a mintit cu privire la existenta acestuia, dar, aproape dupa patru
secole, in 1923, profesorul italian Ettore Bortolotti, a redescoperit manuscrisul lui del Ferro si
astfel, Cardano a fost acuzat pe nedrept si, dupa ce multa vreme era socotit delapidator al lui
Tartaglia, a fost reabilitat.

Tn plus, Cardano a dat modul in care ecuatia cubici completd ax®+bx®>+cx+d =0, a=0

este adusd la o ecuatie cubicd doar cu trei termeni X°+ px+q=0, forma redusi. Formulele de
rezolvare prin radicali ale ecuatiei de gradul trei, descoperite de Tartaglia si del Ferro, fiind publicate
pentru prima data de Cardano in “Ars Magna” sunt cunoscute acum cu denumirea de “formulele lui
Cardano”, (formulele cardanice).
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Cardano ajunge de la forma generaldi ax®+bx*+cx+d =0, a=0 (1) folosind substitutia

=y—3£ (substitutia lui Cardano), la forma redusa in care lipseste termenul de gradul doi:
a

2 2 3
V+py+g=0 (2). Gisim x*=y —Z—by+b? si X2=y —Ey bzy_2$a3 iar ecuatia ( 1)
b? 20°  bc c b’ 2b° bc d
—oT + -—+—=0 ica
devine: y +(c 3ajy+27a = +d=0a= y? (a 32 y 7 322 a , adica

p q

3 2
forma redusd y®+ py+q=0. (3). Notim prin A:(Ej +(gj , realizantul ecuatiei ( 3) si atunci

formulele lui Cardano ( descoperite de fapt de Tartaglia si del Ferro sunt:

3 2 3 2
y1:3—%+ (Ej +(%} +3_ﬂ_ (3] +(%) =u+V. y2=gu+82V, y3=52u+gv,unde

3 2 3
u:,3f—%+ A v=‘3/—%—\/Z si g=_1+—2|\/§, 82222_1_—2'\/5 sunt radacinile cubice nereale
ale unitdtii (¢* =1, £=1). Maiexact, y,=u+V, yzz—u—;rv+%-i 3, yzz—u—;\/—u—;v-i 3

. .. . b
iar radacinile ecuatiei generale (1) sunt x, = —3—+ Yo ke{l,2,3}.
a
Toate aceste solutii contin in formulele lor radicalii patratici si radicalii cubici de tipul /a++/b .

3 2
Numarul D= H (yj—yi)2={(§j +(%) }=—A, se numeste discriminantul ecuatiei
1<i( j<3

reduse (2) si in functie de semnul lui se stabileste natura radacinilor. Cand toti coeficientii sunt
numere reale, ecuatia de gradul trei are cel putin o radacind reala, iar semnul realizantului

3 2
A= (gj + (%j da natura radacinilor ecuatiei reduse ( 2).

Daca A)O, atunci y, =u+V este reala ( strict pozitiva pentru (0 si strict negativa daca g)0)

iar ridicinile y, =su+e&’v, y,=&°U+&v sunt complexe conjugate

nereale. L'ALGEBR A
o ‘ 3q OPER A
Daca A =0, toate rddacinile sunt reale iar una este dubld: y, =— DiRtarazs Bownaiii & Bologns

tom lq 1 ciafeuing da fe potrd wenive iaperfetta
one dellateorica dell Arimes Apf

Cox mmaT uo)s copiofa delle mﬂem <k
q inelfa G contongon .

Pyte L-mn.a)wmdra.w.w
2p :

Dacd A(0O, toate cele trei radacini sunt reale, insd exprimarea lor

sl y,=Y;=~

este Tntr-o forma complexa. Acest caz, a fost numit de Cardano cazul
ireductibil (“casus irreductibilis”), deoarece el nu intelegea cum suma a
douad radacini cubice a doud numere complexe conjugate nu va fi tot un

- . - A - INB
numdr complex, ci este un numar real. Cardano era incurcat de faptul ca Pe Gioani R?g"?%”i‘?c'x;x

Com bioepza d¥° Saperieri

nu stia sd calculeze radacina cubicd a unui numdr complex. Cel care a
aratat ca expresia din formulele lui Cardano, in cazul ireductibil, are 0
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valoare reald, a fost inginerul si arhitectul italian Rafael Bombelli ( 1526- 1572) in lucrarea sa
“Algebra” aparuta in 1572.

Chiar si marele matematician german Gottfried Leibniz( 1646- 1716) care studiase
“Algebra” lui Bombelli era nedumerit: “ Nu inteleg cum o cantitate poate fi reala cand numerele
imaginare sau imposibile au fost folosite pentru a o exprima”

Totusi, pentru exprimarea directda a solutiilor reale si in cazul ireductibil, francezul
Francois Viéte ( 1540- 1603) ( care nu era un matematician profesionist ci avocat), a dat
formulele cu toate cele trei solutii reale exprimate trigonometric ( publicate postum in 1615).

3 2 3
Daca A=(§j J{%j (0 ( cu necesitate p{0) iar rza,/—% si c05¢):—2&, atunci cele trei

r

raddcini reale ale ecuatiei reduse y*+ py+q=0 sunt: y, = 23r cos% =23r cos( +120°j

= 2\/Fcos( + 240°j

Exemplul 1. Si se rezolve cu formulele lui Cardan, ecuatia x* +6x—2=0 ( lonel Tudor).

3 2
Ecuatia este in forma redusa cu p=6, q=-2(0 si A:(gj +(%j =9)0, deci ecuatia are 0

x1:u+v:d—%+ A+3—E—\/K:§/Z—€/§>O,
_ 3[4 3 3 3 _
U—Z\/+u—2vi\/_:—\/Z \/E+\/Z;\/§i\/§e(c,x3:gzu+gv:xz.

2

X, =el+eV=—

Exemplul 2. Si se rezolve ecuatia 3x> —3x* —9x+1=0 ( lonel Tudor).
- . 1 g -1 .
In ecuatia x® —x*—3x t3= 0 efectudm substitutia lui Cardano x=y 3 gisim forma redusi

3—9y—@=0 cu p __ si q :—Q. Realizantul ecuatiei este
3° 27 3 27

3 2
A=(§j +(%J = (1;) (0. Suntem in cazul ireductibil si ecuatia are toate cele trei radacini

. . 10 10. /10 10.
reale scrise cu formulele lui Cardano: y, =u+v =3 E+—| +3 ===,

9 279

|\/_ 2 - _1_i\/_

y—é‘U-‘ré‘V y3—8U+6‘V cu 8— =&=

. Cu formulele de exprimare

3
trigonometrica ale lui Viete avem I = 10\/_ si cosp=-— q._ 1
\/ 2r Jl_o

Q= Arccos ——— = 71,57°. Obtinem:

J10

=23r cos 2 = @ cos(3 arccos ij 1,92809)0,

J10
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y, =23r cos( +120°) 210 cos(aarccosi +120°j —1,70242(0,.

J10
=23r cos( + 240°j i cos[ A0S —— + 2400) —0,22567(0.
3 3 J10
Pentru  ecuatia datd  gasim: X, = % +y, =2,26142)0; X, :%+ y, =—1,36908(0;

X, :%+ y, = 0,10766)0;

In continuare, prezentim metoda lui Ferrari de rezolvare prin radicali a ecuatiei generale de
gradul patru, x*+ax®+bx*+cx+d =0, (1) unde a,b,c,d € C. Daci considerim a = c= 0, ecuatia
este bipatrata iar dacd d = 0, ecuatia se reduce la x(x* +ax*+bx+c)=0 cu x, =0 iar celelalte se

obtin cu formulele lui Cardano. Daca ecuatia de gradul patru are coeficientul dominant diferit de 1
atunci se imparte ecuatia cu el si se obtinea forma (1).

Metoda lui Ferrari consta in scrierea membrului sting al ecuatiei ca diferenta intre patratul
unui trinom de gradul doi si patratul unui binom de grad cel mult unu prin introducerea unui

parametru o eC, astfel: (x2+%x+a)2—(mx2+nx+ p)=0 (2), unde impunem conditia

2
A=n®—4mp =0, pentru ca trinomul mx*>+nx+ p = m£x+21j sa fie patrat perfect.
m

A

In (2) efectuam calculele si gasim ecuatia
2
a . i, o . .
x' +ax’ + (2a +Z_ m)x> +(aa—-nN)x+a’-p=0, pe care o identificim cu ecuatia (1) si
a2
obtinem: m:2a+7—b, n=aa—c, p=a’—d. Conditia  4mp=n? devine

2
42a + % —b)(a?-d) = (aa — C)2 si gdsim rezolventa de gradul trei in « :

8a° —4ba® +(2ac—8d)a—a’d +4bd —c* =0 (3). Este suficient si gisim o singurd ridicini
2
o,€C ( de preferat radacina reala cand existd). Atunci, M=2¢«, +%— b, n=ag,-c,

p=a,2—d (4). Tnlocuind in (2) avem diferenta de patrate (X +%x+a0)2 (Mt =0 si

23/m

a n a n .. .
descompunem | x> + (S +Jm)x+a, + —— |-| XX+ (E—Jm)x+« ——jzo. De aici se obtin

radacinile X ,,%;, €C.

Se constata ca structura formulelor de rezolvare ale ecuatiei de gradul patru, este destul de

complicata, ea contindnd suprapuneri de radicali de tip \/a+\3/b ++/C+ Jd .

Alte metode de rezolvare au mai dat Rene Descartes (1596 - 1650) care are si o teorema ce
da numarul radacinilor pozitive ale unei ecuatii algebrice, Leonard Euler (1707 - 1783), care a
introdus ecuatiile reciproce si a aratat ca ecuatiile de gradul 2, 3,4 se reduc la rezolvarea unor
ecuatii de grad mai mic, numite de el, “ecuatii rezolvente”, Yu — Cheng (in 1966 in The American
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Mathematical Monthly), Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), Heilermann, Federigo Enriques
(1871 - 1946).

Exemplul 3. Si se rezolve ecuatia in forma completd x*—4x>—-88x*+384x—-384=0 ( lonel
Tudor)

Cu substitutia x =2y obtinem ecuatia 16y* —32y* —352y” + 768y —384 = 0[:16 =

y' —2y® —22y* +48y—-24=0 (*) pe care o rezolvdim cu metoda lui Ferrari
(y? —y+a)’—(my* +ny+ p) =0 unde 4mp =n’ ( **)

Obtinem ecuatia y* —2y*+(2a+1-m)y* —(2a+n)y+a’—p=0 pe care o identificim cu (*) si
obtinem m=2a+23, n=—2a-48, p=a +24.

Conditia (**) devine 4(2a +23)(a’ +24) = 4(a +24)* cu ecuatia rezolventi o +11a” —12=0 cu

—1+i/47
2

solutiile o, =1, a = .Cua,=1=m=25 n=-50, p=25.

n (**) obtinem: (y* —y +1)° (25y” ~50y+25) =0 = (y* + 4y —4)(y* =6y +6)=0 cu soluiile
Vi, =—2%232, y,, =3++/3, mai departe x, =—4+4/2, x,=6+243.

Exemplul 4. Sa se rezolve ecuatia in forma redusa x* +10x? +100x +100=0( G.M, seria B, nr.
12/2002- Gh. Sz6ll6zy)

Scriem (X* +a)* —(mx*> +nx+p) =0 cu 4mp =n? si ecuatia devine
x*+(2a—m)x* —nx+a’—p=0. Dupi identificarea coeficientilor si determinarea Iui m, n, p

obtinem ecuatia rezolventd «®—5a*-100a—750=0 cu solutia reald ¢, =15. Atunci, m= 20,

n=-100, p= 125; Asadar, ecuatia (X’ +15)2 ~(20x* ~100x +125) =0 <
(x? +15)? —(@X—S\/g)z =0 = (X2 +15+\/ﬁx—5\/§).(x2 +15—\/5x+5\/§) =0 cu solutiile

X, =—/6+5v5-10, %, , =/5+iy/5/5+10.

Dupa perioada Renasterii, matematicienii secolelor XVII si XVIII s-au preocupat de gasirea
unor solutii generale pentru ecuatii de gradul cinci si mai mare. Foarte Tncet s-a ajuns la o
recunoastere ca rezolvarea ecuatiei generale de grad mai mare decat patru prin radicali este
imposibild) desi Tn foarte multe cazuri particulare solutiile se pot exprima cu radicali). Contributii
in acest sens au avut Lagrange si Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) care a dat si patru
demonstratii teoremei fundamentale ale algebrei (D Alembert - Gauss). Lagrange, studiind
rezolvarea ecuatiilor de grad mai mare decét trei, cu ajutorul unor ecuatii de
grad mai mic, observa ca ecuatiile de grad mai mare decét patru, nu se pot
rezolva prin radicali, Tntrucat in cazul unei ecuatii de gradul cinci apare
rezolventa de grad sase, deci o ecuatie de grad mai mare decét al ecuatiei
date.

In 1798, Lagrange publica rezultatele sale in “Traite de resolution
numerique des equations de tous les degres”, tratat in care se gaseste
metoda de aproximare a radacinilor reale ale ecuatiilor algebrice cu ajutorul
fractiilor continue. Tot Lagrange a imaginat teoria grupurilor anticipand
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descoperirile de mai tarziu ale lui Galois.

In 1799, Paolo Ruffini ( 1765- 1822) matematician si medic de mare faima, diduse o
demonstratie incompletda a faptului ca ecuatia de gradul cinci nu era rezolvabila prin radicali.
Acceptarea acestui fapt a fost atat de dificila cu cat majoritatea cazurllor specmle de ecuatii
algebrice de grad superior, pot fi rezolvate prin radicali ( ecuatii & o o
binome, trinome, reciproce, pseudoreciproce).

Rezolvarea a venit in anul 1824, cdnd tanarul matematician
norvegian Niels Henrik Abel ( 05.08.1802- 06.04.1829) devine | =«.
primul care demonstreaza imposibilitatea rezolvarii prin radicali a ;#fffﬁ‘ :
ecuatiilor algebrice generale de grad mai mare decat patru, in o
lucrarea “Memoire sur les equations algebrique on an dimonde |
‘imposibilite de la resolution de I’equations du cinquiene degre”.
Acum, acest rezultat Tl numim teorema Abel- Ruffini.

Tot un tanar matematician, francezul Evariste Galois ( 1811- 1832), fondator al teoriei
moderne a grupurilor, in cadrul teoriei pe care a construit-o ( teoria lui
Galois), a gasit independent de Abel, conditia necesara si suficienta ca
0 ecuatie algebrica sa fie rezolvabild prin radicali si anume grupul
Galois al ecuatiei respective sa fie grup rezolubil. Galois a rezolvat
ecuatiile algebrice prin operatii rationale si printr-un numar finit de
extrageri de radacini.

Mai mentionam ca matematicianul suedez Samuel Bring (
1736- 1798) a aratat ca ecuatia generala de gradul cinci, poate fi adusa

la forma redusa x°+ px+0q =0 insi nu giseste solutiile prin radicali. Abia Tn
anul 1859, matematicianul francez Charles Hermite ( 1822- 1901) de la a
carui nagtere aniversam 200 de ani, a reusit sa dea solutiile ecuatiei lui Bring,
dar nu cu radicali, ci cu ajutorul functiilor eliptice.

La noi in tara, cercetari privind ecuatiile algebrice au avut generalul de
artilerie Gheorghe Buicliu ( 1883- 1966) pe cand era profesor de geometrie
analitica la Scoala Poitehnica din Bucuresti, si care in 1930 a publicat in
Revista de matematica din Timisoara, conditia necesara ca o ecuatie de gradul patru s poata fi
scrisa ca suma a doud patrate perfecte. Alti matematicieni au fost Petre Sergescu ( 1893- 1954) si
Theodor Angheluta ( 1886- 1964) cu cercetari asupra limitelor modulelor radacinilor ecuatiilor
algebrice. De asemenea profesorul, academician Grigore Moisil ( 1906- 1973) a avut contributii
in teoria lui Galois, iar profesorul academician Marius losifescu ( 1936- 2020) a dat o metoda
pentru binomizarea ecuatiei de gradul trei.
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Succesul inseamna a fi in stare sa mergi
din esec n esec fara sa-ti pierzi entuziasmul.
Winston Churchill

(1874- 1965)

A Articole si note matematice

Asupra unor inegalitati din Gazeta Matematica

de D. M. Bitinetu-Giurgiu, Daniel Sitaru si Neculai Stanciu

I. Asupra unei inegalititi a lui lon lonescu. in Gazeta Matematici, volumul XXXII (15
septembrie 1926 — 15 august 1927), la pag. 120, lon lonescu — unul dintre fondatorii si stalpii
Gazetei Matematice, a publicat problema:

3478. Daca x, Y, z sunt pozitive, sa se arate ca: X + y + z > E, .
y+z Z+X X+y 2

Tn acelasi volum, la pag. 194-196, se prezinti doua solutii ale acestei probleme, precum si o
generalizare. Din [7] reiese ca inegalitatea (I) a mai fost publicatd si de Nesbitt, Tn anul 1903.
Amintim aici ca problema: In orice triunghi ABC , cu notariile obisnuite, are loc inegalitatea

a? +b? +¢? > 44/3S , (I-W), a fost publicatd de lon lonescu in anul 1897 (a se vedea [1]), iar de
catre Weitzenbdck in anul 1919. Cu toate acestea, aceasta inegalitate a fost numitd multa vreme
’inegalitatea Weitzenbdck’’, iar dupd aparitia lucrarii [1] se numeste inegalitatea lonescu-
Weitzenbock, (1-W).

Vom numi (1) - inegalitatea Nesbitt-lonescu, (N-1).
[ata solutiile problemei 3478 din Gazeta Matematica, vol. XXXII (1926-1927), pag. 194-196.

Solutie data de D-nii: B.V. Gataiansu (Lic. Caracal), Gh. Mares (Bacau); G.I. Balaban, G.
Tailer, D. Haim (Lic. Barlad); A.V. Rosculet (Lic. Constanza); I. Nicolau-Dobridor si G.I.
Munteanu (Lic. Militar, Craiova); C.V. Costachescu (Lic. Militar, lasi); Gh.Th. Gheorghiu (Lic.
Galayi).Se cunoaste inegalitatea (’’Culegere de problem de Algebra’’ de A.G. loachimescu, 1X,
19): 203 + Y3+ Z22) > XPy + X2+ Xy? + Y2+ X2P + Y &
<23+ Y +2%) > xy(x+ y) + yz(y + 2) + 2X(z + X) < 2D X3 2 ) xy(x+Yy) &
& bxyz+2) x°+2) Xy(x+Yy) = 6xyz+3> xy(X+y) <
D oX(X+ Y) (X +2) .3

(x+ Y+ 2)z+x) 2

X y z

& + + 2§. Egalitatea are loc atunci cand x =y =z.
y+zZ zZ+X X4y 2

Solutie data de D-nii: Gh.M. Calin si C.1. Istinie-Brezuica (Lic. Caracal).
b+c-a a+c—b a+b-c . A
Punem y+z=a,x+z=b,x+y=c< x= > Y= > 2= > , Inlocuim n
inegalitatea data si obtinem inegalitatea echivalenta:

b+c—-a a+c-b a+b-c_ 3 b+c c+a a+b
+ + > + +

< 2D X(X+Y)(x+2) = 3(x+ Y)(y + 2)(z+ X) &

=
2a 2b 2c 2 a b c

b+c c+a a+b_2Jbc 2Jca 2Jab (\/E Jea \/%j
+ + > + + =2 + + >

>6.

Avem:

a b C a b C a b C
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>2_3.3Jm¢am
B a c

=6, ¢g.e.d.
b q

Generalizare data de D-I. C.1. Istinie-Brezuica (cl. VlI-a, Lic. Caracal):
Daca X, X,,..., X, sunt numere reale pozitive, atunci:
X X X n
L + 2 +.t n > :
Xy + X+ + X, X+ X5+ + X, X +X, +..+X,, n-1

I1. Asupra unei inegalitiiti a lui Constantin lonescu-Tiu. In Revista Matematici si Fizica
(R.M.F), Anul VI, nr. 5/1953, pag. 128 , a fost propusa problema:

11\/_

847. Sa se arate ca intr-un triunghi oarecare avem: 1 + = b + >—, (C.L.T).
a

In R.MLF, Anul VII, nr. 1/1954 la pag. 21-22 se prezinta urmatoarea solutie:
Considerim inegalitatea cunoscuti X* + y> +z° > Xy + yz + zX, care se mai poate scrie

(X+Y+2)? >23(xy+Yyz+2X), sau inca X+ y+22\/§~,/xy+ yzZ+12X.

1 1 1
Daca in ultima inegalitate facem: x =—,y = =—avem
a c
1+1 1 1{ 3-1{Q=\/§-,fi,insé R>2r.
a ab bc ca abc 2Rr
1 1
Rezultd atunci ca— + —+— > —
a b c R’

In cele ce urmeazi ne propunem si prezentim o solutie mai scurta si trei generalizari.

Solutia scurtd pe care o prezentam se bazeaza pe folosirea inegalitatii lui Harald Bergstrom (a se
vedea [5]). Mentionam ca inegalitatea lui Harald Bergstrém a fost publicata in anul 1949 iar situatia
politica a lumii din perioada 1949-1953 credem ca a facut in asa fel incat in anul 1953 sa nu fie
cunoscutd de colaboratorii R.M.F. Putem afirma ca si acum mai multi colaboratori ai Gazetei
Matematice (G.M.) spun ca aceasta inegalitate este inegalitatea C-B-S de tip fractie sau altii Ti zic
inegalitatea (C-S). Inegalitatea lui Harald Bergstrom este o inegalitate distincta de inegalitatea C-B-S
dar cele doua inegalitati sunt echivalente (a se vedea [3] si [4]).

O solutie: conform inegalitatii lui Bergstrom avem: E+ _w i apoi cu o
a b c a+b+c 2p
1.9 _ 9 3

, g.e.d.

inegalitate a lui D.S. Mitrinovi¢, avem 2p < 3+/3R, (M) ; deci l+1+— >—2 —
a b c 2p 3J3R R

Egalitate avem daca si numai dacd triunghiul este echilateral.
Remarca. Matematicieni din intreaga lume numesc inegalitatea problemei 847 - inegalitatea

1 1_43

Leuenberger. Deoarece Leuenberger a publicat inegalitatea i+B+— > R in anul 1960 (vezi [9],
a C

pag. 54) propunem ca aceasta inegalitate sa se numeasca inegalitatea 7iu — Leuenberger.
Generalizarea 1. Dacd meR_, X,y € R_,Xx+y eR_, atunci
1 + 1 + ! > W3)" :
(xa+yb)™  (xb+yc)" (xc+ya)™ (x+y)"R"
Observatie. Daca m=x =1,y =0, atunci se obtine inegalitatea (C.I.T).
Generalizarea 2. Dacd m,x,y e R,,x+yeRiar AA,..A ,n>3este un poligon convex inscris

in cercul C(O, R) avand laturile de lungimi a, ,k =1,n, atunci
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4 1 S n

o (xa, +ya,,,)" - 2"(x+y)"R™sin™ z
n

2-m
Observayie. Daca n = 3, atunci Z L > 3 _ = (\/§)m _
k (Xay + yay,)" J3 (x+y)"R
2" (x+y)"R" 3

,unde a ,, =a,.

1-m
Generalizarea 3. Daca m € R, , atunci il + L + 1 > (+3) .
a +: bm+1 Cm+1 Rm+l

Observayie. Daca m =0, atunci obtinem inegalitatea (C.1.T).
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Cea mai buna constanta pentru o inegalitate din RMM si SM
de Marius Dragan si Neculai Stanciu

In [1] este propusa urmitoarea problema:

- 9 R*
UP.479. Tn orice triunghi  ABC are loc inegalitatea: 72-— < Z— < 6 *).
a
George Apostolopoulos, Grecia.
2
9
In [2] este datd urmatoarea rafinare: 9r < Z—a < § r_z, ().

a
In cele ce urmeazi ne propunem si gisim cea mai buna constanti pentru unele inegalitati in legaturi cu
cele de mai sus.
m2 9 Rt+1
I. Vom determina cea mai bund constanta astfel incat inegalitatea Z—a = o e
I r
a

, (1), sa fie

adevarata n orice triunghi ABC .
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2 2 2

m —4r° —7Rr
Este cunoscuti identitatea z—a = P

r r

p>—4r°> —7Rr 29 R™
r = ot | !
Din teorema Iui Blundon p? < 2R* +10Rr —r? +2\/R(R—2r)* , obtinem

p®> —4r® —7Rr y 2R? +3Rr —=5r? + 2/R(R—-2r)*

. Atunci, (1) este echivalenta cu

 (2).

. Deci vom cduta cea mai buna constanta astfel

r r
incat 2x° +3x—-5+2 x(x—2)3ST-xt”,szz,(x:E)sau
2" r
n 2x% +3x =54+ 2\/x(x - 2)°
9

t>
X
In| —
( 2)
Cu WolframAlpha am gisit ci cea mai buni constanti este t, =sup f (x) =1,61927, pentru

x>2

X, = 2,31613. n cazul inegalitatilor (*) si (**) pentru membrul drept avem t, =3 si t, = 2. Prin urmare,

-1=f(X), vx>2.

are loc inegalitatea (1) pentru orice t >1,61927.

: o } o m? 2ttt
Il. Vom determina cea mai buna constanta astfel incat inegalitatea E — 29 RU
r

a

(3), sa fie

adevarata Tn orice triunghi  ABC .

2 2 t,t+l
p®—4r°—7Rr 29_2 r |
r R
Folosind din nou inegalitatea Iui Blundon, p* >2R? +10Rr —r? —2,/R(R—-2r)> pentru a demonstra (4)

este suficient sa demonstram:
2R* +3Rr —5r* —2,/R(R-2r)
r

Inegalitatea (3) se scrie echivalent:

(4).

2

2trt+l t
: & 2X2 +3x—5-2/x(x-2)° s&(—j ,
X

Rt

3
>9

9
2X? +3x=5-2/x(x-2)°

X
In| —
(Zj
Cea mai buni constanti este t; =Sup g(x) = —1,75. Asadar, pentru orice t > —1,75 inegalitatea (3) este
X=2
adevirati. In cazul inegalitatilor (*) si (**) pentru membrul stang avem t; =3 si t; =0.
: 4r? —7Rr

9 m 9 2
De exemplu, pentru t; = —1, obtinem inegalitatea: 3 R< Zr—a = 5 R<P , care rezulti
r

In

VX>2,saut =

=g(x), ¥x>2.

a

din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r?:

2 —4r* —7Rr 9
P ; >9R-9r > > R < R > 2r, adevirati (inegalitatea lui Euler).
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Sharp inequalities in triangle

by Dr. Mihaly Bencze
In this paper we present some new and sharp inequalities in triangle ABC .

Theorem. If f :R — R is convex function, then holds the following inequality

n n n n H
Zf”(xk)znf“GZXKJ+Zf”(xk 11(Zf(xk)j ,
k=L Nia k=L S\
when >0, forall x, eR (k=12,..,n).
n 13 n 1 n H
Zf”(xk)—nf”(—Zxkazf”(xk)— _l(zf(xk)j.
k=1 Na k=1 n“" Ua

Proof. By Jensen’s inequality yields
Remark. If n=2, then we get

F2(x)+ £2(y) + f%z)zsf2[”§”]+§Z(f(x)— f(y)),

forall x,y,zeR and f :R — R is convex.
1. In all triangle ABC holds:

Z hZA 21+1 21
- 3(2R)“

Proof. We have the following > h2* = (ZSr)”ZT cf(x) = % is convex fumction for
a X
A € (—00,~1]U[0,0) , then by theorem holds:

Z( )?c** , when A € (—o0,~1]U[0, )

22

2
Th =@ Y2 @3 arps | 2w |-
a

a+b+c a’ b*
3
32/1+1 (a b )2 22 .
— (ZSI,)ZA((ZS)Ub _Z (abc)zﬂ — 32/1 erA 3(2R)2/1 Z( 2 21

2. In all triangle ABC holds:

Do >3y 3 — Z(b a)**(s—c)* , forall A e (—0,~1]U[0,c0)

Proof. > r** = (sr)uz o - f(X) =ﬁ is convex for A e (—0,~1]U[0, ),
therefore by theorem holds
22

22
S (o) 3 +12(—1 = ) i
S

_a+b+c 3 s—a s-b
3
3 1 (b-a)¥(s—c)* N 1
_(Sr)Z/I(—SA +§Z( ()Srz()n ) j:32“r21+3rzz Z(b—a)”(s—c)”-

Analogously, by theorem 1 we get:

22
3. In all triangle ABC holds: Z(Cosg) >

2
+= COS— | —| COS— ,forall 1 <0.
4+ 32[ 2 2
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4. In all triangle ABC holds:

AYY 4t 1 A BY*)
Z COS— >——+= cos— | —|cos— forall 1>0.
2 3 3 2 2
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Two new proofs for AM-GM inequality
by Dr. Dorin Marghidanu

In this short note, two inductive proofs of AM-GM inequality are presented. Relative to a set
of positive real numbers - is used the property of the arithmetic mean (respectively the geometric
mean) of these numbers to be between the extreme values of this set. Numerous proofs are known
a+a,+..+4a,

for the classical inequality between the arithmetic A [a] =

G,[al=v4a, -a,-...-a, of numbers a >0, i=1n (see for example [1] — [14] ). In [2] and [3]
there are two very ingenious and very short proofs o of the classical inequality of means, which are
then repeated in [1]. The demonstration mode is inductive and derives from the fact that if we have
the ordering of numbers 0<a, <a,..<a,, then a, <A [a]<a, , respectively a, <G [a]<a,. Itis

therefore exploited that the fact A [a], respectively G, [a]are means of the numbers a,,a,,...,a, in

21 Y
the broadest sense, that is are sizes between the extreme values of the set {ai,az,...,an}.
Alternatively, we will give two other proofs of AM-GM inequality, centered on the same idea
namely that A [a] and G, [a] are means of numbers a,,a,,...,a
Will play a decisive role in both proofs - the following:

Lemma. If 0<a, <a,..<a, arereal numbers - notall zeros - and if M _[a] isa mean of

and geometric mean

n-

these numbers, then occurs the inequalityl\jl—?] <a, +a,—M,[a], (1), with equality if and only if
a

a, =M [a]or a, =M _[a].
Proof. Given that M [a] is the mean of the numbers 0<a, <a,...<a,, itis clear that
a, <M [a]<a,, (2). Starting from the obvious inequality, (M [a]—a,)(a, —M[a]) >0, (3),
we obtain (a, +a, — M [a])M [a]—aa, >0, hence the inequality from the statement.
The condition of equality also results from relation (3).
Proposition (the AM-GM inequality ). A,[a]>G,[a], (4), with equality if and only if

a=a,=..=4a,

First proof. Without restricting the generality, we can assume that a, <a,...<a,. We will prove
by induction that G, [a]< A,[a]. For n=2, the inequality is obvious. We assume that the
inequality is true in the case of n—1 numbers. Applying inequality from the statement for the

a‘1a'n

Ala]
aa,

- a, +a; +..+a,, +
ni/G”[a] = n_\J/azaS...anl- 4 Alal , (5),
Ala] Ala] n-1

following n-1 numbers: a,,a,,.., a,,, , we will have
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a,a,
with equality ifand only if a, =a, =...=a, ;, = An[ ] , (6). But with the previous Lemma, for
a,a,
a,+a,+..+a,,+
M, [a] = A, [a], we have . A“[a] e R 1+a ~Alal , (7), with
n— n—

equality if and only if a, = A [a]or a, = A [a], (8). From (5) and (7) we get

G'[a] a +a,+..+a,—Afa G/[a G/

. n[]S 1+2++n 'An[]<:> [] An[] []_A:l[a]

Ala] n-1 Ala] Ala]
< Gl[a]l < Al[a]l < G,[a]l < A, [a]. Returning to the conditions of equality, from (6) and (8), we have
successively : if a, = A [a], thatis a, =a, =..=a,; =a, =a, aswe have

n-la+a
a = An[a]:();, so a, =a;if a, =A[a], with (6), wehave a,=a,=..=a,,=4a, =a;
(n-Da+a, o ]

so a, =A[a]l= I and we get a, = a. With this the proof is complete.

Second proof. Under the same condition of ordering a, <a,... < a,, we will prove the inequality (4), also

by induction. So, we assume that the inequality of means for case n—1 occurs. More precisely - we apply the
inequality of the means for the following n—1 numbers: a,,a,,..., a, ;,a, +a, —G,[a], for which we have

nA[a] -G, [al=a, +..+a,, +(a +a, ~G,[a]) = (n~1) -"a,..a,, - (@ +a, —G,[a]) , (9), with
equality ifand only if, a, =a, =...=a,, =a, +a, —G,[a], (10). Using the inequality in Lemma,

M, [a] =G, [a], we have: nA [a]-G,[a] > (n—-1)- n—\)/az...anl &, , (11), with equality if and only if,

G, [a]

n

a, =G, [a] or a, =G, [a], (12). Then the inequality (11) is rewritten,

nA[a]-G,[a]> (n—1)n- g{:}

equality results similar to first proof.

< nAla]l-G,[a]=(n-1)-G, [a] < A [a]=>G,[a]. The cases of
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Cinci solutii pentru problema E:15246 din GM 4/2022

de Titu Zvonaru, Cominesti

E:16246. Fie triunghiul isoscel ABC cu AB = AC si m(<cA)=36°. Pe latura AB consideram

punctul D astfel incat AD = BC . Construim triunghiul EAD congruent cu triunghiul ABC astfel
incét punctele D si E sunt de o parte si de alta a dreptei AC . Determinati masura unghiului CDE
Neculai Stanciu, Buzau

I. Rezulta imediat ca DE||BC , adica este suficient sa gasim unghiul BCD . Pe dreapta AB luam
punctul P astfel incat Beste intre Asi P, si BP =BC. Deducem ca PD = AB = AC . Deoarece
m(«ABC)=72° si BP =BC, obtinem m(<«BPC)=36°. Cum m(<«BAC)=36", rezultd ca
triunghiul APC este isoscel cu PC = AC, si atunci PD = PC . Astfel avem m(<PCD) =72°, deci
m(<«BCD) =36°.

I1. O solutie prin redefinirea punctului D . Fie D’ situat pe AB astfel incat CD' este bisectoarea
unghiului BCA . Obtinem doua triunghiuri isoscele: BCD' cu BC =CD’si ACD’ cu AD'=CD’
Rezulta ca AD'=CD’'=BC, ceea ce inseamna ca punctul D’ este exact punctul D din problema.
Atunci <BCD =36°.

4sin18° c0s18° cos36°  2sin36°cos36° sin72°  cosl8’
cos18® cos18° cosl8® cos18°

c0s36° —sin18° = c0s36° — cos72° = 2sin54°sin18° = 2sin18° cos36° = %

I11. 4sin18° cos36° = =1, atunci

Deoarece sin18° = E obtinem
2AB

DB _AB-BC_ 1 ~—1=2c0s36° —1=2sin18" _Bc
DA BC 2sin18 AB

Conform reciprocei teoremei bisectoarei, rezultda ca DC este bisectoare unghiului BCA, deci
«BCD=36°.

IV. Ca mai sus, 4sin18°c0s36° =1. Notaim, m(<«ACD)=x. Aplicand teorema sinusurilor in

triunghiul ACD obtinem AD _ - >IN X 5-- Cum sin18° =£, putem scrie succesiv
AC sin(x+36") 2AB
2sin18° = — X 1 __ sinx & 2sinxc0s36° =sin(x +36°) &

sin(x+36°)  2c0s36° sin(x+36°)
<> sin(x +36°) +sin(x —36°) =sin(x +36°) <> sin(x —36°) =0, deci m(«<ACD) =36".

V. Ca mai sus, 4sin18°cos36° =1, si sin18° :%. Notim cu N proiectia lui D pe latura
AC . Din triunghiul dreptunghic ADN obtinem
AN = AD c0s36° = BC c0s36° = 2ABsin18° cos36° = % Rezultd cd N este mijlocul laturii AC,

ceea ce inseamni ci triunghiul ADC este isoscel. Atunci <tACD =<«CAD =36°.
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Dezvoltarea unor inegalitati Tn triunghi din
Mathematical Reflections 4/2022
de Marin Chirciu, Pitesti

Articolul Tsi propune sa dezvolte inegalitati in triunghi din Mathematical Reflections Journal,
coordonat de Titu Andreescu, University of Texas at Dallas, USA.

1. Problema J600.
J600. InAABC, b—+—+—24——.

Mihaly Bencze, Brasov and Neculai Stanciu, Buzau
Solution :

2 2 2 3 2 2 —3[’2 —GRI’ 2 _np2 Gerretsen

WehaveLHS—a—+b—+C— a’+b®+c’ P(p )=p 3r°—6Rr ¢
bc ca ab abc 4Rrp 2Rr

gerggteen 16Rr —5r>—3r*—6Rr _10Rr —8r’ 4p Eder  2r

= =5—-— > 4-—=RHS.
2Rr 2Rr R R

Remark.

2 2 2
The problem can develop. In AABC, 5—£ < a_+b_+c_ < 2—R—l Marin Chirciu
R bc ca ab r

Solutie:_Inequality from the left.
az b2 C2 a +b3—|—C 2p(p2—3r2—6Rr) p2_3r2_6Rr Gerretsen

We have — + —+—= - =
bc ca ab abc 4Rrp 2Rr
Geritsen16Rr_5r —3[" —6Rr _10Rr—8r 5_£Euler4_£
= 2Rr 2Rr R R

Inequality on the right.

: : 2 i 2 ] _3r2 _6Rr 2 _ 2_ Gerretsen
Werae & D2 € _a@+bec’ 2p(p ) b3 —6Rr o

bc ca ab abc 4Rrp - 2Rr
Gerrtsen 4R*+4Rr +3r? —3r*—6Rr _ 4R*—2Rr _2_R_1
B 2Rr 2Rr r

Inequalities can be written:

2 2 2
In AABC, g 2 g 4r_a b ¢ 2R .
R R bc ca ab r

2. Problema S596.
a b c 3(a®+b”+c?)
+ >

S596. InAABC, + >
b+c—-a c+a-b a+b-c ab+bhc+ca

Nguyen Viet Hung, Vietnam

. _2R-r ) s T
Solution: Use ,ya =2 —r°—4Rr), Y bc=p°+r°+4Rr.
Zb+c a r Z (p ) Z P
—r 3-2(p*-r?—4Rr
Inequality is written: R > (2p : )<:> p2(2R—7r)+r(8R2+22Rr+5r2)20.
r p*+r°+4Rr

We distinguish cases:
Casel). If(2R—7r) >0, inequality is obvious.

Case2). If (2R —7r) <0, inequality is rewritten:

r(8R2 +22Rr +5r2) > p?(7r —2R) resulting from Gerretsen Inequality:  p? <4R*+4Rr +3r?.
It remains to show that:
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r(8R®+22Rr+5r”) > (4R* +4Rr +3r?)(7r-2R) < 2R*-3R’r-4r*>0

< (R —2r)(2R2 +Rr +2r2) >0, see Euler Inequality R > 2r .
The problem can develop.
9(a®+b*+c®
a b c o ( )

InAABC, + + > . Marin Chirciu
b+c—a c+a-b a+b-c (a+b+c)(ab+bc+ca)
Solution:
Use a :2R_r,Za3:2p(p2—3r2—6Rr),Zbc:p2+r2+4Rr.
b+c-a r
2 2
Inequality iswritten:ZR_rzg.Zp(p I —6Rr) & pZ(R—5r)+r(4R2+26Rr+13r2)20.

r 2p(p*+r°+4Rr)
We distinguish cases:
Casel). If(R—5r)>0, inequality is obvious.

Case2). If(R—5r) <0, inequality is rewritten:
r(4R2 +26Rr +13r2) > p?(r—5R), resulting from Gerretsen Inequality:
p®> <4R*+4Rr +3r®. It remains to show that:
r(4R*+26Rr +13r®) > (4R”+4Rr +3r”)(r —5R) < 4R*—12R°r +9Rr’ —2r° >0 <
< (R-2r)(2R- r)2 >0, see Euler Inequality R > 2r .
Inequalities can be written:
9(a®+b’*+c® 3(a*+b*+c?
a_, b, c . o ) 3 )
b+c-a c+a-b a+b-c (a+b+c)(ab+bc+ca) ab+bc+ca
3. Problema 0O597.

0597. Ifx,y,z >0 then inAABC, 4+— +Z
Y+

(1+cos A)>(sin A+sin B +sin C)z.
z

Nguyen Viet Hung, Vietnam
Solution:

2
Lemma: Ifx,y,z>0thenin AABC, ZL(1+COSA)2p——2(2+Lj.

Wehavez (1+cosA) ZZ—cos —22(—+1 1]cos gz
y+z

y+z y+z
cos? 2
A CS
_ZZX;XZZ 2A —2> cos’ gzz(x+y+z)z y+22—22c052§2
A 2
o ( )(Zcos j s )(Zcoszj S cor
>2(X+y+z —2) cos* == x+y+z —2) cos”—
2.(y+2) 2.(y+12)

AV
=2(x+y+z)M 2y cos’ ——(Zcos j—ZZcoszé:

2(x+y+2)

_Zcos —+ZZcos—cos——22cos ——ZZ:cos—cos——Zcos2 AY
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D):
2
Zcos?zZsin :E (Zcos j_p—2:>2cos +ZZCOSECOS% %:
c g— Zcos =

B
=9 B os>
Zcoszco >
2 2 2
We have(sinA+sinB+sinC)2:(i+£+ij :(Z_DJ _P
2R 2R 2R 2R
It remains to show that:

2 2 2
4+ 4 p—2—2(2+ j p2 <:>4+r+p 2(2 jzp—<:>4+L—2(2+LJ>O which is
R |R 2R R R R? 2R R? R 2R

equally true.
Remark._The problem can be reformulated.

If X, y,z >0then in AABC, z (1+cos A)+220032§2
y+z

Solution : We use the Lemma above.

2
Lemma: Ifx,y,z>0then in AABC, Z 1+cosA)2%—2(2+Lj.
y+12

A .
We have Zcos2 —= 2+$ . It remains to show that:
2 2 2
I e e A e e L
R 2R 2R R R 2R 2R R
Problema O600.
sin A

0600. In AABC, Zl+ B coTC S V3. An Zhenping, China

Solution:
2

a
Lemma: InAABC, cos” B +¢0s”*C > —

b?+c?

We use the cosine theorem:

2,2 1) 2 . h2_ ~2)? 2, 2_p2) 212 _ 2\

a’+c2—b a’+b’—c a’+c°—b a’+b"—c”) cs

COSZB+COSZC=[ J +[ j :( ) +( ) >
c

2a 2ab 4a%c? 4a’h?
2 2 2 2 2 2 2
Czs[(a +C %)+ (a+b% —c )] _ (2a)° __a Using the Lemma we get:
4a’c? + 4a%p? 4a> (b2 + cz) b2 +c?
. . : b2 +¢c2)- &
LHS- 3 sin A -y sin A _Z( +C2)SIHAZZ( +e )2R:
1+cos? B+cos’C 14 a’ a’+b?+c? a’+b?+c?
b? +¢?
3J/3R

1 Z(b2+cz)a 1 2p(p2+r2—2Rr) p(p2+r2—2Rr) MitrinovicT(p2+r2_2Rr)_

2R a’+b%+c? 2R 2(p2—r2—4Rr):2R(p2—r2—4Rr) : 2R(p*—r?—4Rr)

_3\/§(p2+r2—2Rr)(1) here (1 3/3(p*+r°—2Rr)
~ 4(p®—r’—4Rr) SV3=RHs. where(l) < 4(p*—r®—4Rr) V3

3( p’+r’— 2Rr) < 4( p°—r’ —4Rr) & p®>10Rr +7r?, which results from Gerretsen

Inequality p> >16Rr —5r. It remains to show that: 16Rr —5r*> >10Rr + 7r* < R > 2r , (Euler

Inequality).
Remark.__In the same class of problems.
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2 ) 2
InAABC, GLZSZ Szm A : sg(ij . Marin Chirciu
R 1+cos“B+cos“C 2\ 2r

Solution : Inequality on the right.
2

Lemma:_InAABC, cos?B+cos?C >

b?+c?

We use the cosine theorem:
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a2 +c? _bZJ (aZ +b? _Czj (a +c’-b ) (a +b“—c ) ¢

cos’B+cos’C = +
[ 4a*c? 4a’p’

2ac 2ab
2
cs[(az+cz—b2)+(a2+b2—c2)} (2a)2 a2
> = = . Using the Lemma we get:
4a%c? + 4a%b? 4a2(b2+cz) b? +¢? g g
Z( 2 2) a’
in2 in2 b +¢c?)sin® A b”+c
LHSZZ S;m A 2 SZ Sm? :Z( 2 2) 2 2 2 42R2:
1+cos“B+cos“C 1+ a a‘+b°+c a‘+b°+c
b%+c?
2 2 2 2.2 2.2 Lo ZLRZ
_ 1 Z(b +C )a _ 1 ZZbC _ 1 Zbc Gold<st0ne 1 .4R2p2= p2 Mltrzowc 4 _
4R? a’+b*+c®  4R*  DHla®  2R* Da® webew 2R 36r7  18r° © 18r”
2 2
zizg(i) =RHS. Inequality from the left.
8r 28 2r

o s e (58] L g

1+cos’B+cos’C ) (1+cos’ B+cos’C) T3+423 c0s’A 4R?, ., BRE44Rr+ri-p’

3+2 5
2R
2 2 @ /2
_ 1 4p _ p 26L,
4R?* . B6R*+4Rr+r’—p®> 9R?*+4Rr+r’—-p®> R?
3+ a2
where (1) < P’ .6 & p*(R*+6r’)26r’(9R*+4Rr+r1°)
9R*+4Rr+r’—p®> R® - ’
which results from Gerretsen Inequality p° >16Rr —5r°. It remains to show that:

(16Rr —5r%)(R* +6r”) = 6r®(9R* +4Rr +r°) < 16R° —59R°r +72Rr* —36r° > 0 <

< (R —2r)(16R2 —27Rr +18r2) >0, see Euler Inequality R > 2r .

From all the above inequalities, equality if and only if the triangle is equilateral.
Bibliografie:
1. 0O.Bottema, R.Z.Djordjevic, R.R.Janic, D.S.Mitrinovic, P.M.Vasic,
Geometric Inequalities, Groningen 1969, The Netherlands.
TituAndreescu, University of Texas at Dallas, USA , Mathematical Reflections4/2022.
Mihaly Bencze, Brasov , J600, Mathematical Reflections 4/2022.
Neculai Stanciu, Buzau, J600, Mathematical Reflections 4/2022.
Nguyen Viet Hung, Vietnam, S596, 0597, Mathematical Reflections 4/2022.
An Zhenping, China, 0600, Mathematical Reflections 4/2022.
Daniel Sitaru, RMM Number 4, New Edition 2022.
Marin Chirciu, Inegalitati geometrice 2, de la initiere la performanti, Editura Paralela 45, Pitesti, 2021.
Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Generalizarea problemei 25545 din Gazeta Matematica nr. 5/2006
de Lucian Tutescu, Craiova

In numarul 5/2006 al Gazetei Matematice, domnul Gheorghe Ghita din Buziu a publicat urmatoarea
problema:

25545. Fie a,b,c €(0;1). Si se arate ci
4bc 4ac 4ab

g,————+log, ———+log. ———=0<a=b=c
(a+b)(a+c) (b+c)(b+a) “(c+a)(c+h)
Tn continuare voi prezenta o generalizare a problemei.
Fie ay, a, ..., an £ (0,1). Demonstrati ca
o= loatg v iy 2 o ag . Gy 2" a0 vty
+liog,, + e+ l0ga,
(@y + @)y +ag) . (0 + ay) (7 + &y ey +y) (gt g (g + gy )
=0<==a) == "=ty

Dana Camelia, Cremeneanu Luiza — Craiova
Demonstratie: Implicatia ,,=2=" este evidenta.
Pentru reciprocd, folosim inegalitatea mediilor.
Avem (ay + @y (e + gl .. (g + a,) = 2% Yae; - Joies . Joie, =2 1 0" e, 0,

Functia logaritmica este descrescatoare pentru bazele subunitare, deci vom avea

2" a6y .. G, 2" 0.0 . Gy
foge, —— = = logg,
2" 100" e, L a, (ay + @)y + ag). (6g +a,)
2 00 @26l e gy 1 -1
=] =1 B - =1 2
e oy + ag)(a1+ aa)o (G tag) 0% o1 28, (a2 = @n)? = 100,01
n—1
=3 [Eagﬂiaz +loge g+ -~ +logg, anjl -

Scriind inegalitatile analoage pentru &;, &g, ..., tt, aVem
; 2" la,0q.. 0, it P VO Y
o
Y, (@1 +az){es+ ag). (1 + 2,) : j+ iy ) --'(I:ﬂ‘-n +)ﬂn—1:' ( j
1 nin—1 1 nin—1 nin—1
EEZ(IagE1a2+Eagﬁza1)— 2 EE- > c2— > =

Folosit medii si relatia iog,y = $ ,(unde x,y>0=1).

Asadar, trebuie sa avem egalitate in inegalitatea mediilor, desi @; = ceea ce Incheie demonstratia.
Pentru n=3, se obtine problema din Gazeta Matematica.

Asupra unei probleme de la Evaluarea Nationala 2022
de Ion Pitrascu si lon Cotoi

In aceasta notia matematica, plecand de la problema nr. 4 din Subiectul al
I1l-lea, data la Evaluarea Nationald pentru absolventii clasei a VIlI-a in acest an , B
rezolvam si propunem céteva probleme conexe. /\

I. Enuntul problemei 4 este urméatorul: A =
in figura aliturati sunt reprezentate punctele A,B,C , D si E astfel incat AB

=4cm, AC =8 cm, AD = 10 cm si AE = 20 cm. Mésura unghiului BAC este D

egala cu masura unghiului DAE si

ZCAD = 307,

a) Arati ci aria triunghiului CAD este egali cu 20 cm?

b) Demonstreaza ca CE =2 BD.

Solutie. a) Folosim formula Aucan = M |

E

Gasim cd Apcgqn = w 40.5 =20 (cm?)
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_feEe x ingltimea
2

Atunci construim CHLAD , HE AD. Deoarece iniltimea CH este cateta care se opune unghiului de 30 Tn

triunghiul dreptunghic CHA, avem CH = i AC =4 cm. Atunci Aupan = 22 -2 (cm?).

b) Observam ca notand m(BAC) m(EAD) x avem m(BAD) = m(CAE) x+30 .

De asemenea— =22 prln urmare ABAD ~ ACAE | De aici obtinem ca s1g = % ,

AE
deci CE= ZBD.

O alta solutie se poate da construind punctele B’ si D’ mijloace al segmentelor AC respectiv AE
si observand ca ABAD = AEB A D' L.1U. L. 7). De aici obtinem E D' =BDsi

e e 1
cumE D este linie mijlocie tn triunghiul ACE rezultd ca B D = 7 CE cu consecinta 2BD = CE.

Putem rezolva si cu formula Aria , =

II. Ne propunem in continuare s studiem pozitia punctului D fatd de triunghiul ACE in ipoteza ca unghiul
CAB are misura x variabilda cu x € [ 0%, 150°] pastrand datele numerice ale problemei 4.

Vom folosi pentru inceput urmatoarea constructie geometrica:

1) Cunoscand AC=8 cm, AD = 10 cm si £CAD = 307 construim D"

triunghiul CAD;

2) Construim cercul cu centrul in A si cu raza de 20 cm.

3)Construim intersectia semidreptei (CD cu cercul C(A,20) si notdm acest

punct cu Eo.

Am aratat astfel ca exista x= m( %€Eo AD) astfel incat punctul D apartine

laturii (CE) a triunghiului AEC (E = Ep). Daca notam cu D’ si

D”intersectiile dreptei AD cu C(A,20), observam cd atunci cand punctul E

apartine arcului (EoD” punctul D este in exteriorul triunghiului ACE, iar

atunci cand E apartine arcului D’Eo) punctul D este in interiorul B
triunghiului ACE. °
Acum aflam efectiv valoarea lui x pentru care punctul D este pe (EC).

Teorema cosinusului in triunghiul ACD implicd: CD?= AD? + AC? - 2AD.CD. cos 30°.

20/ 10

=z N
Obtinem CD =241 — 204/3. Din acelasi triunghi avem cos C =% = —0,130 care conduce
lam(C) 2 $7°27" si sin C ££0,991.Aplicand teorema sinusurilor in triunghiul ACE, rezulta: iE = _E“L_

20 foy sl

= sin E 2 0,396 si gasim m(E) = 23°19",

Din triunghiul ACE gasim ¢ x = 180 — m(E) - m(C) — 30° &£ 29°14,

Discutie

Pozitia punctului D fata de triunghiul ACE variaza in functie de x astfel :

Pentrux =0°, D €( AE), D este chiar mijlocul laturii AE;

Pentru x £(0%,29"14"') D apartine interiorului triunghiului AEC.

Pentru x 22 29°14 D apartine laturii (CE) a triunghiului ACE.

Pentru x£(29°14", 1507 D apartine exteriorului triunghiului ACE.

Pentru x = 150" triunghiul ACE este degenerat ( punctele E,A si C sunt coliniare) , punctul D nu apartine
dreptei EC.

1. .Pastrand datele problemei 4 de la Evaluarea Nationald si notatia x= m(BAC) propunem in continuare

urmatoarele probleme:

P1 .Aflati pentru ce valoare a lui x semidreapta (AE este bisectoarea exterioard a unghiului DAC.

P,. Aflati pentru ce valoare a lui x semidreapta (EA contine bisectoarea unghiului DAC.

P; Tn ipoteza D (CE),notand (B} = AE NECsi cu C intersectia semidreptei (AC cu cercul

circumscris triunghiului AEB’demonstrati ca C’B’ || CB.

P,. In ipoteza ca m(ABC) = 90° aratati ci dreapta AC este tangenti cercului circumscris triunghiului AED.

Ps. a) Calculati raportul ariilor triunghiurilor ABD si ACE.

b) Aflati valoarea lui x pentru care aria triunghiurilor ACE si ABD este maxima, respectiv minima.

Prof. Ton Pitrascu, Colegiul National ,,Fratii Buzesti”, Craiova,
Prof. lon Cotoi, pensionar, Colegiul ,,National Carol I”, Craiova
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Din nou despre Cebasev si Nesbitt
de Titu Zvonaru, Comanesti si Bogdan-Marius lonita, Bucuresti

Scopul acestei note este acela de a prezenta rezolvarea unor inegalitati cu ajutorul inegalitatilor
lui Cebasev si Nesbitt. Deoarece inegalitatea lui Nesbitt se poate demonstra cu ajutorul inegalitatii lui
Cebésev, inegalitatile care urmeaza pot fi demonstrate doar cu inegalitatea lui Cebasev; folosirea
inegalitatii Nesbitt scurteaza insa solutiile.

Inegalitatea lui Cebasev: Fie a, <a, <..<a, si b, <b, <...<b, numere reale pozitive.

Zn: ab; Zn: a; Zn: b;
i=1 i=1

Avem inegalitatea; ~——— > -
n

n n
Inegalitatea lui Nesbitt: Dacéd a,b,c sunt numere reale pozitive, avem inegalitatea:
a_ . b PN 3 .
b+c c+a a+b 2
Corolar 1: Pentru a,b,c numere reale pozitive avem inegalitatea: 3(a® +b* +¢?)>(a+b+c)’.
Corolar 2: Daca a,b,c sunt numere reale pozitive, atunci este adevarata inegalitatea:
a*+b* +c* >abc(a+b+c).
Corolar 3: Daca a,b,c sunt numere reale pozitive, atunci este adevarata inegalitatea:
(@ +b*+c®)(@a+b+c)>(a* +b* +c?)°.
Aplicatia 1: Fie a,b,c numere reale pozitive. Sa se demonstreze inegalitatea:
a_ b L C
(b+c)® (c+a)® (a+b)® 4(a+b+c)
Solutie. Folosim inegalitatea lui Cebasev, Corolarul 1 si inegalitatea HM — AM.
1

, Darij Grinberg, [1]

) . 1
Consideram a <b <c; atunci <

- < 5 < 5. Obtinem
(b+c)° (c+a)” (a+b)
a2+ b2+ 0221(a+b+c) 12+ 12+ 122
(b+c)® (c+a)” (a+b)® 3 (b+c)® (c+a)” (a+b)
at+b+c 1 ( 1 1 1 jz a+b+c 9 i 9
> = + + > = .
3 3 \b+c c+a a+b 9 2(a+b+c) 4(a+b+c)
Observatie: In [2] este demonstrati o inegalitate “mai tare” decit cea din enunt:
a b c 3(a+b+c)

2 + 2 + 2 = )
(b+c)® (c+a)” (a+b)* 4(ab+bc+ca)
Aplicatia 2: Fie a,b,c numere reale pozitive, astfel incat avem a+b+c=1. Sa se demonstreze

2 2 2
a + b + ¢ >9 ( Olimpiada Belarus, 2014)
Z—. mmpiadaa bela ,
(b+c)’ (c+a) (a+b)’ 8 P
Solutie. Aplicam Inegalitatea lui Cebasev si Inegalitatea lui Nesbitt.
e . 1 1 1 . a b C .
Consideram a<b <c ; atunci avem < < si < < . Obtinem
b+c c+a a+b’  b+c c+a a+b

inegalitatea:

a’ b? c? a ) 1 b ) 1 c ) 1
(b+c)® (c+a)” (a+bh) b+c) b+c (c+a) c+a \a+b) a+b
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o) ) ) [reaaats)
23 * + e ().
3|\b+c c+a a+b b+c c+a a+b
Dar avem (i)2+(ijz+(sz >l( ! + ! + ! j2>1.
b+c c+a a+b) | 3\b+c c+a a+b) 3

L + L + 1 > J , (3).
b+c c+a a+b 2(@+b+c)
Aplicand inegalitatile (2) si (3), inegalitatea (1) devine

a’ b? c? .13 9 9 9

(b+c)’  (c+a)’ (a+b)’ 3 4 2(a+b+c) 8@+b+c) 8

Conform inegalitatii mediilor avem:

Observatie: Inegalitatea se poate scrie sub forma

Fie a, b, ¢, numere reale pozitive. Sa se demonstreze inegalitatea:
a’ b? c? 9
7+ 7+ 72 .
(b+c)® (c+a)” (a+b)” 8(a+b+c)
si admite urmatoarea generalizare:
a" b" c" 9
n+l + n+l + n+l 2 n+l )
(b+c) (c+a) (a+b) 2" (a+b+c)
Aplicatia 3: Fie a,b,c numere reale pozitive, atunci sa se demonstreze inegalitatea:

a’> b? ¢® _a+b+c
o + >
b+c c+a a+b 2
Solutie. Aplicand Inegalitatea lui Cebasev si Inegalitatea HM-AM.
. 1 1 1 .
Consideram a<b <c;atunci a® <b? <c?, < < . Obtinem
b+c c+a a+b
a®> b’ ¢® _1 1 1 1 a+b+c)’ 9
+ + >>(a*+b*+c?) + + > ). =
b+c c+a a+b 3 b+c c+a a+b 9 2(a+b+c)
_a+b+c
—

Observatia 1: In revista Recreatii Matematice Nr. 1/2017, N. Stanciu si T. Zvonaru (problema L
324, punctul a) au propus o inegalitate “mai tare” decat cea din enunt, astfel:
a’> b? ¢c® _3 a’+b®+c?
+ + >—- , (4).
b+c c+a a+b 2 a+b+c
In [4], este prezentata urmatoarea inegalitate a lui Michael Rozenberg:
a’> b’ ¢ _3 a*+b*+c?
+ + >2————>——,(5).
b+c c+a a+b 2 a+b°+c
Utilizand Corolarul 3, observam ca inegalitatea (5) este “mai tare” decat inegalitatea (4).
Observatia 2: In [5], pag. 41, este demonstratd o inegalitate "mai slaba” decét inegalitatea din
enuntul acestei aplicatii, astfel:
Fie a,b,c numere reale pozitive, astfel incat ab+bc+ ca =1 atunci avem inegalitatea:
a?  b? ¢ _.3
- + >—
b+c c+a a+b 2
Aplicatia 4: Fie a,b,c numere reale pozitive si 1t € N*. Sa se demonstreze inegalitatea:
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an bn Cn an—l +bn—l +Cn—l
+ + >
b+c c+a a+b 2
Solutie: A se vedea [6], exemplul 1.15.
Observatie: In cadrul Olimpiadei Internationale de Matematica din anul 1987, Grecia a propus pe
lista scurtd urmatoarea problema:
Fie a,b,c laturile unui triunghi si 2s = a+b+ c, atunci avem inegalitatea:

a" b c" 2\
+ + > —| s ,VneN, ().
b+c c+a a+b (3

a” b " (27 ., a"  b" " _(2)'(2s\"*
+ + > =] s + + >l = | — &
b+c c+a a+b 3 b+c c+a a+b 3 3
a" b" c" 3(a+b+c
+ + > | ———
b+c c+a a+b 2 3

, (6).

f—

n-1
j . Conform Inegalitatii lui Jensen, avem:

a"t+b"t "t
3

restrictiva prin conditia ca a,b,C sa fie laturile unui triunghi.

Aplicatia 5: Fie «,X,Y,z numere reale pozitive astfel incat xyz=1 si « >1. Sa se demonstreze

inegalitatea:

a+b+c)"”
2( 3 j . Deci, inegalitatea (7) este “mai slaba” decat inegalitatea (6) si

X(Z ya ZO{ 3 . .
+ + > —, Titu Andreescu, Mircea Lascu [1]
Y+Z z+X X+y 2
Solutie: A se vedea [1], pag. 64 sau [5], pag. 336.
Aplicatia 6: Fie X, Y,z numere reale pozitive, atunci sa se demonstreze inegalitatea:

’ y® z° X+Y+12
2 2 + 2 2 + 2 2 2
yo+1z Z°+X° X +y
Mathematical Reflections, Nr. 5/2009

Solutie. Aplicand Inegalitatea lui Cebasev si Inegalitatea lui Nesbitt.
2 2 2
X

. . A
Consideram X <Yy < Z;atunci avem ——— < Zy > <= =
y +z Z°+X X" +Yy

X

, Baltic Way 2013, Mircea Becheanu,

3 3 3 2 2 2
X z X z
T A = xt— Y+ i

yi+z2 22 4x5 xP+y? oyt 4zt 7% +X x* +y?

2 2 2 2 2 2
X z X z X+Vy+12
<7 2 Xt 2y 2 YT 2 722 5 ot 2y 2 T 2 2 !
y°+1z 7%+ X X“+y ye+z° 27+ x° XT+y 3
2 2 2
X z 3(X+y+2) X+y+1z
<7 2 Xt 2y s Yt iz ! - s :
y+1z Z°+X X" +Yy 2 3 2
Observatie: In revista Recreatii Matematice Nr. 1/2017, N. Stanciu si T. Zvonaru (problema L 324,
punctul b) au propus o inegalitate “mai tare” decat cea din enunt, astfel:
a’ b’ c? 3 a’+b®+c?
s 22 2 oy :
b*+c® c“+a° a“"+b° 2 a+b+c
Aplicatia 7: Fie a,b,c numere reale pozitive, atunci sa se demonstreze inegalitatea:

a® b® c®

+ +
b+c c+a a+b

1
> > abc(a+b+c), Konstantinos Geronikolas.



W - ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - @

Solutie. Folosim Inegalitatea lui Cebéasev.
CL . a b C )
Consideram a <b <c; atunci avem < < . Putem scrie
b+c c+a a+b
c 1/ a b c
‘> ( + +

a+b  3lb+c c+a a+b

a’ b° c® a 4, b
+ + = -at+ :
b+c c+a a+b b+c c+a
(8).- - - - - - - -
Aplicand Inegalitatea lui Nesbitt si Corolarul 2, inegalitatea (8) devine:
5 5 5
a b c 13 abc(a+b+c
+ + 2—-—abc(a+b+c)=¥.
b+c c+a a+b 3 2 2
Aplicatia 8: Fie a,b,c numere reale pozitive. Sa se demonstreze inegalitatea:
a’ b® c® abc(a+b+c)
2 2 + 2 2 + 2 2 2 )
b*+c® c“+a° a“+b 2
Solutie. Aplicam Inegalitatea lui Cebasev.
2 2 2
2 2 = 2b 2 = ZC 2 :
+c° c“+a° a“+b
6 6 6 2 2 2
a b C a b c
2 2T 2 2t 2 2 " 2 2'a4+2 2'b4+2 2'C4<:>
b+c® c°+a° a“+b° b +c c'+a a“+b

2 2 2 2 2 2 4 4 4
a b c a b c a“+b"+c
— 2 2'a4+ 2 2'b4+ 2 z'C4 2 2 2 T2 s T2 2 , (9).
b +c c°+a a‘+b b +c® c¢c“°+a° a“+b 3

Aplicand Inegalitatea lui Nesbitt si Corolarul 2, inegalitatea (9) devine:

6 6 6
a’ b L >§.abc(a+b+c):abc(a+b+c).

b?+c? c?+a® a’+b? 2 3 2

b* + ,

j(a4 +b*+c*)

A

Consideram a <b <c; atunci avem o’
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»Nu imi invat niciodata studentii; tot ce fac este
sa le creez conditiile pentru ca ei sa invete”.
Albert Einstein
(1879 — 1955)
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» Nu trebuie s iti fie frica de nimic in viata.
Trebuie doar sa intelegi.”

Marie Curie

(1867- 1934)

N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

G:1085|. Si se calculeze S =52-50—-53-49+54-48—-55-47 +.....+100-2-101-1
elev lonescu Mihai, Craiova

Rezolvare:
S =(52~50—50~49)+(50-49—53~49)+(54-48—48~47)+(48~47—55-47).+ ......... +

+(100-2-2-1)+(2-1-101-1) = (50-3—-49-3) + (48-7—47-7)+....+(2-99-1.99) =

3+99)-25

=3+7+11+...+99=( =1275.

G:1086|. Gasiti o scriere a numerelor 1077 si 10°°* ca sumi de doui pitrate perfecte.
Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:

Avemn 1022 =102 .10%2 — (82 462 ) 10%°% — (8 10t )2 N (6 ’101010)
10%% =10 .10%2 = (32 412 ) ) (101011 )2 _ (3 00 )2 N (1.101011 )2 .

2
1

G:1087|. Aflati restul impartirii numarului A=1+2+2°+.....+2%% la 15.
Camelia Dana, Craiova
Rezolvare:

A=22% 1=2°.2%0 _1-8.(2)" ~1=8-16"° ~1=8-(15+1)** ~1=8.(M,, +1)-1=

=My +7. Asadar restul impartirii este 7.

. in Germania, la 18 ani doui treimi din numirul elevilor sunt in scoli profesionale, jumitate
din cei care dau bacalaureatul il pica, iar trei sferturi nu termina facultatea. Daca intr-un colegiu sunt
1200 de elevi, atunci aflati:
a) Céti elevi din acel colegiu merg la profesionala ?
b) Céti elevi din acel colegiu termina liceul ?
c) Céti elevi din acel colegiu termini facultatea ?

Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:  a) %.12002 800 elevi din colegiu merg la scoli profesionale.

b) 400 elevi merg la liceu si doar 200 elevi termina liceul.
c) % 200 = 50de elevi dintr-un colegiu cu 1200 de elevi termina facultatea.
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G:1089. Se considerid numerele naturale impare a,,a,,a,,.....,a, care impirtite la 100 dau resturi

diferite doui cate doua.

a) Aflati cel mai mic numiar neN* pentru care multimea acestor resturi s coincidd cu multimea
tuturor resturilor posibile ale impartirii tuturor numerelor naturale impare la 100;

b) Demonstrati ci pentru acel n, suma a, +a, +a, +.....+a, se divide cu 100.

Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:

a) Conform teoremei impartirii cu rest, rezulta a =100c, +r, r(100, ieln .Cum a

este imparrezultd cd r,  este impardeci  r, €{1;3;5;...;99} care are 50 de elemente, rezultd
n=50.

b) Cum a +a,+a,+....+a, =100(C, +C, +...+Cy) +1+3+5+...+99=M,,, +2500  care este
evident divizibil cu 100.

G:1090. Fie numirul X =2"".5"+2022, unde n este numir natural, n) 4. Calculati suma cifrelor

numérului x. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:
Xx=2".2°.5"4+2022=32. (2 . 5)n +2022=32-10"+2022 =32000...00 + 2022 = 32000...02022 .
— —
nde 0 n-4 de 0

Suma cifrelor numarului x este 3+2+0+0+....... +2+0+2+2=11.

(G:1091|. Fara a se efectua ridicirile la putere, aritati ci numérul

a= -(20233 —2021° — 2023% — 2021* ) este un numar natural patrat perfect.

Nl

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

2023° —2023” ~ (2021° +2021° ) = = 2023? (2023 1) - 20217 (2021 +1) = 2022+ (2023 — 20217 ) .
Cum 2023” — 20212 = (2023 - 2021)- (2023 + 2021) = 2- 4044 = 4-2022 rezulti

a:%-2022-4~2022:20222.

. Aflati cel mai mic numér natural n, in baza 10, care are suma cifrelor egali cu 2022. Cit este
restul impartirii lui n la 9?7 Determinati numaérul p, minim, astfel incat n + p sa fie divizibil cu 9.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:
Numarul cerut trebuie sd aiba cat mai putine cifre, respectiv cat mai multe cifre 9. La impartirea
2022 : 9 se obtin catul 224 si restul 6. Numarul n este 69...9, unde cifra 9 apare de 224 de ori. Restul
impartirii lui n la 9 este, evident, 6. Pentru can + p sa fie divizibil cu 9, numarul p este 3.

= Clasa a VI-a

.~ 16-16X o
G:1092|. S se rezolve in Z ecuatia 2" = ot lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
X_

Rezolvare:
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Evident, x=7. Daca xeZ si x ( 0, atunci 16—16x Y0 si x—7(0. Rezulta ca 16—-16x)16)0
i 16 -16x

dec

(0, dar 2*)0, adica ecuatia nu are solutii.

16-1

Fie xeZ si x)7. Atunci, x—7)0si 16—16x =16(1—x) ( 16-(1—7) =—96¢0, deci $X<O. Nici

in acest caz nu exista solutii.
Daca ecuatia are solutii Tntregi, acestea pot fi eventual din multimea {0,1,2,3,4,5,6} .

Se dau lui x aceste valori si se obtin solutii doar pentru trei valori:

x=3=2°=8; 163_13'3 = _?;2 =8. Analog, pentru x=4 i x=5. Asadar, S ={3;4;5}.

G:1093|. Sa se arate ci numirul 22°2 are cel putin 607 cifre.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:
22022 = (210)202.22 = 1024202.4>1000%°2-4. Numairul 1000%%? contine 3-202= 606 zerouri, deci
607 cifre si cu 1, iar numarul 10002°2-4 are atunci cel putin 607 cifre.

. Determinati numerele prime a, b, si c astfel incat a+13b+7c=184.

Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Daca a, b, ¢ sunt impare, atunci membrul stang este impar, deci unul dintre numerele a, b,
C trebuie sa fie par si prim, in cazul nostru trebuie sa fie egal cu 2.

Fiea=2atunci 13b+7¢c=182=b=7, c=13.

Daca b=2atunci a+26+7c=184 = a+7c=158=a=67, c=13 sau a=109, c=7,
a=137, c=3.

Dacda ¢ =2 atunci a+13b=170= a=79, b=7 sau a=131, b=3.

G:1095. Demonstrati ci numirul A este natural, unde
-1

1 1

[o,(?))—o,zy {o,(142857)—o,(1)}1 439441
A=l 70e ) 4L —6p| A2 2L _3

{o,(3)+0,2 0,(142857) +0, (1) 1 .1

439 441

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:  Se transforma fractiile zecimale in fractii ordinare:

0,(3) :§:1, 0,22321, 0,(142857) = 142857 _ 15873 :l, 0,(2) :1.
9 3 10 5 999999 111111 7 9
5-3)" 9-7)" 441-439\"
54 ire 1 i A5 | 1|83 | _g|.|] 439:441 | _a|_
Dupa inlocuire in A se obtine A= £, 3 1 917 6 4414 439 3
15 63 439-441

1 -1 1 -1 1 -1
{(Zj _1}{(5) —G:I{(r‘foj —3}:(4—1)-(8—6)-(440—3):3-2-337:2022.

G:1096| Gisiti cele trei numere prime magice Py, Py, P5 astfel incat p, - P, - P; .ab = abababab,

oricare ar fi numiirul ap. Neculai Stanciu, Buziu

Rezolvare: 1010101 ab = abababab,1010101=73-101-137, deci {p,, p,, P, } = {73,101,137}.
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G:1097|. Se considerd numirul N =2021" +(n+2022)(n+2019), Vne N. Si se arate ci N e impar.

Adrian Stan, Buziu
Rezolvare:

n+2022- (n+2019) = 3 rezulta ca numerele sunt de paritati diferite deci unul e par. Cum 2021" este
impar rezulta ca N este impar;

. . a b c
G:1098. Numerele naturale nenule a, b si ¢ verifica egalitaitile 13 31
Si se arate ci a?+b?+c? este divizibil cu patru numere prime consecutive.
Si se afle cea mai mici valoare a rapoartelor, pentru care a + b + ¢ este patrat perfect.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

Rezolvare: Din g - % - 331 = k =a=5k, b=13k si c=31k. Atunci a?+b%+c? = =25k?*+169k?+961k?=

k2-1155. Descompunerea lui 1155 este 3-5-7-11, de unde rezulti cerinta.
Dina+ b+ c¢ =5k + 13k + 31k = 49k, rezulta ca valoarea minima a lui k este 1.

(G:1099, Sa se arate ci oricare ar fi numerele naturale k, 1, n, restul Tmpartirii numérului

N =2018%" + 20197 + 2022°"™" 4 2023 4 2024%* 1a 2021 este acelasi.
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: N =(2021—3)%*" +(2021—2)*"" +(2021+1)*"" + (2021+ 2)*** + (2021 + 3)** =

_ 2k+1 21+1 21+1 2k+1

- M2021 + (_3) + M2021 + (_2) + M2021 +1+ |v|2021 +1+ M2021 + 2 + I\/|2021 +3 -
2k+1 21+1 21+1 2k+1

=M, =37 =27 +1+ 277 + 37 =M, +1

n concluzie, restul Tmpartirii lui N la 2021 este 1 pentru orice numere naturale k, I, n.

G:1100|. Fie H ortocentrul triunghiului ABC . Daca CH =AB si BH = AC aflati unghiurile
triunghiului ABC.

elev Tudorascu Rares, Craiova
Rezolvare:

Fie AH NBC={D}, BHNAC={E}si CHNAB={F}.Atunci, <(BAD)=<(FCD) =
ACHD=AABD = CD=AD= m(<%(ACD))= 45° , triunghiul AADC dreptunghic iisoscel. Rezultd
m (<x(BAC)) =90°, deci triunghiul AABC este dreptunghic in A si isoscel. A coincide cu H.

= (Clasa a VII-a

G:1101). Determinati numérul ab pentru care vaab —vab =a-b.

Rezolvare:

Nicolae Ivaschescu, Canada

Numerele aab si ab trebuie sa fie patrate perfecte, deci aab este un patrat perfect cu prima
cifrd a si ultima cifrd b, cifre ale unui patrat perfect ab. Doar trei numere naturale de trei cifre 196,
225, 841 au aceasta proprietate. Din acestea doar 225 verifica relatia, deci, ab = 25.

G:1102. Fie a,b,c€R cu proprietatea ci a° +4b” +9c® =6a+16b+12c+20. Si se determine care

este cea mai mare valoare posibila pentru a, b sau ¢ ?
Adrian Stan, Buzau
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Rezolvare:  a*+4b”+9c” =6a+16b+12c+20 o (a-3) +(2b—4)" +(3c+d) =49=>
a-3<7, 2b-4<7, +d<7= (a-3)°=49=a=10=max(a,b,c)=10.

1+/2x+8x° +82x7
1—/2x+8x5 —8/2x"’

G:1103|. Rationalizati numitorul fractiei F = unde xeQ'".

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:  Fractia 0 scriem succesiv:

B 1++/2x+8x° (l+\/§x) (1+\/§x)-(1+8x6) C1442x (1+J§x)2 1r242x+2x? |

F_l—ﬁx+8x6(1—ﬁx) (1—J§x)~(1+8x6)_1—J§x_(1—ﬁx)(1+ﬁx)_ 1-2%°

2a+3 . 3a-1
(G:1104. Exista valori ale numirului real a astfel incit numerele X = si y= 2 sa fie
simultan numere Tntregi? Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:

4x -3 2y+1

si respectiv a:T.Asadar, 4x=3 _2y+l

3
3(4x-3)=2(2y+1) = 4(3x—y) =11 ceea ce este imposibil deoarece 11 nu este divizibil cu 4, deci
nu exista valori reale ale lui a astfel incat x siy sa fie simultan intregi.

Din ipoteza avem cd a =

1070 41 102241
107511 2 1092 11

G:1105|. Sa se compare fractiile: Camelia Danai, Craiova

Rezolvare: Fie n>2. Atunci,
10" +1 10741 (20"+1)-(10"742)- (10" +1)" 1077 410" 41072 +1-10°"2 210" -1
10™+1 10™2+1 (10" +1)-(10™* +1) - (10" +1)-(10™2 +1)
10"(10% +1-2-10) 10" 81

= (10”*1 +1). (10n+2 +1) = (10”*1 +1). (10”*2 +1)>0, asadar prima fractie este mai mare.

(G:1106/|. Sa se rezolve in multimea numerelor rationale ecuatia

J2022 —\[x+ 20222022 =k -y, k e Q*.

Gheorghe Ghiti, Buzau

Rezolvare: C.E: X+2022—+/2022 >0, /2022 —k-y>0.
2022 —/x+2022 /2022 =k -y = \/x+ 2022 /2002 =/x+ 2022 -k - y|)* =

X+ 2022 —+/2022 = 2022 - 2ky~/2022 + k’y* < x—k*y* +(2ky —1)4/2022 =0. (*)
Cum X, ¥,k e Q= x—k?y? eQ si cum (2ky —1)v/2022 ¢ Q rezulta din (*) ci x—k?y* =0 si

1 .
2k -y—1=0 de unde rezultica y = 2K X= vk valori care verifica cele doua conditii.

G:1107|. Sa se arate ci daci numerele intregi a, b si c satisfac egalitatea 337a+2b=3c, atunci
produsul (167a+b)(5¢c—3a)(335b—334c) este divizibil cu numirul 2022.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:  337a+2b=3c

= 3|(337a+2b) = 3|(337a—3a+ 2b) = 3|(334a+ 2b) = 3|2(167a +b) = 3|(167a+b) (1)
2b =3c—-337a= 2|(2c+3c—-337a+334a) = 2|(5c—3a) (2)
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337a =3¢ - 2b = 337|(3c —337c — 2b+ 337h) = 337|(335b —334c)  (3)

Din (1), (2) si (3) rezulta ca (167a+b)(5¢ —3a)(335b —334c) este -
divizibil cu 2-3-337=2022.

G:1108. Fie patratul ABCD cu lungimea laturii |. Fie punctele M si

N pe laturile BC si CD astfel incat BM =a<|5. Daca MN N c
D

intersecteazi AB in E si AD in F astfel incat Agcp = Axr , atunci | \( :'

calculati in functie de | si a lungimea segmentului DF . ]
Neculai Stanciu, Buziu @

Rezolvare: A | s

Observam ca Aycp = Ayr implica Agey + Aoye = Aguur, (1)-

Avern ABEM ~ ACNM ~ ADNF = Ay, =k-BM?, Ay, =k-CM?, Ay :k~DF2, )

Din (1) si (2) rezultd ¢ BM? + DF? =CM?2 = DF =JCM 2 —BM? =./(I-a)’ —a? =,/I(I-2a) .

= (Clasa a VIII-a

G:1109. Fie X,yeRastfel incat x—y=1. Aflati cea mai mici valoare a expresiei

E(x;y) = x> —y® —xy sivalorile lui x si y pentru care este atins acest minim.
eleva Viespescu Cilina Maria, Craiova
Rezolvare:

EGY) =X =y —xy=(X—=y)(X* +Xxy+Y*)=xy =X +xy +y* —xy =x>+y> = (y+1)* + y* =

1% 1.1 . 1 . . 1. 1
=2y +2y+1=2| y+=| +=>=. minE(x;y)== sieste atins pentru y=—=si X==.
y +2y (y 2) 55 (xy) > p y=-35 5

G:1110| Fie A= \/32020 +3%213%2 13" neN. Sise determine o valoare a lui n astfel inciit A si

fie rational.
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare. Trebuie ca numarul de sub radical sa fie patrat perfect adica
32020 + 32021 + 32022 + 3n — 32020 X (1+ 3+ 32 ) + 3n — 32020 13+ 32020 A 3 — 32020 16 — k2
, deci n=2021.

G:1111) Aratati ca daca numarul natural n verifica egalitatea
(n+2021)+/n + 2021 —+/n* +2021n — nv/n =2n+ 2021, atunci n este patrat perfect.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
3 3
Egalitatea datad se scrie de forma (\/n + 2021) —(\/ﬁ) =2n+ 2021+\/ﬁ-\/n +2021. Utilizand
formula a’—b’ =(a—b)(@*+ab+b?) obtinem

(\/n+2021—\/ﬁ)(\/n+20212+\/ﬁ-«/n+2021+\/ﬁz)=\/n+20212+\/ﬁ~\/n+2021+\/ﬁz si



simplificam prin membrul drept. Ramane de rezolvat ecuatia

Jn+2021—Jn=1=/n+2021=/n+1=n+2021=n+2Jn+1< 2Jn =2020 = n=1010°

care este patrat perfect.

(G:1112|. Sa se rezolve in Nx N ecuatia: Ix + \/§+ \/E = p? -1, unde p este un numir prim.

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:

Vxtfy = p* 1= Jxy[0° = x+y+2xy = (p* -1 ~2(p” ~Dfxy +xy =
2 pz\/ﬁ =(p®-1*-2(p? —1)\/E+ Xy = /Xy € N adica xy este patrat perfect.
Notam \/;+\/y:keN:>\/_:k—\/y:> X=k2+y—2k\/y:>\/yeN,deciyestepétratperfect.

Analog rezulta ca x este patrat perfect.
Notim x=a*, y=Db’, a,beN siecuatia se scrie a+b+ab+1=p* < (a+1)-(b+1) = p°.

Se obtin solutiile: (a;b) {(o; p*-1).(p-L p-1),(p? —1;0)} =
(x;y)e {(O;( p’ —1)2),(( p-1)";(p —1)2),(( p? 1) ;0)}.

G:1113. Numerele reale a si b verifici relatia a* +b° —3a—5b+7,5=0.Sid se arateci a+b e [2; 6]
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

Rezolvare:
2 2 2 2
Relatia data se mai scrie: [a—§j +[b—§j —%+§=0,sau (a—Ej +[b—§j —E:O,
2 2 4 4 2 2 4
2 2
apoi (a—%} +(b—§j =1, de unde se deduce ca a—g <1si b—g Slgiincé-lsa—gsl,

respectiv -1 <b — g < 1. Adunénd inegalitdtile, se obtine: -2<a+b-4<2=a+be[2;6]

G:1114|. Rezolvati In N x N ecuatia L+L =1. Adrian Gobej, Curtea de Arges
y+1 x+1

Rezolvare:

X
XY e x(x D)+ y(y+D) = (x+ D (Y +1) = X —xy + Y =1}2= X +y*+(x-y)’ =2.
y+1 x+1
De aici se observa ca x* <2=> xe{0;1} cu solutiile (x;y) €{(0;0),(0;1),(10)}.

. . .1 1 1 6 -
G:1115| Fie X, Y, z)0Oastfel iIncat X+ y+z = 3. Aratati ca + + < .Ince
X+Y X+Z y+Z Xy+yz+12x
caz avem egalitate ? Dorina Goiceanu, Simona Dascalu, Craiova
Rezolvare: Inegalitatea datd devine: Xy+yz+ex + Xy+yz+ X + Xy+yz+ X <6
X+Yy X+1Z y+12

Y 4 X +y+ Y2 ix<b6eo Dy X2 Y 3 (1)
X+Yy X+12 y+2 X+Y X4z y+1z
Cum X < Xy cu egalitate pentru x =y si analoagele iar prin adunarea lor se obtine relatia (1).

X+Yy
Avem egalitate pentrux =y =z =1.
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G:1116. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, si se arate ci: (—C +4) (— + 4)(— +4)> Tabe

Dumitru Preoteasa, Giurgiu
Rezolvare:

Membrul stang al inegalitatii se mai scrie:

a b C a+4bc)(b +4ac)(c + 4ab

(2 v a)( Ly a)( Sy )= @O0 A2 C+420).

bc ac ab a’b’c’
Conform inegalitatii dintre media aritmetica si media geometrica, se obtine:

(a+4bc)(b + 4ac)(c +4ab) 24abc - 2+/4abc - 2\/4abc 64

a2bc a’h?c? Jabc
G:1117|. Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Aratati ca
A = %[352 —(S—2a)* —(S—2b)* —~(S—2c)* |, unde A =2(ab+bc+ac) este aria totald iar

S=a+bh+c.

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Inlocuind S cu a+b+c se obtine in membrul drept :

%[3(a+b+c)2—(a+b+c—2a)2—(a+b+c—2b)2—(a+b+c—20)2]=

:%(Ba2 +3b® +3c® + 6ab + 6ac +6bc —a® —b® —c? + 2ab+ 2ac — 2bc —a’ —b® — ¢ + 2ab +

+2bc —2ac—a® —b® —¢? —2ab+ 2ac +2bc) = 2ab+2ac+2bc, tocmai aria totala.

= (Clasa a IX-a

L:911]. Fie a, =2"-3"", neN* . a) Si se arate ci sirul (an )neN* este o progresie geometrici.

o o A 38 N
b) Determinati n € N* astfel incat a, +a, +.....+a, = 9 Constantin Dinu, Buzau
. . a, 2"™.3" 2 N
Rezolvare: a) (a ) . este o progresie geometrica deoarece = — =—=Ct. VneN™*.
N /neN a 2n _31 n

2)_,
N 2 : 3 2Y' 38 .
b) a =2, iar ratia este g,atunm a+a,+..+a, =2-~——=-6-|| = | -1 :E.Dealm

rezulta g :E:n:B.
3 27

L:912. Fie f :R — R o functie care verifica conditia (*) X-f(X)+(2—-X)- f(—X)=Xx+2;

a) Sa se calculeze f( 2) si f (- 2);

b) Sa se determine functia de gradul doi care verifica conditia ( *). Constantin Dinu, Buziu
Rezolvare:

a) Tnlocuind in relatia (*) cu 2 si cu -2 se obtine f(2) = 2 5i (-2 ) = 4.



b) Fie f(x)=ax?+bx+c. Inlocuind in (*) obtinem
X-(ax® +bx+C) +(2—X)-(ax’* —bx+¢) = x+2 = x*(2b+2a)—2bx+2c=x+2=

c=1 - si a=1 adica f(x)=lx2—lx+1.
2 2 2 2

L:913. a) Si se arate ¢i X' —8Xx>+64x+64>0, VxeR;
b) Comparati numerele a=1"+2* +3" +.....+(n—1)* si B=n"+4n>-30n°-96n, ne N*,

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) X* —8x®+64x+64=x*—8x’ +16X* —16X° + 64X+ 64 = (x* —8x> +16Xx*) —16(X* —4X) + 64 =
:(%-AXV-46@2—4@+8%:az—4x—a2zo,vXeRpuegmnmepannlx6{2—2J§,2+2J§}

b) Conform inegalitatii de la a) rezulta k* —8k®+64k +64 >0, Vk =1,n. Insumand, obtinem:

Z k*) 8-2 k®— 642 k —64n de unde rezulta
k=L k1

= k=1

n(n+1)

2 2
n“(n+1) —64-—2 —64n . Efectuand calculele se obtine

1" +2*+3" +....+(n=-1)*+n*) 8-

a) b,vne N*,
Observatie. Pentru n € {1,2,3,4,5} avem a) 0) biar pentru n>6avem ay b) 0. O eventuali folosire a

metodei inductiei matematice necesita calcule laborioase.

2
N . 7
L:914. Rezolvati in R ecuatia 4(X—\/X—1)+[2X—Z} =3, unde [X] reprezinta partea intreagi a
numarului real x.

Sebastian llinca, Pirscoveni, Olt
Rezolvare:

Din conditia de existentd a radicalului se obtine x €[1;o0). Ecuatia datd este echivalenta cu

7 2
a 1, %7 1 5
4x—4\/x—1—3+[2x—ﬂ =0[4= (\/x—1—§)2+T =0= Jx- :E:>X=Z.Pentru
2 2 2
ow_ | |2.2_7] |3
4] |["4 4] |4
4 4

L:915 Dacii 2/x—2 +4\/y—3 =X+Y, VX, yeR, Xx>2,y >3 atunci si se determine suma x+y .
Adrian Stan , Buzau

5 o : . . 5
X = 2 se obtine ca =0, deci solutia ecuatiei este e

Rezolvare: X—2—2x-2+1°+y—-3-4,y-3+2°=0=>
( x—2—1)2+( y—3—2)2:03x:3, y=7=x+y=10.

L:916|. Fie a,b,c numere reale astfel incat a+b+c = 0. Aritati ca

6(a®+b*+c’) (a®+b*+c?) _5 - _
> —— < = . Incecaz avem egalitate ?
(a+b+c) 6(a”+b°+c) 2

lleana Duma, Lucian Tutescu, Craiova
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6(a’+b’ +c?)

Rezolvare: Fie >
(a+b+c)

=x. Cum 3(a2+b2+cz)2(a+b+c)2 se observa cd X >2. Avem

de aratat ca X+ 1 > g & 2X°+5x+2> 0= (Xx—2)(x— %) > 0. Egalitatea are loc pentru x=2, deci
X

3(a’+b’+c*)=(a+b+c)’ < (a-b)*+(b-c)’+(c-a)* =0=a=b=ceR*.

L:917] Daci a,b,c,m,n ) 0 atunci 28—a§(m+n)(i2+i2j-[z a J

. il
5o ma’ +nbc m° n 5 be

Florica Anastase, Lehliu-Gara, Calarasi
Rezolvare:

a - ma? + nbc
ma®+nbc~ 4mnabc

3 a_  _ ] 3 ma2+nbcS ] 3 (m+n)a2:m+n_Z a O

5 <
e Mma‘+nbc 4mn 3 abc amn 5o abc 4mn 57 bc

Din (ma’ + nbc)® > 4mna’bc = , atunci

2 2

m+n m+n)(mM-+n

Este usor de aratat ca (2) g( )(2 _ )
4mn 8m-n

Din (1) si (2) rezulta inegalitatea din enunt.

< mP+n?>2mn.

2
. ) X X 2
L:918|. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:  x + + ==
2x-1  x?2_2x+1 4

Béla Kovacs, Satu Mare

. 1 3 2x° . X2 t

Rezolvare: C.E: xeR—-<=:1}. Notam t=x+ =t= lar — = .

2 2x—-1 2x—-1 X“=2x+1 t-2
Ecuatia data devine: t+L=§<:>4t2—29t+50=0 cu solutiile t e 29~ ‘41,29+ Al .

t-2 4 2 2
2 e
_|_

Revenind la substitutie: X _ 29%V4l S16X% — 2(29 + V41)x + (29 + V41) =0, cu

2x -1 8
formula pe jumatate:

A= (29 + \41)2 — 16(29 + ~41) = (29 + J41)(13 £+/41) = 418 + 4241 = (7 + 3/41)?
29+/41+ (7 +3,/41)
16

obtinem radacinile: x =

9+/41 gy 11+/41

4 8
Observatie: Prin aducere la acelasi numitor si cu efectuarea calculelor ecuatia data va avea forma:
8x* —58x3 + 129x2 — 100x + 25 = 0 care se poate descompune in factori de gradul doi:
(2x? —9x + 5)(4x? —11x +5) =0, de unde rezulti solutiile cu usurinta.

L:919. Se considerd urmatoarele siruri de numere a

. Deci ecuatia datd are urmatoarele radacini reale:

_2022" +2021n—-2023

n

X
2022" —2021n+2023
b, = , h>1 xeR*,
X
a) Aratati ca sirul c, = an — b este o progresie aritmetica.
a,, +b . A
b) Demonstrati ca Lb”*l nu depinde de n. Gheorghe Dérstaru, Buzau
a

n n

Rezolvare:



2022" +2021n—-2023-2022" + 2021n + 2023  4042n—4046

a) Mai intai ¢, = = iar din
X X
4042n+ 4042 - 4046 —-4042n+ 4046 4042 S .
Cps—C, = . =~ care este constanti, adica (c,) , este progresie
aritmetica.

a,,+b,, 2-2022"
a +bh,  2.2022"

b) Dupa inlocuire se obtine = 2022, asadar nu depinde de n.

L:920. Sa se determine n numere intregi consecutive pentru care suma cuburilor lor este egali cu
patratul sumei lor.

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Fie a natural, si  atunci conform  enuntului  problemei, avem:

a+(a+1)’+..+(a+n-1)°=(a+a+l+.+a+n-1)’ <

2
na®+3a’(l+2+..+n-1)+3a[1? +2% +..+(n-1)?]+13+2° +..+(n-1)? =[na+@} =

— _ _ 2(n_1)2 20 1)2
na® +3a2 N17Y 5, n(0-D@N-D  n7(n-D) —n’a?+an?(n-1)+ U

2 6 4 4
a3+(3n2_3—nja2+(n—1)(—2n2_1—nja:0<:>a n23a2—n71a 0= a[2a +(n-3)a— n+1] 0=

1) a=0=012,...,n-1; 2) Zaz+(n—3)a—n+1=0:>al=1;a2=_nJrl

eN=nimpar. In concluzie, numerele

n-1 n-3 -3 n-1
sunt 1,2,...,11, Sal —T,—T,...,—l,o,l,. ,T,T cun |mpar
In concluzie, singurele n-uplete, sunt: 0,1,2,...,n-1; 1,2,...n, respectiv
_n=t =8 10,022 07 e impar.
2 2 v 2 2 P
. . 1 1 1 s L2 o
L:921 Daci a,b,c)0, a+b+c=3,atunci 3 SRt zz(a +b?+c )+ab+bc+ca.
a c

Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Notam p=a+b+c,g=ab+bc+ca,r=abc. Avem

p=3=a+b+c>33abc =3Yr = r<1,q? =(ab+bc+ca)2 >3abc(a+b+c)=3rp=9r =
q23\/F| (1)'

Inegalitatea 3(1+%+EJ22(a2+b2+cz)+ab+bc+ca se scrie:
a c

3q

3 =>2p°-3q <
"

=>2p°-3q <
"

|2

g 2(p2—2q)+lq =N

3Tq+3q>2p <:>3q[ +1j>2p <:>3q( +1j>2 9<:>q( jZG, (2).

Din (1) si (2) este suficient sa aratam ca:

1 2
3\/_( +1]>6<:>\/_( +1j>2<:> r(r+1j 24 adevarat pentru orice ' <1,

Egalitatea are loc daca si numai daca r=1 adicy a=b=c=1.

r
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L:922| Sirul (a,) . este definit astfel: a =5, a,,, = 51 . Calculati a,y,, .
&+ , N impar

Dorina Goiceanu, Craiova
Rezolvare: Cum a, =5, a, =28, a,=14, a, =7, a, =29, a, =40,
a, =20, a; =10, a, =5. Prin inductie obtinem ca sirul este periodic de perioada principala 8,

B, =2, asadar, a,, =a,g, =8; =40.

= (Clasa a X-a

L:923. Se consideri functia f :R >R, f(x)=3"+37".

a) Demonstrati cia f (X)+ f(—X) >4, VxeR; b) Rezolvati ecuatia f(x) = 20% vxeR.
X7 +1
Gheorghe Darstaru, Buzau
Rezolvare:
a) f(xX)+f(—x) :2(3*+3ixj22-2:4; ( a+£22, VaeR",).
a

o 2 o
b) f(x) =2 conform punctului a iar = 2, VxeR rezultd ca f(X)=2cu solutia unica x = 0.
X7 +1

L:924 Rezolvati in R ecuatiile: a) X* +2v/X* —6x+5=6x-5; b) log,(-5x+6)-log, 2=1;

Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare:

a) Ecuatia data devine x* —6X+5+2vx*—6x+5=0 cu x* —6x+5=0de unde rezultd x e {1;5}.

log, (-5% +6)
2

iar log, 2 = rezulta

b) Evident x e (O;EJ—{l} . Cum log, (-5x+6) =
5 log, x

log,(-5x+6 . . . .
109, (=5x+6) =log, x adicd —5x+6=x* cu solutiile x, =—6 si x, =1 care nu convin. Asadar,
S= {@} .
x) =y*
L:925. Rezolvati in numere reale strict pozitive sistemul de ecuatii: :
’ ’ X2021 — y2022

Alecu Orlando, Rosiori De Vede
Rezolvare: Evident, x =1, y =1.

Y2 = (y ) = () = = () = (yP2) =y Asadar, 2021 = 2022y adicd

2021

2022 2021
y =———x. Inlocuind in ecuatia a doua a sistemului, obtinem x = 2022 ES 2022 :
2022 2021

2021
L:926. Rezolvatiin R ecuatia

2X+y+2+2 2Y+X+2+2 2Z+X+Yy+2
4 + 47 + 47 427 42V 4272 2 -2 2 -2 2 =0,
Pal Orban, Targu Secuiesc




Rezolvare. Ecuatia se scrie

y+z
2"=22
vz iz \? ey )2 Xz
(2*—2 2 J +(2y—2 2 ) +(22—2 2 ] =042"=22 ox=y=1.
ﬂ
20 =27
ax 3 289
L:927|. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: x3 + = :
5x -4 25
Kovacs Béla, Satu Mare
2
. . . )
Rezolvare: Conditia de existenta: x # i. Fie atb=x+ 4x =t o t= avem:
S 5x -4 5x—4

ab = g(a + b). Folosind identitatea as+p3 = (a+ b)3 —3ab(a + b) sischimbarea de variabila

4,2 _ 289

a+b=t avem: t3—3-gt2 =

Inmultind cu 5 sipunand 5t=y rezulti: y3 —12y2 —1445=0
Se obtine (y —17)(y? +5y + 85) =0 cu unica solutie reald: y=17.

25t3 _3.20t2 —289=0

2
Rezulta: t= 17 , sl astfel avem: T 17 < 25x2-85x+68=0
5 5x -4 5
cu solutiile: x = % = % . care sunt radacinile reale ale ecuatiei date.

L:928. Determinati coordonatele punctelor de intersectie cu axele de coordonate ale graficului functiei
fi(-Loo) >R, f(x)=Inl+x)+56e*+71e* +16e>* +e* —144.

lonel Tudor, Célugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Observam ca f(0) =0, deci O(0;0) € G, . O sd aratam ca acesta este singurul punct de

intersectie cu axa Ox. Fie g:(-L®)—> R, g(x)=In(l+x), si
h(x) =56e* + 71e** +16e> +e* —144 atunci f(x)=g(x)+h(x).

Daca xe(-10)=1+xe(0;1)= g(x) =In(x+1)( In1=0. Fie t =€* e(l;lJ si atunci
e

h(x) =56t +71t* +16t° +t* —144 ( 56+ 71+16+1-144=0. Asadar, f(x)=g(x)+h(x)(0daci
x € (—1;0) adica ecuatia nu are solutii.
Pentru x €(0;00) =1+ x&(Lo0)= g(x) =In(x+1)) In1=0 iar pentru t=€")e’ =1=h(x) ) 0.

Asadar, f(x)=g(x)+h(x)) 0 iar singurul punct de intersectie cu axele este O(0;0) €G; .

1
L:929. Fie a,b,c,d numere reale din intervalul [ﬁ X ooJ . Aratati ci

a’b’c’d? +a”+b*+c® +d* > 4abcd +1. Tn ce caz avem egalitate ?
Lucian Tutescu, lleana Duma, Craiova
Rezolvare:



Deoarece a?+b%+c?+d? > 4%/a’h?c?d? >4+Jabcd vom arita ci a’b’c?d?® +4+/abed > 4abed +1.

4
Fie x=+abcd = x> (ij =% si avem de aritat ci X'+4x—4x*-1>0 (1) sau

N

(X=D)(X*+x* +x+1-4x)>0de unde (x—-)(x*—x+(x=D?)>0 adicdi (x—-1)°(x*+2x-1)>0

adevirati deoarece X°+2x—-1> % +2- % -1= %}O . Egalitate 1n (1) exista pentru x=1 adica abcd =1

jar egalitate Tn inegalitatea din enunt vom avea pentru a’=b’=c*=d* si abcd =1 adici
a=b=c=d=1.

L:930. Sa se demonstreze ca triunghiul de afixe a, b, ¢ este echilateral daca si numai daca triunghiul

de afixe a® +ab+b?, b’ +bc+c?, c®*+ca+a’ este echilateral.
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:
Fie triunghiul AABC cu A(a), B(b), C(c)sitriunghiul AMNPcu M (a® +ab+b?),

N(b* +bc+c?), C(c®+ca+a”). Din faptul ca
MN = [a® +ab+b” - (b* +bc+c)| =[a® + ab—bc —c*| =]a—c|-[a+b+c|= AC|a+b+c|
Si din celelalte relatii analoage, MP =BC|a+b+c|, NP = AB|a+b+c|, rezulta concluzia problemei.

1—J§-tgx_2

L:931] Rezolvati in multimea (0°,90°) ecuatia _
1-2-sinx

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Din1-2-sinx=0=sinx # % = x = 30°

Ecuatia data este echivalentd cu 4sin x —\/§~th =1|-COS X = 4sin x-cos x—«/§sin X=CO0SX =

0 H H 0
2sin2x = COSXCOSGC(;SJ;ZT xsinéo” _, 2sin 2x = 2cos(x—60°) = c0s(90° —2x) = cos(x —60°) =

90° —2x =+(x—60°)+360° -k, k € Z. De aici. singura solutie este x =50°.

L:932. Sa se arate ci in triunghiul ascutitunghic ABC avem inegalitatea:
a2 (sin5 A cos’ A]+ b? (sin5 B cos® B] c? (sin5C . cos5CJ > 3p?

+ + — -—, notatiile fiind cele
Al B C BL C A C A B V4
obisnuite intr-un triunghi ( unghiurile sunt masurate in radiani).
Emil C. Popa, Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:
. . 03 NG
a’ (sm5 A cos® AJ az[ sinfA  cos® A j a? (sin® A+cos A)

Al B C ‘AlB-sinA C-cosA)~ A BsinA+CcosA

a’ (sin® A+cos® A)? a’ (sin® A+cos’ A)®
A B2+C?.sin? A+cos? A A B+C
ind 4 sin? A+cos? A)’
sin‘ A cos Az( _ ) zﬁ
SINA COSA sin A+cos A 2
2 =5 5 2
Deci a_(sm A cos AJ> a

, + .
Al B C 2(A-B+A-C)

Observam ca

sin® A+cos®* A= , deoarece sin A+cos A< +/2.

Analog pentru ceilalti termeni. Rezulta:



a’(sin®°A cos®A) b?*(sin®B cos°B) c?(sin°C cos’C a’
— + +— + — + ) +
A B C B C A C A B 2(A-B+A-C)
2 2 2 2 2 2
b c S (a+b+c) p S 3p 3p

+ > = = = .
2(B-C+B-A) 2(C-A+B-A) 4(A-B+B-C+C-A) A-B+B-C+C-A (A+B+C)* 7°

. Clasa a XI-a

L:933. Separati radacinile reale ale ecuatiei In3x+2In(1—x)+1=0.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Din conditiile de existentd ale logaritmilor obtinem x € (0;1). Ecuatia data se rescrie de forma
IN3x+In(1—x)*+Ine=0= In [3X e-(1- x)z] =In1. Folosind injectivitatea functiei logaritmice

obtinem: 3x-e-(1—x)* =1. Pentru separarea ridicinilor ecuatiei date considerim functia continui
f (x) =3ex® —6ex” +3ex—1 si observim ci f(0)=-10, f(1)=-L0, f @J = 4e9_ 9>o . Asadar, din

f(0)-f (%j(O si T()-f (%)(O exista cel putin o solutie in fiecare interval (0;%} si (%;1).Aceste
solutii sunt unice datorita injectivitatii functiei f(x) pe cele doua intervale.

Functia f(x) este functie derivabili cu f'(x)=9e(1- x)(% —X) iar pentru
1 | . - 1) .
XG(O;ng f'(x) ) 0= f(x)este strict crescatoare pe (O;EJ iar pentru

1
este strict descrescatoare pe 3 /.

a b 0
L:934. FiematriccaA=|c a c |, ab,ceR*. Sisearate ci Trs(A")=33-det(A”), vneN.
0 b a

Xe(%;lJ: f'(x) ( 0= f(x)

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:

0 b O
Evident det(A”):det”(A)=a3”.Scriem matricea A de forma: A=a-1,+Bunde B=|c 0 c|iar
0 b O
bc 0 bc
B=| 0 0 0 |siB°=0,, B*=0,,etc. Atunci,
—bc 0 -bc



SCLIPIREA MINTII 30 - PROBLEME REZOLVATE - @

n(n _1) anleZ

A" =(al,+B)"=a"l,+na" "B+ Rezultd
22+ N0y ey DDy
2 2
A" =a"? nac a’ nac iar de aici se obtine
—@bc nab a2 - NO=D

n(n-1 n(n-1 . . .
Tr(A")=a"+ % a"’bc+a"+a" - % a"’bc=3a" astfel cisi relatia propusi se verifica.

L:935. Pentru x>0 rezolvati ecuatia Ix = log, x. Adrian Gobej, Curtea de Arges

Rezolvare:
Se observa ca solutiile sunt numerele 4 si 16.

Consideram functia continua si derivabila f(0;0) > R, f(X)= Jx - log, x. Din f'(x)=0<

11
2Jx xIn2

Se demonstreaza cu tabelul de semne ca f(x) este descrescatoare pe (O; a) si crescatoare pe (a;o0)iar

2
=0=>+x:In2-2=0= x=(%) =a,cu4(a(l6.
n

f (a)(0 este punct de minim global deci ecuatia data are o unica solutie pe primul interval, 4 si una

singura pe celalalt, 16.

In(1+sin’ x .
L:936|. Sa se calculeze limita I|m¥ Adrian Stan, Buzau
x>0 |n(2 —cos® X)
InL+sin?x) . In(l+sin?x 1—cos?x sin? x sin? x
Rezolvare: lim ¥ ( — )- )2 . >—=lim =1.
x>0 In(2—cos’x) x>0  sin®Xx Inl+1-cos® x) 1—cos” x HOsm X

L:937. Fie f :R — Ro functie derivabili astfel incat f(0)=0si f(x)- f'(x)+ f?(x)=0, VxeR.
Sasearateca f(X)=0, VxeR Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

Din (f(x)- f'(x)+ f*(x))-2-e” =0 (fz(x)~ezx)' =0= f2(x)-e®* =k, VxeR, k=ct.
Pentru x=0=k=0= f(x)=0, VxeR.

n(l+
m Calculati lim \/((27\/1_3 D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
n—oo n n
1
. | LH . 14 x
Rezolvare: Avem I|mln(1+ X)X = I|m—In(1+ X) = I|mT=O;
In(1+ t/ni) _lim t/nl 2/l

In(l+\/—)r =0-lim

) |
ng)oon,(Zn DI noeon/ 2n_ naoonl(Zn 1)

_ogimdt_n _gle_g
seonopfen-pn e 20



L:939. Fie (x,)_, sir de numere reale definit prin x, =0 si X, = _d=nx, 1+21 2" Sa se calculeze
nx, , +2n

L=1lim H (2+x,) . Florica Anastase, Lehliu-Gara, Calarasi

1 x. ,+1 1 x,.,+1 42 1 x.,+1

n
Rezolvare: P =||(2+x). x =-1+4—-—"2—= x +l==-—"2—= X :
=11 “ " n x_,+2 " n X, +2 n x +1

PH(2+X 1—[l'xk+1 1 x+1 1 x+1 .1.xn+1 1 X, +1
“ Kl x 41 2 %+1 3 x+1 " n+l x,+1 (n+D! x,+1

k=1
1 1 1 1
= . =>P == .
2(n+1)! x ,+1 2n! x +1

Avem: X +2= ! X+1:> ! =(n+1)|1+ 1 atunci
N+l x ., +1 X, +1 1+x,

n+1

n:i 141 L —(1+2n'P )= Pn—Pnflzi.Dénd valori lui n obtinem:
2n! 1+X, ~2n! 2n!

P-P+P-P+..+ Pn_Pm:%(%”L%*L--*%j@

00

P—F’lziilzL—llmP F>+12l

n 2 &5 k! N—sm 25 k!
3 +1 -1 ) .
R :§:> L= I|mH(2+ X,) _—+ (e 2) —T, unde Zﬁ:e este constanta lui Napier.
n—o 1 K}
n2
(@+b)tan!|
L:940. Pentru a)0, by 1, si se calculeze L = Iimlzn: n" —kn+k
. . ’ ’ N — bk +2a+bn7k '

Mihaly Bencze-Sacele, Brasov, Florica Anastase, Lehliu-Gara, Calarasi

2
Rezolvare: tan™ k +tan™ n-k =tan™ % .
n n n°“—kn+k

2
a+b)tant N yant[ K afn-k
(a+b") (nz—kn+k2j_ (a+b“)tan (njﬂan ( .

b* +2a+b"™ B b +2a+b"*

Notam a, =

n

Atunci, a, +a, , = tanl(%jﬂanl(%k). Sumand, se obtine:

4 (a+b)tan ' a 7 a+b"
Zak Zak+a“ Ztan ( ) b" +2a+1 Ztan ( ) 4 b"+2a+1

k=1

4n 1+2a+b"

_—Ztan‘l

n&< b* +2a+b"* n4<

2
a+btant| -1
1”(+ ) (nz—kn+k2j 18 (j T a+bh"
n

N n) 4n 4n 1+2a+b"
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" ke
1 7T a+ &" 1 1 ik 7T a+ 1
——Ztan ( ) (——1)=_zt3n (7_‘)__—
n n 1+ 2a+ b® n dn 1+ Z2a+ b®
k=1 k=1
Deci, avem: L= Iim 1Ztan‘l( )_i.a—+1 Jl‘tan‘l(x)dx ——Iog\/_
' ' n&< n" 4n b"+2a+l) o 4
~ 1 ik 7T a+ 1 1 . -
=l (20 () - e )= [t x =T a2
k=1 @ )
n'e” 1 ~ : 1
L:941|. Considerandsirul (a,),.,, a,=—-. Secere: lima,, lima" Ilm(J_)an, limn*, lim(l+a%)?.
- n n—o0 nN—o0 nN—o0 n—o0 nN—o
Emil C. Popa, Sibiu.
Rezolvare:
nle" n! V2n . ! -
a, = ni = N, 0deoarece lim——— =1 (Stirling).
n n"-e"-2nz n o o n".e " .\/2nx
lim 2t~ fim—%  —1 asaca lim gfa, =lim 2t o1,
n—oo an n—oo 1 n—oo n—oo an

1+—
( n)n+l

n+l

1 n
oo _ N 'Inn_n\/ﬁ'lnn Inn
In(%/n) TSRS \/ﬁnzoo deoarece \/ﬁnjlo
nle" n! N2nz NN
n""Jn ne"2nz  Jn o
n

1 | |
Deci, Iim(%)a"=e°:l. Cum Innan:ﬁ-lnn: nie” Inn —>J27-0=0= limn* =¢° =1.

n—w n”+1 n" \/ﬁ \/ﬁ n—w

na,>

1

n = |2 | ]
(1+a’)? {(1+an2)an ] si din Jﬁ.an =Jn- rr']'nel nn\e/__)\/ 7 rezultd na, n:;Zﬂ' prin

>

urmare lim(l+a ?)? =e”".

n—o0

Clasa a XII-a

«/§+1
dx .
L:942. Sa se calculeze integrala | = I RN lonel Tudor, Calugéareni, Giurgiu
S XXX +]
ﬁfl dx ﬁfl dx U gy 1
Rezolvare: | = = = . =
2022 2020 2 2 2020 2
A XX e+l g (DX D) gt (t12+1)(t2%20+1)
V241 dt 12020 V241 2020

= . = dx . Prin adunare se obtine:
ﬁ[l (1+t%) t*° +1 fgl (x® +D)(x**° +1) ’



V241 1 241 %2020 V241 x2020 | q V241
= 2 2020 X+ _[ 2 7m0 X = I 2 2020 X = _[ ;X =
\ﬁ_l(x +1)(x7 +1) \ﬁ_l(x +1)(x7 +1) @_1(X +D)(x7 +1) ﬁ_l(x +1)
J2+1)-(V2-1
= arctg (\/§+1)—arctg (\/5—1): arctg ( ) ( ) —arctgl="= 1==.
1+(«/§+1)-(\/§—1) 4 8
- o ; 4 3 2 o < K TX 3
L:943. Rezolvati In R ecuatia 6x +/21%° — 40x% — 24/21x +15=0 stiind ca __E'
X3 + X,
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
+X,=U
Notdm S . Din relatia lui Viete X, +X, + X, +X, :—@ obtinem u+v:—@ iar din
X3+ X, =V 6 6
enuntul problemei avem 4 —g Rezolvand sistemul in u si v se obtine: U = —g si V= J3_
Vv
x1~x2+x3~x4+(x1+x2)(x3+x4):—4£ aurbz—g 3 5

Din relatiile lui Viete = =a=——, b=—=

5 3
()(1.)(2).()(3.)(4)=E a-b==
unde a=XxX,, b=xy,.

. . . . —/21+£3J5 | V219
Revenind la notatiile facute se obtin solutiile reale X, , = % sl X5, = 5
3 Sln X

L:944. Demonstrati inegalitatea: j —dx <2+In3. Béla Kovécs, Satu Mare
1
2022
Rezolvare:  Integrala datd o descompunem ntr-o suma de doua integrale:
3 [ 1 [
SIn X sm X sm X
I — " dx = J. I =+
1 X 1
2022 2022
La prima integalé aplicam inegalitatea sinx <X
1
sm X 1 1 2
j <j j—d 2\/_‘1=2—\/_<2
1 1 VX s 101l
2022 2022 2022
La a doua integralé folosim inegalitatea: sinx <1
sm X . .
I = I X < I—dx =In3 Prin adunare obtinem: I1+1,<2+1In3.

1

\sin x

Observatie: Cu calculator se poate obtine valoarea aproximativa: —dx 2.905594691 si 2 +1In3

‘l—"—‘.w

N
o
N
N

=~ 3.098612288 , 0 buna aproximare.

.. 3
L:945. Considerim functile f,F:R—>R, f continui, F derivabili, F(1) ¢ rh Daci

F(cosx) + (cosx)- f (cosx) >sin X, VX e R atunci F(x) nu este o primitiva a functiei f(x).
Emil C. Popa, Sibiu
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Rezolvare:

Consideram functia ¢ :[0;%} — R, g(x)=(cosx)-F(cos X)+§—%Sin 2X, Presupunem ci

F'(x)=f(x), YxeR si avem: g' (x) =(—sinx) F(cos x) —(sin xcos x) f (cos x) +sin” x =
—(sin x) [ F (cos x) + (cosx) f (cos x) —sin X] <0, prin urmare g(x) este descrescatoare pe domeniul
dat. Dar g(0) = F(l)(%(% =g (%j contradictie. Tn concluzie F(x) ej f(x)dx .

Observatie:

Un exemplu simplu este urmatorul: f(X) :g’ F(x) :1_§X’ f,F:R—>R. Avem F(1)= ;(%,

F(cos x) + (cos x) f (cos x) :1—§cosx+$cosx:1z sinx . nfinal, F'(X) :—%7& f(x).

L:946|. Fie f :[0;1] > R integrabili astfel incat n <f M0 Calculati
(2m-1)(2m+1) n) mk4(m+1)!
1
I f(x)dx . Sebastian Ilinca, Parscoveni, Olt
Rezolvare: Cum f este integrabila rezulta ca lim— Z f ( j I f (x)dx.
nN—oo n
Déand valori lui m de la 1 la n in relatia din inegalitatea d|n enunt obglnem
1 1 1 . 1 1 . 1
an:—+—+ ..... +——5i b = + +ot—————iara, » =,
1.3 35 2n- 1)(2n +1) 1421 214+3! n4+(n+1)! n—o 2
b, > 1 , asadar, j f (X)dx =
X (In x—2In° x)
L:947. Sa se calculeze: J e dx, xe (e,oo) . Gheorghe Ghiti, Buziu
x° —In

Rezolvare:  Integrala data se scrie

x* Inx-=2

215 B 2 _ N4y Indy
[ In® x(In x—2) | X(Inx-2) In"x_In"X gy cu substitutia

ST (CS A

2 2 3 3 |6
%=t:>dt=lnXTzdx:> I=I:—d :lj%dt=1|nt3—l zllnxg—lnsx+c
In® x In® x -1 37(t°) -1 6 t°+1 6 X +In°x
L:948. Pentru neN,n>2 se consideri sirul de integrale (1) ol :J' 1 dx.

~ 1{X}+1

a) Aritatica 1,=In4.  b) Calculati lim ~/1,

n—>-+oo

Rezolvare
1 (| | 1. t1
a) l,= f{ }+1 J'{ ol dx+j +1 Jl’X_[X]+1dx+jX_[X]+1dx:Jl‘;dx+J;X—_1dx:

2

Inx| +In(x— 1)| =(In2-In1)+ (In2—|n1)=2|n2=|n4.
b) Cum {x} =x—[x],¥xeR, rezulticd {x}+1=x—[x]+1,VxeR, deci



n—1 k+1

In:jl L dX:j#dx:Zj SR nil n(x— k+1)k+1 nZ_l:(InZ—Inl):

x—[x]+1 = ¢ x—k+1 — =

1
=>In2=In2+In2+..+In2=(n-1)In2. Cum I, =(n-1)In2,Vne N,n>2, rezulti ca
k=1

I"IlOI‘I

lim «/1_ = lim Q/ n— 1)In2— I|m n 1 lim /In2 2=1,-
n—+o0 N—>+0 N—>+00

unde 1, = lim \/n—1. Logaritmand relatia precedenti obtinem

n—+o0

In(n-1
Inl, = lim In"/n-1< Inl, = lim M@Iml:O:ﬂlzl

N—+o0 nN—+o0 n

si, cum I, = lim /In2 = lim (In 2)?2 =(In 2)0 =1, rezulta ca lim o/l =1.

Nn—>+o0 N—-+o0 Nn—>+0

m 9. Se defineste integrala avind limita superioari infinita prin egalitatea:

If(x)dx = Ilmjf(x)dx S se calculeze integrala jﬂd Vasile Mircea Popa, Sibiu
o X +4x+1
Rezolvare:  Notim: | = j arctg X : _T arcctg X . Atunci,
0X2+4X+1 o x* +4x+1
<arctgx +ar X “ 1
| sza ctg2 +arcctg dx =™ :
o X"+4x+1 20X +4x+1
Scriem relatia pentru familia de primitive ale functiei f(x) = 2; x €[0, ):
X +4x+1
j 5 1 dx n X+ 2-3 +C=F(x)+C unde C este o constanta arbitrara.
X“+4x+1 2\/_ x+2+\/_

Pentru calculul familiei de primitive utilizim descompunerea in fractii simple si tabelul
primitivelor imediate. Relatia se poate evident verifica prin derivare. Cititorul este invitat sa

efectueze aceste calcule simple.

Folosind expresia primitivei F(x) = n X+ 2-3 si formula Leibniz-Newton adaptata
2J§ X+2+ J§

Situa‘;iei din problema noastré (limita superioara a integralei tinde la infinit), avem:
(Ilm F(x) - F(O)) = T In(2+~/3) (1)  deoarece

143="] = d
20 X? +4x+1

limF(x)=0; F(0) =—J§|n(2 + J§)

s . oy 1. .
In integrala J facem schimbarea de variabild X = T si obtinem:

1
arcctg-
J:_T gt 1 f arctgt iy @)
wtlz 41+1t o1+ 4t +t?

Din relatiile (1) si (2) rezultd | =——In(2++/3).
43 ( )
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,, Cred n noroc. Cu cat muncesc mai mult,
cu atat am mai mult noroc”

Thomas Jefferson

(1743-1826)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:1118. a) Aflati fractia % care este de 4 ori mai mare decét fractia b . b) Care este fractia % :
a

A 1 ,..d T . _
avand ca valoare g din— ? c) Precizati tipurile de fractii obtinute. Ion Stiinescu, Smeeni, Buziu
C

G:1119. Ce devine un dreptunghi cu marimile L = lungime, 1 = latime, daca verifica relatia

0,(4)-L+0,(3)-1=0,(3)-L+0,(4)-1 ? Ton Stinescu, Smeeni, Buzau
G:1120. Demonstrati ca daca numerele naturale a, b, ¢ verifica egalitatea 4a+23b=19c, atunci
numarul (a+b)(b+c)(c+a) se divide cu 874. Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1121. Determinati numerele abcd, cu cifre distincte si b,c consecutive, pentru care

—2
aa +b’+c?+d?=2022 Nicolae Iviischescu, Canada
G:1122| Existd n,k e N* astfel incat 29" +1 si se dividd cu 29X —1. Cilina Doina Cristina, Craiova

G:1123. Sa se rezolve In multimea numerelor naturale ecuatia2(xy +ky —1) =x-+k unde k este un
numadr natural dat. Gheorghe Ghita, Buzau

G:1124, Calculati (ﬁ+mnuv):5 dacd xn+my=81si zv+ut=125. Elena Irina Nedelcu, Craiova

G:1125. Restul impartirii unui numar la 8 este egal cu 7, iar al impartirii la 9 este egal cu 3. Aflati
restul impartirii numarului la 72. Elena Irina Nedelcu, Craiova

G:1126]. Sa se arate ca numarul abc este divizibil cu 2, 9 si 11 stiind caabc = ab+bc +ca.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1127|. Se considera suma S=3+7+11+15+...... +4039+4043. Aratati cd numarul 7087, este

patrat perfect. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

= Clasa a VI-a

G:1128. Fie N un numar format din cifrele 2, 3, 7 si 9. Fiecare cifrd apare de 43 de ori. Poate fi N

patrat perfect? Citalina Stan, Craiova
G:1129. Rezolvati ecuatia x — l+l+ ....... + 1 = L
2 6 2021-2022 ) 2022

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
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G:1130. Existd numerele intregi x si y astfel incat 9x* — y* + 6y = 2023?
elevi Carina Viespescu, Rares Tudorascu, Craiova

G:1131 Demonstrati cd numarul A=[2(3)+3,(4)+4,(2)]-[2,3(4) +3,4(2) +4,2(9] este piitrat

perfect. Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1132. Sa se determine numarul solutiilor ntregi ale ecuatiei pxy—Xx+ pky=p+k unde
k € Z si p este un numar natural prim. Gheorghe Ghita, Buzau
(5:1133. Sa se arate ca numarul 111....1 este divizor al numarului n=111....122...2.

2022 de 1 2022 de 1 2022

(G:1134|. Aratati ca numarul n se scrie ca produs a doud numere consecutive.
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu

G:1135. Tn triunghiul AABC isoscel cu AB=AC , M este mijlocul lui [AC], N este mijlocul lui
[AB], D este simetricul lui B fatd de M, iar E este simetricul lui C fatd de N. Ardtati c¢d E, A, D sunt
coliniare. Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
G:1136. In triunghiul ABC se considerd punctul I, centrul cercului inscris in triunghi. Stiind ca
masurile unghiurilor AIB, BIC, respectiv AIC sunt exprimate prin numere naturale consecutive, sa se

determine masurile unghiurilor triunghiului ABC.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Midalina Buliga, Bucuresti

= Clasa a VII-a

G:1137 Si se arate ca existd un numdr natural n , astfel incat numarul 2%'° +22°% 42" g3 fie patrat
perfect. lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu

G:1138. Ardtati ca exista X,y e Z astfel incat (a® —a*+1)-(b® —b* +1) =X’ +y?, a,beZ
Corina lonescu, Gigi Zaharia, Craiova
G:1139] Fie a,b,ceR. Aritati ca: a) Daca a®+ab+bc+ca ( 0 atunci a2 ( b? +c?;
b) Daca b® +c?+ab+bc+ca ( 0 atunci a ) b? +c?;
Ilinca Sebastian, Parscoveni, Olt; Chirita Aurel, Slatina
(G:1140, Aratati ca exista numerele naturale a, b, c, nenule si distincte pentru care

a’+b® =c*+2023. Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1141]. Calculati media aritmetica si media geometrica a numerelor a = \/21+12\/§ - \/31—12\/§

si b=+/31+12/3 —[21-124/3. Codrut-Sorin Zmical3, Sighetu Marmatiei

G:1142. Determinati numerele prime m si n pentru care \/n"*? ++/m™?* =629

Cristian Catana, Bailesti, Dolj
. . . . 40
G:1143. Aflati primele 36 de zecimale ale numarului (3\/§ —/ 26) .Sebastian Ilinca, Parscoveni, Olt

G:1144| Siserezolvein ZxZ ecuatia X*+(p+1)Xx+qy+ p =Xy +0x+ Yy, unde p si g sunt numere
prime diferite. Gheorghe Ghita, Buzau
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G:1145. Determinati numerele rationale a si b astfel incat

a|</3—\[5(b + 2)? =|2\5-443|.

Simona Chirita, Craiova
. Se considera 2 axe de numere, perpendiculare in O. Pe fiecare se deplaseaza uniform, in
sens pozitiv, cate un corp, unul cu viteza 4 cm /s, al doilea cu 3 cm / s. Notam cu A, C, pozitiile
corpului cu viteza mare dupa 3, respectiv, 5 secunde. La fel, cu B, D, pozitiile corpului cu viteza
micd, dupa aceleasi intervale de timp. a) Aflati coordonatele mijloacelor pentru segmentele AB. CD.
b) Dreptele AB, CD sunt paralele ?

TIon Stanescu, Smeeni, Buzau

[G:1147. Rezolvati triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°, BC = 100, laturile au valori numere
naturale, iar unghiurile ascutite sunt direct proportionale cu catetele opuse.

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
G:1148. In interiorul triunghiului echilateral ABC se considera punctul P, apoi simetricele M, N si

Q ale lui P fatd de laturile AB, BC, respeciv AC. Stiind cd PM+PN+PQ= 8+/3cm, si se afle aria
triunghiului ABC. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madilina Buliga, Bucuresti

= Clasa a VIII-a

G:1149. Ardtati ca oricare ar fi numdrul natural n, numaruln® +3n+3 nu este cub perfect.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. Gospodarul uneste prestigiul profesional cu farmecul naturii. Anual respecta taierca
coronari a pomilor. Aflati numirul pomilor din gridina sa , stiind ci este maximul expresiei -4x°-
4x+19.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
G:1151]. Fie a,b,ceRR cu a+b+c=k. Aflati cea mai mare valoare a expresiei ab+bc+ 2ac.
lulia Sanda, Calina Doina Cristina, Craiova
G:1152, Daci a,,a,,....,a, sunt numere pozitive astfel incat a’+a,’+...+a,2=n aritati ci
1

1 1 n

+ +.ot >—, eleva Carina- Maria Viespescu, Craiova
a+l a,+1 a,+1 2
G:1153| Daca a, b, ¢, d sunt direct proportionale cu patru numere naturale consecutive mai mari sau

a®+b3+c?

egale cu 13, s se calculeze{ e } , unde [x] reprezintd partea Intreagd a numaului real x.

Gheorghe Ghita, Buziu

G:1154. Daca a,b,c ) 0 si n,k e N* atunci ab + b + ca < 1 -(a+b+c)
na+kb nb+kc nc+ka n+k

Marin Chirciu, Pitesti

G:1155. Fie a,b,ceN* .
a) Aritati cd ecuatia: x* +y° =2z are o infinitate de solutii numere naturale nenule.

b) Aritati ci ecuatia: x* +y° +z° =3t* are o infinitate de solutii numere naturale nenule.
Generalizare.

Lucian Tutescu, Craiova
G:1156|. Suma tuturor muchiilor a doudl cuburi este 192 cm si suma ariilor totale este de 816 cm?.

Calculati volumul fiecérui cub.
Nicolae Ivaschescu, Canada



G:1157. Se considera tetraedrul regulat VABC, V = varf. O furnica pleaca din A si ajunge in V,
mergand pe 2 fete care nu includ muchia AV, pe drumul cel mai scurt. Aflati masura unghiului
diedru al celor 2 fete. Ion Stinescu, Smeeni, Buziu

G:1158| Piramida patrulatera SABCD are toate muchiile congruente intre ele. Daca M si N sunt

mijloacele muchiilor AB, respectiv SB si aria patrulaterului SAMN este egald cu 12/3cm?, si se

afle suma tuturor muchiilor piramidei.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

» Clasa a IX-a

L:950. Fie neN, n>2 si numerele strict pozitive X,X,,.....,X, care verificd inegalitatea

n

3 3 3
X% X, X X% X, )\ X X% X,

avem egalitate? Radu Nicolae, Tigae Alina, Craiova

l+i+...+i2 X, + X, +...+X,. Aratati ca [£+i+...+ij-[i+i+...+LJ2 n”. Tn ce caz

L:951. SiserezolveinR ,ecuatia 9x% — 192Y9x? + 1024 = 0.
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
L:952 Fie peN*. Si se arate ci ecuatiile x*+y**** =z* si x* +y**** =z? au fiecare o infinitate

de solutii numere naturale nenule. Emil C. Popa, Sibiu
_ . o . . aghe g% x+abe
L:953. Fie &, b, c,x, v,z > 0. Sd se demonstreze inegalitatea To? =) Tttt =Xa.
Gheorghe Ghita, Buzau
al b? c? 3
L:954. Daci a,b,c>0,a+b+c=34 0<A <2, atunci <

3 + 3 + 3 - '
a’+a+A b’+b+4 c’+c+Ad A+2
Marin Chirciu, Pitesti
. 1 1 : P
L:955| Daca X,y,z>0,Xx+y+z=3, atunci » — <. Marin Chirciu, Pitesti
25x°—20x+91 32
L:956, Determinati (sinea —cosa)-(sin f—cos B)in functie de a=sin(a+ B) si b=cos(a—f).
Mihaela Stancele, Craiova
L:957. Sa se arate ca 1in triunghiul ascutitunghic ABC are loc relatia:
3R(s* —r* —4Rr) > (R+r)(r* +4Rr +s%). Florici Anastase, Lehliu — Gara
L:958. Aratati ca in orice triunghi ascutitunghic =~ ABC, exista inegalitatea:

2 2 2
[1+% . ctngj-[l+ % . cthB]-[1+%-ct92Cj >3. D.M. Bitinetu- Giurgiu, Bucuresti

a b c

L:959. Fie ABC un triunghi oarecare de laturia,b,c. Notam cu m,,s, lungimile medianei , respectiv

. . . o .. . . m.m m m m.m
simedianei corespunzatoare laturii a, etc . Fie multimea A= ab b e al
Sasb Sbsc Scsa

Vasile Jiglau, Arad
L:960. Aratati cd in orice triunghi AABC ascutitunghic cu notatiile corespunzitoare, avem:
or r AB BC CA ~="+3(n-1
— 33— + + <
7R V4R ~ A+B B+C C+A 2n
unghiurilor <A, <xB, «C. Radu Diaconu, Sibiu

, VneN* unde A, B, C sunt masurile
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= Clasa a X-a

2 2 2
. « a A XY HZ . X
L:961]. Fie x,y,ze R, astfel incat y <2.Aratatica —+y+2z<21.
X+2y+4z 2
eleva Carina- Maria Viespescu, Craiova
. 1-i\3 o - . )
L:962. Fie z=————. Determinati ac R astfel incat ze R. Constantin Dinu, Buziu
a+(a+1)i

L:963. Fie ecuatia z°+2z+1=0 cu ridacinile z,z, Sa se arate cd
(1_ 212)(1_ 222) + (1+ 212)(1+ 222) cR
ZlZZ
L:964. Stiind ca 0,301(lg2(0,3011 si 0,4771(lg3(0,4772, si se compare numerele 2% si 3.
lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
L:965. Si se rezolve ecuatia 2ax”> —2xv1-x° —a=0,unde a=0. Ovidiu Ghita, Buziu

Gheorghe Darstaru, Buzau

L:966| Determinati a<R , pentru care ecuatia 4"—6-2"+a—2022=0, are solutia
x=log,(3++2022). lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu

3 3
. Pentru X,y,z)0 sa se arate ca: Z X(y +Z3 l g%( . 15; - J

o L+X)y’z X“+y +2

Florica Anastase, Lehliu- Gard

L:968 Sa se arate ca in triunghiul AABC ascutitunghic are loc inegalitatea: ZZ:: A S :

Gheorghe Ghita, Buzau

EF? R
[L:969. Sa se arate ca in triunghiul AABC, cu AD:BE.CF pisectoare are loc relatia Z o _38;
"

Marin Ch|r0|u, Pitesti

3 3
ab b c. c’a .16
IL:970. Aritati ca in triunghiul ABC de arie F are loc inegalitatea rel +— h? h — 2 g/_
b
D.M. Bitinetu- Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni
L:971 Daca ABC este un triunghi ascutitunghic si X, y, z numere reale pozitive cu

2 2
3 (Mj ~1, atuncic ORr-| 24 1| ( YFZ pzp2, 2FX pape, XHY C2r2<— (4R+1)2.
X R R X y z

cyc

Radu Diaconu, Sibiu

= Clasa a XI-a

L:972. Rezolvati in R ecuatia 9x* —12x* + x+2=sin3zX. Sebastian Ilinca, Parscoveni, Olt
L:973. Rezolvati ecuatia: x*-1g*x—4x-lgx—60=0. lonel Tudor , Cilugireni , Giurgiu
2022 + x = 2023’
2022 +y=2023""

Camelia Dani, Ileana Stanciu, Craiova

L:974|. Rezolvati in RxR sistemul de ecuatii {



1882 140 2022,
X + 149 + 2%/ x
m Sa se calculeze limita Ilng .
X—>
00 2022/)( 1882/)( n \/;

L:976 Fie f:R—>R o functie pard si derivabila si o altd functie g:R —>R data prin relatia

Dorina Goiceanu, Craiova

g(x)= (X2 e +1)- f(x)+x. Sise calculeze g'(0). Adrian Stan, Buzau
L:977|. Fie a,b,c,m,k)0, m<k? astfel incat a+b+c=3. Si se arate ci:
kb +mc kc+ma ka+mb S 3(k+m) Gheorghe Ghits, Buzau

a’+ka+m b’+kb+m c?+kc+m k+m+1
L:978| Fie (a,) , o progresie aritmeticd cu S, =3n”+2n+1, suma primilor n termeni ai

progresiei. Aratati ca Ilm—— —. Codrut-Sorin Zmicala, Sighetu Marmatiei

nN—w n Zak

L:979. Consideram sirurile (a,),.,, (b,),,, definite prin a, = t/\_/_ b, —E . Sa se calculeze
n

lim +é,+.ta, Emil C. Popa, Sibiu

e ) +h, +...+b,

n
1 . .
L:980. Daca (7,) .. 7, :—Inn+2—, iar (a,) , este un sir convergent de numere reale cu

lima, =aeR si IIm n(a,—a)=beR, sa se calculeze I|m(a yn—ay)an/_ (;/—Ilm)/n =0,577...

n—o

este constanta lui Euler- Mascheroni).  D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni

= Clasa a XII-a

L:981|. Fie (G,)ungrupsi aeG astfel incat pentru orice x e G avem ax’ = xa. Si se arate ci

x’ =eoricare ar fi xeG. Emil C. Popa, Sibiu

L:982. Se considerd ecuatia x*+ x? —2023x? —2022x 4+ 2022 = 0, Rezolvati ecuatia si aratati

ca are toate radacinile reale. lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
. . - (0: 2X+3

L:983. Fiefunctia 'm- Q@) >R ¢ (4 X & (0;00);m € R

X(X+D)(X+2)(x+3) +m?’
Determinati multimea primitivelor functiei f_(discutie dupd m).  Nica Minodora Silvioara, Buziu
L:984. Fie a, b, ¢, d = 0 astfel Incat ad = be s se calculeze: | oAt Tooat dx,vx € (OJ;—T) :

(aa+beosc ) (o +doose )

Gheorghe Ghita, Buzau

B
- . 3 arcctgx Lo -
L:985|. Calculati integrala: f 4dx Vasile Mircea Popa, Sibiu

£\/4 NG
2 4
L:986]. Demonstrati ca _[ 2X +10x° +17 dxsi. Codrut-Sorin Zmicala, Sighetu Marmatiei
1[ X +1)(x2+4)J 32
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2
L:987. Pentru neN, n>2 si x)0 sa se calculeze: L = Iim1 o

n—>oon '
2 x[1+ X\/x\3/x\4/x-....-xQ/§ ]

Florica Anastase, Lehliu- Gara
L:988. Calculati: a) Suma S =1+2C0S2X+2C0S4X+...+2c0snX, NneN*si Xe R—{k;z|k € Z}

5 .
sin(2n+1)x
b) Integrala I = J‘gdx lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
sin x
0
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L»Happiness is when what you think,

what you say and what you do are in harmony .”
Mahatma Gandhi

(1869 - 1948)

E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 01,2023.

PROPOSALS - QUICKIES
Q82. Proposed by Dorin Marghidanu , Corabia, Romania.

ab E} A.[a,b,c]

If a,b,c are strictly positive real numbers, prove that: A;| —,—,— |2 , Where
b cal| G,abc]

X+Y+2

Alxy z]= L G,[x,y,z]=3/xyz, x,y,2>0.

Q83. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

If ABC is a triangle with area F , then prove that 7(m> +m; +m?) > 36F +3>_(a-m,)? .
cyc
Q84. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

If a> 0, then compute Iim(Q/a =Dy(@2n-ph .

Q85. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania.
Determine all continue functions  f :[0,1] — R such that:

xf (- x)(x— f(x)+.1[xf (1-x)(x - f(x))dx > _l[(x2 f20—x)+(x— f(x)*)dx.

Q86. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

3 3
How many real solutions has the equation 3x® + Iogz[gx +1J + Iog{BX +1

j+1=3x ?

Q87. Proposed by Marian Cucoanes, Mirisesti, Vrancea, Romania.
Prove that in any triangle ABC with usual notations holds:

Ja? +b% +c? —ab—bc—ca+ p(yp—a-+./p-b+p—c)> <m +m, +m <

S\/E(\/p—ah/p—b+\/IO—C)+%(|a—b|+|b—CI+IC—a|)-

SOLUTIONS - QUICKIES

Q77. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania.

If ABC is an acute triangle, then prove that 3, ,ZEr > Sec( A; Bj + Sec( B ;C j + sec(c ; Aj .
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Solution 1 by author. We use the following inequality

, A—B _2r R 1
COS > — —2>—
2 R 2r c0s? A-B

=sec?

and other two similar inequalities. Hence,

R > ?{sec2 A-B +sec? B-
2r 2

Solution 2 by Rovsen Pirkuliyev, Sumgait, Azerbaijan. Using the inequality

B-C 2r 1 R B-C R . o .
cos 2 |—< —==< | — & sec <.|—, and writing other two similar inequalities,
2 R B-C 2r 2 2r
COST

,C—A

+Sec

C-B-S _ _ 2
j > [Sec ZB+SeCBZC+SEC j ,Q.E.D.

than adding up we obtain the desired inequality.  Also solved by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.

Q78. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

V3+1
22

If a,b >0, then prove that vaZ —ab+b® ++a® +ab+b? > (@+b+[a—b)).

Solution by author. By Bergstrom inequality we have

9 2
a’—ab+b® :[aTerj J{@J 2%(a+b+\/§|a—b|)2,and

2 2
a’+ab+b? = (aT_bj n (@j > %(|a —b|+ J3(a+h))>?. Therefore,

Va? —ab+b? ++a® +ab+b? z%(a+b+¢§|a—b|+|a—b|+\/§(a+b))=
J3+1

77 (a+b+ |a - b|) , Q.E.D. Also solved by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.

Q79. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

Prove that in any AABC holds the following inequality Al*+Bl*+CI*>48r".

2 2
cs (Y AlI?) o(12r?
Solution 1 by author. > Al*> (Z 3 ) 2( ) =48r*, where (1)is Y Al?>12r?, which is true

3
2
. r 1 2 + rz _8Rr Gerretsen
since » Al =) A =r’y; A:r2~p . =p’+r’-8Rr >
sin — sin? = r
2 2
Gerretsen Euler

> 16Rr—5r° +r?—8Rr =8Rr—4r®> > 12r*>.  Equality holds iff triangle ABC is equilateral.

Solution 2 by Rovsen Pirkuliyev, Sumgait, Azerbaijan. Using Al + Bl +Cl > 6r, and Bergstrom’s
inequality we obtain:

)]
:(AI2)2+(BI2)2+(CI2)2Z(AI2+BI2+CI2)22 3 .

Al*+Bl*+Cl*
1 1 1 1+1+1 3




> 3(4r2)2 = 48r*.

Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.

Q80. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

If M isapoint in the interior of triangle ABC such that MA =X, MB =y, MC =z, then prove the

2 2 2 1

2

_ Xty oz Xy
following inequalit —+—+—_1 ——= .
NG Uy 32 "7 T 2 ZZ[a bj

Solution by author and Rovsen Pirkuliyev, Sumgait, Azerbaijan.
2 2 2
x< 1 X X z, Hayashi ] X
wa 2g\a b ab bc ca 25\a b _
Q81. Proposed by Costel Florea, Bucharest, Romania.

Find ne N’ such that
'”I” (x+1)(2xe* +1)e* o1 1
x*e* +2x%* +3x

X :
e 4+ 2xe* +1 nIn(108)Inn—6In2-In3+1

Solution by author. x*e* +2x%* +3x%e” +2xe* +1= (x’e® +xe* +1)°;

(x’e® +xe* +1)" = 2xe™ +2x%e™ +e* + xe* = (x+1)(2xe* +1e*.

Inn
Xx+1)(2xe* +1)e* 1
So, I ( -:3)( 2+2) dx=1- becomes successively
x'e™ +2x%e¥ +3x%e™ + 2xe* +1 nin(108)Inn—-6In2-In3+1

(e +xe*+1) 1

—~ =
o (x%e® +xe* +1)° n(1+In108)Inn—6In2-In3+1

1

Inn 1
2 .2x X 0 1
xe" +xe" +1

= <
n(L+1In108)Inn—6In2-In3+1

1 ~ 1

+ > =1+ , where if we denoted nlnn=a,
(nlnn) +ninn+1 n(L+1In108)Inn—-6In2In3+1

we obtain a° +a+1=(1+In108)a—6In2In3+1< a’ —aIn108+6In2In3=0 <

< a’—(Ind+In27a+2In2In3=0<=a”* - (2In2+3In3)a+2In2-3In3=0 <

<a=2In2ora=3In3<ne{23}.
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» Ca sa devii un bun profesor ai nevoie

de o patrime pregitire si de trei patrimi de actorie.”
Gail Kathleen Godwin

(1937 -)

A Caleidoscop matematic

SEGMENTUL SI PUNCTUL
(pseudo fabula)

Candva, dupi ce-au fost prima data rostite,
(De altfel, doua notiuni inrudite),
Un punct si-un segment
Se-ntrebau, evident
Pe un ton arogant:
Care este mai important?
-Sarmane punct fara vina,
Esti o bulina!
Esti cat o-ntepatura de ac!
Vru segmentul sa-i vina de hac.
N-ai dimensiuni, eu miacar am lungime;
Obiecte ca tine am o multime.
Esti 0 urma de creion sau de creta!
Cat de izolat esti intr-o multime discreta!
Riamai tot firav si ca punct de acumulare!
( Se comprima segmentul mai tare,
Consumandu-si punctele interioare
Si devenind subit segment nul).
La care punctul, de-asa aroganta situl,
Replicd marunt:
-Hai sa punem discutiei... punct!
Dumitru Preoteasa, Giurgiu

PATRATE

Pitratul mare de mai jos este realizat din 24 de betisoare de chibrit. Inliturati 8 betisoare, astfel
incit sa rimana 2 pitrate care sa nu Se atinga reciproc.

L1
R
(11

r—— &




Aniversari si comemorari in anul 2022

de prof. lonel Tudor

Tn anul 2022 am avut aniversarea si comemorarea mai multor matematicieni renumiti.

S-au implinit 500 de ani de la nasterea matematicianului italian
Lodovico Ferrari ( 02.02.1522- 05.10.1565) A fost discipol al lui
Girolamo Cardano, cu care ulterior a colaborat in studiul ecuatiilor
algebrice de gradul trei, patru, cinci. La 28 de ani este profesor la Milano,
apoi la Bologna iar in 1565, cu putin timp inainte de a muri, Tsi ia
doctoratul Tn matematica.

Cea mai mare realizare a sa a fost in domeniul algebrei prin
descoperirea metodei de rezolvare a ecuatiei de gradul patru, metoda
publicatd de Cardano in 1545 in lucrarea ,,Ars Magna”. De asemenea a

Scipione del Ferro.

demonstrat si extins formula de rezolvare a ecuatiei cubice descoperitd de Niccolo Tartagha s

Tn anul 2022 s-au Tmplinit 400 de ani de la nasterea lui Vincenzio
Viviani ( 05.04.1622 — 22.09.1703), matematician si om de stiinta italian,
elev al lui Torricelli si discipol al lui Galileo Galilei. A editat prima editie a
lucririlor colectate ale lui Galileo. In geometrie este cunoscuti teorema lui
Viviani conform careia suma distantelor de la orice punct interior la laturile
unui triunghi echilateral este egala cu inaltimea triunghiului.

A contribuit la dezvoltarea studiului conicelor cu noi proprietati si a
descoperit curba care-i poarta numele ( fereastra lui Viviani), care se obtine
din intersectia unei suprafete sferice cu un cilindru tangent interior la sfera,
cand diametrul cilindrului este egal cu raza sferei.

Tn 1692 a calculat ariile determinate in cilindru si sfera, de curba de intersectie, aritind c aria
determinatd in cilindru si aria exterioara curbei sunt egale. A tradus in italiand Elementele lui Euclid.

S-au Tmplinit anul acesta, 200 de ani de la nasterea lui Charles

Hermite ( 24.12.1822- 14.01.1901), matematician francez cu cercetari in
teoria numerelor, polinoamelor ortogonale, polinoamelor Hermite, functiilor
eliptice. Este cunoscutad identitatea lui Hermite in legatura cu functia parte

intreagi: [x]+{x+%}{x+%}+....+{x+n—_1}:[nx], neN* xeR. A
n

rezolvat cu functii eliptice (si nu cu radicali) ecuatia algebrica redusa de
gradul cinci, x°+ px+q=0. A fost primul care a demonstrat transcendenta
numarului e, metodele lui fiind ulterior folosite de Lindemann pentru a

‘ demonstra transcendenta lui =
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Rafael Bombelli (1526- 1572) din Bologna a fost matematician si
inginer italian cunoscut pentru lucrarea L Algebra (primul volum a aparut
in 1572 cu putin timp nainte de moartea sa, celelalte doud manuscrise
fiind descoperite intr-o librarie din Bologna in 1923 si publicate mai
tarziu). Lucrarea sa este o istorie a dezvoltarii algebrei incepand de la
Diofant si in care i elogiaza pe Fibonacci si Luca Pacioli, dar 1l si critica pe
Niccolo Tartaglia. Ea este scrisa intr-un limbaj usor de inteles in mod
intentionat pentru a fi accesibild tuturor si prezinta regulile de dezvoltare in
fractii continue cunoscute de indieni si grecii antici.

A formulat regulile de calcul cu proprietatile numerelor complexe si a denumit unitatea
imaginara i. A tradus un manuscris al lui Diofant si a studiat regulile operatiilor cu numere complexe
care vor fi aprofundate mai tarziu de Cauchy, Lagrange, Ruffini, Gauss, Abel, Wallis, Moivre,
Cotes.

S-au Tmplinit 300 de ani de la moartea lui Paolo Ruffini
(22.09.1765- 10.05.1822), matematician, filozof si medic italian. A fost
profesor de matematica la Universitatea din Modena si Tn prealabil a
practicat medicina fiind autorul unor lucrari stiintifice despre tifos.

Opera sa matematica cuprinde incomplet demonstratd, teorema Abel-
Ruffini (1799) conform careia ecuatiile algebrice generale de grad mai
mare decat patru nu pot fi rezolvate cu formulele prin radicali. A dat o
metoda rapidd pentru descompunerea polinoamelor de grad superior in
factori polinoame de grad mai mic. De asemenea a fost un precursor al
teoriei grupurilor, ulterior dezvoltat de Evariste Galois.

Jean Robert Argand (18.07. 1768 — 13.08. 1822) de la moartea
caruia au trecut 200 de ani, a fost un matematician amator francez. In 1806 a
publicat ideea reprezetarii si interpretdrii geometrice a numerelor complexe,
astazi cunoscutd ca diagrama lui Argand. Cronologic, matematicianul si
topologul norvegian Caspar Wessel a publicat in 1799 primele rezultate
concrete de aceastd facturd. Deoarece, lucrarea lui Wessel a trecut
neobservata in timpul respectiv atat Argand cat si Gauss sunt creditati alaturi
de Wessel ca si ,,co- inventatori” ai reprezentarii numerelor complexe n

| plan.

Charles Tinseau (19.04.1748 — 21.03.1822) a fost matematicianul francez care a scris despre
teoria suprafetelor in 1772 publicand doua lucrari despre geometria infinitezimala.

Student al lui Monge la Scoala Militara din Méziéres, a fost incurajat de acesta sa se apuce
de studiul matematicii fapt ce l-a determinat pe inginerul militar sd scrie numeroase lucrari
matematice ntr-o perioada tumultuoasa a Frantei. Sustinator infocat al monarhiei franceze, Tinseau a
fost nevoit sa plece 1n exil si a scris multe articole Tmpotriva lui Napolean chiar daca acesta 1i oferise
0 amnistie si 1l invitase Tnapoi in Franta.
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Friedrich Wilhelm Herschel (15.11.1738 — 25.08.1822) decedat n
urma cu 200 de ani a fost un astronom, inventator si muzician britanic de
origine germana care a descoperit cu un telescop urias planeta Uranus in 13
martie 1781 si doi sateliti ai acesteia in 1783.

De asemenea, a descoperit miscarea sistemului solar fata de celelalte
stele din galaxia noastra. Este considerat primul om de stiinta care a realizat
cele mai mari telescoape din timpul sau. A ajuns astronomul regelui si a fost
ales presedintele Societatii Regale. Tn 1880 a descoperit radiatiile infrarosii.

Pierre Rene Jean Baptiste Henri Brocard (12.05.1845 — 16.01.1922)
decedat acum 100 de ani, a fost matematician francez cu rezultate remarcabile
in geometria triunghiului. impreuna cu Emile Lemoine si Joseph Neuberg este
considerat fondatorul teoriei moderne a triunghiului. Teorema lui Brocard si
cercul lui Brocard i poartd numele. A aratat ca orice numar irational se poate
exprima ca fractie continua infinita. Lucrarea lui cea mai moderna “Courbes
remarcables” a fost editatd impreuna cu Emile Lemoine. A fost onorat cu
ordinul Legiunii de Onoare.

Marie Ennemond Camille Jordan (05.01.1838 - 22.01.1922),
matematician francez cunoscut pentru contributii Tn teoria grupurilor ( teorema
Jordan- Holder), in analiza complexa (lema lui Jordan), in algebra liniara
(forma normala Jordan si matricea Jordan). A activat ca profesor la College
de France, Ecole Polytechnique si Scoala Nationala de Mine din Paris. A fost
membru al mai multor organizatii si academii.

In 2022 comemorim si 125 de ani de la decesul matematicianului si astronomului roman
Constantin Gogu (30.05.1854 — 30.01.1897). Dupa obtinerea licentei in matematica la Facultatea de
Stiinte din Bucuresti, pleaca la Paris unde isi sustine in 1882 doctoratul la
Sorbona, fiind al treilea roman cu doctorat la Sorbona (dupa Spiru Haret in
1878 si David Emanuel in 1879). In teza de doctorat in miscarea Lunii
datorita actiunilor perturbatoare ale planetei Marte. Bazat pe calcule
laborioase, determina cu precizie coeficientul de perturbare a miscarilor
Lunii, concluzii care ulterior au fost omologate de comunitatea stiintifica in
tara, a fost profesor de geometrie analitica la Universitatea Bucuresti si la
Scoala de Poduri si Sosele, la Scoala de Ofiteri de Artilerie si Geniu, la
Scoala de Arhitectura si la Seminarul Nifon. A fost membru corespondent al
Academiei Romane (1889) si s-a numarat printre membrii fondatori ai Societatii Romane de Stiinte
al carei prim presedinte a fost in 1897.




,»Am inviitat ca poti continua

inca mult timp dupa ce ai spus ca nu mai poti ”
Octavian Paler

(1926 - 2007)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 30 al revistei de matematici ,,SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, sperdm noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revisti, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdind materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e-mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate (salvate in
Word 2003-2007) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai
fi fost trimise sau sa mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre

publicare, apartine redactiei.

(Data finali pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 31 al

revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 MARTIE 2023. V& uram succes si va asteptam.
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