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“Geometria este arta de a rationa corect pe figuri incorecte .”

(Henri Poincare)
(1854 - 1912)

l! Istoria matematicii

170 de ani de la nasterea matematicianului Henri J. Poincare
de prof. Adrian Stan

Se Tmplinesc 170 de ani de la nasterea lui Henri J. Poincare
(29.04.1854 — 17.07.1912), matematician si fizician francez de valoare
universald cu mari contributii Tn mai multe domenii ca astronomie,
geodezie, termodinamica, mecanicd cuanticd, optica, topologie si
filozofie.

A fost considerat un geniu al matematicii, unul dintre cei mai
mari din toate timpurile, ,,gigantul matematicilor” cum 1i placea sa-i
spuna matematicianul Ellie Cartan ( 1869 — 1951) .

Poincare avea 0 memorie neobisnuitd si putea sa realizeze
mental calcule foarte complicate, descoperirea pasiunii pentru
matematica dar si pentru literatura realizdndu-se n anii de liceu. Liceul din Nancy pe care Il-a
terminat in 1871 1i poarta astdzi numele ca un omagiu pentru cel ce avea sa devina cel mai bun elev
care a invatat acolo si care obtinuse cele mai mari premii in concursurile scolare nationale.

Tn 1873 a intrat la Scoala Politehnici si a studiat matematica cu profesorul Charles Hermite
(1822- 1901) cu care Tsi da si doctoratul in 1879 in domeniul ecuatiilor diferentiale fiind primul care
le studiaza din perspectiva utilizarii proprietatilor geometrice, “ Sur les propriétés des fonctions
définies par les écuations aux différences partielles”. Inca de pe bancile facultatii descoperise o serie
de functii complexe pe care le utilizeaza pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale.

In 1880 descopera functiile automorfe sau fuchsiene asa cum le denumeste in cinstea lui
Lazarus Fuchs ( 1833- 1902).

Dupa o scurtd perioada de inginer minier, caci termina si Scoala de Mine - o elita a
invatamantului superior francez, incepand cu 1881 s-a dedicat carierei didactice la Universitatea din
Paris, Sorbonne, dar nerenuntand la cariera de inginer, devine in 1910 inspector general sub serviciul
ministerului public.

Rezultatele cercetarilor sale se refera la teoria functiilor (*’Asupra teoriei functiilor
fuchsiene’”), la ecuatiile diferentiale, la topologie (unde a deschis un nou capitol — cel al topologiei
algebrice, unde in 1895 a introdus conceptul de grup fundamental), precum si la domeniul algebrei si
al fundamentelor geometriei. A publicat lucrari de fizica matematica si de mecanica cereascd
(”’Metode noi 1In mecanica cereasca’’), studii de epistemologie (*’Stiintd si ipoteza’’, *’Valoarea
stiintei’’) de tendintd pozitivista, lucrdri care au contribuit la elaborarea teoriei relativitatii,
independent de Albert Einstein, (1906). De asemenea, a studiat teoria numerelor, a functiilor
abeliene, a functiilor analitice cu variabile complexe, s-a preocupat de optica, de mecanica fluidelor,
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de electricitate, electromagnetism si filozofie a stiintei. A studiat grupul de transformari Lorentz, a
introdus invariantii integrali, a studiat teoria generald a determinantilor infiniti, si a propus un model
de geometrie neeuclidiana de tip Lobacevski- Bolyai.

A dat In 1904 asa numita ” Conjectura lui Poincare” sau “ipoteza lui Poincare ” care se
referea la considerarea unui spatiu tridimensional nchis si marginit cufundat intr-un spatiu 4-
dimensional, in care toate ” cercurile”, arcele de cerc, bidimensionale, pot fi micsorate topografic
pana ce devin un punct, astfel topologic, spatiul devine o sferd tridimensionala.

“ Conjectura lui Poincare” a putut fi demonstratd abia dupa 100 de ani de la prima sa
formulare, Tn 2002- 2023 de catre matematicianul rus Grigori Perelman care a afisat-o pe internet.
Pentru aceasta demonstratie, Uniunea Internationald a Matematicienilor 1-a premiat pe Perelman cu
medalia Fields echivalentul premiului Nobel in matematica, dar matematicianul a refuzat premiul,
inclusive suma de un milion de dolari oferitd de Institutul Clay Mathematics din Cambridge
Massachusetts.

In 1887 1a 32 de ani intrd in Academia Franceza de Stiinte, devenind si presedintele acesteia
in 1906. Tn 1909 este ales membru de onoare al Academiei Roméane. De altfel, Poincare a fost
membru al 43 de academii stiintifice din lume. Printre studentii sai l-a avut si pe matematicianul
roman D. Pompeiu ( 1905).

Poincare a propus lumii stiintifice o serie de probleme care au ramas nerezolvate multi ani.
Una dintre ele este problema centrului si a focarului demonstratd in 2013 de matematicianul
moldovean Mihail Popa din Republica Moldova.

Poincare l-a cunoscut pe matematicianul roman Spiru Haret si a ramas impresionat de
lucrarea de doctorat a acestuia despre invariabilitatea marilor axe ale orbitelor planetare din 1878.

Dupa propriile sale confesiuni lucra fara nicio metoda si oriunde. Unul dintre studentii sai a
fost chiar matematicianul roman Traian Lalescu — *’o culme a culturii romanesti’’, un roman cu
reputatie internationala care a frecventat la Sorbona alaturi de Spiru Haret cursurile lui Poincaré. O
descriere Tn aménunt a personalitatii artistice a lui Henri Poincaré facuta de Traian Lalescu se gaseste
in Convorbiri literare, anul XLVIII, 1913. Astfel, dupa Traian Lalescu, Poincaré : “era un barbat de
statura mijlocie, cu spatele Incovoiat, si nasul congestionat, excesiv de rosu; distrat pana la exces,
fara ordine In conversatia zilnica si ca atatia mari savanti fara vocatie de profesor stralucit. Chiar
insasi opera sa este adesea incompletd si nesuficientd, fara meticulozitate stiintifica, astfel ca toate
lucrarile sale au fost reluate, dar, rareori s-a inselat In enuntarea rezultatelor generale care reprezinta
capitole intregi din variatele ramuri ale stiintelor matematice. Nu-i placea sa cizeleze si sa epuizeze
un rezultat obtinut.”

’Era un artist 1n intelesul superior al cuvantului’’, >omul tuturor intuitiilor’’, >’o jertfa
constientd si mareata pe altarul stiintei omenesti!”’, iar Tn sufletul sau zbuciumat, licarea flacara
genialitatii creatoare’’.

A murit in 17.07.1912 la vérsta de 58 de ani din cauza unui embolism suferit in urma unei
operatii.
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“Matematica nu este despre numere, ecuatii, calcule sau algoritmi:
este despre intelegere.” — William Paul Thurston
(1596-1650)

A Articole si note matematice

Generalizarea unor probleme din Gazeta Matematica

de D.M. Bitinetu-Giurgiu, Daniel Sitaru si Neculai Stanciu

I. O generalizare a problemei datd la Concursul interjudetean "Matematica de Drag”, Editia a
V-a, Bistrita, 2010, G.M.-B, nr. 2/2011, pag. 72-76.
Fie a,b,x,y,z,t e R, X =X+ y+2z+t. Sa se arate ca

4a+b
(axX +bx)* +(aX +by)* +(aX +bz)* +(aX +bt)2+%2—| ar |x ,

Soluria 1. Pornim de la inegalitatea binecunoscuta a lui Bergstrom pentru doud variabile

2
u+v . . . . .
u?+v>> u vu,veR, (*), cu egalitate daca si numai dacid U =V. Conform inegalitatii (*)

2 (2aX +b(x+y))’

avem (aX +bx)’ + (aX +by)* > > s

2
Y > (2aX + 2(2 +1) . Adunand relatiile precedente membru cu membru

(aX +bz)* +(aX +bt
deducem ca A=(aX +bx)’ +(aX +byy +(aX +bz) +(aX +bt)’ >

2 2
(ZaX b0+ y)) ;(Zax +b( H)) , 1ar aplicand din nou inegalitatea (*) obtinem

=

2 2 2
(2aX +b(x+ y))® +(2aX +b(z + 1)} > (4aX + b(xz y+rz+t)” (4a+g) X" Deducem ca

2 2 2 2 MA—MG 2 2
AZ—(4a+b) X si atunci A+12—(4a+b) X +1 > 21/—(4a+b) X~
4 4 4 4 16

[4a+b|-|X| _|4a+b|

Solufia 2. (4a+b)*X? =(aX +bx+aX +by+aX +bz+aX +bt)* =
’ C

_ (X +bx) -1+ (aX +by) -1+ (aX +bz) -1+ (@X +bt) 12 <
C_i_s«ax +bx)* +(aX +by)? + (aX +bz)* +(aX +bt)’ Xlz T2 417 417) =40 g4

(4a+b)* X2

X, adica relatia din enunt este demonstrata.

S

unde deducem ca A> si ca mai sus obtinem relatia din enunt.

i 1 h—_ . |da+Db .
Observayie. Daca & =1lb= 2, atunci % =1, atunci obtinem problema data la
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Concursul interjudetean "Matematica de Drag”, Editia a V-a, Bistrita, 2010.
paci XY Z1ER atunci

(—x+y+z+tf +(X—y+z+0)2+(X+y—z+t)> +(X+y+2-1)? +%2x+ y+2Z+t,

I1. O generalizare a problemei 26397 din G.M.B, nr. 7-8-9/2011, pag 375.

a,b,c,d,m,x,y,ze R}, ma+c)>max{p,d}

Daca , atunci
2
X N y N m°z . 3
ay+bz ox+dz (m@+c)-bx+(m@a+c)-d)y a+c
2
Solurie. B = X + y + m z =
ay+bz ox+dz (m(@@a+c)—b)x+(m(@a+c)-d)y
XZ y2 m222

axy+bxz i cxy + dyz i (m(@@+c)—b)xz+(m(@+c)—d)yz
Aplicam inegalitatea lui Bergstrom si obtinem
(x+y+mz) o (xry+mz)
axy + bxz +cxy + dyz+ m(a + ¢)xz —bxz+ m(a +c)yz — dyz - (a+ c)(xy +myz + mxz)

*

+, 1n care inlocuim

deducem ca (X +Y+M2)" =30y + ymz +m2) gei g> 3 qed.
a+c

Observayie. Pentru &= 2b=4,c=1d=5m= 3Ob‘,cinem: Problema 26397. Sa se arate ca
X y 9z
-+ +
2y+4z x+5z 5x+4y

B>

Deoarece. (U +V+W)* =3(uv+vw+wu), Vu,v,we R U=XV=Yy,W=mz

>1 (Constantin Miu, Melinesti, Dolj)

I11. O generalizare a problemei C.0:5223 din G.M-B, nr.7-8-9/2011.

a,b,¢,d,%y,2 € R}, e 4 ad 4 bd > 2ac, atunci

2 2 2

X y z 3
(ax+by)(cx + dz) " (ay +bz)(cy + dx) " (az +bx)(cz + dy) = (a+b)(c+d)’

Daca

Solugie. Conform inegalitatii lui Bergstrom, avem
XZ y2 ZZ
+ + >
(ax+by)(cx+dz) (ay+bz)(cy +dx) (az+bx)(cz +dy)
S (x+y+z)
~ (ax+by)cx +dz)+ (ay +bz)(cy + dx) + (az + bx)cz + dy)
(x+y+2z)
ac(x? +y? +2% )+ (bc+ad +bd )(xy + yz + 2x)

_ (x+y+2z)
ac(x+y+z)* +(bc+ad +bd — 2ac)(xy + yz + zx)

Deoarece, (x+y+2z)° >3(xy+yz+2x), Vx,y,z € R, din obtinem relatia din enunt.
Observayie. Pentru a=c =1, b=d = 2din relatia problemei obtinem problema C.0:5223.
din G.M.B, nr. 7-8-9/2011, pag 417 cu urmitorul enunt: daci X,y,z € R, atunci

2 2 2

X + y + : > 1 (Petre Batranetu, profesor Galati).
(X+2y)(x+2z2) (y+22)(y+2x) (z+2x)(z+2y) 3
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IV. O generalizare a problemei 26108 din G.M-B, nr.2/2009, pag. 101, propusa de V.Berghea.

Fie A/A,...A,,n>3un poligon convex de perimetru 2p, de laturi A A, =a,,K =1,nsi fie

2
u > Oastfel incat u > a, .Sa se arate ca daca i + Z ! = (n+1) , atunci
2p “2p-a +u n(2p-a, +2u)
a=a,=..=a,.
Solutie. Fie C, :—+Z . Conform inegalitatii lui Bergstrom, avem
12p—a, +Uu
2 2
C > (n+1)° _ (n+1) _(n+])

n

2P+2(2p—ak 1) 2p+(n=-1)2p+nu 2np+nu
k=1
(n+1)? B (n+1)? S (n+1)? _ (n+D)?
n2p-a,+a,)+nu n(2p-a)+na, +nu n(2p-a)+2nu n(2p-a,+2u)
Prin urmare avem egalitate in inegalitatea lui Bergstrom si atunci
2p=2p-a, +u,vk =1,n< u=a,, ceea ce demonstreaza concluzia din enunt.

Observatie. Pentru n =3si U =9, deducem ca intr-un triunghi ABC daca ¢ <9si
1 1 1 1 16

+ + + =
b+c+9 c+a+9 a+b+9 a+b+c 3(@a+b+18)
cu a=b=c=9 (Problema 26108 din G.M-B , nr. 2/2009, pag. 101).

, atunci triunghiul este echilateral

V. O generalizare a problemei 26440 din G.M.-B, nr.4/2011, pag. 209,propusa de Gh.
Szollosy.

Fie ne N —{l}, a,b,x, e R],vk =1,n, X, Zxk si aX, >bmax X, .

<k<
i 1<k<n

Sa se arate ca z an
1/aX —bxk
Soluie. Daca notim y, = —*, vk =1,n, atunci Z =X Zn:L iar
’ Xn 1/aX —bxk T Ja—by,

n

inegalitatea enuntului se reduce la Z

Y >
1 yJa— by,

Fie f,g,h :(O,%) — R, f(t)=t,g(t) = (a—bt)‘%,h(t) =(fg)'. Rezulta usor

— b , (**).

cah"(t)=f"(t)+2f'(t)g'(t)+g"(t) >0,Vt e (0, %) , adica functia heste convexa pe (0, %)§i

conform inegalitatii lui Jensen avem

N =

0 Y 1 Jn
h >nh =nh =n.-". -y .. ~v%  dar,
kzz; ) ( Zyk] ( j n|,_b% " Jna-by,
n

n
Y, = Z Yy = —Zxk =1. Deci, Z , ceea ce demonstreaza (**), si deci
1ya-— bYk

n k=1
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, ceea ce demonstreaza (**).

: 1 n

, Yy =— =1. Deci,
; “ X n k=1 Z 1 4/ a— byk an-—
Observayie. Daca X, =1, a=b =1, se obtine problema 26440 din G.M-B nr.4/2011, propusa de

Gh. Szollosy.
V1. O generalizare a problemei 26261 din G.M.-B, nr. 2/2010, pag. 93, propusa de Catalin

Cristea. Fie ne N,n>3, a,b,x, e R;,vk=1n Xn+l =X,,X,,, = X,. S& se demonstreze ca

2 2
Zn: an+1 + ka+2 Z_ > 2n
k=1 Xy k o1 Xy
MA>MG

Solugia 1. Avem ax’, +bx’,, > 2Ja xk+1xk+2,Vk 1,nsi dec

b n >
Dn Z axk+1 + Xk+2 > 2\/_ Z Xk+1 k+2 Z 2\/% ‘N-n H Xk+lxk+2 —

k=1 Xy k=1 k=1 Xy

=2y/ab-n-g/p, ,unde p, = ka De asemenea avem ZLMA;MGn n/ﬁi: n_
X p,

k=1 X
Deducem ca

1 MA>MG n 1
_2\/_nnpn+ > 2- 2\/%-n-npn- . =2n.
Dt i Jab o, J RPN
Solugia 2. Conform inegalitatii lui Bergstrom avem
n 2 n 2
a(zxk{Lj +b(zxk+2j aX2+bX2 n
D, >~ = = “x " =(a+b)X,, unde X, =>"x,.Obtinem:
zxk n k=1
k=1
1 1.
—>(a+b)X + —
2\/_ kzll Xk kZ: k k =1 Xk

>2\/2\/_ > \/;Xk_z/(zxkj;—kn\/_ 2.

Observarie. Daca a=b =1si n= 3se obtine problema 26261 din G.M.-B, nr. 2/2010, pag. 93,
propusa de Catalin Cristea.

DEMONSTRATII FARA CUVINTE
(a+b+c)* =a® +b*+c® +2ab+2bc + 2ac

a b C

a ab ac
2
a
2
b ab
b bec

= ac bc Cz

Dumitru Preoteasa, Giurgiu
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On 2023-2024 Albania Olympiad Problem 10-th Grade

by Neculai Stanciu

At 2023-2024 Albania Olympiad, 10-th grade was given the following:

Problem. If a,b,c >0, then prove that: a+b+b+c+c+azg+§ 2 , (AO-2023).

c? a’ b? a
The above problem was also appeared in RMT, No. 3-4, 2023, as the problem O.VIIL537. ([3]).
A kind of generalization of the above problem is:

If a, >0 (k =1,n) then is true the following inequality

a,+a, a +a, a +a, )
ZakZ( +L 24 L2 |>6n.

k=1 cyclic al az a3

Solution 1. We have the inequality: atb + b +2C + c+2a > 18 , (2).
C a b a+b+c
The inequality (1) is the problem L222 from Recrearii Matematice, No. 1, 2012, proposed by Florin
Stanescu. Many solutions and refinements of (1) was given by Titu Zvonaru ([1]).
By (1) and the inequality of Harald Bergstréom we obtain that:

a,+a, a +a, a+a 18 n?
S[arn, At Atk 5 =0 -
S\ a’ a’ Sea, +a, +a, >a +a,+a,

cyclic
n? 6n? . .
=18-— = ——, and first solution is complete.

Da Da
k=1 k=1

Solution 2. We will prove that:
atb brc c+a, 2,22 (A0-2023-2024) & (RMT - O.VIII.587) .
c a b a b c
For (AO-2023) also we give two solutions.

a+b atb 2 a-c b-c
' ( c? j Z( ¢ ¢ j:
a— c b—c:za2c+zc—a:z(c—a)(cz—a2)20l

c c a’ C
1 2 a 1 b 2 b c
J— R _,_+ —_

c? c a?

1. —2 — > — 7 +

c° a b a
which by adding yields (2).
By (AO-2023) and the inequality of Bergstrom we obtain that:

a, +a a, +a, a+a 1
z( : ] 22[—+—+—j—
i al az

cyclic ag cyclic az a3

c
b2

2 1
> —+=2 > +
b b

mIN
Ol

>

QJIN

+

O |-

>

Tl

a.2

o

n2 n2 n2 6n?

>2. +2- +2- = , and we are done.
> a > a, > a, Z”:a
k

cyclic cyclic cyclic

In Romanian Mathematical Magazine (RMM), 2023, was published the following:

Problem. If a,b,c >0, then prove that: Z[a+b b+2C+Cb+2aj> 5;’ ,
c a a+b+c

cyclic
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From AO-2023 and Bergstrom’s inequality we obtain that:

Z(atb+btc+ct;a}2 22(1+1+2j2

aaic. C a oyclic a b c
2 2 2 2
5.3 4.3 0. 3 63 ,g.e.d.
D a >b dc a+b+c
cyclic cyclic cyclic

Three solutions of the (AO-2023-2024) & (RMT - O.V111.537) was given by Titu Zvonaru in [2].
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1911, Prima Coferingﬁ de la Brussels a oamenilor de stiinta pentru rezolvarea unor
probleme din fizica si chimie: prezenti jos Marie Curie langa H. Poincare, sus in picioare A.
Einstein al doilea din dreapta in dreapta, Max Planck al doilea din stanga, in picioare.
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Asupra unei probleme din Evaluarea Nationala, 2024
de Dumitru Preoteasa, Giurgiu

Materialul de fata prezinta cateva metode de rezolvare ale unei probleme aparuta la pagina 84
in cartea Evaluarea Nationala 2024, Editura Paralela 45. Fard a cunoaste solutia autorului,
deoarece problema este plasata la Subiectul al II-lea, prezentam cateva solutii utile elevilor de clasa
a VIll-a pentru ca acestia sa gaseasca si alte moduri de abordare a problemelor de geometrie.

Problema 4.

Triunghiul ABC din figura aliturata este dreptunghic in A, iar
punctul M este mijlocul catetei AB. Daci AB=8 cm si AC=6 cm,
atunci distanta de la punctul M la dreapta BC este egali cu...

(pag. 84, Evaluarea Nationala, Editura Paralela 45. )

Solutia 1. v

Se calculeaza usor ca BC=10 cm.
Se stie ca o mediand imparte un triunghi in doua triunghiuri
echivalente, deci aria triunghiului CAM este egala cu aria
triunghiului CMB, adica aria triunghiului CMB este '% aria
triunghiului ABC, respectiv % din 24, adicd 12 (cm?). Atunci

aria triunghiului CMB:MNT.BC =12, de unde MN= 2,4 (cm)

(MN L BC).

Solutia 2.
Triunghiurile NBM si ABC sunt dreptunghice si asemenea, avand unghiul comun B. Atunci

MB_NM _ 4 _ M de unde NM=2,4 (cm).
BC AC 10 6

Solutia 3.

Fie P simetricul punctului M fata de N. Triunghiurile BMC si BPC sunt congruente (cazul C.C.),
deci au arii egale, adici 12 cm? fiecare. Pe de alti parte, patrulaterul convex CMBP este
ortodiagonal, aria lui fiind 24 cm?. Dar aria

cmspzw — MP=48:10 = MN=2,4 cm.

Solutia 4.

Din triunghiul dreptunghic MBN, avem sin<8=% = N%N

Din triunghiul dreptunghic ABC, avem sin<8:% = % de unde

rezultd, deasemenea, MN=2.4 cm.
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“Nu este suficient sa ai o minte buna;
principalul lucru este sa o folosesti bine”.

René Descartes
(1596 - 1650)

[N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

G:1201]. Aritati cii nu existd un numir de patru cifre abcd astfel incat abcd =5-a-b-c-d.
Cornelia Neacsu, Laura Zaharia, Craiova
Rezolvare:
Cum abcd se divide la 5 atunci d =0 sau d = 5.
Rezulta d=5, adicd abc5=25a-b-c = abc5 se divide cu 25, atunci ¢ = 2 sau ¢ = 7. Pentru ¢ = 2 obtinem

ca ab25 nu se divide cu 2, si atunci c¢= 7. Rezultda ab75=25a-b-7<
1000a+100b+75=25a-b-7 < 40a+4b+3=a-b-7. Deoarece numirul din partea stingd e impar, a

si b nu pot fi pare. Asadar, a,b € {1;3;5;7;9} .
Din a(40-7b)+4b+3=0=b>7. Pentru b = 7 se obtine ca 9a = 31, nu convine si pentru b =9
obtinem 23a = 39 , nu convine. Deci nu exista astfel de numere cu proprietatea din enunt.

G:1202. Aritati ci numirul a = 4 094 552" + 2023™! — 2024" - 2023, n € N*, este compus.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare:
4 094 552 = 2023 - 2024, 2023"- 2024" + 2023™! — 2024" — 2023 = 2023"(2024" + 2023) — (2024"
+2023) = (2024" + 2023)( 2024" — 1).

. Functia Smarandache este definita astfel: S(n) este cel mai mic numar intreg m astfel incéat
factorialul sdu m! se divide la n. ( Exemplu: S(6) = 3 deoarece 3! =1-2:3 = 6, iar 6 se divide la 6,
iar 3 este cel mai mic cu aceasta proprietate, deoarece 2! = 1-2 = 2 nu se divide la 6.)
Sa se calculeze S(7) si S(8)
Nicolae lvaschescu, Canada
Rezolvare:
S(7)=17, pentru ca 7! = 1-2-3-4:5-6-7 care este divizibil la 7, pe cand factorialul unui numar mai mic
6! =1-2-3-4-5-6 nu se divide la 7 pentru ca 7 este numar prim.
S(8) =4 pentru ca 4! = 1-2-3-4 = 24 care se divide la 8, dar 3! = 1-2-3 = 6 nu se divide cu 8.
De exemplu,
S(15) =5, deoarece 5! = 1-2:3-4-5 = 120, iar 120 se divide la 5;
mai mic decét 5 nu exista cu aceasta proprietate, deoarece de pilda
4! =1-2-3-4 = 24 care nu se divide la 5.

G:1204. Se consideri un numir natural abc scris in baza 10.
Care din cele trei cifre trebuie suprimata astfel incat numaérul obtinut sa fie de 11 ori mai mic decat
abc? In cazul cAnd b=3, si se afle numerele abc.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:
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Se analizeaza cele trei situatii posibile.

Se suprim cifra a = abc=11-bc = 100a+10b+c=110b+11c=> 100a=100b+c, fira solutie.

Se suprim cifra ¢ = abc=11-ab = 100a+10b+c=110a+11b=>c=10a+b, fira solutie.

Se suprimi cifrab = abc=11-ac = 100a+10b+c=110a+11c=>10b=10a+10c => b=a+c, singura

solutie.
Daca b=3 = 3=a+c, de unde gasim perechile: 0 si 3; 1 si 2; 2 si 1; 3 si 0. Prima pereche nu se accepta

(trbuie a= 0). Asadar, abc poate fi: 132, 231, 330.

G:1205|. Determinati raportul cu cea mai mare valoare, format dintr-un numar natural de 3 cifre,
scris Tn baza 10 si suma cifrelor sale.
Gobej Adrian, Curtea de Arges

Rezolvarﬁ
~ abc  100a+10b+c 100(a+b+c)—90b—-99c _100_ 20b+9%
a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c
Evident, k are valoarea maximi daci f = M are valoarea minimd < b=c=0.
a+b+c
Asadar, K, = a0 __ 100.
a+0+0

(G:1206/|. a)Aritati ca existi o infinitate de numere naturale n astfel incét n! se divide cu n+1.
b) Aritati ca exista o infinitate de numere naturale n astfel incat n ! nu se divide cu n+1.

(n!'=1.2-3-...-n, neN*, 0!=1). Mihaela Daianu, Craiova
Rezolvare:
a) Fie n=2k+1, keN*, k>3atunci n+1=2k cu k<n si atunci

n'=2k-1)!=1-2-3-.....-k -...- (2k —1) si se divide cu 2k=n+1.
b) Se stie cd exista o infinitate de numere prime. Luim n+l=p ( p numir prim). Atunci
n'=1.2-3-....-(p—21)care nu se divide la p=n+1.

G:1207|. Determinati ne N astfel incht A=n!-39 sa fie patrat perfect (n!=1-2-3-....-n pentru

neN* 0!=1) Alexie Elena, Craiova

Rezolvare:  Pentru n>7 observam ca A=nk42+3 di restul 3 la impartirea cu 7.
Cum un patrat perfect la impartirea cu 7 da restul 0,1,2, sau 4 urmeaza n<6. Convine n =5.

Altfel, dacd n>6, 9|n! si A=3(M,—-13)=k’ deoarece M, —13nu e divizibil cu 3. Asadar, n<5
siconvinedoarn=5. A=5--39=81

G:1208. Sa se determine multimea A= {ﬂ: ‘a_b =a+ bcc} . Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Relatia datd devine:10a+b=a+b-c* < 9a=b(c-1). Cum
9a <81= b(c®—1) <81=> c° <82 = ce{1;2;3}. Obtinem solutii doar pentru ¢ =2 ca b = 3asi
rezulta A= {132; 262; 392} )

2n
G:1209. Aritati ca existd o infinitate de numere naturale n astfel incat ¢(n) =7 unde ¢(n)

reprezinti indicatorul lui Euler ( numarul de numere prime cu n si mai mici decat n).
Simona Chirita, Carcea, Gilena Dobrici, Bechet

Rezolvare: Luim n=4-5%, k e N*. Atunci,

2

Pl = p(4-5) = p(4)- p(6) =2:(8" -5 =245 =21,

5

.4.5%
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G:1210. Si se arate ci daci numerele2+ab si 2-%, sunt rasturnate unul celuilalt, atunci

numiirul ab , este numir prim.

lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
Rezolvare:

Pentru cel mai mare numir de doui cifre ab =99 , avem ab+2 =101 cu rasturnatul tot 101.
(adicd 101 este numar palindrom). Dar 2-ab = 2-99 =198 are risturnatul 891 care e diferit de 101.
Deci ab(99. Nici ab =98nu convine deoarece nu e prim.

Fie ab+2= E/(lOO — risturnatul 2-ab = y_x este numar par tot de doua cifre si rezulta X € {2, 4,6, 8} :
Ob;inemZ-K/: 2-(£+2):2-a_b+4:5<+4dar

2-Xy = 2-(10x+y) =10y +x+4=19x =4(2y +1) . Cum numerele 4 si 19 sunt prime intre ele, rezultd
X:d=Xe {4; 8} . Pentru x = 4 obtinem y= 9 iar ab= E/—Z =47 care este numar prim. Pentru x = 8

nu putem obtine ab numar prim.

G:1211]. Daca A=333.....333 si A=666.....666, determinati a 2022-a cifrd numarind de la
%/_/ %/_/
2021 de 3 2021 de 6
stanga si a 2022-a cifri numirand de la dreapta in produsul A-B.
Neculai Stanciu, Buziu

102021 _1 102021 _1
Rezolvare: A=3-T si B=6-——-—.

(102021 _1)2 ~ .102021 (1022 _1)
5 =

1022 _1
g
Scrierea primei fractii este 222...222000...000 - 2021 de 2 urmati de 2021 de 0;
Scrierea celei de a doua fractii este 222...222 - 2021 de 2.
Scrierea zecimalid a produsului A- B este: 222...221777...7778 - 2020 de 2, apoi cifra 1, dupi care
2020 de 7, si ultima cifra este 8.

Deci, a 2022-a cifrd a produsului A - B numirand de la stinga este 7 si a 2022-a cifrd a produsului A- B
numarand de la dreapta este 1.

Deci, A-B=2- 2 -2

G:1212. Aritati cii nu existi N € N astfel incat numirul A=28"+19" +10" +3"" +5 si fie
patrat perfect

Popescu Veronica, Craiova
Rezolvare: Dacan=0avem A=1+1+1+3+5=11.Daci n>1 avem
A=3B-9+D)"+(2-9+D)"+(9+D)" +3"™ +5= My +1+My +1+ Mg +1+ M, +5=M, +8 = k*
(resturile la impartirea cu 2 ale unui patrat perfect pot fi doar 0, 1, 4 sau 7.
G:1213] Aritati ca existd o scriere a numirului 2022 ca sumi a unui numir minim de numere

naturale nenule si ca produsul acelor numere naturale.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
2022 =1+1+1+..+1=2-3-337=1011-2=1011+2+ (1+1+....+41) =1011-2- (2-1-1-.....-1) .
%,—/ %,—J
1009 de1 1009 del
2022 =337+6+@1+1+...+1)=337-6-(1-1-1-.....-1) cu 1681)1011termeni.
- -
1679 del 1679 del
2022 =674+3+(1+1+...41) =674-3-(1-1-1-.....-1) cu 1347)1011termeni. Deci, scrierea ceruta este
%—J %,—J
1345 del 1345 del

2022=1011+2+(1+1+....4+1)=1011-2-(1-1-1-.....-1) cu numarul minim de 1011 termeni.
——— ——

1009 del 1009 del
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G:1214. Reconstituiti Tnmultirea p° - pg-nn = pmpr stiind ¢i p, g, r sunt consecutive.
Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare: n cazulp=1,q=2,r=3=1m13=1-12-nn=1-12-11-n = membrul drept este numar
par, dar membrul stant este impar, deci nu verifica.

In  cazulp=2q=3r=4=2m24=2-23-11-n=2024-n=>n=1,m=0; deci  obtinem
2024 =2%.23.11. Acesta este singurul caz care verifica.

Daciamavea p=3,q=4,r =5=3%.34.11-n =81-374-n = 30284- n > un numir de patru cifte.

= Clasa a VI-a

. Un numir natural n impirtit la 7 da restul 3, iar impértit la 4 di restul 1. Ce rest se obtine la
impartirea lui n la 28?

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Se utilizeaza teorema imprtirii cu rest si se obtine:

n=7x+3 n+11=7x+14 nN+11=7(x+2)
{n:4y+1 n+11=4y+12 :{n+11:4(y+3)
= 7(x+2)=4(y+3). Deoarece numerele 7 si 4 sunt prime intre ele, rezultd ca 7 divide y+3 si 4 divide x+2, sau

X+ 2 =4k
{y+3:7p
1)+17. Cum 17<28, restul cerut este 17.

. Se aduna 11 in ambele egalitati si rezulta: {
. Tn acest caz, n+11 este un multiplu al lui 28, deci n+11=28q => n=28q-11=(28q-28)+(28-11)=28(q-

G:1216|. Aritati ci ecuatia 8x° —5y* =7 nu are solutii in multimea numerelor naturale.
lleana Stanciu, Craiova
Rezolvare: Evident, y trebuie sa fie impar. Fie y =2k +1, k e N. Atunci, 8x* —=5(2k +1)* =7 =

8x* —20(k* +k) =12 = 2x* =5k (k +1) +3, ceea ce e fals.

(G:1217|. Demonstrati ci pentru orice numir natural nenul n are loc inegalitatea

1+2%" +3" <6™ . Constantin Nicolau, Curtea de Arges
Rezolvare: Observam ca 1+ 2° +3° =6 si atunci 6™ =36" = (l+ 2°+3 ) -36"". Adunand inegalititile
1<36"" (1); 27 <3622 =2"t<o"t (2); 3"<36"!-F <=3 <4" (3), se obtine relatia

din enunt.

G:1218|. Aritati ci nu exista ne N astfel incat n-S(n) =n-+2023 unde S(n) reprezinti suma cifrelor

numéarului natural n. Grigorie Dan, Craiova
Rezolvare:

Deoarece N—S(Nn) se divide cu 9 rezulta N=S(n)+9a, a e Nsi atunci n(h—9a) =n+2023 adica
n’ —n=9an+2023. Cum 9an+ 2023 da restul 1 la impdrtirea cu 3 iar N> —n =n(n—1) la impértirea cu 3

da restul 0 sau 2, obtinem concluzia.
2022 *

Lo : S oo 1
(G:1219| Determinati primele 605 zecimale dupi virguli ale numirului P

Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare:
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200 200
1024>1ooo©21°>103@i<i@( lj <( 1 ] @22_%00<10%.2_122

20 T10° | 210 10°
1 1
= 22000 . 222 < 10600 X 222 (Rl)
1 1 1 1

T S S
92022~ 1960 16 2%022 10 605 ori

sicum 22 >10° < 2—%2 < % si relatia (R, ) devine

. . o1 . .
Asadar, primele 605 zecimale ale lui W sunt numai zerouri.

G:1220. Cate numere naturale sunt divizibile cu 2022 si au exact 2022 divizori naturali ?
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Fie n numarul natural care este divizibil cu 2022 si are 2022 divizori naturali.

Fie n= plth pkwk , descompunerea lui n in factori primi, unde P;,..., P, sunt numere prime distincte si

k
O, A, numere naturale. Astfel ¢ numarul divizorilor lui n este dat de:l_[(Oti +1): 2022=2-3-337,
i=1
Deoarece n este divizibil cu 2022, rezulta ca fiecare factor prim al lui 2022 este un factor al lui n. Deci, kK =3

si {0!1,0!2,053}={12,336}. Asadar, trebuie sa avem {pl, P,, p3}={2,3,337}. Prin urmare avem sase

2.3%.337%°, 2.3%°.337%, 2?.3.337%°, 22.3%°.337, 2%°.3%.337, 2%°.3.337>.

G:1221]. Determinati numarul natural a(a—4)(a—3) stiind ca el este egal cu cubul sumei cifrelor

sale.
Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare: Suma cifrelor numirului este 3a—7. Obtinem ci a(a—4)(a—3) = (3a—7)*. Cel mai mic
numadr pentru care cubul sau are 3 cifre este 9. Deci trebuie sa avem 3a—7 <9, adicd a < 6.
Din scrierea numirului a(a—4)(a—3)deducem ci a>4. Asadar, a< {4,5}. Pentru a = 4 obtinem

401=125, fals. Pentru a = 5obtinem 512 =512, convine. Deci, numarul a(a—4)(a—3) =512.

G:1222|. Aritati ci ecuatia y* = 25x° +26 nu are solutii numere intregi.
elev Musat Horia, Vlad Oroviceanu, Craiova
Rezolvare: Analizam situatiile: x par: X=2K, ke Z=y=2l, | e Z = 21> =50k* +13, fals!

ximpar: x=2k+1, keZ=y=21+1 1€ Z=> 41"+ 41 +1=25(4k’ + 4k +1)+ 26 =
21(1 +1) =50k (k +1) + 25, fals!

G:1223| Si se rezolve inZ xZ ecuatia X+ py+p=Xy+(2p+1)x unde p este un numir prim dat.
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Avem

X = px=(P+1)x+p _ x(x=p)=(p+)x+p(p+H-p° _
X—p X—p

y(x—p)=x*—(2p+)x+p< y=

2

P
X-p

solutiilor: § ={(p—1,p* = 2);(p+1-p*); (0;-1); (2p;~1); (—p* + p;—p*);(p* + p; p*~2)|p prim|

=X—p-1-

eZ:(X—p)‘pz. Dand valori lui  x—pe{+L=p;=p’} obtinem multimea

G:1224. Se considera multimile A= {n € N|n§17} si B= {n € N|(n—22)523} :

Ardtati ca2023e ANB . Aflati cite numere naturale mai mici decit 10000 se gisesc in
multimeaANB . lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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Rezolvare:
2023=17-119:17 si 2023—-22=2001=23-87:23= 2023 ANB.

neAnB=ne A=n=1/c si neB=n=23c,+22 unde c,c, e N. Atunci,
17c, =23c,+22=17(c,—¢,)=2(3c, +11)=6C, +22  (*). Cum 17 si 2 sunt prime intre ele rezulta
171-11 I+2

(c,—¢C,):2si (3¢, +11)117 =3¢, +11=17I, leN=c,

=6l -3—-——¢eN,daca
3

3|(1+2) = 1+2 =3k, ke N*.Din relatia (*) rezulta

17(c, —17k +15) =6(17k —15) +22 = 17c, =391(k —1) + 68 =

n=17c, =391k —323=391(k —1) + 68 =391+ 68 unde =k -1e N, asadar,
AnB={neN|n=3919+68,qeNj.

Numerele din A B mai mici decat 10000 trebuie sa verifice inegalitatea
3919 +68(10000 = 0 < (25,157 deci in multimea A B sunt 26 de numere mai mici decat 10000, care

se obtin prin egalitatile q {O;l; 2;3;...., 25} .

. . . .. a b c y ) ..
G:1225, Fie a,b,c e Q" astfel incat = = . Si se determine numerele a,b,C stiind
b+c a+c a+b
cit: 22 4271 422 — 56,
Lazarescu Dragos, Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare:

a__ b -_° - a+b+c =1:>2-a=b+c,2-b=a+c,2-c=a+b:>a=b=c
b+c a+c a+b 2:(a+b+c) 2
Tnlocuind in a doua relatie, obtinem:

28 +2% 428 =56=2"-(1+2+4)=56=>a=3=a=b=c=3

Din

G:1226|. Tn triunghiul ABC se cunosc AB=7cm si AC=4cm. Perpendiculara dusi prin mijlocul
D al Iui BC , pe bisectoarea unghiului <A, intersecteaza aceasta bisectoare , in punctul M. Daci

ABNDM ={E}si ACNDM ={F} si se calculeze BE si AF.

lonel Tudor , Calugareni,
Giurgiu
Rezolvare:
Din enunt reiese ca punctele E,D,M si F sunt coliniare, AM L BF si [AM este bisectoarea unghiului
<A, in triunghiul AEF. Atunci [AM] este inaltime si bisectoare in triunghiul AEF.

Deci A AEF este triunghi isoscel cu [ AE]=[AF] si <AEF = <AFE
Consideram punctul N € (EF) , astfel incatCN || AB. Atunci CN || AE si «x<CNF = <AEF

ca unghiuri corespondente. Cum <xtAEF = <tAFE = <<CNF = «CFN , deci triunghiul CNF este triunghi
isoscel cu CF =CN .
BE ||CN si BC secanta, rezulta <tcEBD = <tNCD ( unghiuri alterne interne). De asemenea,

<BDE = «CDN si din BD =DC rezulta A BDE =A CDN (U.L.U). De aici se obtine [BE]=[CF].
Din BE = AB— AE = AB— AF = AB—(AC+CF) = AB— AC—CF = BE +CF =AB-AC =
2BE =7-4=3=BE =15siatunci AF = AC+CF =4+BE=5,5.

(G:1227|. Fie ABCD un dreptunghic cu AB=1, BC =2l| si M un punct in interiorul siiu astfel incit
m(<MAB) =m(<«MBA) =15°. Determinati misurile unghiurilor triunghiului MCD.

Dan Grigorie, Lucian Tutescu - Craiova
Rezolvare: Solutie: Fie E si F mijloacele laturilor BC si AD ale dreptunghiului. Cum ABEF este patrat

demonstram ca A MEF este echilateral (proprietate cunoscuta).
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15 15
15 N

M

15°

A F D

Se considera un punct N in interiorul A BME astfel incit A BNE =A BMA. Atunci A BMN este
echilateral (avand <ctNBM =60° si BM = BN).
Se arata in continuare ca A BNE =A MNE (L.U.L), <ENM =360° —60° —150° =150° = ME = BE
si asemanator MF=AF considerand A EMC care este isoscel. Cum
<BEM =30° = «xMEC =150° = <ECM = <EMC =15°. Analog, <tFMD =15 = «xCMD =30°.

0 ano
Cum A MCD este isoscel rezultai <MCD = xMDC = M =75°

= Clasa a VII-a

: 29 _Xyz+Xx+z
G:1228|. S se afle numerele naturale x, y si z (z+ 0), stiind ca 5 =y—1.
Yz +

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

Rezolvare:
. . XyZ+X+z x(yz+1)+z Z
Prelucrand membrul drept al egalitatii, Se obtine: y = (yz+1) =X+——=
yz+1 yz+1 yz+1
1 1 .29 5 1 1 L . . g .
=X+ =X+ . Apoi, — =4+ — = 4+ — = 4+ —— |, Prin identificare se gaseste ca x=4, y=1 si z=5.
yz+1 1 6 6 6 1 ’ ’
y+— — 1+-—
Z Z 5 5
G:1229|. Si se arate cd numirul \/§+\/§—\/1_1 este irational.
Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:

Presupunem prin absurd ca numarul dat este rational,

2
\/§+\/§—\/1_1:aeQ:>\/§+\/§:\/l_l+a‘()2:>\/€—a\/1_:a?+3€<@. Se ridica din nou la

4 2
puterea a doua si rezultd /66 = 8 +:;2a 12 € Q, fals deoarece 66 nu este patrat perfect.
a

G:1230. Fie g e N astfel incat (2023 + \/a)(2023 +4/9+1) este numir rational. Aritati ci q = 0.
Lavinia Trincu, Craiova

Rezolvare:
Fie (2023+./q)(2023+/q+1)=reQ",, r>2023. Rezulta

20232 +2023(:/q ++/q+1) +/q(q +1) = r = 2023(,/q ++/q +1) = r — 2023 — [q(q +1) . Ridicand la
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patrat obtinem ,/q(q+1) € Qsau q* +q=k?, k € Nde unde
9°<q’+q ( (q+)°*=q’+q=0"=q=0.
(G:1231|. Determinati numerele prime p astfel incit numéarul

A=5" +7% +9° 1117 +13” +15" +17" s se dividi cu p.
Grigorie Dan,Craiova
Rezolvare:

Din mica teorema a lui Fermat a° = a(mod p) = 5° = (5"2 )p =5" = (Sp)p =5 =5(mod p).

Asadar, 57 =5(mod p), 7* =7(mod p), 9" =9(mod p), 11° =11(mod p), etc.

Prin adunarea acestora se obtine A= 77(mod p) = A—77 se divide cu p. Cum din ipoteza A se divide cu p
obtinem p = 7 sau p =11 singurele solutii.

(G:1232|. S se calculeze media geometrici a numerelor
a=[(2+4+6+8+..+4044)+ 2023 si b=6-\/(1-3)* +/48—243 +

1

43 +7

Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:

a :\/2(1+2+3+4+ ......... +2022) + 2023 = \/2-%+ZOZ3 =+/2023" =2023.

Y e
=63-6+6-2/3-43+7=7.
Media geometrica este M, (a;b) —Ja-b =+2023.7 = h72 .77 =17.7 =119,

G:1233. Rezolvati, inZ , inecuatiile a) (x+1)> <3< (x+2)%;b) (x+2)* <3<(x+1)°
Ion Stianescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Din X* +2X+1< x* +4x+4 = 2x>3= xe{-1,0;1,2;.....} . Convine doar x=0;

Analog, 2x < -3=> X €{.....,—3;—-2} . Convine doar x = -3;

G:1234,. Aflati cifra X stiind ca: 11(x) + 2,2(x +1) + 3,3(x + 2) + 4,4(x + 3) + 5,5(x + 4) =16,7(X) .
Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Transformam fractiile zecimale Tn fractii ordinare:

1) =1 XL 104 X=1 9 X Sy = 2291 X 33k 5 2) = 322X,
90 90 90 90 90

34(x+3) = 422X B 5(x+ 4) =54ZSX  16,7(x) =16 25X

Obginem:1+2+3+4+5+9+X+19+X+299+0X+39+X+49+X:16+63+X

5x +145 63+ X
&S —=1+
90

G:1235|. Rezolvati in N ecuatia 1+ ! L 1 _ 2023

+ +..+ =
1+2 1+2+3 1+2+3+...+x 1012

< 5X+145=153+ X <= x=2.

Rezolvare: Gobej Adrian, Curtea de Arges

n(n+1)
2

, Vne N, ecuatia devine

Folosind suma standard 1+2+3+...+n=
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2 2 223 2 2 2 2023 1012
ot = = + +...+ = — fe—
2.3 34 7 x-(x+1) 1012  2-3 3.4 7 x-(x+1) 1012 1012
(1 111 1 1) 1011, U1 ?1 1011  x+1-2 1011
e ———— = |2 - = o
1012 2 x+1 2024 2(x+1) 2024

2 3 3 4 7 x x+1
o X=1_ 1011 . 9010% 1012 =1011x +1011=> x =1011+1012 = x = 2023.
x+1 1012

1 1 1
m 6| Aritati ca daci x, y sunt numere naturale nenule care respecti relatia —+— = ——, atunci

X y 2022
A= \/(% —337)(% —337] este numir natural. Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare:
Din 1+1: 1 xty__1 = Xy =2022(x+y) (*)

& =
X y 2022 xy 2022

folosind (*) s
cum (5—337j(y 337) X33y y)e337 = 2022 (6X+y)—337(x+y)+3372=
6 6 36 6 3% 6

=337 = A=+/337? =337 ¢N.

(G:1237|. Si se rezolve in NxN ecuatia: Ix + \/§+ XY = p° —1 unde p este un numir prim.

Rezolvare: Gheorghe Ghita, Buzau

Ecuatia se mai scrie </x + [y = p* —1—\/W|()2 = x+y+2xy = (p? —1)? - 2(p? ~DJxy +xy
2p° -\/Wz (P> =12 +xy—x—y= \/We N = Xy este patrat perfect. Fie
\/;+\/y:keN:>\/_:k—\/y:>X:k2+y—2k\/y:>\/yeN , adica y este patrat perfect.

Notim x =a?, y=b?, a,beNsiecuatiadevine a+b+ab+a= p? < (a+1D(b+1) = p?.1n
final obtinem solutiile S ={(0;(p* -1)*); (P —1* (p—1)*); ((p* —1)*;0), p prim}.

m Pentru un numir k € N* sa se calculeze diferenta k(k +1)(k +2)—(k-1Dk(k+1) si suma

Zk(k +1). Deduceti formula pentru suma pitratelor primelor n numere naturale nenule:
k=1

> N(n+1)(2n+1)
6
Rezolvare: Pentru orice numar k € N* avem

k(K +1)(K+2)— (k—DK(K+1) =k - (k +1)- (K +2—Kk +1) = 3k - (k +1) . Atunci, Zn:k(k +1)=

1P+224+3 +...4n , n>1. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

=%-Z3k(k +1) =%-Z[k(k +1)(k +2) — (k —Dk(k +1)]. Dand valori lui k de la 1 la n obtinem ca
k=1

k=1
valoarea sumei este Z k(k+1) =% -n(n+2)(n+2) . Altfel scris, avem
k=1

(12 +1) +(22 + 2)+ ot (n2 + n) _n(n+D(n+2) de unde putem deduce valoarea sumei din enunt.
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. Determinati aria trapezului ABCD cu laturile paralele AB si CD de lungimi 15 si 30 si
laturile AD si BC de lungimi 9 si 12.

Neculai Stanciu, Buzau
Solutie 1. Fie K mijlocul lui DC .Unim K cu A si B .Atunci AB = DK = KC =15. Din AB =DK i
AB paralel cu DK avem AD si BK sunt paralele si egale, deci BK =9. Din AB = KC si AB paralel
KC avem AK si BC sunt paralele si egale, deci AK =12. Atunci, trapezul este impartit in trei triunghiuri,
fiecare cu laturile de lungimi 9, 12 si 15. Un triunghi cu laturile 9, 12 si 15 este dreptunghic (92 +122 =15?)
si are aria 9—212 =54. Atunci, aria trapezului este 3-54 =162.
Solutie 2. Fie BF paralel cu AD cu F pe CD. Atunci ABFD este paralelogram cu BF = AD =9 si
DF = AB =15. Deoarece triunghiul BFC are lungimile laturilor 9, 12 si 15, din reciproca teoremei lui
Pitagora avem cd BFC este dreptunghic cu aria 54.
De asemenea, deoarece BF este mediani in triunghiul DBC , aria triunghiului DBF este tot 54 si este mai
departe egali cu aria lui ABD .

Aria(ABCD) = Aria(ABD) + Aria(BDK ) + Aria(BKC) = 3-54 =162 .

Solutia 3.Fie AM L. DC, BN L DC cu M si N pe CD .Notim AM =h si DM =x.

X2 +h? =81, NC =15- X, (15— X)? + h? =144 Rezulta x f_; si h= % . Obtinem

(30+15) 9-12
2 15
Solutia 4. Fie AP L DC, BQ L DC cu P si Qpe CD. Inliturim dreptunghiul ABPQ din trapez si
lipim triunghiurile ADP | respectiv BCQ pe linia AP respectiv BQ, astfel ci DC =15. Se obtine astfel
triunghiul DEC cu DE = DA =9 si CE = CB =12. Din reciproca teoremei lui Pitagora (9% +12% =15?)

triunghiul DEC este dreptunghic. Apoi sin(Z/EDC) = % :%de unde indltimea trapezului ABCD este

Aria(ABCD) = =162.

d(E, DC) = ED -sin(ZEDC) = 9% _ ? Rezult
Aria(ABCD) = 39+19) 9-4 4,

Solutia 5.Fie DA~ BC = {P}.Avem AB paralel cu CD, ZPAB = /PDC , ZPBA =_/PCD, de unde

triunghiurile PAB si PDC sunt asemenea cu raportul de aseminare % .Se obtine PA=9 si PB =12 Din

reciproca Teoremei lui Pitagora triunghiurile APB si  DPC  sunt dreptunghice cu

Aria(PDC) = % _ 216, respectiv Aria(PAB) = 9'_212 _54.

Aria(ABCD) = Aria(PDC) — Aria(PAB) =162.
Solutia 6. Fie DA ~BC = {P}.Avem AB paralel cu CD, AB linie mijlocie in APCD si mai departe se
continua ca in solutia 5.

G:1240| Tntr-un triunghi oarecare ABC ,iniltimea [AN], N e (BC)
se prelungeste cu [ND]=[AN] iar mediana| AM ], M e(BC)se prelungeste cu| ME]=[AM |.

Sa se arate ca :
a) Patrulaterul ABDM este un deltoid convex
b) Patulaterul BCED este trapez isoscel.
lonel Tudor, Célugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) Din enunt rezulta ca dreapta BC este mediatoarea segmentului [AD] . Atunci [AB] si [BD] sunt

segmente simetrice fatd de BC. Cum punctele B,N,M,C sunt coliniare , avem ca in patrulaterul convex
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ABDM, diagonala [BM | este axa de simetrie. Conform definitiei deltoidului convex (patrulaterul convex in
care una dintre diagonale este axa de simetrie), rezulta cd patrulaterul ABDM este deltoid convex.

b) [NM ] linie mijlocie in triunghiul ADE ( N, respectiv, M mijloace conform ipotezei) obtinem NM || DE si
cum [NM ] < BC = BC || DE, adica patrulaterul BCDE este trapez.

Din AN L BC si BC || DE = AD | DE = A ADE este dreptunghic.

Cum [DM ] este mediand inA ADE, avem MD =%= ME = AM (1). Tn triunghiul MAD isoscel cu

MN L AD —=[MN este si bisectoare, deci <tAMN = <DMN . Dar <tAMN = <«cCME ( opuse la varf).
Rezulta «BMD = <«DMB = <AMN = «<CME (2). Din (1), (2) si din faptul ca [BM ] = [CM ]rezulté
A BMD=A CME (L.U.L). De aici obtinem ca [BD]=[CE], deci trapezul BCED este isoscel.

Observatie: Patrulaterul concav ACDM avand diagonala [CM ] axd de simetrie, este un deltoid concav.

= Clasa a VIII-a

G:1241|. Fie ecuatia X° —xy +2x—3y=6.
a) Aratati ca ecuatia nu are solutii numere naturale;
b) Gasiti relatiile Tn numere intregi ale ecuatiei.
Rizvan Lupu, Roxana Vasile, Craiova
Rezolvare:

Scriem ecuatia de gradul doi in x: X* —(y —2)x—3y —6=0. Discriminantul
A=(y-2?+4@By+6)=(y+4)° +12=k* = k*—(y+4)’ =12= (k—y—4)(k+y+4)=12.Cumk
si y+4 au aceeasi paritate obtinem solutiile: (x;y) € {(—6; —6),(0;-2), (-4,-2),(-2; —6)} .

(G:1242|. Demonstrati ci

(X_y)2023 (X _2)2023 +(y_X)2023 (y_z)2023 +(Z _X)2023 (Z _y)2023 > O, VX’ y’ e R

Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare: Fara a diminua generalitatea problemei, presupunem X <y <Z.

y—-X=a=>0 a+B=z-X . ) .
Notam = Inegalitatea din enunt devine
zZ-y=B=0 —(0+B)=x-2

s _I:_(a 4 B)]zoza N 'Bzozs n (OL n B)zozs .[32023 >0
o [OL(OH- B)]2023 —((X-B)2023 + [(a +B) ' B]2023 S0

o o [(0( + [3)2023 — 62023} + (OL + B)2023 B >0, inegalitate evidenta.

>0

G:1243. Pentru a,b,c)0, vabc)3, calculati ! .\/abc+9 -6- /E . Adrian Stan, Buziu
Jabc -3 a

a

2
Rezolvare: 1 _\/abc+9_6. be 1 ( abc-3) _ 1
- Japbc-3 a Va abc-3 Ja Ja
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G:1244|. Descompuneti in factori numirul 454950, Aritati ci numirul m=1+674"% +674°% este
divizibil cu 454951

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Folosim criteriile de divizibilitate cu 2,5 , 9 si obtinem 454950 =2-3%.5.337, iar 337 este numar
prim.  674=2.337 si 2022=3-674 .Rezulta 674%2 =674%*"" i 6747 =674%"2
Cum 454950=2-3°.5%.337 =674-675=674°+674=  454951=674% + 674 +1.Notim
674=n= m=n>""?+n""" +1iar 454951 =n*+n+1 si trebuie si aritim ca m se divide cu N* +n+1.

Scriem succesiv: m:nz(ns"—1)+n(n3”—1)+(n2+n+1): [(ne’)n—1}(n2+n)+(n2+n+1):

=[n*=1)(n*+n)[ (") +(0°)" P +...4 0P +1]+ (N +n+1) =M, +(0°+n+1) = M

(n®-1) (n%+n+1) *

Deci m este divizibil cu n®> +n+1.

G:1245| Se consideri ecuatia X’ +10x* —80x—801=0. Aritati ci orice solutie reali a ecuatiei este
mai mica decit 9. Rezolvati ecuatia.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Ecuatia data este echivalenta cu X(x* —80)+10(x* —80) =1 < (x* —80)(x+10) =1 (*). Dacd x=9
ar fi solutie atunci prin inlocuire se obtine o contradictie, asadar, solutiile sunt mai mici decét 9.

1+
Din X® +10x? +9X —89X—9-89 = 0> (X+9) - (X? + X—89) =0 = x, = -9, xz,sz%@.

. Fie X,Y,Z € R nu toate egale astfel incat
X2+ Y2 + 2% = (pX+qy +rz)” + (X +ry + pz)* + (rx+ py +qz)°. Aritati ci daci p+q-+r =1 atunci
pg+qr+rp=0. Grigorie Dan, Craiova
Rezolvare:
Avem x>+ Y2 +2° =(p*+q° +r)(X° +y* +2°) + 2(pq +qr + rp)(Xy + yz + zX)
Se va obtine ca 2(pq+qr +rp)(X* +y* +z° —xy—yz—2x) =0
Cum x*+y° +2°—xy—yz-2x=0=x=y=2z=0= pq+qr+rp=0.

(G:1247|. Dacd x este un numir real, atunci aflati cea mai mica valoare pe care o poate lua expresia

2
E(x) = X 12023 Neculai Stanciu, Buziu
Vx? +2022
1 MA-MG
Rezolvare: Suntem tentati si scriem E(X) = —————+/x*+2022 > 2, deci minimul este 2;

Vx? +2022
numai ca egalitatea are loc numai cand

ﬁ = X2 +2022 = X2 :1—2022, fals!
X"+

Pentru a determina minimul expresiei date vom scrie:

1 1
E(X) = ——+ VX" +2022 = ——— + m/x* + 2022+ (1-m)v/x* +2022 0 < m <1
VX% +2022 VX% +2022

Folosin inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica obtinem

E(X) 2 2¢/m + (L—m}Wx? + 2022 > 2¢/m + (1—m)~/2022.

Aici, conditiile ca inegalitatile sa devina egalitati sunt
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1
= —mix*+2022 g 1 2023,2022

VX% +2022 =4 2022.Deci, MinE(x) = si se atinge cand
2 2022
X“=0 x=0
x=0.
5a 5b 5¢c

(5:1248. Demonstrati inegalitatea

* + >1 _
32b13) 3(a+2c) 32a+dp) PO

Neculai Stanciu, Buzau

2b+3c=x

Rezolvare: Rezolvand sistemul42C+3a =Y, obtinem solutiile:
2a+3b=1z

a- —6x+9y+4z b= 4X—6y+9z o= 99X +4y—62z _
35 35 35
Atunci, cu inegalitatea MG-MA avem:
a N b N c :i(—6x+9y+4z+4x—6y+92+9x+4y—6zj:
2b+3c 3a+2c 2a+3b 35 X y z

L agad Y2 XA 20 X0 Y s L i o7419) 2 3.

35 X y z X y z 35 5

G:1249. Demonstrati ci dacd a [-21,21],b €[-8,8], c €[-11], atunci:
(a+21)° +(b+8)* +(c+1)?* <2024.

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: ae[2121] = -21<a<21—=0<a+21<42;be[-88]=0<b+8<16;

ce[-11]]=0<c+1<2.Deci, a+21<42;b+8<16;c+1< 2, de unde:
(@a+21)° +(b+8)* +(c+1)* <42° +16° + 2% = 2024, c.ctd.

G:1250. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul

x> —y* =2022.2023"
{ys —x*=2022-2023"
Rezolvare: Din prima ecuatie se obtine iar din a doua y>0. Scazidnd cele doua ecuatii obtinem

eleve Viespescu Carina Maria , Zetu Caterina , Bucuresti

X =y’ +x'—y*=0sau  (x- y)(x4 XY XY A xy? Yy XY+ xyt + x3) =0 de unde
X =Y (expresia din paranteza este strict pozitiva ).

Cum X = y rezulta x*(x—1) =2022-2023".

Daci X>2023 x*(x—1)>2022-2023" . Daca x <2023 Xx*(x—1)<2022-2023"

Asadar X =Yy =2023

o a A . X < < a

(G:1251|. Determinati numerele reale X astfel incat expre&aT si fie numar intreg.
X —3X+
eleve Viespescu Carina, Militaru-Cismaru Gabriela, Craiova
Rezolvare:
. X .
Fie Z 315 k e Z = kx* —(3k +1)x +5k = 0 . Pentru k=0 rezultd x=0. Fie k # 0=
X*—3X+

3-420 3++20

A=(3k+1)" —20k? =—11k* +6k +1>0= ke ; N7 . Singura solutie este 0.
11 11
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9a? + 4b? 4a +9b% ab

G:1252. Considerim numerele a,b)0. Aritati ci are loc inegalitatea y—+
36 6ab 3
Constantin Nicolau, Curtea de Arges
Rezolvare:
. . (9a® b? ab) (2a 3b a b) (2a 3b
Inegalitatea este echivalenticu | —+——— |+| —+— | ) 2& | —=—= | +| —+— | )2
36 9 3 3b 2a 2 3 3b 2a

2

a b 2a 3b

Dar se stie ca (E—éj >0= (3b > j Y2. Nu are loc egalitatea deoarece ar rezulta cd b = 0 ceea ce
a

contrazice ipoteza.

2023 2023 2023 2023

G:1253. Fie X,,X,,...,X, € (~11); n>2 astfel incat ne N A % s
X2 X3 Xn Xl

a ) Pentru n =2024 dati exemple de astfel de numere
b ) Aratati cd n este numar natural divizibil cu 4.
Grigorie Dan Lucian, Lupu Rizvan, Craiova
Rezolvare: a ) Observam ca pentru
X =1 X, =X=X,==1L X =LX =X, =X =1 ..., X001 =1, Xp000 = Xp003 = X0ps = —1 se formeaza 502
grupe de cate 4 numere a caror suma este 0. De aici concluzia.
b ) Deoarece fiecare fractie are valoarea -1 sau 1 se obtine imediat cé n este par, adica N=2k, ke N.
2023, 2023 2023, 2023
X X X 2022 . - N .. .
Cum o I S 1= I N (xixz...xn) =1 si pe de alta parte avand k fractii egale cu -1 si
X2 X3 Xn Xl

k fractii egale cu 1. Din produsul anterior rezulta (—1)* -1 =1, de unde n= 4, |- numar natural.

(G:1254. Si se demonstreze inegalitatea
n+1 < 1 2 3 n n(n +5)

< + + +ot >, Vn>1.
2n+2) n+1-2 n+2-3 n+3-4 n+n-(n+1) 2(n+2)

Gheorghe Ghita, Buziu

k
. UL k < k kzzll n+1
Rezolvare: Se folosesc inegalitatile: > = = si
on+k(k+) =n+n(n+l) nnh+2) 2(n+2)

k  _(n-Dk+3

< , Vn,k>1.
n+kk+1) (n+2)°

G:1255. Tntr-o piramidi patrulateri regulati VABCD se dau AB = 4\/6 , indltimea piramidei VO = 8,
M, mijlocul lui VA, N, mijlocul lui VC. Aflati aria triunghiului

BMN. lon Stanescu, Buzau
Rezolvare:
Triunghiul A BMN este isoscel cu BM=BN, E mijlocul lui MN,

si a lui VO. A:M—l&fdeoarece MN = A2C 4\/§,

iar din triunghiul A OBE , BE=8.

G:1256|. in prisma triunghiulari regulati ABCA'B’C’ toate muchiile sunt congruente intre ele si se
noteazia cu M mijlocul muchiei A'B’". Si se calculeze valoarea sinusului unghiului C'BM.

Daca aria triunghiului C'BM este egald cu 2+/15 cm? si se afle aria laterald a prismei. Dumitru
Preoteasa, Giurgiu, Madailina Buliga, Bucuresti
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Rezolvare: Prisma fiind o prisma dreapta, avem BB’ L (A’BC’)=BB’ L C'M = BB’ (1). Dar C’'M
L A’B’ (2). Din (1) si (2) =C'M L (ABB’), adicd avem si C’'M L BM, deci triunghiul C’BM este

X3

dreptunghic, avand ipotenuza C’B. Notand cu x muchia prismei, obtinem: BC'=x~/2 , CM= ——

B
CM_xJ3 1 _ 3
CB 2 x/2 22°

x\/_x\/_ X215 x?:/15

Cum triunghiul C'BM este dreptunghic, atunci aria este PR > g Din egalitatea

2 \/E rezultd x?>= 16, adicd x=4 (cm). Aria laterald a prismei este egald cu 3-16= 48 (cm?).

Xvh o .
BMzT\/_ . In acest caz, sin(<C'BM)=

= Clasa a IX-a

L:1028|. Demonstrati cii nu existi numere rationale a si b astfel incat a” =2.
Oprescu Cristina Diana, Ploiesti

Rezolvare: Presupunem prin reducere la absurd ci existd numere rationale a si b astfel incat a° =2

r

Fie a=£,b=£,unde p,q,r,se?, q,s=0. Atunci, [Bjs =2|()S:>(£j =2°[g"=>p"'=2°q
q S q q

Astfel, observam ca pr este divizibil cu 2, ceea ce inseamna ca p trebuie s fie divizibil cu 2. Putem scrie

p = 2k, unde k este un numir intreg. fnlocuim p cu aceasta expresie: (2K )r =2°.q

Daci r este par, putem scrie r = 2m, unde m este un numir intreg. inlocuim r cu aceasti expresie:
2m ; 2
(2k)™ =2°-q*™  Putem scrie aceasta sub forma: (2”‘ -k”‘) =2°.9°"

Partea dreapta este divizibilda cu 2, dar partea stdngéd nu poate fi divizibila cu 2 deoarece reprezintd un patrat
perfect. Deci, reducerea la absurd este falsa, deci nu exista numere rationale a si b astfel incat a la puterea b sa
fie egal cu 2.

L:1029. Fie x,y,ze R, X,y,z ) 2023 astfel incat l—i—£+lzi. Sa se arate ca
X y z 2023
JX+Y+2 2x-2023+,]y—2023 ++/2-2023 . Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:
(Vx—2028 +[y-2023 + /2 - 2023 ( 1—@ Jy- 1—@ 1—@j <
z
1.C.B.S
< (X+y+2)- 1—2023+1—2023+1—2023 =(x+y+z)-(3—2023-ij=x+y+z.
X y 2023

L:1030. Fie &, a,€R, a #a, si a,cR. Daci ridicinile ecuatiei (X—a)(Xx—a,)=a sunt
b, b, R, sib #b, aflati ridicinile ecuatiei (x+b)(x+b,)=-a

Doina Calina, Mihaela Nascu, Craiova
Rezolvare:

Ecuatia din enunt cu solutiile b, b, se mai poate scrie X* — (&, +a,)x+a,a, —a=0. Din relatiile lui
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Viete, obtinem b +b, =a, +a,, b-b,=a,-a,—a. (*). Ecuatia (X+b)(Xx+b)=-a<
X? + (b, +b,)x+bb, +a =0si folosind relatiile (*) obtinem x* +(a, +a,)x+a,a, =0 <
(x+a,)(x+a,) =0 cu solutiile x, =—a,, X, =-4a,.

L:1031]. Fie f:R—> R, f(x)=2x*+x-1.Rezolvati inecuatia f (f(x))<0.

Lavinia Trincu, Monica Matei, Craiova
Rezolvare:

F(x) = (@x-D)(x+1) = F(f (X)) =(2F (x)-1)(f () +1)<0= f(x)e[—l;ﬂ 1< 2x2+x—1£% .
2x2+x>0

2X2+X—gﬁojxe{_%;o} Din X(2X+1)ZO:>XE(—OO;—%:|U[O;OO):A

_1_‘/1_3-_“‘/1_3}—5
4 -

Din 4X2+2X—3SOZ>X€{ 2

—1—@._1}{0.—1#1_3}
= NS

Rezulti Xe ANB =|:

2 4
L:1032| Fie a,, a,,....,a, € Rstrict pozitivecu & - a,-....-a, =1, (n>2). Aflati minimul expresiei
6 6 6

8

a a
E=a+a,+..+a,+ 2 ——

+

a'+l a‘+1 a’'+1
Constantina Prunaru, Luiza Cremeneanu, Craiova
6 6 2 2 2 4 2 2
a a +a,° —a a“(a”+1 a a 1
Rezolvare: Cum —+— = — ?1 = '(4' ) _ e =a’- T >a’—=, deoarece
a +1 a +1 a +1 a +1 a"+1 2
a’ 1 : 2 2 2 N
+—<-,va)0. Atunci, E=a +a,+...+a,+a " +a,"+..+a ——=
a"+1 2 2

1
n n 3n .. : =a,=...=4a,=1
nyaa,..a, +n{a’a,’..a,’ —S=nHn-o=—-. Minimul este atins pentru W= oo

IL:1033| a) Aritati ci nu existi functii f 1R — R astfel incat

fO)-f(y)+f(x+y)+x+y=0, VX, yeR,

b) Gasiti f :R — R astfel incat f(x)- f(y)+ f(X+y)=x+y+Xxy, VX, yeR,;

Gigi Zaharia, Doina Calina, Craiova

Rezolvare: Pentru x =y =0 obtinem f*(0)+ f(0)=0= f(0)=0sau f(0)=-1.
Daca f(0)=0, luam y =0 si obtinem f(X)=—X, care nuconvine ( Xy —x—y-+X+Yy=0, fals).
Daca f(0)=-1, luam y =0 si obtinem —f (x)+ f(X)+x=0=x=0, VxeR, fals.

b) Fie x =y = 0, atunci obtinem f*(0)+ f(0)=0= f(0)=0sau f(0)=-1.
Daca f (0) =0 seiay = 0 si se obtine functia f (x) =X. Daca f (0) =—1 se iay = 0 si se obtine

x=0, VxeR, ceea ce e fals. Deci, singura functie gasita este f(x)=X.

L:1034| Fie x,y,ze€ R astfel incatx+y+z=a six’+Yy®+2z°=a’. Demonstrati ci
X2023 + y2023 + 22023 — a~2023
Rezolvare:

Din formula (X +y + z)3 =x>+ Yy + 22 +3(x+ y)(y + 2)(y + X) si din ipotezd obtinem

Gobej Adrian, Curtea de Arges
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a’=a’+3(x+y)(y+2z)(x+2)= (x+Yy)(y+2)(x+2)=0= cel putin una dintre cele trei paranteze
este nula. Fie X+Yy=0=y=—X si din ipoteza avem si z =aatunci,

2023 2023 2023 2023
+y )

2023 2023 2023

= X% + (—x +a%” =0+a*® =a”. Analog si pentru celelalte cazuri.

. Fie 0(a <a,<...<a, n=3 cu a,a,, +a,a,_,+...+a,8 =n-1. Si se arate ci
a,+a;+..+a, =2n-1.

Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare: Din a, <a,<....<Qq si a,,=>a ,>....2a, ,aplicand inegalitatea lui Cebasev obtinem:
(a,+a;+...+8,) (8,  +a, , +...td ) = (N-1) (8,8, , + 38, , +...+3,3,)
U®+(a,—a,)U—(n-1)>=0 unde U =(a, +a, +....+4a, ) . Consideram functia

f:R—>R, f(x)=x"+(a—a )x—(n—1)7°care admite minimin x = & ;81 >0 iar
f(U)>0, U)0, f(n—l):(al—aﬂ)(n—l):u >n-1,c.ctd
1 .
m Fie Db, —+— ................. +—-,n e N, unde p- numar natural nenul. Sa se arate ca :
p P P
n k k—2
ZETl-p-bk+l , p#1iardacd p= 1atuncnzp +p """" +p+1_p_bk+1:n(n_+1)
ap -1 p P+ p* 4. +p+1 2
Constantin si Elena Ciobica, Falticeni, Suceava

Rezolvare:

11 1 |1
b, =—+—F+ +— =

p p p

b. p(p-1) p“ 1 pio1 & pttol YT &b,

Pentru p=1:>zk (k+1)= Zk 142+ +n=
+

L:1037. Daci * y,Z>0,XyZ=X+y+z+2 atunci si se arate cg Y tYZ+2X212

Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:

wz=x+y+z+2 o 1 1 1 _

X+1 y+1 z+1
1 1 1
x+1'y+1'z+1
1-a 1-b 1—cj_[b+c c+a a+bj

<:>(x,y,z)=( ,

Lema.

Dem. Facem substitutia (a,b,c):( j,a+b+C:l<:>

a b c a b ¢
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1-=
LHS =3 xy Zb+° cra_2ap2 43800 2808 1073 5 gug-1o- s
abc abc 1

27

Am folosit mai sus: Za =1, Zaz 2% abc < 2—17 . vezi

2
a —
Zazczs@=%§i1=a+b+cAMzGM3\3/abc = ach%.

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=Cc < X=y=2=2.
( Urmatoarele solutii sunt date de dl Titu Zvonaru, Cominesti:)

I. Folosind inegalitatea mediilor pentru patru numere obtinem:
(xvz)¥=(x+ v+ z+ 2)* = 256(2xyz), de unde rezultd cd x vz = &. Aplicand din nou inegalitatea

mediilor, avem
(xv+ vz +zx)? =27 (xvz)? = 27 x 64, deci xv + vz + zx = 12,

I1. Din conditia din enunt rezulta ca existd numerele reale pozitive @, &, ¢ astfel incat

b+ ctea eg+b c . . e .
x= — v = b JE= .:' Atunci inegalitatea dorita se scrie
b+clle+m e+ alla+ b o+ Db+ ¢
(bta)e+a@ (c+a)(a+d) (a+d)(b+e) .

b be (o}

al + b+t (a+b+ciiab+ be+ea) = 12abe,
care rezultd imediat cu inegalitatea mediilor.

1

1 1 . . ..
I11. Conditia din enunt este echivalenta cu 1 + e + 1 1. Cu inegalitatea mediilor

27
Obtinem: 1_m@x}rz+x+}r+z+x}r+}rz+zx226

= 2x+y+z)+xy+yz+zx =24 (1)
Folosind inegalitatea cunoscuta [ x + ¥ + z)t = 3(xy + ¥z + zx) i relatia (1), deducem ca
(x+v+zViP+6lx+v+zi=3xyv+vz+zx)+e6lx+v+z) =72

Sktytz+ia)xty+z-6)z0, decix +¥+z Z6 Rezulticixyz=x+y¥+z+a2=25

si cu inegalitatea mediilor * T ¥Z 1 2% = 14

L:1038| Aritati ci numirul 8-2°°% +15.3°"° .5 este divizibil cu 23.
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu

Rezolvare:

Cum 8-2%% 115.3°7% .51 =8.27% | 15.32%%9 .57 'y om arata mai general, prin inductie matematica
completd ci @, =8-2"" +15-3*" .5*" este divizibil cu 23.
a, =8+15=23:23.
Presupunem ca @, = (2" +3?™.5")i23 (*), pentru neN sisiaritim ci a_,,:23.
a _ 8 . 27n+7 +15 . 32n+2 . 54n+4 _ 27n+10 +32n+3 . 54n+5 _ 27 . 27n+3 + 32 . 54 . 32n+1 . 54n+l _

+1 - - -
~128.2™3 4 5625.35 .5 Din (¥) rezulta 27" = M, — 3" .5
a., :128-(M23 — 3. 54“+1)+ 5625-3°" .5 = M, +5497-3°"" .5 care este divizibil cu 23

deoarece 5497 =23-239. Deci a,,,:23=a,:23, VneN. Asadar, pentru n = 289, obtinem exercitiul
din enunt, a,4,:23.
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L:1039. Se consideri ecuatia 6x>—5mx°+(m”+3)x—m=0, meR. Determinati m si rezolvati

ecuatia astfel incét toate radacinile s fie reale. Aritati ci ecuatia nu poate avea toate riadicinile numere
ntregi.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Ecuatia data este echivalentd cu (3x—m)(2x> —mx+1) =0, (*) cu solutiile:

_m+ym*-8

xlzg, vme R; Xz’g_TERCU me(—oo;—Z«/E]U[Z\/E;OO)-DECi, X1, %, % € R

Evident, X = g € 7Z* deoarece m nu poate fi 0, deci m =3k, unde k eZ*.

In(*),avemsi x,, € Z daca 2x% —3kx+1=0unde x,k € Z*.Rezult3,
1

2X—3k+1=O:>—:3k—2X€Z:>XE{—].;].}.
X X

1
x =1 pentruk =1, deci m = 3, caz in care gasim X, =X, =1eZ dar X, =§§EZ;

. ) 1
x =-1 pentru k = -1, deci m = -3, caz in care gasim X, =X, =—1eZ dar X; = _E ¢z 7,

Deci, cele trei radacini ale ecuatiei date, nu pot fi toate numere intregi.

L:1040. Daci ABCD este un patrulater convex cu AD = \/g BC = % ,iar Oeste un punct interior
astfel incat OA L OB OC LOD OA=0B=1 OC=0D jtynci aflati oC

Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Fie OC =OD = x. Cu teorema cosinusului in  ABOC si ADOA deducem usor ca

1+x2 -5 _1+x2—5 1++/5

= , de unde rezulta X =

2X 2X

, adica numarul de aur.

L:1041|. Fie AABC incare AM - mediand, BD - bisectoare . Si se arate ci :

AM +BD = - L. AB+-27%€ AC. (a=BC,b=AC,c=AB)
2 2(a+c)

Constantin si Elena Ciobica, Falticeni, Suceava

Rezolvare: AM- mediana , atunci : AM = %(ﬁ + E) si BD — bisectoare :

= BD=—2 BA+—- BC=-—2 AB+—(AC-AB)=-AB+—_AC
a+c a+c a+c a+c a+c
~—~ on_ 1 — a+3c =
AM +BD=-=-AB+——"_.
2 2(a+c)

L:1042. Considerim un triunghi ABC cu A B,C e (OO ;1200] . Sa se arate ca

B A )

R

7. p2 b2 Emil C. Popa, Sibiu

Rezolvare: Evident, cel putin un unghi, de exemplu A e [600;1200], atunci sin A> ? si avem:

_besinA 43 J3 . (2b%c? 2c%a? 2a2b2j_\/§ i( 1 1 1 j

S >—min(bc,ca,ab)>-—min , , —min , ,
2 4 ( ) b2+c? ' ¢*+a’ a’+b? 2 b?+c? ' ¢c?+a’ a’+b?
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2 b2 2
. . c
L:1043| Si se arate cd in orice triunghi ABC are loc inegalitatea: — +— +— >3.
a mb mc
Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare:
2
a®> b* ¢ _1(a b c b+c a+c a+b
—t+t—+—2=| —+—+—| . Cum m, < ,m, < M <—=
m, m m 3{m m m 2 2
a .
—> si analoagele.
m

a2 b ¢ 1(a b c¢) 1(2a 2 2V 1 a b c V.49
—t—mt =2 —t—t+—| > + + =—-4. + + >—.—=3
m, m m 3{m m m 3\b+c a+c a+b 3 b+c a+c a+b 34

C

O rafinare dati de dl. Titu Zvonaru: Folosind formula pentru lungimea medianei, inegalitatea lui
Bergstrom si inegalitatea cunoscutd x¥ + vz + zx < x° + ¥° 4+ z°, obtinem

a’ N b? N c? _ dat N 4b* N 4c* -
mZ  omd m2  2a’h? +2alc? —a* 2a?b? + 2b%c? — bt 2alc? +2b%c? —ct T
4{a? + b° + ¢*)F 4{a? + b* + ¢*)?

= = =4
Walb? + e+ fa? ) —(a* + b* + ) 2(a®b? + bt + cfm? ) + (at + b+ et)

L:1044. Tntr-un triunghi arbitrar de laturi a,b,Cnotim cu m

inaltimii aferente laturii a, e.t.c . Presupunind ca laturile triunghiului verifici inegalitatea a>b>c,

m m m
demonstrati ca : h—b+12 h—a+h—° . Vasile Jigliu, Arad
b

a C

h, lungimile medianei , respectiv

a’’a

2 2 a2y2

o L . m b —c e s
Rezolvare: Notam cu S aria triunghiului .Cu formula cunoscuta —- =1+ % (care se verifica fara
a

dificultate cu formulele uzuale Tn triunghi ) obtinem :

m_§=1+ (aZ_CZ)Z _ (aZ_b2+b2_CZ)2 :l+ (a2_b2)2+(b2_C2)2+2(a2_b2)(b2_c2) _
h? 16S° 16S? 16S°
m;  m; m: m; 2 2, 2 2 2 1)
=-1+ 2 + H? +2 (hz —1)( e ) ey =x"+2°+2{(x*-1)(z° -1) -1
. m, m, m, . . . . g
unde , pentru usurinta , am notat X = o Y= ' Z= o Inegalitatea din enunt devine echivalenta cu :
a b c

Y>X+2-1< Y>> X +2°+1-2Xx—22+2xz , care, tinand cont de (1) , devine la randul ei echivalenta

o X2+ 2242 1) (22 -1) 12 X + 22 +1-2x— 22+ 2x2 = /(X* —1)(22 -1) > (x-1)(z-1) =
< (X+D)(z+) > (x-1)(z-2)

care este adevarata . Cum la ultimul pas de mai sus am simplificat ambii termeni cu (x-1)(z-1) , avem

egalitate mai sus cand x =1 sau y =1, deci in cazul triunghiului isoscel .

L:1045, Fie a,b,c)0 astfel incat abc=k®, k) 0. Sa se arate ¢i 3 2 +1b N J%wk
c a®"

Rezolvare: Gheorghe Ghita, Buzau
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a"+b" MaMe . \a"h" Ja'b \/ nbn \/ \/a bn \/b”cn \/C a
2o 2 Gl
:Jk?-z#+3\3/abc:\/k?-z +3k
/a3n—2 ,aSn—Z

Nota. Pentru n=4, k=2 rezulta problema 3997 din Crux Mathematicorum,Vol 40, No 10/2014.

1 :sf(

L:1046,. Demonstrati egalitatea: 2 sing+sin %n] .

sin® ™ sin? 2%
9
Vasile Mircea Popa, Sibiu
Rezolvare: Vom folosi relatia: sin3a =sin a(1+ 2cos 2a) precum si alte formule uzuale din
trigonometrie. Vom prelucra membrul stang al egalitatii din enuntul problemei, pana ajungem la membrul
drept.
2 2
1 1 (1+ 2C0829n) (1+ 20054;)
Avem: E = - = _
Lo ., 2T . o T . 5 2T
sin®— sin® — sin® — sin® ——
9 3 3
E:—(l+cos—+cos—j(cos—n— os%njzﬁ( os—+20052—j 2sin Zsin ~
sin ~
16 21 16 3 2
\/_ s— 1+2c0sZE |sin X = 22N2 \/_ . 3 .ginl —gcos L. Q)
3 3 9 T 9 9
sin—
9
2n 8 2
Mai trebuie sa aratim ca: 8 COS?TC = \;_ (2 sin— 9 +sin ?nj 2

Sau, echivalent: J§ cosZ—TE =25sin E+sin E J§ cosﬁ—sinﬁ =2 sinE
9 9 9 9 9 9

In membrul sting al acestei ultime egalitati vom utiliza metoda unghiului auxiliar. Avem

sinTc sinTc cosS 27T—sm 2m cos
2n "3 . .2m . 2nm 3 9 9 3
fcos——sm cos = —sin <t =
T 9 T
coS— COS§
(ﬂ: an
M3 g
= 2sin—

= Clasa a X-a

L:1047|. Fie p un numir prim. Determinati cel mai mare divizor comun al numerelor a=(p-1)~1 si
=((p-DHH1. Meda lacob, Craiova

Rezolvare: ~ Pentru p =2 rezultd a=b = 2 si (a;b)=2; Pentru p=3 rezulta a=b =3 si (a;b)=3.
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Fie p>5. Din teorema lui Willson, p|(p—1)!+1= a si cum a este numar compus ( a se divide cu p) si

a>5obtinem a|(a —1)!. (factorii lui a sunt mai mici decéat a-1).

Cum b=(a-1D41=ca+1 (avem (a-1)!=ca, ceN,c>2).Rezulti b—ca=1=(a;b) =1.
Asadar, pentru p>5, (a;b) =1.

. n n ._/n
L:1048. Determinati cel mai mic numér natural nenul n astfel incat i/; , i/g si 7\/; sa fie numere

rationale.
Ana Dumitru, Dan Grigorie, Craiova

Rezolvare: Cum n=3".5".7°, a,b,ceN, a trebuie si se dividi cu 5 si 7 iar a—1 sa se dividi cu 3.
Gasim a=2-5-7=70 iar a=5-7 =35nu convine deoarece 34 nu se divide cu 3.
Similar b se divide cu 3 si 4 iar b-1 cu 5. Gasimb =3-7=21 iar c se divide cu 3 si 5 si c-1 cu 7. Géasim

¢ =3-5=15. Numairul ciutat este n=37°.5%.7%,

L :1049|. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia 3/ x* +1++/X—1++/X—2 ) 5-x.

Eugenia Turcu, Carmen Terheci, Craiova
Rezolvare:

Fie f 2[2; OO) >R, f(X)=Ix*+1+/X=1++/X—2 +X care este strict cresctoare pe [2; OO) si pentru
x>22=f(xX)>f(2)= 39 +1+0+ 2)5, rezulti ci solutiile inecuatiei sunt toate numerele din [2; 00) :
L:1050. Fie f :[1;8] —>R, f(x)= (log2 X)2 -[(Iogz x—2)-(|og2 X—3)+ log, §} . Si se determine
X

valoarea lui x pentru care f sa aiba valoarea maxima. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:  Notam log, X =Yy =>0<y <3 deoarece 1< x<8. Functia f devine

f:yz[(y—Z)(y—3)+3—y]:y2-(3—y)2l Cum y(3_y)s%:> f =y2'(3—Y)2S]8-—é, VXG[].,S]
Max f=f—é©y=3—y:>y=g.:>x=J§

L:1051|. Fie ne N*, n>4. Si se determine numerele reale X,Y,Z € [1; OO) stiind ca

1 Xk+1+yk+l+zk+1
Ja, +3a, +4a, +...+1fa_, +n <n,unde a, = , k=Ln-1.

a, X<+ y*+ ¢

Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare: Evident, a, 21, Vk =1;n. Avem,

1 1 L : .
2<nja, , +——<{a, , + \]/_ <n —ﬁ—ﬁ/az —— ”:yan_l < 2, ultima inegalitate fiind
n N+ an—l

a

n-1
adeviratd deoarece \/a+§/g+....+”* a,, >Nn—2. Deci, n—\/a—i/g—....—“* a, =2=
. X +y*+7°
=a, =..= =1.Ding =1o——=1=x=y=z=1.
& =a, &y & X+Yy+2 y
L:1052. Rezolvati in R inecuatia: 4* —2-5°*(10". elev Bianca Negret, Craiova
(Y L (5Y (2 2 2
Rezolvare: Inecuatia data se scrie = -2- > (1. Notam S =y)0= y—-—— (1=y " -y-2(0
y

sau (Yy+1)(y—2)(0.Cum y+1)0=y-2(0= y<2:>(§j (2 adica x)log, 2.

5
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L:1053. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatiile:

X _4x4—8~x2+15 ) b) X =4x4—10~x2+8

a) X +4 - x> +3
Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
. ~ . . . 4 - X x*-8.x2+16 4 - X (X2 74)2
Rezolvare:  a) Evident x > 0. Inmultind cu 4 ecuatia, obtinem: > =4 =>——=4
X" +4 X" +4
4' X . 2 2 (X2*4)2 . -
Cum —; 2 <L VxeRsi (X —4) >0,VxeR=14 >1, VX € R se obtine ca:
X+
4-x x2-a)’
5 =1= 4( ‘ cu solutia comuna x = 2.
X“+4

b) Evident x > 0. Logaritméand in baza 4 ambii membri ai ecuatiei , obtinem:
log, x—log, (X* +3) = x" —10-x* +8=> log, x—log, (x* +3) = (x* +3)2 ~16-x*-1=
= log, X+16-X* +1=(x* +3)2 +log, (x*+3)= log, (4-x)+(4-x)" =log, (x* +3)+(xX’ +3)2 (®)
Functia f :(0, oo) —> R, f (y) =log, y+y? este strict crescitoare, deci injectiva.
Din relatia (®) se obtine 4-x = x* +3, ecuatie care are solutiile X =1x,=3.
x+€/§= 2
. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul y+§/_ =2
7+ 3/? =2

Matei Monica , Gigi Zaharia, Craiova
Rezolvare: Se analizeaza situatiile x(y si X)ysi se ajunge la contradictie, prin urmare x=y=z=t*=
t® +t—2=0cu solutia reald t=1, deci x=y=2z=1

. Determinati toate tripletele (x,y,z) de numere reale astfel incat:
Y2-x+415+y =42-y+415+2=42-2+415+x =3,
Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Avem 42— x =3-4/15+ Yy ,deunde x=2— (3—@)4 . Notim:

4
f(t)= 2—(3—4\/15+t) siobtinemca x = f(y),y = f(z),z= f(x).Deci, x=(f o f o f)(X) si
deoarece f este crescatoare — reiese ca punctul fix al functiei f o f o f este acelasi cu punctul fix al

functiei f . Prin urmare, trebuie sa rezolvam ecuatia X =2 — (3— Y15+ X)4 < (3 - Y15+ X)4 =2-X,de
unde notand x =t* —15 , obtinem (3—t)4 =17-t' o

ot —6t2 +27t% —54t+32=0 < (t-1)(t - 2)(t* -3t +16) = 0. Rezulti t, =1,t, = 2.

Obtinem x=y=z=15si x=y=z=-14.

L:1056|. S se arate ci in triunghiul AABC are loc relatia:

4 2 2
E(Ej SZ be sﬂ 3i2—6—R+4 . Marin Chirciu, Piteti
3\R m,m, 3Lr r

Rezolvare:
Inegalitatea din dreapta.

2 2.2 2.2
Folosindm: > p(p—a) ob'ginemZ[ be j <> bc :iz(b—cz

m,m, p(p-b)-p(p-c) p*“~(p-b)(p-c)
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1 p°(p°+2r°—12Rr)+r’(4R+r) p*(p’+2r*—12Rr)+r’(4R+r)

pz ) r2 pzrz

~ p2+2r2—12Rr+r(4R+r)GergseMRz+4Rr+3r2+2r2—12Rr+ r(AR+r)

r’ PP r? r(4R+r)’

R+r

_ 4R*-8Rr+5r° L R+r Euler AR —8Rr +5r° 1 _12R*-24Rr+16r* _

r? AR+r r 3 3r?

4(3R*—6Rr+4r*) 4(3rR* 6R

= > =—| 5 ——+4|.

3r 3Lr r

202 2(p?+2r°—=12Rr)+r*(4R+r
Am folosit mai sus: > be _P (p - ) ( )
(p-b)(p-c) r
Inegalitatea din stanga.
Folosind inegalitatea lui Panaitopol m, SE obtinem:
2
2_ 2,.2)2 4
z bc Pana;opolz bc _ 1 Zb“c“ Goldzstone 1 (16p r ) :E(EJ |
m,m, Rp Rp R*p* R*p* 3 3R
b c
bZC2 2Goldstone 16 2|"2 2

Am folosit mai sus: Zb“C4 > (Z:—) > % Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul

este echilateral.
L:1057|. Rezolvati ecuatia: Sin3x+2cos2x+3sinx+4=0
Popescu Delia, Craiova

Rezolvare: Notdam SinX=Yy e [—1;1] si folosind formulele pentru sin3x si cos2x se obtine ecuatia:
(y+1)(6—4y?) =0 cu solutiile y e {—1; i?} Se obtine X € {(—1)k+1 % +krlk e Z} .

sin*x+cos*x _ sin® x+cos® x
. . - 2 in2
L:1058. Rezolvati ecuatia 4 4c0s” 2x +sIn” 2X .

Dobrica Ginela , Bechet
Rezolvare:

i . 3 . . . 3 .
sin® x+cos® x = (sm2 X +cos’ x) —3sin’ xcos® x(sin® x +cos* X) =1—3sin® x cos® X :1—Zs,|n2 2X =

N H
_A4=3sin"2x. Cum 4cos® 2x+sin® = 4(1—sin2 2x)+sin2 2x =4-3sin® 2x obtinem

sin® x + cos® x 1

2 S 2oy A4 . ) i . . 2 )
4cos” 2x+sIn“2X 4 gj ecuatia devine sin* x+cos* x =1sau (Sln2x+cos2 x) —2sin®*xcos®* x =1
.o -2 2 -2 - kﬂ
adicd Sin“ xcos” X =0de unde sin“2x=0 sau sin2x=0=ce 7/keZ

L:1059. Fiea > 0,a =1.Rezolvati ecuatia X>"°%* < ax”.

lacob Meda, Vlad Carmen, Craiova
Rezolvare: Evident x>0.
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Fie a(0,1) si logaritmand in baza aavem (3+log, x)log, x > 2+ 2log, x sau notand log, x =t
3t+t? >2+2tadica t’ +t—2>0 & te(—0,—-2)U(L»).

_ 1 .
Daci t<-2=>log, x<log, a™ >X>—5 iar dacd t >1=log, x>1=log,a=> x<a.

Asadar, x €(0,a) u(iz,ooj pentru a€(0,1).
a
Daca a >1 procedand analog rezulta (3+ log, X) log, x <2+ 2log, X sau notand
Iogax:t:>t2+t—2<0:>te(—2,1):>—2< log ,x<1=a? < x<aadici XE(%,aj pentru a>1
a

. Fie a)l si functia f :R — R care verifica proprietatea
f@)+f(@)+f@)+f(@*)=1f(%, vxeR. Verificati daci functia f este injectiva.
Constantin Nicolau, Curtea de Arges
Rezolvare: Se dau valorile 0 si 1 lui x si se obtine ca f(a) = f(a'°).

Daca f ar fi injectiva, atunci obtinem a =a'. Deci a=1, ceea ce contrazice enuntul. Functia nu este injectiva

L:1061. S se rezolve in multimea N\{0;1;2}, ecuatia tg® 7 ig? 7
2(n-1) 2(n-1)

lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu

Rezolvare:
: 2k +1 . . .
Deoarece nu se defineste tg % , impunem si conditia N—-1#5=n=#6si cautam
ne{3,4,57,8,9....} care verificd ecuatia. Dar pentru n € {3,4,5} ecuatia nu are solutii deoarece
: . : 2
prin inlocuire obtinem tg? 2 +tg? ST oy 6, tg* +th Sz 2, 8, tg? —+th % _ 610,
4 4 6 3 8
3) . . X 1-cosx
Pentru n=7 = tg* +th T _14=2.Tse obtine solutia unica. S-a folosit formula tg — = —
12 12 1+cosx
Se aratd cd pentru N >7 = 0( dd o7 (— iar functia f (x) =tg® i +1g° o7 este strict
2(n-1) 2(n 1) 2 2(n-1) 2(n-1)
3 T A . V4 S : y .
descrescatoare pe | 0;— | Tntrucét functiile n — , N — ————, sunt strict descrescatoare iar
2 2(n-1) 2(n-1)
, T , brx ) 5 . .
—1g , N —>1g° ————, sunt strict descrescitoare. Cum functia g(n)=2n este strict
2(n-1) 2(n-1)
crescatoare , ecuatia T (n)=g(n) , are cel mult o solutie N>7. Am gasit n =7 solutie, care este si unica.

|1+\/§ |1+\/§ |1+\/§
g 2 g 2 g 2

b= , C=
—log, 2 log,3-1 2log, 3—-2log, 2
lonel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

L:1062|. Si se rezolve ecuatia X* —X° =x°, unde a =

Rezolvare:  Se impune conditia X > 0. O solutie evidenta este x = 0.
Fie X)0. Ecuatia dat este echivalentd cu Xx*° —x"° =1 si se calculeaza

| 1+J§ Igl+\/§

9o v
2

sib-c=- , deci b—c=—(a—c)si ecuatia datd devine

— =1. Cunotatia y =X*"°)0 rezolvim ecuatia y* —y—1=0si obtinem solutiile
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1+\/§
2

+
Yis = _TS . Convine doar y = =1,618... ( numarul de aur), asadar, din

1+\/—
o 1445
X =lgx= =2=X,=100.
2 +[
2

= Clasa a XI-a

L:1063| Fie n>2,neN si a;,a,,....,a, numere reale astfel incat x* + x** +...+x* >n-x", vx)0.
Aritaticd @, +a, +...+a,=n. Dorina Goiceanu, Elena Alexie, Craiova

Rezolvare:
Fie f:(0;0) >R, f(x)=x*+x® +. .. +x* —nx*.Cum f(x)> f(1), vx)0=> x, =1este punct

de minim, asadar, f(1)=0.Din f'(x)=> x*(a Inx+a,)-nx"(Inx+1)= a +a,+...+a,—n=0

k1
adica a, +a, +...+a,=n.
L:1064 Fie x,yeR si ABCeM,(R) care comuti fintre ele astfel incat
det(A2 — XAB — xyBC + 2yAC + x°B? + yZCZ):O ,atunci det(A+xB+ yC)=3det(a—xB+yC).
Gheorghe Ghiti, Buzau
2

R —3
Rezolvare: Fie ¢ = ce==¢ =1, &2+& =-1.

Se aratd ca A* — XAB —XxyBC + 2yAC + x*B* + y°C* = (5A+ xeB + ng)-(EA+ XeB + yZC) =

det(A2 — XAB — xyBC +2yAC + x*B® + y2C det(gA+ xeB + ng) det(5A+ xeB + ng) =

‘det gA+ xeB + ng)‘ =0= det(gA+ xeB + ng) 0, rezulta

detL_lﬂf A+_1_I\/_XB+_1+I\/_ yCJ:0:> det[ i3 j

5 5 5 (-A-xB- yC)+—(A xB + yC)

Mai departe se foloseste proprietatea: “Daca X,Y € M, (]R) = Re[det(X + iY)] =det X —detY ~si se

obtine cerinta problemei.

L:1065. Fie Ae M,(C) cu det(A) =—2. Aritati ci det(A* —21,) +det(A’ — A+21,) =14.
Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:

Fie f,(x)=det(A—xl,)=x*—(TrA)x+det A= x*—tx—2, polinomul caracteristic al matricei A,
unde am notat TrA = t. Din teorema Hamilton — Cayley, rezulti: A*>—tA—2l,=0,.(1). De aici,
obtinem A*—2l, =t- A= det(A’ —2I,) = det(tA) =t*>-det A=-2t>. (2).

Din (1) rezulta

A= A+21, =(t-1)A+4l, :(t—l)(A—%lzj: det(A?— A+21,) = (t-1)* .det(A—%lzj:
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2
(t-1)°- f( j (t-1)? ut 41] ~t- ﬁ—zJ 16+4t2 — 4t —2t> +4t—2.

Rezult ca det( A’ — A+21,)=2t"+14, (3). Prin adunarea relatiilor (2) si (3) obtinem
det(A® —21,) +det( A*— A+21, ) =-2t° + 2t* +14 =14,

L:1066|. Fie A BeM,(C), astfel incat Tr(AB) =Tr(AB)’. Si se arate ci egalitatea (AB)“ =1, este
imposibili, unde kK e N*,

Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:

Din relatia lui Hamilton — Cayley pentru matricea AB, (AB)” —Tr(AB)-(AB)+det(AB)-1, =0,
egaland urmele obtinem:

) (TrAB)* —Tr(AB)?

Tr((AB)* ~Tr(AB)-(AB)+det(AB)-1,)=Tr(0O,) <> det(AB) = > =0, deoarece

Tr(AB) =Tr(AB)? =0. Trecand la determinant in relatia din enunt avem:
det(AB)* =det(l,) < [det(AB)]" =1 contradictic cu faptul ca det(AB) =0.

9 11
L:1067|. Sa se compare numerele a = (%j si b= (éj

11
lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu
Rezolvare:
11

9
1 s 1 =
Aritim ci al = (1+Ejlo< b1 — (1+10j1 , prin urmare, a(b.
9 11
Fie f,9:(0;00) > (0;00), f(x)= (1+x) g(x)=Inf(x) =

X—1+x)In(1+ x)
X (L+X)

In((1+ X)
=

Functia g este derivabili si are derivata g' (X) = <0, Vx>0 deoarece functia

de la numarator h(x) = x— 1+ Xx)In(1+x) <0, ¥x>0.
Se calculeza h' (X) <0=>h descrescitoare deci, h(x) <h(0), Vx>0, asadar, functia g(x) este o functie
descrescitoare pe [0; oo) .Cum X # 0= h este strict descrescatoare pe (0; oo) iar functia f (x)=e%este

1 1
strict descrescitoare pe (0; ) Cum ]]:—0<% (10j(f ( OJ = al%(b® = a(b.

1 1
Altfel, se poate folosi inegalitatea lui Bernoulli si se aratd ca a® ( 2 ( b'°.

o . - 4 .
L:1068. Determinati o solutie rationald a ecuatiei 36"—9*—4":§~x. Aritati ci ecuatia

4 L .
36"-In36-9*-In9—-4"-In4 = 3 X are o singuri solutie reald, care apartine intervalului (0,1).

lonel Tudor, Calugareni ,Giurgiu
1 4
Rezolvare: Se gaseste cd X = —3 € Q verifica ecuatia. Pentru ecuatia36™-In36—-9"-IN9—-4-In4 = 3 X

scrisd sub forma 1 -In9+ 1 -In4+ﬂ- 1 = In 36 fi asociem functia
4 9 3 136
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f:R> (O;oo), f(x)= (EJ -In 9+(£J -In 4+ﬂ(i) care este strict descrescatoare.
4 9 3 136

Se calculeaza f(0)=In 36+£> In36si f(1)= lln9+lln4+i-i de unde

3 4 9 3 36
In36— f (1))0= f(2){In36, deci In36— f (1))0= f (L)(In36( f (0). Cum f este continua si are
proprietatea lui Darboux pe (0;1) rezultd ca existd un X, € (0;1) cu f(x,) =In36 & ( f (1); f (0)). Deoarece

functia este strict descrescatoare, este si functie injectiva atunci avem unicitatea solutiei X, € (0;1) ,

X, =0,1469.

L:1069. Daca (a”)"zo, (b”)“zosunt doua siruri de numere reale cu termeni pozitivi definite de

a, =b,=1 8, =28, +b, bn+1:(n2+n+1)an+bn’ a, =h, =1

si de recurentele ~"* , Vn>1, atunci

calculati Iimn\/ b, -b, -...-b, : D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
=\ (na,)-(na,)-...-(na,)

o § b=a.,-a .b.=a_-a
Rezolvare: Din primarecurentiavem " ™l "0 g “nd T2 Tl care inlocuite Tn a doua

~a ,=("*+n+a +a,,-a, ©<a,=2a,+nn+)a

9 a
recurent ne conduce la ~"+2 N’ (1), unde

a0:1§ia1:b0:1 a, =2,a, =6, G a; =120

. Din (1) rezulta a, =24

a,=n : o . a,=n .a  =(n-1
n .Vom confirma aceasta prin inductie matematica. Presupunem ca " si 1 ( )

,=2a,+(n-Dna,, =2n4(n-Yn(n-1)!=

, ceea ce ne sugereaza faptul ca

. Din (1)
an

+

obtinem =2nH+(n-Hnl=(n—-1+2)n!=(n+1)!.

a,=n"b =a, -a =n+Y)tn=n-nl=na

Deoarece " N avem

bbb, (L) (2:3,) .(n-a,)
a,-a, .-a, a,-a,..-a,

=nl=a,, atunci

. b, -b,-...-b . Ynl 1
limy : =lim ==.
n>>\(na,)-(na,)-..-(na,) "= n e

. 1-
L:1070. Fief:R—)[0,00)O functie continud cu proprietatea c¢i liMm————==

x—0 X2

1— £ (x) 3/ f (3%)3/f (3x)..2  (nx) 7

oriceneN". Aritati ci Iim(lim
n—w| x—0 X 8

Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:
o 1-f(nx) 1 _ 0 . .
Din lim=———= ==, avem nedeterminare de forma—, deci in mod necesar f (0) =1.
x—=0 X n 0

Se aratd prin inductie matematica:

P(n):“ml—f(x){‘/f(3x)§/f(5x)...2ntyf((2n+l)x) 1 1 1 neN

=+ +—+..+
38 7 (2n+1)

x—0

—

avemP(2): lim =) _1 vegifim 2= (™)
x—0 X x—0 X

Demonstram P(k) = P(k +1),k eN".

=1, pentrun=1.
n
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()3T (3)3/F (5)-. 2 F (2K +1)x)

°(1):lim— 2
_ f(3x)3/f .2'<+«3/f 2k+3)x) 1 1 1
P(k+1): legg \/ \/ :1+3—2+¥+...+(2k+3)z.
3f(3x)3f 5x L 2k3 f 2k+3 3f(3x)3 f(5x)..2< f ((2k +1)x
iy = OB 1 BT T
(x)3/f (3x ,S/f 5X). Zkt# 2k+1 (1 2k+«3/f 2k +3)x )) 11 1
+Iim ==l+S+5+..+ >+
X—0 ¥ 5 (2k+1)
f (x)g/f (3x)§/f (5x)..2 f ((Zk +1)X) (1—2kt3/f ((2k +3)x)) "
+lim 5 =
x—0 X
@

+—=+..+ + ,
3 5 (2k+1) (2k+3)

()3T @ (Ex).2ff (2ri)x) [L-aqfT (2k+3)x))

unde (1 Iim ,
a3 x* (2k +3)°

care rezultd prin amplificare cu conjugata expresiei (1— 2k+43/ f ((2k + 3) X)) si

i X)3/ £ (3%)3/f (5x)..24/ f ((2k +1)x) 01 1
im = ,
0L 2y f ((2k +3)x) +2043 £2((2k +3)x)+...+2k+\3/f2"+2((2k +3)Xx) 2k +3

-f((2k+3)x) 1

iar lim

K0 x2 ~2k+3°
f(3x)35/f L2 f 2n+1 X 2

Folosind:lim \/ \/ ) ):1+i2+i2+m+ 1 ==

e 3 5 (2n+1)° 8
obtinem:

1-f 3f(3x)5/f(3x)..2mY f 2
lim| lim () ( X)\/z (3%) (™) ] _ i W S
int G X e (2n+1) 8

L:1071. Daca N>1 este un numir natural, atunci demonstrati ci existi c < (0,1) astfel

2 n-1
Tncat |:% + c +..+ ¢ J =0, unde am notat cu [x] partea intreagi a numirului real x.
n J—
Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Consideram functia f : (0,1) »> R,

W2 N y 1) x2
f(x)= + tot—————— 1= |—.
1.2.3 2-3-4 (n=Dn(n+1) n)?2
2 3 n
X 1 o e . .
Deoarece f'(X)=—+—+...+ —(1——)-X verificd conditiile teoremei lui Rolle rezulti ca
1.2 2.3 (n=Dn n

2 -1
: - . C c 1 c ¢ ¢
existd ¢ e (0,1) astfel incat f”(c) =0, adica I 5 T 1= E =|—+—+..+ =0
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= Clasa a XII-a

4
In x
L:1072|. Sa se calculeze integrala 1= J —adx.
2

X +4-X+8

Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

Rezolvare:
: I 8 8 8 . -
FoI03|msubst|tug|at:—:>X:¥:dX:—t—2dt.Cand X=2=t=4sicand x=4=>t=2.
X
Rezulta
4
I_J‘ Inx J' In8—|nt -(—%)dt J‘ In8— 2| J‘ : t— ] —
X +4-X+8 " t 8+4-t+t t°+4-t+8
— +4 +8
t
4
I =1-In8-j;2dx:> | = In8 S arcthL2 = =3'Inz-arctgl
2 > (x+2) +22 2 2 2 |, 7

L:1073| Sa se determine functia f : IR, *— R care verifica conditiile:
a) f(x)-F(4—x)=x-6; b) f(2) =1, unde F este o primitivi a lui f pe R *.

Adrian Stan, Stefan Pirlog, Buzau
Rezolvare:

Facem Tnlocuirea, X — 4 —X rezultand f(4—Xx)-F(X) =—x—2;
Din (F(x)-F(4—x))I =F'(X)-F@-x)+F(X)-F'(4-x)= f(X)-F(4-x)+F(x)-(-f(4-x)) =
=X—6—F(X)- f(4—X)=X—6+Xx+2=2x-4=

I:(X)-F(4—x)=J.(2x—4)dx=x2—4x+(3. Dar, F(4—X)=—— _6 F(x)- ——x —4x+C =
0 f(x)

f(x) X—6

=— ,(*). Cum f(2) =1, dina)rezulta ca f(2)-F(2)=—4—= F(2)=—4. Atunci, din
F(x) x°—-4x+C,
(*) rezultd din F(Z):@:—4:—_4+C1:C1:20. Din (*) rezulta

L 2x—4)-4

Floo  x=6 &4~ !

= In|F(x)|== In‘x —4x+20‘ Imdx

= In|F(x)|:In\/xz—4x+20—4-%-arctg%+c2 = DinF(2)=-4,C, = In4—%|nl6:0.

arc x2 2 _
A, = In[F (| In 35 x5 20 - Ine™®'s —jp VX =4x+20

F(x) x2—4x+20 Xx?—4x+20

eEiI’Ctgxf;2 ’
[ / 2 , 2
|F(x )FLJFZ = F(x)= L):J;ZO Cum f(2)=1se ia F(X):——X 4)X(J2r20 si
e retg—— 7 ea"Cth earcth
2
atunci,  (x) — (x—6)-F(x) _ (X—6)-(_\/x —4x+20) _ —(x—6)

x—2 ’

2— arci E arctg——
X" —4x+20 (x* —4x+20)-e 7 Ix2—ax+20." %
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L:1074] Se consideri functia f, :[n+0) > R; f, (x) = Jn+v2nx—n? +n—+2nx—n?;vn>1.
2n
Aratati cii: | f, (x)dx = @ 3v3-1)

6
Demonstrati ci jg(x)dx = \/E(Q—ﬁ),unde g(x) = \/x+ V6X—9 + \/x—
3

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni, Suceava
Rezolvare:

2nx+2n 2nx n2 2nX — 2n 2nx n’
f(x)=

\/(\/ZnX—nz -|-n)Z \/(\/an n® ‘\/2nX—n2 +n +‘\/2nx—n2 —n‘
= + =
2n Jon
v2nx—n?+n>2n>0
v2nx—n? —=n>0

X>Nn=2nx>2n%? = 2nx—n? >n? = /2nx—n? zn:{

[ 2
:f(x)zm#_r‘:\Mx—Zn
14/(4x- 2n)
43

2
Observam ca g(X) = f,(x) =>n=3= jg(x)dx :%(3@ —1)

Tf(x)dx:z'[n«/4x—2ndx: \/_(3\/_ )

L:1075|. Si se demonstreze ci polinomul P(X)=(X —1)*(X —6)* +1 nu se poate descompune intr-un

produs de doui polinoame cu coeficienti numere Tntregi.
Radu Diaconu, Sibiu

Rezolvare: Evident P(X))0, VxR ,deci P(x) nu are rddacini reale, prin urmare nu se poate scrie ca

produsul dintre un polinom de gradul intéi si unul de gradul trei. Presupunem prin absurd ca P(x) se poate
scrie ca produsul a doud polinoame de gradul doi cu coeficienti intregi.

Din  P(X)=(X?-2x+1)-(X*-12x+36) +1=(x*+ px+q)(X* +rs+s), p,q,r,s<Z obtinem prin

metoda identificarii, sistemul p+r=-14; pr+s+q==61 ps+qr=-84; gs=37 de unde scoatem ca
p+r=-14 (p+r=-14

pr=23 {pr =99

conduc la solutii numere intregi, prin urmare, P(x) nu se poate scrie ca un produs de doud polinoame cu
coeficientiin Z .

q+Se{—38;38} si mai departe rezolvam sistemele { , Sisteme care nu ne

L:1076| Si se arate ¢ daca intr-un inel A avem x** =x, VX e A atunci:

a) X*=X, VxeA; b)inelul A este comutativ. Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:
a) Fie x=-1. Atunci, 1+1=0 si 2x=x+x= x(1+1)=0, pentru orice x din A. Analog X+x+x = X sau

0, n par
3x=x.Rezulta VneZ, xe A= nx= ) .
X, N impar

Din x* =x= (x+1)* = x+1:>[(x+1)2]12 =X+1= (X*+2x+1)"? = x+1:>[(x2 +1)2]6 =x+1
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Contintand rationamentul obtinem: x'° = x® ‘-Xs =>x"=x*=x=x=x"=x"sidin X’ =x=
x* =X, VxeA.

b) Fie X,y € A. Din a) rezulti X* =X = (X+Y)’ =X+y=
X+Y=X+Y)X+Y) =X+ XY+ YX+ Y2 =X+ XY+ YX+Y. Xy =—yX=yX=>Xy =YX, VX,yeA

3
L:1077|. Fie matricea A(a) =£
2

Determinati multimea M. Rezolvatiin M, (Z,) ecuatia AD)- X -AQB) = ABG) .
lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu

A

1]6 MZ(Ze)gi multimea M :{anG‘A(a) este inversabild}.
a

Rezolvare:
Matricea A(Q) este inversabild daca si numai dacd det A(a) =3-a—2=3-a+4 este element

inversabil in Z, = {ﬁ,i 2; ?3; 4; %} . Dar X € Z este inversabil dacd si numai daca x este prim cu 6 , deci
det A(a) este inversabil doar daca det A(a) € {i, é} . Din3-a+4=1=ac {i, 3 é} :

Matricea A(a) este inversabild daca A(a) € {A(i), A(CA’:); A(é)} :

A A

AD){AQ- X -AQ) = AB)| A Q)= X = A(1)- A(5)- A™(3). Obtinem X :[5 5} eM,(Z,)

4 3
solutia unica a ecuatiei date.

L:1078| Se consideri ecuatia 4x* —8(m+1)x+4m”+8m+5=0, meR. Aritati ci pentru orice m

real , ecuatia nu are toate radacinile reale. Aflati radacinile reale ale ecuatiei.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Daci ecuatia ar avea toate ridacinile reale, atunci X* +X,* +x,* +x,* >0, VmeR

Dar, din4x,* —8(m+1)x +4m”+8m+5=0, k =14 rezulta
4 4

43 x4, =8(m+1)>_ x, - 4(4m2 +8m+ 5) =-1-(2m+2)*(0, Yme R, deci ecuatia nu are toate
k=t k=1

radacinile reale.
Pentru a determina solutiile scriem ecuatia echivalenta (2x* —1)*+(2x —2m—2)* =0 cu solutiile reale

.. 3

ig. Obtinem: meR\{—l — —1+—}:x1 Xy, X3, X, € C\R.

2 2 Jz 2

m:—1+7:>X1:X2:7;X3’4€C\R; m:—1—7:>X1:X2:—7;X314€C\R.

L:1079. Fie functia f : [a; b] — R, a(b continui pe [a; b] . Sil se arate cii existi C € (a;b)astfel incat

a j f (x)dx+b j f (x)dx =c(a+b-2c) f (c). Gheorghe Ghiti, Buzau
b a
. . - X—a X=b
Rezolvare: Se aplica teorema lui Rolle functiei g : [a b] ->R, g(x)=—— f (Hdt + f (t)dt
X

cu g(a)=g(b)=0. Rezulta ci existd C e (a; b) astfel incat g' (c) =0si cum

g'(x) = %J.X f (t)dt +x;a f(x) +£2IX f (t)dt +x;a f (x), atunci prin inlocuire se obtine cerinta.
X© Jb X X“ Ja X
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“Nu e vorba de cat de destept sunt eu, ci de faptul ca am
mai multi ribdare in rezolvarea problemelor”. |

Albert Einstein |

(1879 - 1955) |

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

. O gradind dreptunghiulard de marimi 100m si 50 m este cultivatd cu trei culturi
reprezentand 25%, 35% , respectiv 40% din suprafata ei. Poate avea parcela mai mare 2024 m? ? n
cate moduri se pot roti cele trei culturi ?
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
. Un balaur are 2023 de capete. Un cavaler cu puteri demne de un joc pe calculator reuseste
si taie cu o lovitura a sabiei 21, 24 sau 25 de capete. In fiecare caz, balaurului ii cresc la loc 18, 27,
respectiv 23 de capete. Este posibil ca balaurul sa fie omorat de catre cavaler (prin doborarea tuturor
capetelor)?
Gobej Adrian, Curtea de Arges
. Aratati cd niciunul dintre numerele 2241 2°+1 2°+1,........ ,2?" +1 unde neN* nu este

patrat perfect. Alina Tigae, Cornelia Neacsu, Craiova

G:1260|. Fie n>2,neN. Aratati ca daca unul din numerele 4" —1sau 4" +1 este prim , celalalt este
numar compus. Olivia Bercea, Craiova

G:1261]. Cate numere naturale abc exist stiind ca abc-ac este un patrat perfect?
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1262|. Determinati numerele naturale xy astfel incat x2 +4x =5y.

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
G:1263. Determinati numarul a de forma a =99...988000...037 care are suma cifrelor 2024 (n>3)
—_— ——

n n

lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
. Sa se arate ca:
a) Numarul 50 se scrie ca suma a trei patrate perfecte.
b) Numarul 200 poate fi scris ca suma a patru patrate perfecte.
¢) Numarul 10000 se poate scrie ca suma a doudsprezece patrate perfecte.
lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu

= Clasa a VI-a


http://autori.citatepedia.ro/de.php?a=Albert+Einstein
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G:1265. Aflati x din proportia é:i,unde A=l+i+i+...+i.
2 45 3 15 35 1935

Ion Stianescu, Smeeni, Buzau

G:1266. Se considera doua aliaje de aur si cupru. Unul are titlul 0,750 si altul are titlul 0,333. Ce
cantitate din fiecare aliaj trebuie amestecata pentru a obtine 1 kg de aliaj cu titlul de 0,583 ?

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
< ) . 2023
G:1267|. a) Sa se scrie fractia
2024

, 1 2 3 n ) .
b) Sa se scrie 2024=—+—+—+...+— cu n>2024 iar a,a,,a;,...,a, €Q,".
a a & a,
1 2 3 2024 L
1.2 1.2-.3 1.2.3.4 7 1-2-3-...-2024-2025 '2°%*"
Adrian Stan, Buzau

ca suma de cel putin 2023 fractii distincte.

C) Sa se arate ca

intreaga. Simona Chiritia, Gigi Zaharia, Craiova

G:1269. a) Aratati ci existd o infinitate de numere naturale n astfel tncat n+2024 divide N'!.

b) Aritati ¢4 existd o infinitate de numere naturale n astfel incat n +2024 nu se divide N
n'=1.2-...-n,0!'=1. Mihaela Daianu , Simona Chirita, Craiova
G:1270|. Se considerd numere naturale a, b si ¢, unde a=15n+24, b=3n+5, ¢=12n+19. Sa se arate ca

[b, a] - [b, C] este un patrat perfect. Prin [x, y] am notat cel mai mic multiplu comun al lui x si y.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Médalina Buliga, Bucuresti
G:1271]. a) Aratati cd numirul n = 7778% — 2223 este divizibil cu 73.
b) Aflati numarul divizorilor naturali proprii ai numarului n.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:1272| Stiind cd numarul 2024" +1012, ne N, n>2 se poate scrie ca suma a 2024 numere naturale
consecutive, aflati ultimul termen al sumei. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

= Clasa a VII-a

G:1273. Determinati numerele naturale ab stiind ca ab?® +4ab—3b? +4a—12b = 48.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1274| Stiind ca 1 (y (2 si x—y =1 sa se calculeze valoarea expresiei
E:\/x2—4y+\/y2—2x—2y+6. Adrian Stan, Buziu

G:1275| Determinati X, y € R astfel incat X +y* +/x—y*—-9 <9,

Delia Popescu, Ana Dumitru, Craiova
G:1276|. Demonstrati fara a extrage rddacina patratd, inegalitatea:

N2 B V12 V20 30 42 /2022-2023

3 5 7 9 11 13 4045

<1011. Adrian Gobej, Curtea de Arges
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G:1277|. a) Aflati numerele reale X, X,, X;,....., X, , (0 € N*) astfel Incat X +X, +X; +....+X, =n si

2 2 2

X+ X7+ X e+ X

n

b) Aflati numerele reale x,X,,X,,....., X, , (N € N*) astfel incat X, + X, + X, +.....+ X, =nJ/n si

1\ 1

X+ X2 X e XD =1 loana Genoveva, Monica Matei, Craiova

G:1278|. Si se rezolve in Rx R ecuatia /X +1011+,/y +1011 = /2x+2y + 4044 .

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:1279, Se considerd in R ecuatia:
[1012x —1|+|2-1012X| + [1012X — 3+ |4 —1012x] +......+ [2022 —1012X| + [1012X — 2023 = 2024(1012x — 2024)

Aratati cd solutia ecuatiei este numar natural patrat perfect.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:1280. In triunghiul ABC ducem MNJ|BC (M eABNeAC), NP|AB (PeBC),

PQI| AC (Q e MN),Raportul % = % . Aflati '\E/,I_g . Ion Stinescu, Smeeni, Buzau

G:1281]. Aritati ci in triunghiul ABC cu m(<zA) =90° avem

- - 2 - -
sm_B N 1 +1+s!n2 B} @+sinB)(@1-sinB) 14coBo1.
1-sinB 1+sinB 1-sin“B 2
Nicolae Iviaschescu, Canada
. . . . . m m m
G:1282. Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai daca — = Fb =—=.
a c

Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC, apoi se construiesc patratele ABGF si BCDE 1n
exteriorul triunghiului. Stiind ca perimetrul triunghiului ABE este egal cu perimetrul triunghiului
GBE, sa se afle m(<BAC)+m(<ACB). Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Midalina Buliga, Bucuresti

= Clasa a VIII-a

_ Determinati X € R astfel incat 22-4/X+121+198-/81—x +10x = 2024.

Adrian Stan, Buzau

Xy =2X—-y+2
yz=2y—-2+2
G:1285, Rezolvati in R sistemul (2~ 22-X+2 Lavinia Trincu, Craiova

G:1286|. Sa se determine distanta de la graficul functiei liniare care trece prin punctele A(-2;-3) si
B(1;-2) la originea axelor de coordonate.
Ion Stinescu, Buzau

G:1287. Rezolvagi in multimea numerelor reale ecuatia [x—20]+|x—20|+(x—20)=15, unde

[X] reprezinta partea intreaga a lui x. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
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. Ardtati cd produsul raddcinilor reale ale ecuatiei /3x* —5x*+3—-/6x=0, este numar
natural. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:1289, Se considera ecuatia X* +x? —x—2=0. Aritati ci: Daci acR este solutie atunci 1(a(2.
Ecuatia are o singura solutie reala.

lonel Tudor,Calugareni
[G:1290. Se considera paralelipipedul dreptunghic avand dimensiunile a, b si ¢. Stiind ¢ suma ariilor
a trei fete distincte se exprima prin acelasi numar ca si patratul diagonalei sale, sd se arate ca
paralelipipedul este cub. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Mad:ilina Buliga, Bucuresti

G:1291. Dimensiunile a,b,c ale unui paralelipiped dreptunghic verifica egalitatea
a+b+c N a-b+c N a-b-c 714

ac ab bc 2024  Daca volumul paralelipipedului este egal cu V=2024cm?,
calculati diagonala paralelipipedului.
Nicolae Ivaschescu, Canada

= Clasa a IX-a

2 —
L:1080. Sa se rezolve in [0;00) ecuatia [\/;] = X202i118' Adrian Stan, Buzau
L:1081. Fie neN, n>2 si numerele reale strict pozitive a,,a,,....,a,astfel incat
i+i+ +i—n Arataticd S = ! + 1 + +;<l
& & a, ’ Jai+l yat+1 Jad+1 V2

elevi, Bianca Negret, Horia Musat, Craiova
L:1082. a) Aratati ca nu exista functii f : R — R astfel incat f(x)f(y)+ f(xy)+xy=0, vx,yeR.
b) Aratati cd nu exista functii f :R — R astfel incat f(x)f(y)+ f(xy)+x+y=0, ¥VX,yeR.

Mihaela Stincele, Monica Stanca, Craiova
L:1083. Fie a,b,ceR astfel inct [15a—20a’|=4 si a’+b* =1. Calculati 15b—20b°.

Alina Tigae, Eugenia Turcu, Craiova

. . 4 .
L:1084 Rezolvati ecuatia V2 — X + ———=2. Alina Tigae, Craiova
H 5 3+ \/ﬂ

L:1085. Fie f:R—R o functie si se considerda numarul real a>2. Sa se demonstreze ca exista
f2(x) - f 2n‘1(y)‘ #a, vn>1, neN.

X,y eR, x=y astfel incét

Florin Rotaru, Focsani
L:1086. Daca a)0,b)0,c)0 sunt lungimile laturilor unui triunghi, rezolvati i (0;) sistemul de

3
x> +y2+z2==(a’+b®+c?
y il )

ecuatii: {x* +y*+2z* :g(a“+b4 +c*)
16

x?y®z% = 6—14[3a2b202 +6(a’h® +b'c® +c*a’ +a’b* +b’c* +c*a*) —4(a’ +b°® + cs)}
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Aplicatie: Determinati x,y,z in cazul a=2,b=3,c=4. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. /2x2+x—3 1+X e
L:1087. Saserezolvein R, ecuatia: 3 e 3 = " lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
XS —X— - X

V8X+5+4/9y +6 = /8x+9y +20
J12x+19 -3y +15 = /12x+93-6
Bela Kovacs, Satu Mare

L:1089. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia: [\/Zn +1] + [%2} =n+1

L:1088. Sa se determine solutiile sistemului: {

Ovidiu Tatan, Rdmnicu Sarat

m Daca a, _1 1 1 r +; neN’,atunci sa se arate ca :
2 1 1+2 1+2+3 1424 4N
d 1: n 1 2 1 1] 1 1 3
al-a’, <> - . {—+———}
a) é Ty b) kz_;‘{(k+1)2(k+2)2 (k+2)2} a?l 2[n+l n+2 2

Ciobica Constantin, Ciobica Elena, Falticeni

n+l
L:1091, Dacd x,y,2>0g neNgunei 3 — 1 _>3. 141

n+x+y+z"™ n+3
Marin Chirciu, Pitesti

AM K

m Pe segmentul (AB) se considerd punctul M, astfel incat: VB kil keN*.
_l’_
Daca k=3, atunci demonstrati ca:
M _3 OM —OA+>.AE  OM-OB+>-BA OM =>.0B+~-OA
a) AB 7 b) 7 c) 7 d) 7 7
—_ ko k4l

v = s + A
e). Demonstrati ca: 2k +1 2k +1 :
Ciobica Constantin, Falticeni

L:1093.In patrulaterul inscriptibil ABCD cu
AB=a, BC=h, CD=c, DA=d, AC=e, BD= f,R-raza cercului circumscris patrulaterului,

avem: (4—2\/5)71'R£%+l}<” A T— b T— c<2\/— R(1+%J

f sin A smb sinc

Emil C. Popa, Sibiu
a’+ Ab? . A+1
na+b n+1

L:1094. Dac 2,b,¢>0 g 4,020 nc; > (a2+b2+cz).
Marin Chirciu, Pitesti

4 2 2 2
a‘+1a +1] Z(/”L+2) b,

L:1095. Dacia a,b,c>0,a+b+c=3¢ 2<4<10 i E
L:1095, Daca si atunci [ 2 1
Marin Chirciu, Pitesti

L:1096. Fie AABC si punctele M €(BC),N €(AC),P e( AB) astfel incat MB _Nc_PA
MC NA PB’
Si se arate cd AM -BC +BN-CA+CP-AB=0< M, N , P sunt mijloacele laturilor AABC.

Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
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L:1097|. Fie ABC un triunghi de laturi , a,b,c. Notim cu m, mediana aferentd laturii a , etc.

... a m S e
Demonstrati ca : + a_>1 Vasile Jigliu, Arad
b+c m,+m,

= Clasa a X-a

L:1098 Exista numerele rationale a,b,c,d,e, f astfel incat
(a + b\/g)z + (c +d \/5)2 + (e + f Jg)z =2024 +1012J§ ? Monica Stanca, Carmen Vlad, Craiova

L:1099. Rezolvati in Cecuatia: (z+2)*+3z* -24z-12=0. Sorin Pirlea, Craiova

2 2

L:1100. Fie a,b eC astfel incat numarul z = % este real si ze(—4;4). Aratati ca [a|=2[b|.
a

Mirea Mihaela, Mihaela Daianu, Craiova

. . 1 1 1
24 =1. Calculati valoarea sumei S = —+ .
1+z

1+z 1+7°
Adrian Stan, Buzau

L:1101. Fie z € C astfel incat z

1 N 1 N 1 233’ 3
L:1102. Daci a,b,c>0,a+b+c=1 A >0atunci Ya+r b+r e+ 3h+1
’ Marin Chirciu, Pitesti
. 1o44rt

— 2 5 Marin Chirciu, Pitesti
1+r’r, 8+27R

L:1103. Tn triunghiUI AABC are loc relatia z

L:1104. Fie a,b,c)0 astfel incat 2 1 € 1. Artatica
~ 1+2a 1+2b 1+2c
(@+2a)(1+2b)(1+2c) > 27. In ce caz avem egalitate? Mihai Cilugiru, Sorin Pirlea, Craiova

L:1105, Rezolvati ecuatia ~/2sin? x+sin (%— zxj =0.

eleve Caterina Maria Zetu, Carina Maria Viespescu, Bucuresti

L:1106. Rezolvati ecuatia sinx+sin®x+cos’>x=0. elevi Bianca Negret, Horia Musat, Craiova
L:1107. Rezolvati ecuatia /37 —48tgx =8tgx—5. Dorina Goiceanu, lulia Sanda, Craiova

L:1108. Aratati ca numirul a=cos?3° +cos?33° —+/3cos 3’ cos33°este rational.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
L:1109. a) Determinati multimea punctelor (x; y) e RxR, pentru care x> +2* =y +2".

b ) Rezolvati in numere reale ecuatia x° +2* =2024. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L:1110]. Se considera ecuatia: (1 +iz)®=i-(1 +z%)", unde n > | numér natural si i2=-1.

a) Aratati ca numarul complex i este o solutie a ecuatiei pentru orice n>1 .

b) Rezolvati ecuatia Tn cazul n = 1 si intr-unul din cazurilen=2saun=3.

c) Determinati solutiile ecuatiei Tn cazul general ne N*. Adalbert Kovécs Béla, Satu Mare
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= Clasa a XI-a

L:1111. Daca A,BeM, (R), cu (A+B)-A*-(A-B)=(A-B)-B*(A+B) (*), atunci avem :
(det A)- A+(detB)-B = AB* A+BA*B, unde A* respectiv ,B* sunt adjuncta matricei A, respectiv B.
Diaconu Radu, Sibiu

L:1112. Sa se calculeze
1 1 1 1 1 1 1 1
I+ 5+—+.+ I+ —+ -+, [1+ —+ — |
n»w\/ I 2 3 4 n" (n+1" (n+1) (n+2)

Florin Rotaru, Focsani
L:1113. Se considerd in R ecuatia 48x-+16sin’ X—47z+43-7=0. Aratati ca exista o solutie

X, € (0; %) . Rezolvati ecuatiain R . lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

= Clasa a XII-a

k-1

m 4. Sa se calculeze lim l4dx keN*. Florin Rotaru, Focsani
ned 1 X4 x°

L:1115|. Si se arate cd 4x* +3x* +2x* +x+1)0, Vx €R. Daci X,, X5, X5, X, sunt rddacinile ecuatiei

U | 1 1 1 . .
4x* +3x3 +2x% +x+1=0, aratati ca + + + este numar rational.
1-x 1-x, 1-X 1-X,

lonel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

3
: : \/sin x

L:1116|. Sa se demonstreze inegalitatea: I ——dx <2+1In3.

1 X

2024
Adalbert Kovécs, Satu Mare
. g _ J3x+sinx T . s
L:1117| Consideram functia f: (0, ©) -> R, f(X) = —————— . Arétati, ca este integrabila si
X

demonstrati inegalitatea: jf(x) dx <10+1In2,unde 1>¢>0 si ¢—>0.

Adalbert Kovacs, Satu Mare

T

4
L:1118| Sa se calculeze integrala: j ccis 21( ax. Vasile Mircea Popa, Sibiu
w €+

4
ERATA: LaproblemaL: 1064, clasa a XI-a.

Tn loc de det(A+xB+yC)=3det(a—xB+yC) se vascrie det(A+xB—yC)=3det(A—xB+yC)
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,» Learn from yesterday, live for today, hope for tomorrow.
The important thing is not to stop questioning. ”

Albert Einstein YN
(1879 - 1955) »

IEA QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be
under consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and
new proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or
PDF file) to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full
address, and an e-mail address. Submited solutions should arrive before October 01, 2024.

PROPOSALS - QUICKIES

Q99. Proposed by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania. If a,b >0, then prove that
m4+b%6bfan>8J§
a’p’ 3
Q100. Proposed by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania. If a,b,c,k >0, such that
a’ +b® +c? =3k, then prove that 2k’ (ab+bc +ca) —abc(a® +b* +¢*) < 3k°.

Q101. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania. If m,n, p, X, Y,z >0, such that
MX + Ny + pz = Xyz, then prove that (X + Y +2)° > (%-{-3 n +§/6)3.
Q102. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. If a,b,c,d >0, then

o 3\/ abc . 3\/ bed . 3\/ cda .
provetiat Y@+ d)o+d)c+d) | (b+a)c+a)d+a) \(c+b)(d+b)(a+h)

+3 dab <2
(d+c)a+c)(b+c)
Q103. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania.
. 2RMN®+3n® +1|-Wn?*+2n
Compute lim |\/ | |\/ |,Where [*]=GIF.

n—oo n n|

Q104. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. If (&, )., is a real positive
sequence such that lim(a,,, —a,) =€, then compute Iim\/ﬁ(,/an+l —ya,).
nN—o0 n—oo

Q105. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
a+b)’—a®-b® 381

- >
a+b) -a®-b® 31
Q106. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

A
tan® —

2 1
InAABC prove that > .
3tan22+\/§tan(;+1 3V3

Ifa,b,c>0,abc =1, then prove thatZE
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SOLUTIONS - QUICKIES

Q93. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Prove that in all triangle ABC (with usual
k+1
m
notations) holds the following inequality: > ———=2———>>"my forall ke N .
m, +m, —m,
Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
k+1

Lemma. In AXYZ >’ >x“+y*+2 keN,120.

y+z-X
y
Y+Z—X Z4+X—Y X+Y-2
From Chebyshev Inequality we have:
Z k+1 Chebyshev 1

K X ()1
= > -3
y+z—-X ZX y+z-X 3zxzy+z X 3ZX ZX
2
N X X“+2) yz@
(1)<:>Z >32 Z (Z) - z zz_ ,
y+2Z—X Xy + Xz — X Z(xy+xz—x ) 2> yz—Y x
2

where (2) < %23 & > x2>yz < Y (x-y) >0. Becausem,,m,,m, can be the
lengths of the sides of a triangle with substitution (X, y,z)=(m,,m,,m_)in Lemma we get conclusion.
Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.

Proof. Triples(xk v,z )and( j they are equally ordered.

k+1

k k k
Generalization. If 4 >1,k € N then in AABC Z My > My +1M, +M,
A(m, +m,)—m, 2n—1
Xk+l Xk + yk +Zk
Proof. Lemma. In AXYZ holdsz > keN, 1>1.

Ay+z)-x 24-1
A1

We have A(y+2)—-X > y+2z—x>0,inAXYZ .

y
A(y+2)=x A(z+x)-y A(x+y)-
Chebyshev Inequality we have:

Triples(xk, ye, z* )and{ Jthey are equally ordered. From

k+l k Chebyshev 1 (1) 1
Z A(y+12)- z y+z) _Z Z Aly+12)- ZX 3 ZX
3
(1)<:>Z A(y+12)-x 2/1 1

y X __.y__* % (X DX +2yyz @
Ay+z)-x /1xy+/1xz—x2_2(ﬂ,xy+/1xz—x2) 22) yz-y x*
2
where (2) < 2.X +22yz 3 <:>2(/1+1)Zx222(l+1)2yz@Z(x—y)zz

22D yz-> %2 22—

Because m,, m,, m_ can be the lengths of the sides of a triangle with substitution

(x, Y, z) = (ma, m,, M, ) in Lemma we get conclusion. Equality occurs if and only if the triangle is

equilateral.
Observation. For A =1we get Q93 from Sclipirea Mintii No. 32.
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Solution by author. We have:
k+1

k+1
ZLm—ZmFZ(L—mS}
a

m, +m, — m, +m, —m,

ZZ(m:(ma_mb) n m:(ma_mc)J:st(ma_mb) +Zm:(ma_mc) _

m,+m.,—-m, m,+m.—m, m, +m, —m, m, +m, —m,

_y M =my) 5 (my = m,)
m, +m, —m, m, +m, —m,
-3 (m, — ) e (e My )~ M, ) _
(my, +m, —m_)(m_+m, —m,)

5, gy (e =R ) ()
(m, +m, —m_)(m_,+m_, —m,)

:Z(ma _mb)z(mg +mk§)+mc(ma _mb)(mg _mg)

(m, +m, —m_)(m_+m, —m,)

>0, since the expressions m, —m, and
mY —m{ have the same sign. The proof is complete.

Q94. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Fmdﬂg@v«n+nowan+nmb—anwan—nmbymmwea+b:1

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
ﬂHJ((ﬂ+13uj“((zn+1:mj"J'

Since Stolz-Cezaro lemma the proposed limit is equal to lim, ., , and the limit may

n+1
A W *Yine 1 (anrary? y Y itne % ane2)?
e re written as lim, _,, =lim, e .
(ﬂ+1j“Jr1||((:zﬂ+z)!!j‘h ZbI:ﬂ+1:|ﬂ+1||(|:ﬂ+1:I!)h
Now, by the Stirling formula for the factorial,
#+1 h
(et lzne2) a_—a,ih -2 Lk
Umy e hj HW :limﬂ_mE“+:3(:+fj(ﬂ(:';1_; :2:. Therefore, the proposed limit is equal
27 (n+1) [La+1)07
zb
to —.
-3
. .. N . Y@n=-Dn 2
Solution by author. lim =e, Ilm(— =—,
naww n—oo n e
I (n+2)N*((2n +1)N)° _ o u -1
Denoting U, = \1/(( )" (( ) ,then limu, =1, lim—— =1and
'{/(n')a((Zn—l)")b n—o n—w |nun
: _ ((n+DH?* (@n+Dn° 1
fimu? — lim (0FD)° @+

me T @) (@n-DI)T f(ne D) ((@n D)

. n+1 : n+1) n+1 an~bl € ° atb
n-={ i (n+1)! n+1 J(2n+DN 2

Denoting % = (A (M +DH*(@n+)1)° —§/()*(@n-)°) =
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:[WJa[\n/(zn_l "]b _na+b—1_E n

“Inu,
n n Inu,
, therefore
0,dacaa+b<1
. 1 2° . L |20
limx, =—-=-1-Ine*® . limn*** == dacaa+b =1,

N—o e e n—>R e
o,dacaa+b>1

Q95. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. Prove that the equation
2010"+2038" = 2024 " doesn’t have solutions in positive integers for N> 2.

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Using Fermat's Great Theorem we have :
Equation X" +y" =z" does not have solutions in integers forn> 2.
Solution by author. For n > 2 and a,b > 0 we have

a+bj”<a“+bn a+b , _a"+b"

andif c=——=¢ <a" +b".
2 2

IN

(a+b)" <2"*(@" +b") :[

and n > 2, then the equation a" +b" =c" does not have solutions.

2010+ 2
Hence, if a = 2010, b = 2038 and ¢ w_zom,thenmeequaﬁon

. a+b
Therefore, if C =

2010 "+2038" = 2024 " doesn’t have solutions in positive integers for N > 2.

Q96. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. Prove that the equation
x* +y* +2* =2u? has infinite solutions in positive integers.

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. The infinite set{(x, y,z,u)= (0, 2n, 2n,4n2)/ ne N} is a

solution to the equation x* + y* +z* = 2u®.
Solution by author. If X, =Kk,y, =k,z, =2k,u, =3k* where ke N”,

since k* +k* +16k* = 2(3k*)?, then we determine an infinite solutions of the equation from the statement
of problem.

Q97. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania. If a,,a,,..,8, >0and a, +a, +..+a, =S,

then prove that
1 1 1

(ale‘lazaz - )5 + <a1a2a26‘3...anal )5 +ot (ala" a,*..a, " )§ <S.

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. From Weighted Means Inequality we have:
: a1 +al+..+a

(a*a.al ) ={ara;..a S

(a12a3... )é—safa a1<a1a2+a2a3+ RLY
S
1

(aa. b ) = Jfabapap < 2t Lot Ay

Adding the ninequalities get

1 2

LHS = (afas..a® ); +(afrar..a® )3 bt (avar.ar o s% _S—RHS .
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Equality occursifand only if &, =a, =...=a,.

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
The proposed mequahty follows by the welghted GM-AM inequality. Note that

) )
aMa, .. a —a + —a —a
(010, 0 =20 + 2 4o
$,05 s
1 25 ]
(2“2, ™2 “1j5ﬂ’—2a + =20 -t —la
5 5
1 2
(...)
1 a ) -
(B, ™Mea,™ .. a ™15 = —a + 2o 4t 2 1aﬂ
S 4 5 g

and, by summing up previous inequalities the problem is done.

Solution by author. With the weighted means inequality,

1
(alwlaZWZ at )7W1+W2+”_+Wn < w,a, +w,a, +...+Ww.a
W, +W, +...+W
1 2 n

~, where W,,W,,..., W, >0, we have:

|

(al a,” ...an‘”‘“)S § (@2 +aZ+..+a?), (1);
- 1

(alza2 ...anal)s § (8,8, + 85 +0e +3,3,) 5 (2); corveeeerreereeeereeesse e ;
|

(ala“ a,™..a, )g < s (a,a, +a,a, +...+a,a,,), (n). Adding the relations (1), (2), ..., (n), we obtain

1 1 1
a,"a,”..a,™ )S +(alaza2a3...anal )S +...+(alf""azf"l...ana”*1 )S <

1
SS [’ +aZ+..+a’+2(aa, +a,a, +..+aa, +a,a, +..+a,,a )] =

1 1 S
=§-(a1 +a, +..+a, )’ :g-SZ =S . Equality occursiff 8, =a, =...=a, =
Q98. Proposed by Rovsen Pirkuliyev, Azerbaijan. Prove that in all triangle ABC (with usual notations)
A 2
COS— 1
holds the following inequality: z . 2 2?.

a

Solution by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. Using AM — &M inequality we obtain
2

A
2
costs ) plp—e) @ a’plp— o) _(p-b+p—c)®  4p-W)p—c)

o be  45% dbep(p—al(p—b)(p—c) dbc(p—b)(p—c) 4bc(p—b)(p—c)

1
 be
It remains to prove that i + i+i = Rﬂlgj that is the item 5.24 from O. Bottema, Geometric Inequalities.
A
s 3
Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Lemma. In AABC holds Z 2 > R
a
A A p

cos — Cos — cos— =

> 2" M2 - H _3,|4R__3. 1 9V8 pus.
h, h, Hha t2rrp?  2\r’p R

R
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1 Mitrinovi>c&EuIer ’ 1 .

where (1) < 3/—

1 2
r’p h 3R72.3\/§R _i/(\/g)"’Rs_\/gR'

4 2

8
2
COSE ,
AY |2 h, 3
COSE cs Lema 1
By Lemma LHS = —| 2 3 > S =y =RHS.

a

Equality occurs iff the triangle is equilateral.
2n

0S — 1-n
Generalization 1f N € Nthen in AABC > - 2| > 3Rz” .
A
COS— 3
Proof. Lema. InAABC %° 2 5 N9
h, R
A p
COS— COS — COS — —
S 2" 3 2 3| 4R _3[1 09V o
= 3 2.2 2., = - !
h, h, ITh 2r’p*  2\r’p R
R
Mitrinovic&Euler 1 I 1 2
where (1) < 3/— = =
: 3 R® 3J3R 3(\/§)3R3 J3R
4 2 3
For 1=0 e optain 3=3. For N € N’ we use Hélder. Using Lemma:
2n
cosz ,
o [ZRE (6
Cos E Holder Lema| R 31*”

LHS :Z h—a > aE > EmT RHS .

Observation. For N =1we obtain the Problem Qos8.

Solution by author. in all triangle ABC (with usual notations) holds

, A
A CoS” —
h, <vbccos— < h? <bccos® = & —— 2 > = and other two similarly.
2 2 h; C
2
CcoS—
1 1 1 Bergstrom 9 9
So, Z Z—+—+— 2 2 ————— anif we using the well-known
h ab bc ca ab+bc+ca a“+b"+c

a

a’ +b* +c* <9R’ we obtain the desired inequality. The equality holds iff the triangle ABC js equilateral.
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» Secretul ntelepciunii este sa stii ce lucruri sa treci cu vederea.”
William James
(1646- 1716)

A Caleidoscop matematic

Calendarul matematicienilor straini
Aniversari si comemoriri in anul 2023

de lonel Tudor

OMAR KHAYYAM (18.05.1048-4.12.1131)
S-au implinit Tn anul 2023, 975 de ani de la nasterea renumitului matematician, astronom, poet si
filosof persan Omar Khayyam, nascut in orasul Nisapur din Horasan, la data de
18.05.1048. In matematicd a avut preocupari de
algebra si geometrie. El cunostea teorema binomului pentru orice exponent
natural si a dat demonstratia numericd a procedeului indian de extragere a vt,i;'( D
radacinii patrate si cubice, bazat pe formula patratului si cubului unui binom. In S ‘

-

‘\‘

j.=®
) &
|

!

lucrarea ,,Comentarii privind dificultatile din introducerile la cartile ale lui
Euclid” se ocupa de teoria paralelelor si de teoria rapoartelor.

Tnaintea lui Khayyam nu se ficea o delimitare strictd intre aritmetica si
algebra. In tratatul siu ,,Despre demonstratiile problemelor de algebrd si
almukabala’’ el a scris ca ,,rezolvarile algebrice se efectueaza cu ajutorul ecuatiei’’.

Omar Khayyam a pus problema rezolvarii numerice a ecuatiei de gradul al treilea, dar eforturile lui au
fost zadarnice. ,,Demonstrarea acestor formule in cazul in care obiectul problemei este un numar absolut nu-i
posibild pentru noi si nici pentru cei care stapanesc aceastd artd. Poate cineva din cei care vin dupa noi o va
afla’’. Si intr-adevar, rezolvarea prin radicali a ecuatiei de gradul trei o vor face peste 500 de ani italienii Del
Ferro si Nicolo Tartaglia. Khayyam a dat clasificarea ecuatiilor analizand 25 de forme de ecuatii si a fost
primul care a determinat solutia geometrica generala a ecuatiilor cubice.

Khayyam a avut o contributie importanta in reformarea calendarului persan, el stabilind un calendar care
avea o eroare de o zi la 5000 de ani. A fost apreciat de contemporani ca om de stiintd dar mai ales ca poet prin
vestitele sale catrene ,,Rubayatele’’care au fost traduse in limbile europene din secolele 19 si 20. Multe din
rezultatele lui Omar Khayyam au ramas timp de secole necunoscute in Europa si multe dintre ele fiind
redescoperite. A murit Tn anul 1131 n orasul natal unde, in 1934, dupa 800 de ani s-a ridicat un monument in
semn de apreciere a omului si a operei sale.

NICOLAUS COPERNIC (19.02.1473-24.05.1543)

La 19 februarie 2023 s-au aniversat 550 de ani de la nasterea astronomului,
matematicianului, fizicianului si medicului polonez Nicolaus Copernic. S-a nascut la
Torun intr-o familie de origine germana. A urmat studii superioare de matematica,
retorica ,gramatica si poetica la Universitatea din Cracovia iar la 20 ani obtine titlul
de doctor in aceste stiinte. In anul 1496 pleaci in Italia unde mai studiazi medicina si
dreptul canonic la Universitatea din Bologna ,cea mai mare din Europa n acel timp.
Incepe si se intereseze de astronomie si geografie iar in 1503 i se acorda titlul de
Doctor Tn Drept canonic.

Copernic este considerat fondatorul astronomiei moderne. Tn opera sa ,,Sase
carti despre miscarile de revolutie ale corpurilor ceresti terminatd in 1530 dar
aparuta in 1543 la Niirnberg, Copernic a fundamentat stiintific sistemul heliocentric , aratand ca planetele
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si Pamantul se rotesc in jurul axelor proprii si in jurul Soarelui , infirmand teoria geocentricd a lui Ptolemeu.
Copernic a calculat distantele planetelor fata de Soare si a explicat procesul de succesiune a anotimpurilor ,
precesia echinoctiilor si miscarea retrogradd a planetelor. Descoperirea sistemului heliocentric de catre
Copernic a venit in contradictie cu perceptiile Bisericii dar si cu ale Tnaintasilor Ptolemeu si Aristotel.

A mai publicat lucrarea ,,Despre revolutiile sferelor ceresti’’ care a marcat ruptura dintre conceptiile
medievale si cele renascentiste referitoare la lume. De asemenea in 1542 i apare lucrarea , Trigonometrie
Copernici”’. Tntre 1543 si 1600 au fost putini adepti ai sistemului copernician, cei mai renumiti fiind Galileo
Galilei si Johannes Kepler. Dupa respingerea teoriei lui Copernic de citre autoritatile ecleziastice cu ocazia
procesului lui Galilei(1633), doar cativa filosofi iezuiti mai acceptau ideea unui univers heliocentric. Abia la
sfarsitul secolului XVII , dupa aparitia lucrarilor lui Isaac Newton asupra mecanicii ceresti , sistemul
copernician a fost admis de majoritatea ganditorilor europeni. Copernic a decedat la 24 mai 1543, 1n
localitatea Frambork.

BLAISE PASCAL (19.06.1623-19.08.1662)

S-au Tmplinit in anul 2023, 400 de ani de la nasterea
matematicianului, fizicianului si filosofului francez Blaise Pascal. n istoria
stiintei, Pascal a fost de 0 mare precocitate, el nu a urmat nicio scoala si nicio
universitate. A fost insa instruit de tatal sau, Etienne Pascal si el matematician
dar si magistrat francez.

Sub indrumarea acestuia, Blaise Pascal la varsta de doar 11 ani
alcatuise un ,,Tratat al sunetelor’” iar la 12 ani regasea 32 de propozitii al lui
Euclid. La 16 ani a creat un tratat asupra sectiunilor conice si la 19 ani a
construit 0 masina de calcul (in 1642 prima masina de calcul din lume) numita

pascalina. '

In fizicd a dat ,,legea lui Pascal” privind transmiterea presiunii prin fluide(principiul hidrostaticii) si
in memoria lui unitatea de presiune se numeste ,pascal”’.
De asemenca in informatica exista limbajul de programare ,Pascal’’.

Ca matematician, Blaise Pascal, a avut cercetari de teoria numerelor, algebra, geometrie, analiza si impreuna
cu Pierre Fermat este fondatorul calculului probabilitatilor.

A folosit metoda demonstratiei prin inductie completi. In geometrie ,Pascal a dat o teorema privind
hexagonul Tnscris ntr-o conica , a obtinut prin proiectie o teorema relativa la conice ditr-o teorema a cercului
si a propus probleme privind cicloida.

Tn anul 1654, Pascal i-a trimis lui Fermat lucrarea ,, Tratat despre triunghiul aritmetic’’(aparuti la
Paris Tn 1665). In acestd lucrare, ca si in ,,Tratat despre ordinele numerice’’(Paris ,1665), sunt cuprinse
contributiile lui Pascal in domeniul analizei combinatorice, mai exact erau prezentate relatiile fundamentale
dintre coeficientii binomiali pe care el ii identifica cu combindri €¥ + £¥*1 = C*1  Aceasta formula aditiva
de formare a elementelor din ,,triunghiul lui Pascal * fusese cunoscuta in India cu doua secole 1.H.Teorema
generald a dezvoltarii binomului in cazul exponentului natural , apare pentru prima datd la matematicianul
arab Al Kasi (1380-1429) dar se pare ca si Omar Khayyam o cunostea in secolul 12. Cuvantul ,,combinare’’ in
sensul actual apartine lui Pascal. Tn corespondenta din 1654 intre Pascal si Fermat odati cu analiza
combinatorie, a mai fost fondata o noua stiinta matematica, cea de calculul probabilitatilor.

Punctul de plecare a fost o problema ce apare in jocul cu zaruri, pusd de Luca Pacioli in 1494 si
studiata apoi fara succes de Cardano(1539) si Tartaglia(1556). Solutia corecta pentru aceasta problema( de
repartitie a mizei intre doi jucatori, pe care trebuie s-0 obtina unul dintre ei dupa ce el va fi insumat un anumit
numdr de puncte in cazul In care jocul se intrerupe Tnainte ca unul dintre parteneri sd atingd acest numar de
puncte), a fost data de Pascal si confirmata de Fermat care obtinuse acelasi rezultat , dar pe o cale mai simpla.

Despre matematica, Pascal afirma ca ,,Obiectul matematicii este atit de serios Incat este util sa nu
pierdem ocazia pentru a-1 face putin mai disctractiv’’.
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Despre univers, Pascal spunea ca ,,Universul este un cerc al cdrui centru este pretutindeni iar
circumferinta nicderi’’.

In lucrarea lui de filosofie ,,Pensées’’ spunea cd ,, Omul nu este decat o trestie , cea mai fragila din
naturd, dar o trestie ganditoare’’. Ca si alte genii ale matematicii(Galois,Abel,Ramanujan), Pascal a avut o
viata scurta , de 39 ani , decedand la 19 august 1662.

LAZARE NICOLAS MARGUERITE CARNOT (13.05.1753-2.08.1823)

Pe 2 august 2023 s-au implinit 200 de ani de la moartea lui Lazare
Carnot, matematician fizician, inginer, general si om politic francez. A avut
preocupiri si rezultate in algebra, geometrie, trigonometrie si mecanica. In 1803,
prin lucrarea ,,Geometria pozitiei’’, apare ca unul din creatorii geometriei
analitice(in acelasi timp cu Gaspard Monge(1746-1818)). In aceasta lucrare a dat
interpretéri asupra solutiilor negative ale ecuatiilor algebrice.Tot in 1803 a extins
teorema lui Menelaus(70-140) pentru poligoane, in spatiu si pentru plane. Alte lucrari au fost ,,Despre
corelatia figurilor in geometrie’’(1801) si ,,incercari asupra teoriei transversalelor’’(1806).

Tot n geometrie a introdus notiunea de ,,patrulater complet’” Carnot a construit intreaga trigonometrie
plani bazandu-se pe teorema proiectiilor. In mecanica a formulat principiile de echivalenti ale sistemelor de
forte care actioneaza un solid rigid, a definitivat conceptul de lucru mecanic, a dat legea variatiei impulsului
total in timpul ciocnirii. Principalele rezultate le-a sintetizat in lucrarile ,,Eseu asupra masinilor in
general’’(1783) in care a dat teorema ce 1i poartd numele 1n legatura cu saltul energiei cinetice la introducerea
de noi legaturi percutante si ,,Principiile fundamentale ale echilibrului si miscarii’’(1803).

Lazare Carnot a participat la fondarea Scolii Politehnice din Paris si a participat la Revolutia Franceza
din 1789, primind diverse misiuni. In 1796 este ales membru al Academiei de Stiinte dar in 1797 a cedat locul
lui Napoleon Bonaparte(1769-1821) viitorul imparat al Frantei(1804-1815). Este reales in 1800 insa este
exclus in 1815 din motive politice. In 1823 este exilat si moare in Belgia. Fiul siu, Sadi Carnot, a ajuns un
mare fizician care a enuntat al doilea principiu al termodinamicii(principiul lui Carnot) ce a condus la
fundamentoarea termodinamicii moderne. Alt fiu a fost Lazare Hippolyte Carnot (1801-1888) care a ajuns
ministru al Instructiei Publice si senator in 1875. Un nepot al lui Lazare Carnot a fost Marie France Sadi
Carnot(1837-1894) fiul Iui Hipolyte Carnot .Acesta a participat activ la viata politica franceza fiind de mai
multe ori ministru si a ajuns chiar presedintele Frantei in perioada 1887-1894. In timpul unei expozitii de la
Lyon, in 1894, presedintele Sadi Carnot a fost asasinat. In timpul presedentiei sale, raimasitele pimantesti ale
lui Lazare Carnot au fost aduse la Pantheon.

In Franta ,numeroase monumente, institutii, strizi si bulevarde poarti numele lui Lazare Carnot care
figureaza si printre numele celor 72 de savanti inscrisi pe Turnul Eiffel.

LEOPOLD KRONECKER (7.12.1823-29.12.1891)

S-au implinit Tn anul 2023, 200 de ani de la nasterea lui Leopold Kronecker, matematician si om de
afaceri german.  S-a nascut in localitatea Legnica , in provicentia Silezia din Regatul Prusiei (acum in
Polonia).

Tn 1841 devine student la Universitatea din Berlin, unde la matematica il are
profesor pe Gustave Dirichlet iar in 1845 sustine lucrarea de disertatie in teoria
algebrica a numerelor sub indrumarea lui Dirichlet. Tn 1853 a scris un memoriu despre
solubilitatea ecuatiilor algebrice extinzand lucririle lui Evariste Galois asupra teoriei
ecuatiilor. A functionat ca profesor la Universitatea Humboldt din Berlin unde a avut
ca student pe Georg Cantor (1845-1918), creatorul teoriei multimilor.

Kronecker a fost ales in 1861 membru al Academiei din Belin dar a fost si

membru al Academiei de Stiinte din Paris si la Royal Society din Londra.
A avut preocupadri si rezultate remarcabile in domeniile teoriei numerelor ,
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algebrei(teoria ecuatiilor, numere algebrice) si functiilor eliptice. Kronecker a fost un adversar al teoriei
numerelor a lui Cantor fiind adeptul aritmetizarii matematicii. El sustinea ca ,, toate rezultatele matematice

ale celor mai profunde cercetari trebuie sd se poatd exprima in final sub forma simpld de proprietati ale
numerelor intregi’” si nu lua Tn considerare numerele complexe , numerele irationale , numerele rationale
negative sau fractiile ordinare , pastrand doar pe cele rationale pozitive.

De la aceste idei a aparut disputa dintre el si Weierstrass (1815-1897) si disputa cu Cantor.
Rezultatul acestor dispute a fost o aprofundare a fundamentelor matematice realizatd in secolul 20.
Kronecker a introdus cunoscuta notatie |a[-J,-| pentru determinanti si a gasit un procedeu de reducere a

numarului de incerciri pentru determinarea rangului unei matrici. In 1866 a solutionat definitiv problema
descompunerii polinoamelor in factori cu coeficienti rationali.

Studiind celebra lucrare ,,Cercetari’’ a lui Gauss(1777-1855) care marca o perioadd noud in istoria
teoriei numerelor, Kronecker afirma ,,Continutul lor va servi peste veacuri ca izvor pentru toate cercetarile
aritmeticii’’.

De asemenea, el afirma cd ,,Dumnezeu a creat numerele naturale. Restul este treaba omului’’.
A murit la 29 decembrie 1891 , dupa 68 de ani si a fost inmormaéntat la Berlin , in Imperiul German.

TULLIO LEVI-CIVITA(28.03.1873-29.12.1941)

Anul acesta s-au implinit 150 de ani de la nasterea in 1873, la Padova, a
matematicianului si fizicianului italian Tullio Levi —Civita. Este cunoscut prin
lucrarile de calcul tensorial si aplicatiile lui in teoria relativitatii, lucrari de teoria
numerelor, analizd, mecanicd analiticd, mecanica cereasca(problema celor trei
corpuri) si lucrari de hidrodinamica.

A fost membru al Academiei Italiene de Stiinte , Societatii Regale din
Londra, Academiei Franceze de Stiinte, Academiei de Stiinte din Berlin, Academiei
de Stiinte din Torino, Academiei de Stiinte din Saint Petersburg. Tn perioada 1898-1918 este sef al catedrei de
mecanica rationala din Padova iar in 1918 este numit la catedra de analiza superioara a Universitatii Sapienza
din Roma.

Tn anii 1915-1917 , Levi-Civita a avut o corespondenti cu Albert Einstein pe probleme legate de
campul gravitational static si alte aspecte privind ecuatiile cdmpurilor gravitationale, energia gravitationala
sau existenta undelor gravitationale. Tn 1933 a contribuit la ecuatiile mecanicii cuantice ale fizicianului englez
Paul Dirac. Levi-Civita a fost profesorul geometrului roman Gheorghe Vranceanu (1900-1979) la Roma, cand
acesta Tsi pregatea doctoratul. De asemenea, a fost conducatorul de doctorat al mai multor matematicieni
printre care si profesorii roméni Octav Onicescu , Mendel Haimovici si Gheorghe Pic.

Levi —Civita l-a considerat pe marele nostru geometru Dimitrie Pompeiu ca fiind cel mai bun
cunoscdtor al teoriei functiilor uniforme la inceputul secolului 20.

A decedat la Roma Tn 29 decembrie 1941, la varsta de 68 de ani .
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2024 AN BISECT

DOUAMII DOUAZECI SI PATRU

de Béla Kovacs, Satu Mare

Un an nou: 2024. Este an bisect, are 366 zile. Ziua in plus, conform explicatiilor din istoria calendarelor
este ziua de dupa 23 februarie, adica 24 februarie si se numeste ziua bisectd. Zilele urmatoare se decaleaza
fiecare, astfel luna februarie are 29 de zile. Din consideratii practice se accepta si este mai convenabil ca 29
februarie sa fie ziua bisecta.

In acest an de cate ori vom scrie numarul 2024, de céte ori il vom intalni, vom observa, vom citi? Sinu
numai in scrieri legate de matematica. Ce stim, ce putem afla despre acest numar 2024 ? Vom analiza si vom
prezenta cateva informatii, care pot fi complectate de cei interesati.

2024 este un numar natural par.

Este un numar compus, aflat intre cele mai apropiate numere prime: 2017 < 2024 < 2027
Descompunerea lui in factori primi: 2024 =23-11 - 23
Divizorii saisunt: 1, 2, 4, 8, 11, 22, 23, 44, 46, 88, 92, 184, 253,506, 1012, 2024.
Are 16 divizori. Suma divizorilor este 4320.
Media aritmetica a divizorilor este 270, numar natural, pentru care 2024 este un numar aritmetic.
Suma divizorilor mai mici ca 2024 este:
1+2+4+8+11+22+23+44+46+ 88+ 92+ 184 + 253 + 506 + 1012 = 2296 ;
mai mare ca 2024, astfel este un numir abundent. Are abundenta: 2296 — 2024 = 272
Suma a 6 divizori este: 2024 = 1012 + 506 + 253 + 184 + 46 + 23, deci este un numir semiperfect.
Cele 16 divizori ai sai pot fi impartite in doua grupe, avand aceasi suma 2160.
(1+2+4+8+11+22+88+2024) + (23 +44+46+92+ 184 + 253 + 506 + 1012) = 2 - 2160 = 4320.
Conform acestei proprietati 2024 este un numir Zumkeller.
2024 este divizibil cu suma cifrelor sale: 2024=(2+0+2+4)-253
Numarul 2024 impreuna cu 2295 formeaza o pereche de numere semiamiabile, pentru ca suma divizorilor
unuia dintre numere, exceptand numarul in sine, micsorat cu unu, este egal cu celdlalt numar. Si invers.
Numarul 2295 are tot 16 divizori si suma lor, exceptand numarul in sine, este 2025.
Numarul 2024 este intangibil pentru ca nu poate fi expimat ca suma divizorilor alicoti ai unui numar natural.
Dar este un numar practic pentru cd orice numdr mai mic ca el, se poate exprima ca o suma de divizori
diferiti ai lui 2024.
Exemple: 2000 = 1012 + 506 + 253 + 184 + 44 + 1 1000 =506 + 253 + 184 + 46 + 11
500=253+184+46+11+4+2 150=92+46+8 +4
Numarul 2024 se poate scrie in trei moduri ca o suma de numere naturale consecutive. Este astfel un numar
politicos de rang 3. lata:
2024=77+78+79+80+81+82+83+84+95+86+87+88+89+90+91+92+93+94+95+96 +
97 + 98 + 99. Se scrie ca o suma de 23 numere naturlae consecutive.
2024 =119+ 120 + 121 + 122 + 123 + 124 + 125 + 126 + 127 + 128 + 129 + 130 + 131 + 132 + 133 + 134.
Aici cu 16 numere naturale consecutive.
2024 =179 + 180+ 181 + 182 + 183 + 184 +185 + 186 + 187 + 188 + 189. Aici cu 11 numere naturale
consecutive.
Se poate scrie ca o suma de numere naturale pare consecutive:
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2024 = 246 + 248 + 250 + 252 + 254 + 256 + 258 + 260

2024 =174+ 176+ 178 + 180 + 182 + 184 + 186 + 188 + 190 + 192 + 194
2024=66+68+70+72+74+76+78+80+82+84+86+88+90+92+94+96+98
+100 + 102 + 104 + 106 + 108 + 110

Se poate scrie ca o sumi de numere naturale impare consecutive:

2024 = 1011 + 1013 2024 =503 + 515 + 507 + 509

2024 =163 + 165 + 167 + 169 + 171 + 173 + 175+ 177 + 179 + 181 + 183 + 185 + 187 + 189 + 191 + 193 +
195 + 197 + 199 + 201 + 203 + 205

Se poate scrie ca suma unor numere cubice consecutive:

2024= 22 +3R+4315° 163+ 7748+ 9°

Scrierea ca suma patratelor unor numere pare consecutive:

2024 = 2% + 4% +-6% +8° +10° +122 +14% +16° +18° + 20% + 22°

Scrierea cu puterile lui 2, in mai multe feluri::

2024 = 21 9% 98 2024 = 2199 4 93
2024 = 210429 498 o7 1 9695 93 2024 = 210499498 197 1 96, 05 94 93
Scrierea cu puterile lui 3: 2024=3"-3°+3% 30 2024= 3" 3% 3% _30

Nu se poate descumpune intr-o suma de doua patrete:.
Se poate descompune intr-o suma de trei patrate:

2024 = 2° +16° +42° 2024 = 2% +24% 4387 2024 = 8 +147 + 427
2024 = 10? +18% +40° 2024 = 10% +302 4322 2024 = 162 +18% +382

2024 = 187 + 262 +32?
Se descompune intr-o diferenta de doua patrate:

2024 = 5072 — 5052 2024 = 2552 — 2512 2024 = 57% - 352
2024 =452 -12 . este un numar Cunninghan.
Inversul numarului 2024 se poate descompune intr-o suma de doua fractii egiptene:
1 1 N 1 1 N 1
2024 2025 4098600 2025 2024-2025
1 1 N 1 1 N 1
2024 2026 2050312 2026 2024-1013
1 1 N 1 1 1 N 1 1 1 N 1
2024 2028 1026168 2024 2032 514096 2024 2035 377440
1 1 N 1 1 1 N 1 1 1 N 1
2024 2040 258060 2024 2046 188232 2024 2047 180136
1 1 N 1 1 1 N 1 1 1 N 1
2024 2056 130042 2024 2068 95128 2024 2070 91080
1 1 N 1 1 1 N 1
1 1 1 2024 2112 48576 2024 2116 46552
2024 2088 66033
1 1 N 1 1 1 N 1 1 1 N 1
2024 2145 35880 2024 2200 25300 2024 2208 24288
1 1 N 1 1 1 N 1 1 1 N 1
2024 2266 18952 2024 2277 18216 2024 2376 13662
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2024 2392 13156 2024 2508 10488 2024 2530 10120
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1 1 1

= -
2024 2553 9768
1 1 1

= +
2024 2992 6256
1 1 1

= +
2024 3496 4807
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1 _ 1 1
2024 2728 7843
1 11

= +
2024 3036 6072

1 1 1

= -
2024 3960 4140

1 1 1

= +
2024 2760 7590
1 1 1

= +
2024 3082 5896
1 1 1

= +
2024 4048 4048

Inversul numarului 2024 se poate descompune intr-o diferenta de doua fractii egiptomiene:

1 1 1

2024 88 92
11 1

2024 1012 2024
11 1

2024 1320 3795
11 1

2024 1540 6440
11 1

2024 1771 14168
1 1 1

2024 1848 21252

1 1 1

2024 1936 44528
111
2024 1980 91080
111
2024 2002 184184
1 1 1

2024 2016 510048
1 1

11 1
2024 552 759
11 1
2024 1056 2208
11 1
2024 1495 5720
11 1
2024 1656 9108
11 1
2024 1782 14904
1 1 1

2024 1903 31832

1 1 1
2024 966 1848
11 1
2024 1288 3542
11 1
2024 1518 6072
11 1
2024 1672 9614
11 1
2024 1840 20240
1 1 1

2024 1932 42504

11 1
2024 1960 61985
11 1
2024 1992 125994
11 1
2024 2008 254012
11 1
2024 2020 1022120
1 1 1

2024 2023 4094552 2023 2023-2024

Se afla si printre numere pitagorice:

902 + 20242 = 20262

14072 + 20242 = 24652
16322 + 20242 = 26002

11 1
2024 1978 87032
11 1
2024 2001 176088
11 1
2024 2013 370392
1 1 1

2024 2022 2046264

1518% + 2024% = 25307
2415% + 2024% = 31517

| | I. | 1.01
Scrierea cu factoriali: 2024 = i+E—4! +31+ 2! 2024 = M + 1!
41 21 21.51.01

| | |

2024 = L—9—5!—4! +3! + 21 2024 = 7! —&+3! + 2!
2! 2! 51
101 9l

2024 = 3-6! -5! - 41 + 31 + 2! 2024 = E_§+3! + 2!

Scrierea cu combinari:

2 3 3,3 3 2, 2,2, 2 2 3
2024 = C5+C5 2024 = Cs+C5 —Ci;3 2004 = C;+C3+C;+C5+. .. +C53 _ Cyy
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Tn ultima relatie 2024 apare ca o suma de numere triunghiulare consecutive, respectiv este un numar
tetraedral.
Nu este numar patratic, nu este numar pentagonal, nici hexagonal si asa maideparte, 7l vom Tntalni
printre numere 74-poligonale. 2024 este al 8 - lea termen al sirului b, = 36n? —35n .
1, 74, 219, 436, 725, 1086, 1519, 2024, 2601, 3250, . . . .
Tot asa 2025 este al 9-lea numar 58-poligonal, ca termen al sirului ¢, = 28n? - 27n .
1,58, 171, 340, 565, 846, 1183, 1576, 2025, 2530, , , , ,
Tn fine: 2023 este al 7-lea numar 98-poligonal, fiint un termen al sirului a, = 48n? —47n .
1,98, 291, 580, 965, 1446, 2023, 2696, 3465, 4330, . . .

Se poate exprima folosind o singura cifra: 2024=7-(7-7-7) - 7-7-7T+7+7+7:7
2024 =88 - (8+8+8)-88
2024 =(333+3+3:3)(3+3)+(3+3):3

2024 = (1111 - 111+ 11+ 1) - (1 + 1)
2024 = 2222~ 222+ 22+ 2

3333—333+33+3_3+3 4444—444+44+4_4+4

2024 = 2024 =
3 3 4 4

2024 = 5555—555+55+5‘5+5 2024 = 6666—666+66+6.6+6
5 5 6 6

2024 = 7777—7777+77+7'747-7 2024 = 8888—8888+88+8.8;8

9999-999+99+9 9+9
2024= 9 9

Se poate exprima cu tremenii sirului Fibonacci:
2024 = F(2) +F(3) + F(7) + F(9) + F(14) + f(17)=1+2 + 13 + 34 + 377 + 1597
Ecuatia de tip Pell x?—2024y?=1 are o solutie: x = 45 si y = 1 si o altd solutie: x =4049 s y =90

Apare in inegalitati: 1936 = 442 < 2024 < 452 = 2025 1.17% < 2024 < 1.1%0

63 64 17 18 8 9
Yk <2024< Y k Y Kk <2024< Y K Y kP <2024< Y K3
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
209 210 403 404

> Vk <2024< > Wk Y Ink <2024 < Y Ink ~2024.49

k=1 k=1 k=1 k=1

816 817 2024
Y lgk <2024< ) lgk ~23.4 2.7176 < (1+—j <2718<e
= = 2024

244 35 57 1113
2024 = 14 + . . ‘
; 24 , 35 57, 1113
3 4 6 12

2024 cu cifrele romane: MMXXIV = MXII + MXII

Anul 2024 are 366 zile, 8784 ore, 527040 minute si 31.622.400 secunde.

2024! (factorial) este un numar urias avand ultimele 503 cifre de zero. Este cu mult mai mare decét googol.
22024 de asemenea este un numar foarte mare in care scriere apare grupa de cifre 666. Un astfel de numir se
numeste apocalipt.

Bibliografie: www.numbersaplenty.com
profesor: Béla Kovacs, Satu Mare
Beia
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,» Viata este un exercitiu continuu pentru” ~ Z
rezolvarea creativa a problemelor”. i L™
Michael J. Gelb -

(1952 -)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 33 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc sa trimiti materiale pentru revistd, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completii, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e-mail: ady stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate, de preferat
scrise cu programul mathtype (salvate in Word 2003-2007). Materialele primite trebuie si fie originale si
sd nu mai fi fost trimise sau sa mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise
spre publicare, apartine redactiei.

(Data finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 34 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” vafi 01 OCTOMBRIE 2024. Va uram succes si va asteptam.

STiayi ciA D

Cifra 7 este cel mai popular numar favorit. Daca te-ai indreptat spre cineva de pe strada si l-ai
intrebat care este numarul lor preferat — dintre toate numerele intre 1 si 100 — exista aproape 10%
sanse sa spuna ,,7”. Acestea au fost constatdrile matematicianului Alex Bellos, care a cerut
respondentilor sa identifice numarul lor preferat si a gasit ,,7” ca fiind cea mai populara alegere.

Cifra 7 este un numar prim chiar mistic, o cifra a Universului si se regaseste in :

cele sapte stele ale Ursei Mari; sapte zile ale saptamanii, cele sapte note muzicale, cele sapte culori
fundamentale, cele sapte varste ale omului (nasterea, copilaria, adolescenta, tineretea, paternitatea,
batranetea, moartea), cele sapte pacate capitale (lacomia, avaritia, orgoliul, invidia, desfraul, lenea,
furia), cele sapte minuni ale lumii (marea piramida din Chichen Itza, Marele zid chinezesc, ruinele
incase Machu-Pichu, Statuia lui lisus din Rio, Colosseumul din Roma, Orasul Petra din Indonezia),
cele sapte marimi prevazute de Sistemul International de Masuri si Greutati (lungimea, masa, timpul,
intensitatea curentului electric, temperatura termodinamica, intensitatea luminoasa, cantitatea de
substanta) sau in chimie PH 7 indicand nivelul neutru de aciditate al unei substante.
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Flevi rezolvitori

Colegiul Economic ., Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:

Clasa a Vll-a: Boldea Tania Maria, Buruiana Petru Citalin. Prof. Grigorie Dan Lucian

Clasa a X-a: Maria- Amina Tanasi; Clasa a XllI-a: Florentina Stanca, Gabriel Enache. Prof. Daniel Vicaru.
Liceul Tehnologic ..Meserii si Servicii”, Buzau:

Clasa a X-a: Gavaneanu Mariana, Sava Gabriela, Mitrovici lzabela, ; Prof. Adrian Stan.

Liceul Teoretic ,,Alexandru Marghiloman”, Buziu

Clasa a X-a: Zaharia Darius Andrei, Barbunea Daniela Nicoleta, Cazacu Rares Stefan, Radu Catalina,
Isdcilda Ema, Prof. Stan Adrian

Colegiul National ,,Fratii Buzesti”, Craiova

Clasa a Xl-a: Alexie Mihnea, Turcu Stiolica Alexandru, Boiangiu Vlad; Clasa a Xll-a: Cascotd Dalina,
Rada Andra; Prof. Tutescu Lucian. Clasa a VIll-a: lana Bianca, Tudorascu Rares, Schwarz Isabella.
Prof. Sanda lulia

Clasa a X-a: Musat Horia, Negret Bianca, Cirstea Stefan, Cernaianu Alex, Colan Mara, Oroviceanu Vlad,
Prof. Moanta Cristian.

Clasa a XI-a: Moanta Stefan. Prof. Goiceanu Dorina

Liceul Energetic Craiova

Clasa a Vll-a: Boldea Tania Maria, Buruiana Petru Catalin. Prof. Grigorie Dan Lucian

Liceul Teoretic Bechet

Clasa a Xll-a: Percea Valentina, Prof. lacob Meda Elena

Scoala Gimnaziala Mircea Eliade, Craiova:

Clasa a V-a: Afrem Sara, Dragan Raul, Pascu Stefan, Geana Rebeca, Prisnel Sara. Prof. Grigorie Dan
Lucian.

Scoala Preuniversitara de Masura Smeeni, Buzau

Clasa a Vl-a: Bunea Eliza, Neagu Delia, Manolache Andreea;

Clasa a V1ll-a: Stanescu Daria, Buzoianu Alexandra, Ghita Carlos. Prof. Ion Stinescu.

CURIOZITATI CU NUMERE

_1.2.3.45 8- 4.56 10_l‘°’+23+33+4?’_
1+2+3+4+5° 4+5+6 1+2+3+4
5 5 5 5 5
13:13+23+33+43+53; 16— 6-7-8 ; 20 — 3-4.5-6 ;
"+2°+3°+4°+5 6+7+8 3+4+5+6
3 3 3 3 2 2 2
g7=317, 48=4+8, 2= 225
3+7 4+8 3 +4°+5
3 3 3 8 8 8 5 5 5
10002&- 241:ﬂ ; 415:ﬁ

F+4°4+5% 2* +4* 41" 4+1+5




Liceul Tehnologic " Meserii Si Servicii " Buzau]
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Cadrele didactice din judetul Buziiu care doresc si participe cu elevii de clasele IX- XII, care invata dupa programa M1, M2,
trebuie si solicite acordul de parteneriat, sa participe la propunerea subiectelor, sa asigure supraveghere si evaluare.
Concursul se desfisoara JOI, 16 MAI 2024, ora 14,00.
INFORMATII la prof STAN ADRIAN, ady stan2005@yahoo.com
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Cuprins

1. Istoria matematicii

170 de ani de la nasterea matematicianului Henri Poincare
Adrian Stan

MATEINFO.RO

CA

2. Articole si note matematice

Generalizarea unor probleme din Gazeta Matematica
D.M. Bitinetu Giurgiu, Daniel Sitaru, Neculai Stanciu

On 2023- 2024 Albania Olympiad Probleme 10-th Grade
de Neculai Stanciu

Asupra unei probleme din Evaluarea nationala 2024
de Dumitru Preotesa

3. Probleme rezolvate
4. Probleme propuse
5. Quickies

6. Caleidoscop matematic

7. Posta redactiei

<
=
<
=
£a)
=
%W
=
=
)
=
.
>
€]
a1
5
<
=
N
=

LEI 15 RON




