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ACEST NUMAR ESTE DEDICAT iN AMINTIREA DOMNULUI PROFESOR
CONSTANTIN APOSTOL

[N MIEMORITIM

CONSTANTIN 7IPOSTOL
(1941-2016 )

S
o’

- —
Constantin Apostol si Neculai Stanciu
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Constantin Apostol a fost un om al tariei de caracter si al harului didactic.

A fost mentorul mai multor generatii de profesori si elevi.

A fost profesorul care mi-a fiacut cunostintd cu revistele: Gazeta Matematica,
Revista de Matematica din Timisoara si Recreatii Matematice.

A fost inspector si director de scoala.

A fost un om bun si intelegitor care nu a judecat si nici nu a fost supirat niciodata pe
nimeni si a avut respect fatid de toti cei pe care i-a intalnit: ’Un om in adevir bun e numai
acela care ar fi putut fi rau si n-a fost’’ (Nicolae Iorga).

imi vor lipsi schimburile de idei siptimanale cu dl. profesor Constantin
Apostol; ultima conversatie avutd a fost cind l-am felicitat pentru problema 2,
Olimpiada Judeteand de Matematica, clasa a VI-a, 2016 si pentru o problema din lista
scurta, clasa a VIII-a, Olimpiada Nationald de Matematica, 2016.

SCLIPIREA " MINTII

Prof. Neculai Stanciu

Cateva elemente care justifica profilul stiintific al profesorului Constantin Apostol.

A publicat in prima revisti de matematici a judetului Buzidu >Munca si Talent —
Pitagora’’ urmatoarele articole:
»’Observatii privind divizibilitatea valorilor numerice ale polinoamelor’’ in nr. 1, Mai 1972;
>’ Asupra triunghiurilor care au doui laturi respectiv egale si unghiurile cuprinse intre ele’’ in
nr. 2, Septembrie 1972. in perioada 1973-1974 a functionat in Zair.

in Gazeta Matematici a publicat articolul »”’Concurenta linilor importante intr-un
triunghi”’.

A publicat in Gazeta Matematici probleme in special de geometrie sinteticd; unele dintre
ele fiind stranse intr-o culegere intitulata *’Preocupiri Matematice’’ editata la Craiova in 1996.

A participat la concursurile organizate de filiale ale SSMR, cu elevi, unde a propus
probleme.

A participat si a sustinut Olimpiadele de Matematica la etapele locale, judetene si nationale
unde a propus probleme.

A colaborat l1a RMT si Recreatii Matematice cu probleme si articole.

Si-a dedicat o bund parte din viata activitatii de colaborare la diverse reviste prin
probleme inedite de matematica.

Prof. Constantin Rusu

Elev fiind in anii “70-'80 si lucriand din Gazeta Matematici am intilnit des frumoase
probleme semnate: ”Constantin Apostol, Rm. Sirat”. Apoi soarta a fiacut, ca peste citiva ani,
sd fim vecini, apoi colegi de cancelarie si colegi in Societatea de Matematici. Am organizat
impreund multe editii ale ”Sperantelor Ramnicene”, cu multe probleme semnate Constantin
Apostol. Intélnirile si discutiile cu ”Coca” erau adeviarate bucurii ale spiritului. Un om generos,
un suflet cald, gata oricand si ajute.

Disparitia domniei sale este o pierdere grea pentru matematica si inviatimantul
ramnicean.
Adio Domnule Profesor Constantin Apostol!
Prof. Costici Ambrinoc

Unul dintre cei mai deosebiti profesori buzoieni prin calitatea sa umana, a rezultatelor
elevilor sii, a nivelului ridicat de profesionalism in tot ceea ce fiacea, a prezentei sale constante
la toate competitiile si activititile judetene si nationale de matematica cat si prin bogata sa
mostenire matematici dar mai ales pentru modestia si diaruirea sa totala cétre toti cei care-i
cereau ajutorul ne face sa fim mandri cd am cunoscut un om atit de valoros.

Fara sprijinul siu, revista Sclipirea Mintii nu ar fi putut apirea asadar, noi prietenii si
discipolii sii 1i suntem profund recunoscitori pastrandu-l vesnic in sufletul nostru.

Prof. Adrian Stan
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» Numarul este principiul oricirei dimensiuni, oricarei armonii, oricarei
proprietati, oricarei aspiratii; este legea universului organizat ”.
Etienne de Senancour

(1770- 1846)

Istoria Matematicii

|

O scurta istorie a numerelor

Preluare din cartea ,Matematica pentru clasa a IX-a”.
Adrian Stan. Editura Editgraph. Buzau. 2016.

Acum circa 4000 1.Hr , in delta Nilului din Egipt, populatiile bastinase au dezvoltat un sistem de
scriere cu simboluri numite hieroglife. Datorita necesitatii de a cunoaste succesiunea fenomenelor atmosferice
si astronomice, egiptenii au realizat calendare lunare si solare. Numerele egiptene erau reprezentate prin
simboluri diferite plecand de la 1 la 10 si apoi pentru 100, 1000, etc., toate celelalte erau scrise in functie de
acestea.

Au ramas celebre descoperirile papirusului Rhind sau cel al scribului Ahmes (2000-1800 1.e.n)
unde sunt prezentate mediile aritmetice, geometrice, armonice, formule pentru arii, metode de inmultiri,
impartiri, calcule cu fractii.

o Scrierea cuneiformd o regdsim in Babilon, vechiul Irak, cam tot in aceasi

n ?ﬁ =1 'f‘('“ perioadd. Aici, in Mesopotamia intre cele doud rauri Tigru si Eufrat s-a dezvoltat

o = probabil cea mai veche civilizatie, cea sumeriand. De la sistemul lor de numeratie in

1= ‘"‘T -L'-T T= baza 60 ne-a ramas exprimarea timpului in 60 de secunde minutul, si 60 de minute
= ora.

T(" 1{T n H“ ﬁ Incepand cu anul 1850 arheologii au descoperit peste 400 de tablite din argila scrise

(¢ !’{., Gi =( in cuneiforme, pe una din ele fiind descoperitd o aproximare a numarului \/5 cu
L n cinci zecimale.

mAAFGR . . y SR
Simbolurile pe care le foloseau romanii |1 = 1 ) S —
- Vf =M pentru numere proveneau de la civilizatia |, - ;7 1 R
etruscd pe care o asimilaserd urmasii Romei I E B
incepand cu sec 5 i.e.n si pand in sec 1 1.Hr. 14 = xrv | % T ®LIZX
4 = IV ) —
Grecii foloseau pentru numere, literele de la alfabet |s - v e o1 - L1
a, B, 7, € O, x, o, etc., si apoi pentru multiplii lui 10, 100, 1000, |¢ - w; |*° = =7 o - i
etc. Pentru numere cu doua cifree ei foloseau doua litere, pentru numere |, _ .. |7 =
. cu trei cifre foloseau 18 = xvirr |0 T BEE
@ Alpha 21 vlom 110 p Rho r 100 Co B = VIII _
. trei litere. Cum nu . B0 = LXZX
f Beta b2 KKappa k20 o) Sigma s 200 £ ! _ 18 = xIx
VOmm ¢ 3 Llmbdal 30 1 Tw ot 9 Cooou foarte mule 2= a0 [eo = x
0Delta  d4 pMe  md0 v Upsilon u 400 litere in alfabet ol mat o - x 39 = XCIX
€Epsilon ¢ 5 VvNu 050 ¢ P ph 500 foloseau o serie de o
CDigamma* s 6 EXi x 60 1 Chi chgp Simboluri la dreapta T
! Teta 27 oOmwno T ¥ Pi ps 70 literie pentru a ardta cd numarul se multiplici. Toate
ﬁ Eta Eg 1P p 80w Omeg & 800 numerele aveau o bara deasupra pentru a se face deosebirea
S Theta th9 $Kopoa* q 90 7 Sampi* sp 900 dintre cuvinte si numere.

Matematicienii greci ai Antichitatii au legat studiul
matematicii de necesitétile practice ale timpurilor lor: masurarea naltimii piramidelor folosind lungimea
umbrelor lor, determinarea distantei dintre doud puncte inaccesibile, calculul ariei unor suprafete neregulate,
probleme de masuratori si transformari, etc.
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Cei mai mari ganditori si reprezentanti ai scolii stiintifice grecesti au fost: Thales din Milet, Pitagora
din Samos, Platon, Aristotel, Eudoxus, Euclid, Eratostene din Cyrene, Arhimede din Sirucaza, Heron
din Alexandria, Ptolemeu, Pappos din Alexandria;

Pe inscriptiile budiste de acum 2000 de ani 1.Hr. descoperite in Valea Indusului, s-au descoperit
notatiile pentru numere asemandtoare cu cele
transmise de catre episcopul crestin  sirian
Severus Sebokht (575- 667 ) care a trait in ‘ 1 2 3 4 | 5| 6 7 | 8 9
Mesopotamia in anii 650 . l 3

Matematicianul chinez Liu Hui utilizand
poligoane regulate cu un numar foarte mare de
laturi reuseste sd determine valoarea exactd cu cinci zecimale a numarului pi, 7 =3,14159 . De asemenea, el

=E+_Jh | 7| >

utilizeaza o metoda de aproximare a solutiilor unei ecuatii, metoda ce avea sa fie descoperitd mult mai tarziu
de cel care 1i poartd numele: metoda lui Horner. ([1],p15).

Matematicianul indian Brahmagupta (589 -668) a introdus in 628 printr-o lucrare de a sa
(“Deschiderea Universului”), cifra zero si a dat reguli de calcul aritmetic folosite ulterior la observatiile
astronomice pe care le-a monitorizat, fiind conducatorul Observatorului astronomic din Uijjain.

El cunostea calculul cu fractii, rationalizarea numitorilor fractiilor si stia si modul de rezolvare a unor
ecuatii, al calculului radacinii patrate si al unor probleme de astronomie si sunt descrise operatiile de adunare
si scadere cu numere negative.

In plus, se cunoaste ci de la el provine formula de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea,
_—b+A

X, = , scrise in cuvinte fard a folosi simbolurile actuale.

2a
In anul 766, cartea lui Brahmagupta era deja tradusi in araba si se gasea in posesia califului Abu Ja’far
Abdallah ibn Muhammad al-Mansur (712 - 775) din Bagdad, care infiintase o scoala celebra de astronomie si
stiinte.

Matematicianul si astronomul persan al- Khwarizmi (circa 825), care invatase la scoala califului al-
Mansur, traduce multe din textele indiene in arabd, iar prin lucrarea sa “On the Calculation with Hindu
Numerals” este cel care a promovat introducerea sistemului in baza 10 de numeratie hindus, in lumea arabica.
Mai tarziu, lucrarea sa a fost tradusa in latind, dand Europei in 976, mai precis in Spania care era sub ocupatie
araba, un sistem de numeratie mult mai usor de folosit.

Acest lucru a condus initial la un conflict intre sustindtorii lui, numiti ~ algoristi “ de la numele
matematicianului al-Khwarizimi si acei calugiri numiti “abacisti”, care foloseau sistemul roman de scriere
iar pentru calcul foloseau abacul. ([2], p18).

De aceea, introducerea pe cale largd a sistemului de numeratie indo-arab a intarziat cel putin 500 de ani.

Alti mari oameni de stiinta arabi au fost Abu Kamil (850- 930) care a rezolvat ecuatii algebrice de grad
cel mult 8, Abu al-Wafa Buzjani (940-998) care a introdus definitia tangentei, Al Biruni (973-1048) care
considera pentru prima data cercul trigonometric de raza 1, si de asemenea a gasit regulile de calcul cu sume
de puteri si scrierea regulii de trei simpla, Omar Khayyam (1048- 1131), preocupat de geometria analitica si
neeuclidiana precum si de gasirea solutiilor ecuatiilor cubice.

Mayasii, circa 36 i.e.n foloseau un sistem in care exista si simbolul pentru cifra 0. Desi cifra zero se
gasea in general in cultura popoarelor Americii de Sud, nu se poate spune cé a influentat deosebit dezvoltarea
matematicii.

Desi al Khwarizmi a introdus zero in lumea arabica, denumirea de ,,zero” provine de la matematicianul
venetian Luca Pacioli (1445 - 1514), care I-a folosit in textele sale, plecand de la cuvantul arab “zephirum”,
pentru a denumi cifra 0.

Leonardo Pisano (zis si Fibonacci) (1170 - 1250) pe cand era doar un biiat, a calatorit cu tatil sau care
era negustor, in nordul Africii si a luat astfel contact cu scrierea araba. Nu peste mult timp, s-a dedicat
matematicii iar in 1202 prin lucrarae sa ,,Liber Abaci” avea sa faci si el cunoscut sistemul de scriere cu cifre
arabe pe care-l va promova: ,, Cele noua simboluri indiene sunt 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. Cu aceste noua si cu
semnul 0, orice numar poate fi scris”, (apud [2], p 20).

Numerele naturale au fost primele numere folosite caci puteau reprezenta obiecte din naturd. Desi
matematicienii lumii antice intelegeau conceptul de infinit, ca cel mai mare numar posibil, de abia in 1655
este introdus prin simbolul 9 de catre John Wallis in cartea sa *“ De sectionibus conicis”. ([2], p 26).

2 113
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Numerele negative au aparut la Inceput prin cuvinte sau prin diverse simboluri reprezentand datorii,
temperaturi negative, etc., inca din sec 2 1.e.n, in cartea chineza ““ Jinzhang suanshu® ( “The Chapters on the
Mathematical Art ) sau intr-un manuscris indian datand din sec al VII-lea. De abia in 1489, Johannes
Widmann(1460-1498) prin cartea sa “Mercantile Arithmetic” ( “Aritmetica comerciald”) introduce in Europa
simbolul “ — “ pentru numere negative cat si cel pentru plus “+”, semnificand de fapt surplusul(+) si deficitul
(-) in problemele economice.

Expresii ale fractiilor zecimale s-au descoperit in Valea Indusului pe o serie de obiecte arheologice
datand din mileniul doi 1.Hr iar in lumea araba, primul text ramas care contine fractiile zecimale apartin lui
Abu ’ 1 Hasan al — Uqlidisi (920- 980). Mai téarziu in sec. 12, cu ajutorul fractiilor zecimale matematicianul
iranian Ibn al-Maghribi deduce valoarea aproximativa a numerelor irationale.

In Europa, primele incerciri de folosire a fractiilor zecimale s-au realizat in 1492 la Francesco Pellos si
in 1530 la Christoff Rudolff. Cel care avea sa fie creditat cu introducerea calculului cu fractii zecimale a fost

Simon Stevin(1548-1520) in 1585 cu o notatie de forma 3 @ 4 @ 7 @5 @ reprezentand in fapt
numarul 3,475.

Francois Viete (1540 - 1603) foloseste o alta metodd de a scrie fractiile zecimale cu ajutorul unei bare
verticale care separa intregii de zecimale. Abia in 1612, germanul Barholomaeus Pitiscus (1561- 1613)
separa intregii de zecimala printr-un punct iar italianul Giovanni Magini (1555- 1617) foloseste virgula * , ”
pentru acest lucru.

Rene Descartes (1596- 1650) a folosit pentru prima datd actuala scriere a puterilor, si a introdus
sistemul de coordonate XOY de reprezentare a punctelor in plan.

In secolul 18 Leonhard Euler (1707-1783) introduce notatia i = \/—_1 cu proprictatea i> =—1, astfel
introducand o noua clasa de numere, numite numere complexe.

In 1825, Louis Braille introduce alfabetul care-i poarti numele, alfabetul Braille pentru cei cu
deficiente de vedere. Sistemul de citire este format din litere scrise cu ajutorul unor puncte care ies in relief si
pot fi simtite cu ajutorul degetelor, pentru fiecare literd si numar existaind un semn diferit obtinut prin
combinarea celor sase puncte aflate pe o matrice de tipul 3 cu 2, adica trei linii si doud coloane.

Dezvoltarea electronicii si a tehnicii de calcul a facut posibild dezvoltarea unui limbaj informatic bazat
pe scrierea in baza doi cu ajutorul careia toate numerele , literele si simbolurile se transforma in secvente de
unitati de informatii, astfel unoctetsau @ - @- e® e® ©o- e®@ @0 @ -® @ - ©- 0O
byte este format din 8 casute numite ~° ®° °° *® ~@® ®° €6 6 6 606 - - -
biti- cele mai mici unitati de informatie + .« < . ¢ o+ < o« . . ow
care iau numai valorile 0 sau 1.

Inginerul american de origine
germani Werner Buchholz este cel ®° ®° ®° ®° @7 €° 87 06 066 °¢ 66 060 ¢
care introduce in 1956 termenul de byte | o
in timp ce lucra la compania IBM. °©®
Cu timpul, au mai apdrut si alte ®®
simboluri si sisteme de numeratie.

In 1976, Donald Knuts introduce simbolul “A” pentru a introduce ridicarea la putere. Astfel,

nk=n", n"'n= n(n ) . Ca exemplu, 4'2=4"=16.

Un sistem de numeratie verbal 1-a dezvoltat Jaime Redin in 1993. Astfel, acest sistem s-a dorit sa fie
mult mai intuitiv si usor de folosit. Ca exemplu, numérul
3214 358 se poate scrie astfel: 3M214T358 de la cuvintele M = milion (million) iar T= zeci de mii (thousand).

Asadar, numerele si operatiile cu ele au cunoscut un amplu proces de elaborare si definitivare a lor,
cunostintele au trecut de la o generatie la alta, de la o civilizatie la alta, de la un continent la altul datorita
schimburilor comerciale, a interferarii culturilor datoritd razboaielor si a unor oameni de stiinta exceptionali
care studiau din mai multe domenii, de la politica si filozofie pana la muzica si arte, de la matematica si stiinte
in general pana la cunoasterea mai multor limbi straine.
Bibliografie:
1. Adrian Stan. O scurta istorie a matematici. Editura Editgraph. Buzau. 2015.
2. Anne Rooney. The Story of Mathematics. Arcturus Publishing Limited. London. 2013.

Prof. Liceul Tehn. ,,Costin Nenitescu” Buziu
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»otiinta nu-i decét o imagine a adevarului”.
Francisc Bacon
(1561 -1626)

Articole si note matematice

Asupra unei inegalitati a lui Constantin Ionescu-Tiu
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti,
Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

In Revista Matematici si Fizica (R.M.F), Anul VI, nr. 5/1953, pag. 128 , a fost propusi problema:

1
847. Sd se arate cad intr-un triunghi oarecare avem: — + — b +—-2= £ , (C.L'T).
a c

In RMLF, Anul VII, nr. 1/1954 la pag. 21-22 se prezinta urmétoarea solutie:
Consideram inegalitatea cunoscuta x° + y° +z° > xy + yz + zx, care se mai poate scrie

(x+y+2)* =23(xp + yz + zx), sau inca x+y+22\/§-w/xy+yz+zx.
1 1 1

—,y=—,zZ=—avem
a Y b c
1

l+_ _>\/_ L i:\/_ \/_ aR22r.
b Vab bc ca abc 2Rr

1 1 3
Rezulta atuncicda —+—+— 2 £ .
a b ¢ R

In cele ce urmeazi ne propunem sa prezentim o solutie mai scurta si unele generalizari.

Solutia scurta pe care o prezentam se bazeaza pe folosirea inegalitatii lui Harald Bergstrom (a se vedea [3]).
Mentionam ca inegalitatea lui Harald Bergstrom a fost publicata in anul 1949 iar situatia politica a lumii din
perioada 1949-1953 credem cad a facut 1n asa fel incét in anul 1953 si nu fie cunoscuta de colaboratorii R.M.F.
Putem afirma cé si acum mai multi colaboratori ai Gazetei Matematice (G.M.) spun cé aceasta inegalitate este
inegalitatea C-B-S de tip fractie sau altii ii zic inegalitatea (C-S). Inegalitatea lui Harald Bergstrom este o
inegalitate distinctd de inegalitatea C-B-S dar cele doua inegalitﬁt;i sunt echivalente ( a se vedea [1] si [2]).

(1 +1+1)> 9
Prin urmare, conform inegalitatii lui Bergstrom avem: — + —=—, ().
a b ¢ a+b+c 2 p

Daca 1n ultima inegalitate facem: x =

Dar conform unei inegalitati a lui D.S. Mitrinovi¢, avem: 2p < 3\/§R, M).

Din (1) $i(M)deducemcél+l+l>i> 9 \/g

a b ¢ 3\/_ R R’
Generalizarea 1. Daci meR ,x,y € R+,x+y e R, atunci
2-m
! 1 1 > (f3) . ).

(xa+ yb)" i (xb+yc)"  (xc+ya)" (x+y)"R"
Demonstratie. Conform inegalitatii lui J. Radon avem
-y 1 o @+1+p™ 3! B 3
TS Gat )" [ J C(xE)"(@+bro)” 2" p"(x+ )"

, (3).
D" (xa+ yb)

cyclic
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3m+1 B (\/g)Z—m
(x+)"(3V3)"  (x+0)"R"
Egalitate avem daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Observatie. Daca m = x =1,y =0, atunci din (3) se obtine inegalitatea (C.L.T).

Din inegalitatile (3) si (M) deducem ca W, =

, q.e.d.

. o * ., . A~ - A
Generalizarea 2. Daca m,x,y € R, ,x+y € R_iar A A4,...A,, n =3 este un poligon convex inscris in

cercul C(O,R) avdnd laturile de lungimi a, , k =1,n, atunci
1 1
—> " ,unde a,,, =a,(4).
=1 (xak +yak+1) 2m(x+y)mRm sin” z
n

Demonstratie. Conform inegalitatii lui J. Radon, avem
(A+1+..+D)"™"
%f_/

n
1 den ori

- (xa +va N )m - n m = R n . = 2m m(x+ )m >
. S Z(xak +yag,,) (r+y) (Zak) i g
k=1

k=1

m+1 m+l1

n

n

(),

unde p este semiperimetrul poligonului dat.
Conform propozitiei 2 de la pag. 60 din [5]: Daca 4, 4,...4,, n =3 este un poligon convex inscris in cercul

C(O, R) de semiperimetru p are loc (o generalizare a inegalitatii lui D.S. Mitrinovi¢), adica: p < nRsin—,
n

(D.M). Din inegalitatile (5) si (D.M) obtinem ca

n 1 m+1
W = Z > n = 1 , unde

o (xa, + ya,,) (x+)"2"n"R" sin” z 2" (x+y)" R" sin” a
n n

a,,=a,,q.ed.

Avem egalitate in (5) daca si numai daca poligonul 4, 4,...4, este regulat.

3 2-m
Observatie.Daca n =3 ,atunci W, = Z ! > 3 5 — = ( (‘/g))mRm ,
3 J x+y

o (xa, +ya,,)" -
2"(x+y)"R"| —

2

adicd am obtinut inegalitatea (2).

1 1 L3

Generalizarea 3. Daca m € R, , atunci >
m+1 bm+1 cm+1 Rm+l

, (6).

a
Demonstratia 1. Avem

B - (ab)™" +(bc)" + (ca)™ B 1 | Radon
T WWM{ZW)jZ

cyclicam+l (abC) i

m+l1

eyelic
R“;’”” (ab+bc + ca)

- 3" (abc)™!

Dar, abc =4RS si ab+bc+ca > 438 (Gordon) si atunci din (7) rezulta
1 .(4\/§S)m+l ~ (\/g)mﬂ ~ (\/g)l—m

> (D).

W= = = , q.e.d.
(4RS)m+l 3m (\/§)2mRm+l Rm+1 q
m+1
1 1 1 m+l1 1
1 Radon (a + b + cj AM—-GM {33V ach 3 AM—-GM
Demonstratia 2. W = Z — 2 > = >

faa 3" 3" ({fabe )"
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AM -GM 3 3m+2 3m+2
m+ = m+ = m+ > (8)
(a+b+cj bo(a+b+o)™ 2p)™
3
3m+2 B (\/g)l—m

Din (M) si (8) rezultda W > ,q.ed.

(3\/§R)m+l o Rm+1

. 1 1 1 AM—-GM 1 3 3
Demonstrafia 3. W = ——+——+——-0 > 3 — = — = — =
a™ (@)™ (fabe )™ (4RS

3 Euler 3 Mitrinovic 3 3 1-m
= > > = (\/_) ,q.e.d.

aror )™ (3/4@5]"“” Ca

Observatie. Daca m = 0, atunci din (6) obtinem inegalitatea (C.L.T).
Egalitate avem daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Alte rezultate:
F. Leuenberger a demonstrat inegalitatea

1 1 1 3

—+ Z +-—< 2— (O. Bottema et. all, Geometric Inequalities, Groningen, 1969).
a c r

Huang (1993), a propus urmitoarea problema deschisa: Gasiti cea mai mare constantd k astfel incat
I 1 1 1 1 -k 1
—t—+—<— k-—+u~— :
a b ¢ B3 R 2 r
Shi, Sc. (1993), demonstreaza

a

1
Chen, J. (1993), dovedeste —+

a

1

Chen, Q. (1996), arata —+—+—<L(97 1 +ﬂ lj
a b ¢ B\77 R 77 r

In 2014, in Journal of Inequalities and Applications (a Springer Open Journal)

Shan-He Wu si Yu-Ming Chu au obtinut cea mai buna constantd k = 3\/5 ; i.e. au demonstrat ca

11 X 13J_1
phr z<7[f ~ ]

O alta metoda de a obtine cele mai bune constante pentru inegalitati in triunghi este prezentata in [4].
Bibliografie:

[1] D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu, Las desigualdades de Cauchy-Buniakovski-Schwarz y de Bergstrom
son equivalentes e independientes, Revista Escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matematica, Nimero
49 (julio — agosto 2013).

[2] D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu, La suficiencia de la equivalencia e independencia de las
desigualdades de Cauchy-Buniakowski-Schwarz y de Bergstrom, Revista Escolar de la Olimpiada
Iberoamericana de Matematica, Nimero 50 ( Septiembrie 2013- Mayo 2014).

[3] H. Bergstrom, A triangle inequality for matrices, in: Den Elfte Skandinaviske Matematikerkongress,
CityTrondheim, 1949, Johan Grundt Tanamus Forlag, 115-118, CityplaceOslo, 1952.

[4] T. Birsan, M. Dragan, N. Stanciu,O metodd de rafinare a unor inegalitdti geometrice, Recreatii
Matematice, Nr. 1, lanuarie lunie, 2016, 9-14.

[5] N. Bisboaca, Teme complementare de geometrie, Editura Balgrad, Alba Iulia, 1998.
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Modele aplicative pentru calculul primitivelor
unor functii cu ajutorul ” formulei de integrare prin parti”
-V -
Elena si Constantin Ciobici, Falticeni
Lucrarea continua materialul publicat in numerele trecute privind metode de calcul al primitevelor
utilizand integrarea prin parti.
In cadrul modelului V) avem cateva tipuri de integrale:

Fie P(x)=ax"+a, x"" +..+ax+a,a €R,i=1n. Atunci,
-sinxdx, x € R

)
2. IP(x)-sin(ax)dx ,xeRaeR

3. I u'(x)-u(x):- sin(u (x))dx,x eD, "D, ,unde u:D —R functie derivabila cu derivata continua.

.[P [sm a,x)+sin(a,x)+...+sin(a,x)dx, P(x)= ax+b; a,b € R,a #0, G eR iclnneN'
5. J-[P x)+c:| P ( [smP )]dx;xeR

6. J.P2 x)-P -[smP ]dx;xe]R

7. IP" x)- x)-[sinP(x)]dx,xeR,neR

Exercitii propuse:

1. J. x—l sinxdx,xeR; 2. I(x2+x)-sin(3x)dx,xeR;
3. '[ -sinulx )dx,x eD, N D', .unde u: D — R functie continui cu derivata continua.
4. J.— 1n(x+1)] in[In(x +1)}dx; x € (~1,40)
x+1
5. IP [sin(a,x)+sin(a,x)+...+sin(a,x)ldx, P(x)=ax+b;a,be R,a#0,a, R ,i=l,n,ne N’
6. J.[P +c] P [smP ]dx;xe]R
7. J.(x”“ (p+l)x+a)-(x +1)-sin[x””+(p+l)x+a]dx,xeR,peN,aeR

Rezolvare:

1) J.(x—l)sinxdx,xeR.

Rezolvare: f*(x) =sinx = f (x) = [ sinxdr =—cosx; g(x)=x—1= g'(x)=1. Aplicam ( £ip.):
I :—(x—l)-cosx+jcosxdx = —(x—1)-cosx+sinx+c.
2) I(x2 +x)-sin(3x)dx, xR
Rezolvare:  f"(x) =sin(3x) = f (x) = [sin (3x) dx = cos(3x)
g(x)=x* +x= g'(x)=2x+1. Aplicam ( f.ip.):
j _é (2 +x).cos(3x)+§. [(2x+1)-cos(3x)ds
Notam cu : K = [ (2x+1)- cos(3x)dx .

7 (x)=cos(3x)= f(x)= Icos(3x) = Sinf)x) ; glx)=2x+1=g'(x)=2
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1="1. (¢ 1 x)- cos(3x)+ é (2x+1). sm(sx)_g [ sin(3x)e

SCLIPIREA " MINTII

3
1 (, 1 . 2
[=——- (x + x)~ cos(3x)+ —-(2x+ l)- sm(3x)+ —- cos(3x)+ c
3 9 27
3) I ( smu( )dx,x eD, mD'u .unde u: D — IR functie continui cu derivata continua.

Indicatie: ( )=u'(x )-sinu(x):>f(x):ju'(x)-sinu(x)dx:—cosu(x)
g(x)=u(x)=g'(x)=u'(x)

4) j— (x+1)]- sin[In(x + 1)|abx; x € (= 1,+00).
Indicatie: = [ln x +1):| ".sin [ln(x+ 1)] = f(x)= —cos[ln(x+ l)]
(r+)!

g(x):ln(x+1):>g(x): ) =ln'(x+1).

5) J.P [sin(a,x)+sin(a,x)+ ...+ sin(a,x)|dx, P(x)=ax+b; a,b e R,a+0, a[eR*,izl,_n,neN*
Indicatie:
1= IP(x)sm(alx)dx + IP(x)sm(azx)dx +..+ IP(x)sin(anx)dx

Consideram integrala: /;, = J.P(x)sin(aix)dx ,i=1n.

f'(x)=sin(ax)= f(x)= jSin(aix)dx —_

g(x)=P(x)=ax+b=g'(x)=a. Aplicim (f.ip.):/, = - cos(a;) (ax+b)+ <. Icos(aix)dx
a, a.

6). I[P(x)+ c|- P'(x)-[sin P(x)ldx; x e Ryeu P(x)=a,x" +a, x"" +..+ax+a,a €R,i= Ln
Indicatie:
f'(x)=P'(x)-sin P(x J.P )-sin P(x)dx =—cos P(x)
g(x) :P(x)+c =g ( )—P'(x) .

7). j(x“l +(p+l)x+a)~(xp H)-sin[x”+1 +(p+1)x+a]a_’x ,XER, peN,aeR
Indicatie: Aplicam rezultatul obtinut la exemplul 6):
Pl)=x" +(p+ 1= P ()= (p+1)- (v +1)
J = Ll A+ (p+1)x+ a cosxr + (p+ 1]+

p+

8). '[P2 (x) .P'(x).[sinP(x)]dx; xeR,cu Px)=ax"+a, x"' +..+ax+a,a, eRi=1n.
Indicatie: f'(x)=P'(x)- [sin P(X)] = f(x)=—cosP(x).
g(x) =P’ (x) =g '(x) =2 P'(x) . P(x) . Aplicam formula de integrare prin parti:

P +(p+1)x+a]+c

! l-sin[x

I=-P° (x)-cosP(x)+2-J.P(x)-P' (x)-cos P(x)dx.Mai departe, notim cu
K:J.Px -P'(x )-cosP( )dx
f'(x)=P'(x)-cos P(x IP )-cos P(x)dx =sin P(x)

g (x) = P(x) =g '( ) =P '( ) . Mai departe, aplicam formula de integrare prin parti

Profesori, Colegiul “Vasile Lovinescu” , Falticeni
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Asupra problemei E:14956

R Marin Chirciu, Pitesti
In G.M.-B nr 1/2016 Alexandru Baltariga, student, Bucuresti a propus urmatoarea problema:

a’+bc N b* +ca N ¢’ +ab S 9
a’(b+c) b*(c+a) c*(a+b) a+b+c
Vom prezenta o dezvoltare a acestei inegalitati si vom propune cateva aplicatii ale acesteia in triunghi.

E3]

,Fie a, b, ¢ >0 numere reale. Aratati ca:

Fie a, b, ¢ >0 si >0 numere reale. Aritati ci:

a’ +bc N b*+ca N ¢’ +ab S 18
a*(b+nc) b*(c+na) cz(a+nb)_(n+1)(a+b+c).

_ a’+bc be
Solufle; Avem: Z“az(b+nc) Z Zaz(bJF”C)'

1 S 9 _ 9 "
b+nc Y (b+nc) (n+1)).a
by G (X (X Ny 9
a (b+nc) a’*be(b+nc) acha(b+nc) abc-(n+1)2bc (n+1)abc (n+l)Za

(1) < Za . Zbc >9abc , care rezulti din inegalitatea mediilor: Za >33/abc i Zbc >3:/a’b’c’ .

Egalitatea are loc daca a=b=c.

b+nc

Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem: Z

unde

2 2
a +bc 18 a +bc 18
Analog, putem obtine Z > > si Z > > , unde
a (nb+c) (n+l)a+b+c) a (nb+mc) (n+m)(a+b+c)
m>0.
Aplicatii ale acestor inegalititi in triunghi
Aplicatia 1 . In triunghiul 4BC au loc inegalitétile'
Zr +rr, >y Zr I 18r 0.
n o+, r,+nr, n+l
r r ro, . .
Solutie: In orice triunghi este adevarata egalitatea: Z =1.Punand x=—, y=—, z=— in inegalitatea
ra ra rb rc
X’ +yz : L x’+yz 18
Z > obtinem prima inegalitate din aplicatia 1 si folosind z >

x'(y+2) Zx x2(ny+z)_(n+l)2x

obtinem cea de-a doua inegalitate.
Aplicatia 2 . In triunghiul ABC au loc inegalitatile:

2 2
Zhg thh o Zhu +hyh, 187

> , n=>0.
h,+h, h,+nh, n+l
Solutie: Cu identitatea: S — =1 si cu precizarile de la aplicatia 1 obtinem concluzia aplicatiei 2.
Aplicatia 3 . In triunghiul ABC au loc inegalitatile:
ct 2é+ct Ect g ct 2é+ct Ec‘[ g
g2 g2 g2 9y g2 g2 gZ 187

- b

4 B C 4( B o\ > 720
Dp

ctg? =| ctg = +ctg— p ctg’? =| ctg —+nctg— (n+

g2( g2 g2j g2( g2 g2j
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B B C A
Solutie: Se foloseste egalitatea z tg B tg% =1si x=tg By tg; L ctg 2 s.a.m.d.

Aplicatia 4.1n triunghiul ascutitunghic 4BC au loc inegalitatile:
ctg’ Betg” C+ctg A(ctg B+ct C
ycte Bete gA(ctg B+ctg 9H ctg
cthcth(cth+cth

SCLIPIREA " MINTII

zcthBctg2C+ctgA(cth+cth) 18 1—[ tg A, n>0.
c n
cthcth(cth+ncth) n+l 8

Solutie: Se foloseste egalitatea ZCthcth=l si x=ctgBctgC s.am.d.

Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti

Some new inequalities

Mihaly Bencze, Bucharest
In this paper we present some new inequalities

Theorem. If x, >0,k =1,n, then Zje dt<n- arctg( Zxkj

k=1 ¢

Proof It f(x) = areig [t . then f'(x) = e’ —(1+2)
0 (1+x%)e"

>0,Vx > 0, therefore
-2
(1+x7)
From Jensen'’s inequality yields Z je dt < Zarctgx L Sn- arctg( Zxkj ,q.e.d.
k=1

k=1 ¢
Corollary 1. We have the following 1nequalities.

k ;2
4 2 1 n 5
1.1. ZIe"’ dt<n- arctg[%); 1.2. z Ie_’ dt<n- arctgw .

f(x)= f(0), or J.eftz dt < arctgx ,but g(x) = arctgx is concave, because g"(x) =

k=10 k=17 6 ’
1
K 2 k(k-+1)
= 2 n(n+1) . 2 1
1.3. e dt<n-arcte ———; 1.4. e"dt<n-arctg——.
kz=1: '(.). S kzz; }[ Sl
v (n-2)r
Corollary 2. If 4, 4,...4, is a convex polygon, then z J.e_' dt <n-arctg ———.
k=1 ¢

Corollary 3. In all triangle ABC holds:

a ) 2 s—a , ab , 2 " 2 —|—4R
3.1. Zje” dt < 3arctg?s ;3.2 Z Je” dr < 3arclg§; 3.3. Zje” dr < 3arctg%'
0 0 0

b

r, A
3.4. z.[e_’z dt < 3arctg AR+ r ; 3.5. Zj.e_'z dt < 3arctg§ .
0 0

For many other applications of the teorem from above see [1].

References
[1] Octogon Mathematical Magazine (1993-2016).

Profesor, Liceul Teoretic “Ady Andre” Bucuresti
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Inversa unei matrice
Gabriela Negutescu, Prahova

Urmatorul material 1si propune gasirea unei metode de determinare a inversei unei matrice nesingulare

. o . -1 -1 . o . o -1 *
de ordin n acare respecta relatia 4- 4~ = A - A=1, siacarei formulaeste 4~ = -A ,unde A* se

det 4
numeste adjuncta matricei A.

Stim cd A" se scrie ca o matrice transpusd, iar elementele sale se calculeazd dupa formula a;
=(—1)i. 4, j» unde d;; este determinantul obtinut din determinantul matricei initiale , elimindnd
linia 1 si coloana j .

In continuare voi trata doar aspectul privind determinarea matricei adjuncte pentru matricile de
ordin 2 si 3.

Adjuncta unei matrice de ordin 2.

a
Fie matricea A :(
c

b . «_| 9 9y i _ g
. Adjuncta sa este A*= ,unde: a, =(-1)" -d=d..
d a, dy

d -b
a,=(-1)"c=c, a,=(-1"b=b, a, =(-1)""-a=a.Deci, 4*= (—c 4 ] .

Observam cd adjuncta unei matrice de ordin 2 se obtine schimbdnd elementele de pe
diagonala principald intre ele, iar elementelor de pe diagonala secundara schimbdandu-le semnul .

Exemplu : Sa determinam inversa matricei M = (g :;)

-5 7 -5 7 5 7
Rezolvare: Evident, det(4) =—1, M*= =M= RS = .
-2 3 -1\-2 3 2 3

Adjuncta unei matrice de ordin 3.
a b c a, 4y 4y

Fie A=|d e [ | siadjunctasa A*=|a,, a, a, |. Aplicand formulele de calcul pentru
g h i a; Gy a
ei—fh ch—bi bf—ce
elementele matricei A", obtinem ¢a A*=| fg—di ai—cg cd—af
dh—eg bg—ah ae—bd

Sa Incercam altd metoda :

~ O

Vom alcatui un tablou in care vom scrie elementele matricei A,

R U 9
> Qo

dupd care copiem dedesubt elementele primelor doud linii ale matricei, asa

cum proceddm la calculul determinantului de ordin 3 prin regula lui albh ¢ a b
Sarrus, si apoi copiem la dreapta primele doud coloane ale tabloului initial.
Mai departe, separam prima linie si prima coloana de celelalte prin linii. die f d e
Am obtinut un tablou care contine 4 linii si patru coloane . glh i g h
Din liniile 1 si 2 formdm trei determinanti de ordin 2, respectiv :
alb ¢ a b
e fl_ . fod :
dl:h ; =ei—fth=a,, d,=| g:fg—dz:alz, dle f d e
d e
d,= ¢ h =dh—-eg=a, .

La fel, din liniile 2 si 3 obtinem trei determinanti de ordin 2, respectiv :
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i ) i g h
d, = =ch-bi=a,, d,= =ai—cg=a,, dy= =bg—ah=a,,
c c a a b
Din liniile 3 si 4 obtinem :
b c c a a b
d7:e =bf —ce=a,,, dng d:cd—af:a32, dgzd e:ae—bd:a33
Determinantii dy,ds, ......,dsg , scrisi pe verticald, vor da matricea A", deci
A= (dz d dg)
dﬂ- dﬁ d?
2 1 3
Exemplu : Fie matricead=| 4 6 0 |. Atunci,
11 s 1 -3 2 1
det(4) =60—-12—-18—-20=10 iar tabloul din care scoatem determinantii 6 0 46
d, este -111 -11
6 0 0 4 4 6 201 3 2 1
d, |1 5| 30 d, |5 —1| 205 |—1 1| ’ 6 0 4 6

I B I i B e Bt
N B W L AP
30 —8 18
:‘-1*=(—ZIJ 7 —12)
10 —3 8
1

1 1 2 1 -3 30 -8 13
A-A1=4. Ar=———a-ar=—-| 4 6 o0]|-20 7 -12]=
det(4) det(A4) 10 1 1

10 —3 8
1(6(]—2(]—30 —16+7+9 36—12—24)

10 120 —120 —321+ 42 72 —-712
—30—-20+50 8+7—-15 —18-—12+40

. /10 0 0 1 0 0
o l0 10 o]={o 1 0)=4
0 0 10 0 0 1

Varianta 2 de calcul a elementelor matricei adjuncte :
Procedam similar ca in varianta 1, dar lucram pe coloane .
Astfel , din coloanele 1 si 2 obtinem determinantii di, d> si ds ,
din coloanele 2 si 3 obtinem determinantii d4, ds si ds
din coloanele 3 si 4 obtinem determinantii d7,ds si do si completim matricea A” pe

dy dy dy
orizontala A" = (d4 d. dﬁ)
d? dB dg

Y

Prin aceastd metoda se pot evita unele greseli, cum ar fi, omiterea factorului (—1)"7 in
calculul elementelor a;;, alcatuirea determinantilor redusi, obtinuti din determinantul matricei
initiale.

Bibliografie:
https://www.youtube.com/watch?v=0snngbYYpk

i

Prof. , Scoala Gimnaziala Comuna Talea, Prahova
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in legatura cu problema G86 din Recreatii Matematice nr. 2/2005

Nela Ciceu, Rosiori, Baciu si Roxana Mihaela Stanciu, Buziu

Punctul de plecare al acestor randuri este:
Problema 1 (problema G86 din RecMat nr. 2/2005). "'Fie n>3 un numdr natural impar, iar

. 2 - o . .
A< No multime cu n~ —2n+2 elemente. Sa se arate cd putem alege n numere din multimea A cu
p 8
proprietatea cd suma lor se divide cu n.”’

Titu Zvonaru, Comanesti
Solutia, aparuta in nr. 2/2006 al RecMat, este urmatoarea:

n—1
Scriem 4 = U A, ,unde A4, contine toate elementele lui A care dau restul i la impartirea prin 7.
i=1
Daci cel putin o multime A, este vidi, cum n* —2n+2 =(n—1)(n—1)+1, din principiul cutiei rezulta ca

existd macar o multime A ; care contine cel putin 7 elemente, ludnd » dintre ele, suma acestora se divide

evident cu 7. Daca toate multimile A4,,7 =0,7—1 sunt nevide, alegem cate un element din fiecare multime.

n(n—1)
2

Suma acestora, modulo 7n, este 1+2+...+(n—1) = (mod n) si cum n este impar, n—1 este par si

rezulta ca n(nT—l) = 0(mod n).

La Concursul Viitori Olimpici din august 2015, la clasa a VIlI-a, a fost propusd urmitorea problema
(enunt partial):

Problema 2. *’Demonstrati ca orice mulfime formatda din 11 numere naturale are cel putin o
submulfime cu sase elemente a caror sumd este divizibild cu 6.”

Folosind problema 1 observam cé pentru a putea alege o submultime cu sase elemente a caror suma

este divizibila cu 6, trebuie ca multimea 4 si fie formata din (6 —1)* +1 = 26 numere naturale. Problema 2
sugereaza faptul ca numarul de elemente ale multimii A din enuntul problemei 1 poate fi micsorat.

In cele ce urmeza vom demonstra urmatoarea:

Lema. ’Fie n= pq, unde p < q sunt doud numere naturale impare prime intre ele. Orice mulfime
Jormatd din q(p —1)* +(q —1)* +1 numere naturale are cel pufin o submulfime formatd din n elemente a
caror sumd este divizibild cu n.”’

Fie Amultimea dati. Notim k =(p—1)* +1,#=(g—1)*> +1. Conform problemei 1, pentru orice
multime formatd din # numere naturale putem alege g elemente a cédror suma este divizibild cu g . Din

multimea {al,az,...,at} alegem ¢ numere cu suma divizibild cu ¢, fie acestea a,,q,,...,a , & caror suma

este s,. Din mulfimea {aqﬂ,aq”,...,aqﬂ} cu ¢ elemente alegem numerele a, ,,,a a,, cusuma s,

graoes oy
divizibild cu g . Analog obtinem sumele s;,s,,...,5,_, divizibile cu g . Dupd alegerea acestor sume ne rdman
incd ¢ elemente si astfel putem obtine si suma s, divizibild cu ¢ .

Aplicand acum afirmatia din problema 1 pentru multimea {Sl,sz,...,sk} obtinem p elemente, de
exemplu s,,5,,...,5, a caror sumd este divizibild cu p . Cum fiecare termen al sumei este divizibil cu ¢,
suma este divizibila cu pgq .

Sa exemplificdm cum Lema Tmbunétateste rezultatul din problema 1.
Pentru a fi siguri ca putem alege 15 numere cu suma divizibila cu 15, conform problemei 1 avem nevoie de o

multime 4 formata din (15—1)* +1 =197 numere naturale. Aplicind lema, din orice multime A formata

din 5(3—1)> +(5—1)* +1 =37 numere naturale putem alege 15 numere cu suma divizibila cu 15.
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Deoarece g(p—1)> +(g—1)> +1<(pg—1)> < g(qg—1)(p*> —1)+1> 0, rezulti ci intr-adevar lema da o
estimare mai buna decat cea oferitd de problema 1.
Deoarece g(p—1)* +(g =D +1< p(g=D* +(p—1)* +1=(g—p)p-D(g-D>0,

deducem cd e mai convenabil sa alegem prima datd sumele divizibile cu g si apoi suma divizibila cu p .

Aplicatii de tip Weyl
Daniel Sitaru, Claudia Nanuti, Drobeta Turnu- Severin,

Abstract: In this article we will present a construction modality of some new problems starting from a
problem (S: L16.22) published in Gazeta Matematica nr. 1/2016.

Teorema H. Weyl: Fie K un corp infinitsi P, @ € K[x];7 EK; P £ 0;
P(r) # 0; @Q(r) = 0. In aceste conditii @ = 0.
Corolar 1 (Rizvan Satnoianu): Fie A € M, (C); P € C[x]; P = det 4;
Daci P #0,Q € C[x];@(4) = 0, atunci @ = 0.
Corolar 2 (Rizvan Satnoianu): Daca 4, B € M, (C); A € C atunci:
det(AB + Al ) = det(BA+ A1)
Demonstratie: Fie @(x) = det(XB + Al,) —det(BX + AI,)
FicA € M, (C);detA + 0; P = detd = 0
Q(4) = det(AB + A1) —det(BA+ AL,) =
= det(AB + AI,) — det[A™*(AB + A1 )A] =
= det(AB + AI ) — det(A™ ') det(AB + Al ) detA =
=det(AB + A1) —det(AB + AI,) =0
Rezulti @ = 0 = det(4B + Al,) = det(BA + AlL,)

-1 0 1
S: L16.22: Fie 4, B € M3(IR) astfelincat: A-B=| 1 1 0 |. Aratati cd: BABA+ BA + I este
0 0 -1

inversabild. (Eugen Radu).
Solutie: det(BABA + BA +1;) = det(B(ABA+ A4) +1;) =
= det((ABA+A)B +1;) = det(ABAB + AB +1I;) =

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 1 0 0
= det 1 1 0 1 1 o0 JJ+{1 1 0 |+|l0 1 0])]=
o 0 -1 o 0 -1 o 0 -1 0 0 1

1 0 -2 0 0 1 1 0 —1
=det{|0 1 1 |+{1 2 0]]=1 3 1|=3=#0
o 0 1 0 0 0 o 0 1

Putem extinde problema la o matrice din M,, (C):
Generalizarea nr. 1: Fie 4, B € M,,(C) astfel incat AB = C si
det(C?+ C+ I.) # 0.1n aceste conditii: BABA + BA + I este inversabila.
Solutie: det(BABA + BA +1,) = det(B(ABA+A) +1,) =

= det((ABA+A)B +1,) = det(ABAB+ AB +1,) =det(C*+C+1,) # 0
Continuarea naturald a extinderii este cuprinsa n:
Generalizarea nr. 2: Fie 4, B € M, (C) astfel incat AB = Csi det(C®+ C*+C+1,) #0.
In aceste conditii: BABABA + BABA + BA + I, este inversabila.
Solutie: det(FABABA+ BABA+BA+1,) =

= det(B(ABABA+ ABA +A) +1,) = det((ABABA+ ABA+ A)+ B +1,) =
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= det(ABABAB + ABAB+AB +1 ) =det(C®+C*+C+1 )+ 0
Generalizarea nr. 3: Fie 4, B € M, (C) astfel incat AB = C;
det(C™ 4+ ™14+ C*+CH+I)#0;meEN;m=3
In aceste condi‘gii:[BA:]m + (BA) m-1 4 (BA) m-2 4 ...+ BA+ I, este inversabila.
Solutie: det((BA)™ + (BA)™ 1 + (BA)™ * + -+ BA+1) =
=det(B(A(BA)™ T+ A(BA)™ 2+ -+ A)+1) =
=det(B(A(BA)™ '+ A(BA)™ * + -+ A)B+1) =
=det((AB)™ + (AB)™ 1 + -+ AB+ 1) =
=det(C™+C™ 14+ C*+CH+I)#0
In continuare, propunem cititorului sa aplice aceleasi modalitati de generalizare pentru urmatoarele probleme:
1. Fie A, B, C,D € M, (R) care comuti oricare doua cte doud si A+B+C+D=0,
Sa se arate ca: det(BC — AD) det(CA — BD) det(BA — CD) = 0. (Nicolae Musuroia)
Solutia autorului:
BC—AD=BC—A(—-A—B—-C)=BC+A*+AB+AC=(A+C)(A+B)
CA—BD=CA—B(—-A—B—-C)=CA+BA+B*+BC=(A+B)(B+C)
BA—CD=BA—C(—-A—B—C)=BA+CA+CB+C*=(B+C)(A+C)
det(BC — AD) - det(CA— BD) -det(BA— CD) =
= det((BC — AD)(CA— BD)(BA—CD)) =
= (det(4 + B))*(det(B + C))*(det(4 + C))* =0

2.Fie A, B € M,(R) astfel incat A(A — B) + B(4+ B) = 0,. Si se arate ca:
det(A* + B? —I,) = 1. (Radu Pop)

Solutia autorului: Din ipoteza rezulta ca:

A2 +B*=AB —BA=>Tr(4*+B*) =Tr(ABE—BA) =0

det(A® + B? —xI,) = x> — Tr (4> + B*)x + det(4® + B*) 4 unde
det(4* 4+ B* —1,) =1+ det(4* + B*) = 1.
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»Un om de succes este acela care poate construi o fundatie solida cu caramizile pe care
altii le arunca in el”.
David Charles Brink (n. 1939)
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»Nu incerc si aflu raspunsurile, doresc si inteleg intrebarile”.
Confucius (cca 550- 470 i.Hr)

N Probleme rezolvate

* Invatamant primar

. Un crescitor de fazani lasid mostenire celor cinci fiice ale sale 6700 fazani, in
urmaitoarele conditii: prima fiiciA primeste o treime, a doua fiicd o patrime, a treia fiicd o
sesime, a patra fiicd o optime, iar a cincea fiica 400 fazani. Cati fazani au primit primele patru
fiice?

Andreea si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: 6700 — 400 = 6300. Notam cu x numarul de fazani. Atunci, §+ % +2 +§ =6300=>

Bxt 6x24;r4x 3% =6300= % x=6300= x=7200. Atunci, prima fiica primeste 7200 :3 =2400,

a doua primeste 7200:4 =1800, a treia primeste 7200:6 =1200, a patra primeste 7200:8 =900.

| gRyL). Aflati numere naturale de doua cifre pentru care diferenta dintre numar si rasturnatul
sau sa fie egala cu cifra zecilor.
Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare: Dacil ab este numirul atunci ba este risturnatul siu si ab—ba=a <> 10a+b—10b —
a=adeunderezultd a=9, b=8= ab=98. Verificare: 98—89=9.

. Odata Pitagora a fost intrebat ce a mancat in ziua aceea iar el a rispuns: pini acum

am mancat doar mere, de doud ori doua cincimi din cit a mincat fata mea si tot au mai ramas

10 mere. Daci as fi mincat cu sapte mere mai mult decit fata mea nu ar mai fi rimas niciun

mir. Cite mere a mancat Pitagora? Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Notam cu 5x numarul de mere mancat de fata, atunci Pitagora a mancat de doua ori
doud cincimi din cat a mancat fata adica patru

- Pitagora cincimi din 5x insemnand 4x.
< | | | l 2 Numarul total de mere este 4x + 5x + 10.

| | I I > Fata Dacd ar fi mancat cu sapte mai mult decat fata,

atunci, 5x+7 +5x reprezinta numarul total de mere pe
care-1 egalam cu 4x + 5x+ 10.

Asadar, din 4x + 5x + 10 = 5x+7 +5x rezultd x=3 adica fata a mancat 5-3=15 mere, iar Pitagora
4-3=12 mere.

10mere
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= Clasa a V-a

(&P05). Determinati multimile X si Y stiind cé sunt indeplinite simultan conditiile:
a) XUY:{2008;2009; 2010;2011; 2012;2013}; b) XNY = {2008;2009};
c) Xm{2010;2011}:®; d) Ym{2012;2013}:®;

Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:
Din b) rezultd 2008 € X,2009 € X,2008Y,2009€ Y, din a) si c) rezultd2010 ¢ X,2010€Y ,

2011¢ X,2011€Y sidina)sid)rezultd 2012 € X,2012¢7Y,2013€ X,2013¢Y.
Asadar, X={2008; 2009;2012; 2013},Y={2008; 2009;2010; 2011}.
2014*"° 1

2013 2013
Nicolae Ivaschescu, Canada

G:597. Comparati numerele A=1+2014+2014>+2014" +.....+2014"si B =

Rezolvare: (1) 4=1+2014+2014%+2014° +....+2014*" |-2014 =

(2) 2014- A=2014+2014 +2014" +....+2014°°" +2014™"°,
20147 -1

Prin scaderea egalitatilor (2) - (1) rezultd 4= o3 =B

(&P, Aratati ca ! + ! + ! +....+L+L>l.
1489 1490 1491 1983 1984 4
Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Cum fiecare fractie este mai mare decat , rezultd ca

1 1 1 1 1 1 1
+ + it ——+—)496. —— =—.
1489 1490 1491 1983 1984 1984 4

(&P, Fie multimea M :{1;3;5; ..... ;151}. Aritati cd multimea M se poate impirti in 38 de

submultimi disjuncte doua céte doua, fiecare continind doua elemente a ciror sumai sé fie cub perfect.
Marian Voinea , Bucuresti
Rezolvare:

Fie A(a;b)una din submultimile cerute ale lui M care respecta conditiile: a+b=c’, c e N*.
Cum a si b sunt impare atunci ¢’ este par, 4 <a+b<300=> = [4;300] =€ {8; 64;216} .
Fie M = {1;3;5;....;63} u{65; 67; 69;....;151} . Din fiecare submultime se gdsesc urmatoarele
submultimi care respecta cerintele date:

{1; 63} ,{3;61}, ...... ,{3 1,33} , 16 submultimi pentru care a+b*=64=4"
{65;151},{67;1491,......,{107,109} , 22 submultimi pentru care a’ +b* =216=6".

In total sunt 38 de submultimi.

(8RNIl Fie a,b € N *astfel incat 20 —3a=17. Aratati ca b >10.
Ionut Florin Voinea, Bucuresti
Rezolvare: Evident, a >1, iar 2b=3a+17=2b>3-1+17=2b>20=5b>10.
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G:601|. Si se determine cardinalul multimii {abc/ a+b= ac,} stiind ca b si ¢ sunt numere prime.

SCLIPIREA " MINTII

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Relatia data se scrie b = a(c —1),de unde:

a=1,c—1=b=>c=b+1,si cum b, ¢ sunt prime consecutive atunci b =2,c =3 = abc =123;

a=b,c—1=1=c=2= abc €{222332,552,772}. Cardinalul multimii date este 5.

2015 _22010

G:602. Aritati cd numarul 4 = P -2015 este patrat perfect.

Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: Numirul A se poate scrie:

2015 2010 2010 /145 0 2010
2 2 -2015= 2 (2 -2) -2015= u-2015 , de unde dupa simplificari

= 22014 + 22008 22008 (26 _ 20) 22008 . 65

obtinem A =27-31> =627, deci A este un pitrat perfect.

([@\IR]. a) Determinati numerele prime a,b,c stiind ca 13-a+78-b+86-c=2015.

b) Daca abb+ bac+cbc =2013+3-c+x si x)11, ariitati cd numérul x este numar compus.

Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:
a) Avem 2015=5-13-31, deci 2015=M 3, iar cum si 78=13-6=Mi3 deducem ca 86-c=Mi3 si cum
86+M 13 rezultd ca c=M3; insa ¢ este numadr prim, iar atunci c=13 si obtinem
13-a+ 78-b+ 86-13 = 2015.

Putem sa impartim egalitatea prin 13 si obtinem @ +6-b + 86 = 155 deunde a + 6-b = 69.
Cum 6-b=M3 iar 69=3-23=M3 deducem ca a=M3; insd a este numar prim, iar atunci a=3 si obtinem
3+ 6-b =69 ceea ce implica b=11.

b) Egalitatea datd abb + bac + chc = 2013 + 3 - ¢ + x este echivalenti cu:

110a + 121b + 99¢c = 11-183 + x de unde rezultd cad x = My, si cum x)11 rezultd ca x este

numar compus .

[6H1%]. Demonstrati ci numirul 117"k € N* se scrie ca o sumi de doui pitrate perfecte si ca o

diferentd de doua cuburi perfecte.
Ionut Florin Voinea, Bucuresti

Rezolvare: Se observa ca 117 =(6>+9%)-117% =(6-117 ) +(9-117% .
1179 =(5° ~2°)-117% :(5-1172k)3+(2-1172k)3.

2n+1 . 5m+2 10 2n . 5m+3 A
G:605. Aritati ca fractiile £ =W§i F, =W sunt echivalente, oricare ar fi

n,m, p,q € N.
Nicolae Ivaschescu, Canada

. a c ) -
Rezolvare: Folosim faptul ca 27 sunt echivalente << a-d =b-c. In cazul nostru,

(2”“-5'"*2-10)-(3“4-7‘1-49):22-53-72-34-24-5”’-3f’-7q =(3P*3-7q“-21)(2"-5'"*3-4).
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= Clasa a VI-a

G:606. Aritati ci numirul 4 =1+243...+2015! nu este pitrat perfect, unde
n'=1.2-3-4-....-.n, neN.

Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare: Ultima cifrd a lui n! este u(n!)=0, Vn>5, atunci,
u(A)=u(1+2+34+4")+0=u(32)=2. Cum ultima cifrd a lui A este 2 rezultd cad A nu e patrat
perfect.

+
G:607|. Cercetati daci fractia 8n+3

s este ireductibila , pentru orice n numar natural.
n+

Ion Stinescu, Buzau
Rezolvare: Presupunem ca fractia se simplifica adica exista un cel mai mare divizor pentru
numardtor si numitor:

Fie d|8n+3si d|Sn+2. Atunci, d|(8n+3)-5si d|(5n+2)-8, de unde rezulta ca
d|(40n+16-40n-15)= d

1,deci d=1. Asadar, fractia este ireductibila.

[@HI}]. Si se arate ci pentru orice numir natural n , expresia £=2-10""+3-10"" +4, este
divizibila cu 36. Marin Simion, Rm. Sarat

Rezolvare: Deoarece 10"7=1000....0000 si 10"*=1000...000 obtinem:
%/—J %/_J

n+3zerouri n+2zerouri

E=2-1000.......0000 +3-1000....000+4=23000.....004

n+3zerouri n+2zerouri n+lzerouri

Deoarece suma cifrelor acestui numar este 2+3+0+0+.....+4=9 = E:9;in plus E :4 deoarece ultimele
doua cifre formeaza un numar divizibil cu 4. Cum (9,4)=1 (numerele 9 si 4 sunt prime intre ele ) si
9-4=36 = E:36.

3 3 3

X z X+y +z
G:609. Daca x,y,zeN*si - - atunci =2 "% este un cub perfect.
y+z Xx+z x+y 3
Nicolae Ivischescu, Canada
+y+ 1
Rezolvare: Cum ——=-—2 =2 - Y*V¥2 _ - 2x=y+z, 2y=x+z,

y+z x4z X+y - 2x+y+z) 2

Y+y+z2 3%,

———=——=x.
3

G:610. Determinati numerele naturale a, b, ¢ stiind ca :

2z=x+y=>x=y=z Atunci,

a+2014 _b+2015_c+2016
2014 2015 2016

2a +3b =5c¢-7.

Marin Simon, Rm. Sarat
a+2014 b+2015 c+2016
2014 2015 2016

a 2014 b 2015 c 2016 . a b c
+ = + = + de unde deducem ca = = .
2014 2014 2015 2015 2016 2016 2014 2015 2016
Notand cu k valoarea comuna a celor trei rapoarte obtinem a = 2014k , b = 2015k si c=2016k , de
unde inlocuind in a doua relatie obtinem 2-2014k +3-2015k=5-2016k-7 si obtinem k =1.Gasim
astfel : a=2014,b=2015sic=2016.

Rezolvare: Deoarece obtinem :
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(&HI8). Fie a,b e (O;oo) astfel incat a+b=2. Aritati ci (ab)™'°(a*> +b*) <2.1n ce caz avem
egalitate?

SCLIPIREA " MINTII

Constantina Prunaru, Roxana Vasile, Craiova
Rezolvare: Fie a=1+a, b=1—a cu 0<a <1. Atunci, inegalitatea data devine

A-a*)-2(1+a*)<2[2= (1-a®)*"-(1-a*) <ladevarati deoarece

(1-a*)"" <1, (1-a*)<1. Egalitate pentru a=0<>a=b=1.

(€HIP). Sa se afle cite numere de forma abcde exista, stiind ca abc este prim si ci:
ab(a + bd + ce) = 150. Gheorghe Ghiti, Buzau

Rezolvare: Din relatia data rezultd ca ab /150, adica ab < {10,15,25,30,50,75}. Avem situatiile:

atunci abcde =107d2 , in total 10 numere;

2). ab =15=a=1,b=35, 5d + ce = 9. Distingem subcazurile:

a)d=0 = ce=9=c=1,e=9 sau ¢c=9, e=lsaue =c =3 = abc = 151; abc =159 sunt
numere prime, iar abc =153 numar compus, si atunci mai existd 2 numere:15109 si 15901;

b)yd=1=ce=4, =c=1,e =4, abc = 151, numar prim, celelalte doua situatii fiind
false, rezulta ca mai avem numarul 15114 ;

3). ab =25=a=2,b=5, 5d + ce =4, de unde numai pentru d = 0 egalitatea este posibila, si
atunci ce = 4, si atunci obtinem numarul 25104;

4). ab=30=2a=3,b=0,ce=2= abc este numir compus, atit pentru ¢ = 1cat si pentru ¢ = 2;

5). Dacd ab e {50, 60, 75} nu obtinem solutii. In concluzie, se obtin 14 numere.

= Clasa a VII-a

(]3] Fie numirul 4=1+2015"+2-2014> —4029°. Aritati ci VA+1eN.
Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:

A :\/20154 +2-(2015-1)> =(2-2015-1)* = J20154 +2-(2015* =2-2015+1)—(4-2015" —4-2015+1) =

=2015* —2-2015> +1=/(2015% —1)> =2015> —1.
Asadar, A+1=+2015>—1+1=+/2015> =2015N.

4 3 12 6

Nicolae Ivaschescu, Canada

2 2
G:614|. Si se demonstreze ca \/ZeNunde A:ﬁzn 1_n+1+n +8]:n+l+n ;n}l Vne N
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Rezolvare: Dupa aducerea la acelasi numitor se obtine

A:(nz+2n+l+n(n+l))2:‘:n+1+n(n+1)}_2:(n+l)z:>\/_z f(n+1)2:n+leN.

2(n+1) 2 2 2

2 2 2 2
G:615 Aritati ca (atbte) +(a b)3+(a oy +(b=¢) >ab+bc+ac, VYa,b,ceR.

Nicolae Ivaschescu, Canada
S(a” +b” +c?)

3

>ab+bc+ac=

Rezolvare: Facand calculul algebric in membrul stdng obtinem
(a—b)* +(b—c)’ +(a—c)” >0 cu egalitate cind a =b=c.

. a) Aritati ca (x2 +7x+1)2 N 9x(x+l)2 , VxeR.

b) Folosind eventual a) si se arate ci 4 =9 +5.9%% 133.9%%0 1 5.9 11 este compus.
Monica Matei, Carmen Terheci, Craiova
Rezolvare:

a) Daca x<0, e evident. Pentru  x)0 rezulta X +7x+1>9%x < (x—1)>>0 i

x> +7x+1)(x+1)> < 5x)0. Prin inmultirea celor doud inegalitati rezulta relatia ceruta.

2
b) Se observa ci x*+5x’ +33x" +5x+1 =<x2 +7x+1) —9x(x+1)*. Punand in loc de x numarul 9"

rezults A=(92‘20'3+7~92013+1)2—92014(92013+1)2 _
:(94026+7_92014+1_91007(92013+1))'(94026+7-92013+1+91007(92013+1)).

[eHa W/ Fic x, y < R astfel incat (x++/x° +1)(y+«/y2 +1)=2. Aratati ca 3(x+y) = \/xz +1 +\/y2 +1.
Constantina Prunaru, Craiova
Rezolvare:

2 2
Din x+3x* +1=—————=2(y* +1—y) si y+yy’ +1=————=2(x* +1—X) , pri
R Y4y +1 W ) Sy x+x*+1 (x ¥).-prin

adunarea relatiilor rezulta ceea ce trebuia demonstrat.

. Determinati numerele abcd formate din cifre prime, stiind ci:
2a+ad+3b+bd+cd* +4cd+3c=d’+7d*+15d +9.
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Egalitatea datd se mai poate scrie:
2atad+3b+bd+cd*+4cd+3c=d*+6d4*+9d+d*+6d+9 <
a(d+2)+bd+3)+c(d®+4d+3)=d(d>+6d+9)+(d+3)* <
a(d+2)+b(d+3)+c(d+1)d+3)=(d+1)(d+3)~
Din ultima forma se deduce ca d + 3 | a(d + 2), de unde rezulta cad + 3 | a, deoarece d + 2 sid + 3
sunt numere naturale consecutive, si prin urmare prime intre ele. Cum a este numar prim si divizibil cud + 3,
rezulta a =d + 3 si atunci a=5 si d=2.

Relatia devine: b+3c =11, cusolutiile: b=2,c=3,sib=35, ¢ =2.Asadar, abcd € {5232,5522} .

. Se consideri pitratul ABCD. in exteriorul pitratului se construiesc triunghiurile »A4BE,
aBCF, aCDG si aADH echilaterale. Aritati ca raportul dintre aria suprafetei patrulaterului
EFGH si dublul ariei suprafetei ACHE este supraunitar.

Sorina Vicarean, Cluj-Napoca
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Rezolvare: Se demonstreaza ca patrulaterul EFGH este patrat fie aratdnd ca diagonalele sunt
perpendiculare, au acelasi mijloc si sunt congruente, fie aratand ca toate unghiurile sunt drepte si doua laturi

alaturate sunt congruente. A, = EF ®. Se arata apoi ci aCHE este echilateral si ca [CE]E[EF ]

EF? A ?
B3 . Raportul cerut este —2291 = EF 2 >1.

2., EF’\3 NE
4
(6HiYA1. Demonstrati ci in interiorul unui pitrat de latura a = 32 cm, existd 128 de puncte distincte

SCLIPIREA " MINTII

WCHE —

astfel incét distanta dintre oricare doua astfel de puncte vecine determinate este de (2 —«E ) cm si alte

512 puncte distincte astfel incat distanta dintre ele sa fie de \/E cm respectiv2 cm.
Dumitru Vieriu, Dorohoi
Rezolvare:
Demonstratia are la baza faptul cé singurele triunghiuri care au mijloacele inéltimilor lor coliniare sunt

cele dreptunghice, conform teoremei liniei mijlocii in triunghi. Fie triunghiul A ABC cu m(A)=90",

be
BC=a, AB=c, AC:b.Atunci,r+R:§+abC: 2 +ﬁz be +€. Dupa aducerea la
p 4S atb+c 2 a+b+c 2
2

acelasi numitor si din faptul ca a® =b° +¢” se obtine cerinta.
. .- . N . . . a
Observatie: Se poate folosi direct si faptul ca intr-un triunghi dreptunghic, R = 5 .

Observatie (Titu Zvonaru)
Altfel, ducem un segment paralel cu AB, pe care il impartim in parti egale fiecare de lungime 2 — \/5 ,

apoi luam alt segment paralel cu AB, la distanta mai mare decat 2 — \/E de primul segment, etc.

. Se considerd dreptunghiul ABCD, cu AB=2 si BC=1. Fie Me [AB ] R
N e[BC], P e[cCD]si Qe[D4], calculati  :min(MN?+ NP* + PO> +OM?),  respectiv
max( MN* + NP*> + PQ* + OM?).

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti , Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Avem notatiile si figura de mai jos.

C
C
1-b
y
N
b
2-a

(1) MN? + NP> + PQ* +OM?> = x> +y* +z° +u” =(2—a)> +b* +(1-b)* +c” +
+d*+2-c) +a’+(1—-d)’ =5+2(a-1) +2(b—%)2 +2(c—1)° +2(d—%)2.

1 1 1 1
2)0<(a-1)*<L0<(h—=) <0< (c—-1)* <10 (d—=)* <—.
(2)0<(a-1) ( 2) 2 (c=1) ( 2) 2
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Din (1) si (2) se obtine ca: 5 < x> + y* +z° +u” <10.

Deci, min( MN* + NP> + PQ* + OM*)=5 si max( MN* + NP*> + PQ*> + OM*) =10.
Maximul se realizeaza cand punctele M, N, P, se gasesc la mijlocul laturilor, iar minimul cand
P=0=D,M=N=8B.

(8HYR]. Fie ABCD un trapez cu AB=2015 si CD astfel incait CD|| AB. Fie M,PE(AD) si
N,Qe (BC ) astfel incat MN || PQ|| AB si Aria (DCNM) = A(MNQP) + Aria (PQAB). Determinati
lungimile segmentelor [MN ] si [PQ]

Lucian Tutescu, Roxana Vasile, Craiova
Rezolvare:

Fie ADNBC = {O} .Fie S = Aria(ODC) si S, = Aria(DCNM) = Aria(MNQP) + Aria(POAB).

S 1 S

Din AODC ~ AOAB = = —— = (2015*—1)-5 =35, = =2 = 2015-672.
S+3S, 2015 S

AODC ~ AOMN = —>— — 12:>M]\72=1+§=1+2015~672:>MN=«f1+672~2015.
S+S, MN S

AODC ~ AOPQ = —5— — 12:PQZ:1+2-i:1+2-2015-672:>PQ:\/2708161.
S+2S, PO S

= Clasa a VIII-a

. Si se demonstreze inegalitatea: \/20 +4/20+ \/% + \jl 32+4/132+4/132 ( 17.

Cristina Isaia, Galati

Rezolvare: Avem: v/20 < +/25 =5 ,4/20+ /20 <+/20+5 =5,\/20+\/20+\/E <2045 =5,(1).
V132 <+/144 =12,3132 4132 <132 +12 =12,

\/132+\/132+ V132 <132+412 =12, (2).

Prin adunarea inegalitatilor (1) si (2) obtinem inegalitatea dorita.

[6HYH. Si se arate ci numirul 4=91" —181" +3n° +6n+1 este natural impar si pitrat perfect,
pentru orice 7 € N. Viorica Dogaru, Giurgiu

Rezolvare: A=(3n"—3n)’ -2(3n" -3n)+1= (?an2 —3n —1)2>O, VneN. Cum k =n(n—1):2 atunci,
A= (3 -2k — 1)2 =36k> —12k +1=2(18k*> —6k +1)+1 este un numar impar patrat perfect.

(HP1). Determinati numerele intregi x,,x,,x;,......; X5 care verifici egalitatea:

2015 2015 2 2015 2014 2015 __
XS, X T 5T s =2015x,x, - Xy,

Dumitru Savulescu, Marian Voinea, Bucuresti
Rezolvare:

Evident, x,:5=>x, =5x,', x,'eZ. Inlocuind pe x, cu 5x," si apoi impartind cu 5 se obtine :

2014 1\2015 2015 2015 2013 2015 _ !
5 (xl) +2,77 5T T 5T X, T =2015x, "X, X5
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Repetand procedeul pentru x,, X;,......,X,,,s rezultd cd oricare dintre numerele de la x; la x,,,; se divid
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cu 5 la orice putere deci, sunt nule. In concluzie, x;, =x, =x; =...... = X505 = 0.

(/Y| Fie /R—>R, f(5x+3)=10x-9 si g(x)=2x—15. Aritati ca functiile sunt egale.
Claudia Popa, Buzau
Rezolvare:

Din 5x+3=trezulta x = %, deci, f(2)= 10-%—9 =2t—15. Asadar, f(x)=12x—-15=g(x).
nw—n’—48

nw+5n" +18n+24
Nicolae Iviaschescu, Craiova

G:628|. Aflati valorile intregi ale lui n pentru care fractia /' = eN, neZ\ {—2}.

Rezolvare: 7n’° —n° —48=(n"—64)—(n*> —16)=(n—4)(n" +3n+12)iar
W +5n +18n+24= (1’ +8)+(4n” +16n+16)+n’ +2n==(n+2)(n* +3n+12). Asadar, dupa

Ry . . n—4
simplificare fractia devine F' =
n+2

eNone{-8,-5-4,-3,-1,0,1,4}.

x-y+x-z=14
G:629|. Si se rezolve in multimea N *xN*xN* sistemul {x-y+y-z=18;
x-z+y-z=20

Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:
Prin adunarea ecuatiilor sistemului rezultd x-y+y-z+x-z=26. Din fiecare ecuatie in parte se va

obtine x-y=6, x-z=8, y-z=12 iar dupa inmultirea ultimelor trei relatii se obtine x-y-z =24.

In final, S= {(2;3;4)} )

G:630. Rezolvati ecuatia |:3x—

:| =x—1149, x € R unde, [x] reprezinti partea intreaga a lui x.

Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad

3x-2
<

Rezolvare: Din x—1149 € Zsi {3)67_2} = <{3x7—2}+1 rezulta x € Zsi

v 1149<X=2

(x—11149+1. in final, s obtine x €(2008,5;2010,25]NZ ={2009;2010}.

(6HXJ1. Demonstrati ca intr-un triunghi cu mijloacele inaltimilor coliniare, suma dintre lungimea razei
cercului inscris si lungimea razei cercului circumscris este egald cu semisuma lungimilor a doua laturi
ale triunghiului.
Dumitru Vieriu, Dorohoi
Rezolvare:
Demonstratia are la baza faptul ca singurele triunghiuri care au mijloacele inaltimilor lor coliniare sunt

cele dreptunghice, conform teoremei liniei mijlocii in triunghi. Fie triunghiul A ABC cu m(A4)=90°,

bc
BC=a, AB=c, AC=b. Atunci, r+R:§+abc: 2 +£:L+ﬁ. Dupa aducerea la
p 4S a+b+c 2 a+b+c 2
2

. o = 232, 2 . -
acelasi numitor si din faptul ca a” =b" + ¢~ se obtine cerinta.
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3 3 3 2 2 2

. . a b c a +b +c

G:632| Daci a, b, c>0 si >0 demonstrati ci + + > .
b+nc c+na a+nb n+l

Marin Chirciu, Pitesti

AL B ' (A+B+CY
Rezolvare: Cu inegalitatea Cauchy-Schwarz: Y +—+—2 Q

> , (CS)
Y Z X+Y+Z

unde A4, B, CeR, X, Y, Z>0 obtinem:
z a3 :Z a4 (g) (612+b2+cz)2 g a2+b2+02 ’
b+ nc ab + nac (n+1)(ab+bc+ca) n+l
unde (1)<:>a2+b2+c22ab+bc+ca<:>(a—b)2+(b—c)2+(c—a)220

Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai dacd a=b=c.
Nota Pentru n =2 se obtine Ucraina 1996.

a +b’ N b +c N c+a

ab(a+b)+c’  bce(b+c)+a  calc+a)+b
Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Avem: a’+b’ >ab(a+b)<(a+b) (a2 —ab+b’ ) > ab(a+b) <> (a+b)a—b)> >0,
evident, cu egalitate pentru a=»=.

a+b N b +c N c+a >Z a+b =2(a3+b3’+c3)=
ab(a+b)+c’ be(b+c)+a’  calc+a)+b “—a+b’ +c’ a +b +c’
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c.

G:633. Daca a, b, c>0 sase arate ci:

2.

Obtinem:

G:634. in cubul ABCDA'B'C'D' se inscrie prisma triunghiulari regulati CMNC'M'N’, unde
M e (A4AB),N € (AD),M' € (A'B"),N' € (A'D'). Determinati raportul volumelor celor doui

cub

corpuri: D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti , Neculai Stanciu, Buzau

prisma
Rezolvare: Se considera patratul ABCD si punctele M € (AB), N € (AD) astfel incat triunghiul CMN sa
fie echilateral. Vom determina latura patratului ABCD 1in functie de latura triunghiului CMN . Din
congruenta triunghiurilor MBC si NDC avem figura de mai jos:

a2

> . Inlocuim y= a

2

yi+y =a'=ys=

Rezulta: in a doua ecuatie si rezulta

(x+y) +x*=a’

2
2x2+ax\/_—a7:0.Apoi, x:@.

M
Dacé notam latura patratului cu /, avem A y x |B
2(W3+1 .
[=x+y :M. Obtinem
4 y a X+y|
Vy 11 17 2+43 . a
prisma a2 -l az 4 . N
X
X+y
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(@HRE]. Fie ABCD un romb cu AB = 3a, iar AC=4a, unde ACNBD = {O} ; in interiorul ABDC  se
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ia un punct E astfel incit CBE =CDE .
a) Aratati ca punctele A, C, E sunt coliniare;

b) Pe planul rombului se ridicd perpendiculara ME :a«/g ; daca CE = a , aflati masura unghiului
diedru dintre (ABC) si (MBD), precum si m(MAC).
¢) Daca N este mijlocul lui AM, iar NE N MO = {P} , aritati ci NE L (]\BD) .

Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare:

<XODC = <OBC
a) Din rezulta <XODE =<xOBE de unde = AOBE =isoscel, deci DE=BE.

XCDE =<«CBE
Dacia [DE ] = [BE ] si AC este mediatoarea lui [BD] , rezultd cd E€AC, deci punctele A, C, E sunt

coliniare.

b) Aplic T}, si= m[{(ABC),(]MBD)} = m(qMOE) =60° iar din AMEA= m({]\/lAC) =30°.
BD 1 MO

¢) {BD 1 AE = BD 1 (MEA) si cum NEC(MEA) =BDLNE (2).
MONAE = {O}

Triunghiul AMEA este dreptunghic in E si NE=mediana, m({AAﬂ? ) = 60" = AMNE echilateral

=m(«<MEN)=60" (1).

Din (1) si m(<MEA)=90", OcAE, PeMO = m(<OEP)=30" .

Din APOE cu m(<E)=30", m(<«0)=60° = m(<OPE)=90°, deci OPLNE (3).

Din (2), 3)si BDNPO={0}= NE L(MBD) .

= Clasa a IX-a

|R:RY). Si se demonstreze ci nicio putere de numir prim nu poate fi numir perfect. (Numim numér
perfect, acel numir intreg care este egal cu suma divizorilor sii din care se exclude el insusi).
Lucian Dan Grigore, Craiova

. . . . k- o o .
Rezolvare: Fie p numar prim. Atunci, o putere a sa este p" iar ca sa fie numar perfect trebuie ca suma

divizorilor séi, S, si fie egal cu el insusi.
k
-1
S=l+p+p’+p’ +.+p' = P L Daci p = 2 rezultd p-1 =1 adica S = p* —1{p".

pf-1

Daca p 2= p—-1)1=8= ( p* =1 p*. Prin urmare, p" nu este perfect.

|BERX]. Determinati numaérul si pozitia solutiilor reale ale ecuatiei f (x) =m,meR,unde f:R—> R,
x> +8x+10,x e (—oo, —2]
f (x) =q-2,x€ (—2,1) . Sorina Vicirean, Cluj-Napoca

—x*+6x—7,x€[l,)
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Rezolvare: Se reprezintd geometric curba y = f (x) si dreapta y =m. Dacd me (—oo, —6) ecuatia

are o solutie, x € (3+2\/5,oo). Daca m=-—6 ecuatia are doua solutii, x, =—4, x, = 3+2\/§. Daca
me (—6, —2) ecuatia are trei solutii, x, € (—6,—4) , X, € (—4, —2), X, € (5,3 + 2\/5) Daca m=-2

ecuatia are o infinitate de solutii, x € {—6} u[—Z,l] U{S} . Daca me (—2,2) ecuatia are trei solutii,
X, € (—4—2\,6, —6) , X, € (1,3) , X; € (3,5) .Daca m =2 ecuatia are doua solutii, x, = —4—2\/5, x,=3.
Daca m € (2, oo) ecuatia are o solutie, x € (—oo, —4— 2\/5)

3 3
. Fie a,be(();l)cu a+b=1.8Sa se arate ca >b+23ba +5a+23ab >8.

1-a° 1-5°
Marcel Chirita), Bucuresti

Rezolvare:

Inegalitatea data este echivalenta cu 14( b -+ a 3 j—9( b -+ a 3)28' *)
l-a 1-b l+a 1+b
b L_a :a+b—a4—b4: 1—(a* +b*) +2a°b’ _ 4ab—-2a’b’ _
1-a 1-b° (1-a)1-0) (A-a)1-b)(1+a+a’)1+b+b*) ab(a’h®+2ab+a’ +b*>+2)
_ab(4-2ab) 4-2ab

Cab(@*h +3)  a’b* +3

. S-a folosit faptul ca a+b=1.

Analog ,

b, a _atb+a'+b’ 1+(1-2ab)’ -2a’b’ _ 2
1+a° 140 (1+a)A+b*) (ab+a+b+1)(a’h* —ab> —ba* +ab+a* +b* —a—b+1) ~ ab+2
5 (a+b)2 1 . . .
Notam x =ab < T = Z , inegalitatea (*) devine
14(4-2ab) 18 >8|:2<:>28_14x— 9

a’b*+3  ab+2 X433 x+2
(28 —14x)(x+2)—9(x* +3) = 4(x +2)(x* +3) & 4x’ +31x* =12x-5<0 <

1
(4x—1)(x*> +8x+5) <0, evidentd deoarece x” +8x+5)0, Vx)0. Egalitate pentru a=b = 5

|BEXK]. Fie numerele reale nenule si pozitive a,b,c. S se demonstreze ci

bc ca ab}

(b+¢)?,(c+a)?,(a+ b)*sunt laturile unui triunghi daci si numai daci a+b+c > max{— [
a c
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Avem:

(b+¢)* <(c+a)’ +(a+b)’ @bc<a(a+b+c)c>a+b+c>@
a

(c+a)’ <(a+b)y’ +(b+c)’ <:>ac<b(a+b+c)©a+b+c>%

(a+b)’ <(c+a)’ +(c+b)’ <:>ab<c(a+b+c)<:>a+b+c>a—b.
c

Cum aceste trei conditii trebuiesc indeplinite simultan rezulta concluzia.

IREX]Y. Sa se determine (x,y) e RxR astfel incat x—y=x" -1’ =x" -’

Ana Cismaru, Malu Mare, Dolj
Rezolvare:
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Pentru inceput este evident ca (x, y) = (t,t),t € R verifica relatiile date . Fie x # y. Atunci, din datele

SCLIPIREA " MINTII

problemei obtinem 1=x"+xy+yp° si de asemenea l=x"+xy+x’y’+x°+yp* . Cum
1:(x2+y2)(x2+xy+y2)—x2y2:> X+y -xy =l -DO -1)=0= x’=1 sau y’ =1.
\_\,_J
=1

Dar 1 =x" +)cy+y2 , asadar solutiile sunt: S = {(t;t),(—l;O),(—l;l),(0;—1),(0;1),(1;—1),(1;0)} .

|B¥KY). Determinati toate perechile (x,y) de numere intregi astfel incat:

2

X’y —x"—xy—y* +x+y=0.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: x’y° —x° —xy -y’ +x+y=0 (x°y’ —x" =y +)—(p—x—y+1) =0 <
& (=D =D =(x=Dr—1)=0 < (x=D(y=Dlx+ D+ -1]=0.
Asadar avem doua familii de solutii: (x, y) = (1,a) si (x,y) =(b,1), unde asi b sunt numere intregi,
precum si solutiile care provin din (x +1)(y+1)—1=0.

. . x+1=1 x+1=-1
Solutiile ecuatiei (x+1)(y+)-1=0<=>x+DH(y+)=1< {1 sau
y+i=

y+l=-1
sunt (x,y) =(0,0) respectiv (x,y) =(-2,-2).

X’y +1° 2+ 27X +6xpz+3+(x+y+z)’ +2(x+y+2z) ) 0.

Prin urmare, ecuatia are solutiile (x, y) € {(1, a),(b,1),(0,0), (—2,—2)}, unde aeZ,be 7.

|BEKES. in triunghiul ABC cu notatiile obisnuite si cu 7(A4) =90° se stie cii a = 2b — c. Si se calculeze

sin2B.
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Dina=2b— c|()2 =a’ =4b> —4b+c” (*) si cum intr-un triunghi dreptunghic exista relatia

a’ =b*> +¢?, atunci, din (*) rezultd 35> —4bc =0 :b:bz%:az >

? .
. . A AB
In triunghiul dreptunghic ABC, avem sin B = —C = é =—iar coOSB=—= - E , atunci,
BC a BC a 5
sin2B =2sinB-cos B = 2iz =%.
55 25
Varianta (Titu Zvonaru) Din a=2b—c < 2sinB=1+cosB
. B B B B 1 4 . 24
& 4sin—cos—=2c0s" — =>1g—=—=>1gB=—=sin2B="—.
2 2 2 2 2 3 25
IBERP. Aratati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:
., A . ,B . A B B A
12| sin* = +sin” = +sin’ g <ctg—ctg— +ctg—ctg g +ctg g ctg—. Marin Chirciu, Pitesti
2 2 2 2 2 2 2 2 2

. ., A . A
Rezolvare: In orice triunghi sunt adevérate relatiile: Z sin’ 5 =1- é si Z ctg E ctg E =

Inegalitatea se scrie 12(1—§jﬁ AR+ <:>12—g£4—R+1<:>4—R+%211<:>

r R r 7
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<S4R —11Rr+6r* 20> (R - 2r) (4R - 3r) >0, evident, deoarece R>2r (inegalitatea lui Euler) si

4R-3r=5r>0.
Egalitatea are loc daca si numai daci R=2r<>10>=0<>1=0<>AABC este echilateral.

. Dacia ABCD este un patrulater convex care satisface simultan conditiile:
i) AB+CD = BC+ AD; b) Cercurile construite pe AB si CD ca diametre sunt tangente exterioare.
Demonstrati ci ABCD este trapez, paralelogram sau romb.

Ion Pitrascu, Craiova
Rezolvare:

Fie M si N mijloacele laturilor [AB ] si [CD] iar P mijlocul lui [AC ] Atunci, 1n triunghiul MNP avem
AD+B AB+CD

MN < NP+ PM = %C (1). Din ii) rezultd ca MN = %C 2. Din (1) si (2) rezult

AB+CD=BC+ AD (3). Cum MN = # (4), atunci din (1) si (4) rezultda AD || BC (5).

Daca AD e diferit de BC atunci din (5) rezultd ca ABCD e trapez. Dacda AD = BC atunci din (5) rezulta ca
ABCD e paralelogram. Dacd AD =BC siini) avem egalitate atunci ABCD este romb.

|BEESL. in interiorul pitratului ABCD cu latura de lungime 1 cm se consideri un punct M astfel incat
MBC = MDB =15".. Si se calculeze lungimea segmentului [MC ] .

Marcel Chiritd, Bucuresti
Rezolvare:

Fie cercul de centru A siraza 1, C(4,1). Din C
MBC = MDB => M € C(A4,1)= DM =1 si MAB=30".
Din MA® + MC* = MB* + MD*> = MC = MB . in

A BAM = MB* = AB* + MA*> —2 AB- MA - cos(MAB)

Obtinem ]MB:xﬂ—\/g:@:MC:@.

A B

|BR:Y¥] . Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC, stiind ca niiltimea din A este jumatate din
inaltimea din C si bisectoarea din A este jumiitate din bisectoarea din C .

|C0nstantin Apost01|, Rm. Sarat
Rezolvare: Vom utiliza notatiile : BC=a, AC=Db, AB=c, cu h_, lungimea inaltimii din A, cu h_,

lungimea inaltimii din C, cu 1, , lungimea bisectoarei din A si cu 1 , lungimea bisectoarei din C .

, ah, ch, | .
Din SABCZTZ > si ha:7,deducem a=2c (1).
N . L e 2 a’bc . : .
Stiind cd lungimea bisectoarei din A verificd egalitatea 1] = bc— (b—)2 , iar lungimea bisectoarei
+C
. o 2 abc®
din C verifica egalitatea I; =ab————,iar I, ==, vomavea:
(a+b) 2
be? ’ 2bc’ 4bc’
ab— 2 > =4|bc— a bC2 si cu relatia (1), deducem2bc——02=4 be— ¢ - | =
(a+b) (b+c¢) (2c+Db) (b+c)
2bc’ 16bc’ 8¢’ ?
= 2bc— ¢ 4b © de unde, dupa simplificare cu 2bc, = ¢ ¢

Qc+by? 0 (b4’ (b+c)* (2c+b) -
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Se verifica, fara dificultate, ca egalitatea are loc dacd b = cﬁ ; Intr-adevar, vom obtine :
8¢’ ¢’ 8 1 4 1
> =l - =l -
(c3+c) (2c+c\B) 342341 4+43+3 2+4y3 7+43

rationalizarea numitorilor, = 8 —4«/5 -7+ 4«/6 =l 1=1.

SCLIPIREA " MINTII

=1; dupa

Asadar, laturile triunghiului ABC sunt date de relatiile : a=2c si b= C«/g . In plus, numerele
a, b si ¢ verifica relatia lui Pitagora : (2¢)” = (C\ﬁ )2 +¢”; deci triunghiul ABC este dreptunghic,
cu m(A) =90°; din egalititile a =2c si b= cx/g , deducem ca m(C) =30" si m(B)=60°.

= Clasa a X-a

IBLPK]. Si se rezolve in R ecuatia \/x+2vx—1 ++/x* —2x+1-3=0. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Evident, x >1.

Ecuatia datd este echivalentd cu »\f(x/x—lJrl)sz/(x—l)z -3=0< ‘x/x—l+1‘+|x—1|—320:>

Jx—-1=3-x= xe {2;5} . Din conditiile de existenta rezultda 1< x <3 . Asadar, S = {2} :

. 4 | 1
L:444| Fie n,p e N*, n2> p. Aritati ca {Z(k+lx)/' k+ 1} ( — unde {x} reprezinti partea fractionara
k=p p
a lui x.
Dana Camelia, Ileanan Didu, Craiova
Rezolvare:

Jk+1) 1=

(k+1)!
Se foloseste inegalitatea lui Bernoulli: | 1+ y1+k=1+
(k+1)!

)Z Rk +1 Yn— p+1. Mai trebuie aratat ca Z = Zn:k_'_l_l:

n— p+l+z (k+1)' i (k+1)!

(k+ 1)'
1 1 1
_Z(k' (k+1)'j Pl (n+)! <E'

L.:445. Fie xe(O;%j. Aritati ¢i sin2x (

1

2 4"
X —X

Lucian Tutescu, Lucian Dan Grigore, Craiova
Rezolvare:

Fie O(x<z<«E . Atunci, 2x” —x* =x’ (\/5 —x)(x/i +x) ) 0. Inegalitatatea datd este echivalentd cu

= tgx +ctgx rezultd si demonstrim ci fgx +ctgx =2x*) 4x> ceea ce

Y4x® —2x7 si cum —
sin2x sin2x

este adevarat deoarece fgx +ctgx +x* +x*) 4{‘/tgx-ctgx-x4 -x* =4x* . Egalitatea nu este posibild caci ar

_ V3
rezultd 7gx = ctgx = x care nu e posibila pentru x (0; g}



SCLIPIREA MINTII 18 — PROBLEME REZOLVATE - @

|BEYTY. Numerele complexe a, b, ¢, avind modulele egale, sunt afixele unui triunghi isoscel. Aritati
cd numerele complexe ab, bc, ac sunt de asemenea afixele varfurilor unui triunghi isoscel.

Ana Cismaru, Malu Mare, Dolj
Rezolvare:

Fie |a| = |b| =|c|=r)0si A(a), B(b), C(c) cu AB=AC. Rezulta

a—b|:|a—c|:s)0 si |b—c| =1)0.

Atunci, |ab—bc|:|b||a—c|:rs, bc—ca|:|c||b—a|:rs si |ca—ab|:|a||c—b|:rt.

. Rezolvatiin R ecuatia \x +/x +{x =x+242.

Lucian Tutescu, Craiova, Andrei Micu, Melinesti, Dolj
Rezolvare: Fie 13/; =t, t>0 ,(x>0). Atunci, ecuatia data devine
Ot 8 =Y 1202 SOE 1) =12 1242

N s 1 242
:>(t +t+1) :t_3+ iE

5
. Se considera functia f:(0;00) > R, f(¢)= (t3 +1 +1) este strict crescatoare

1 242
iar functia g:(0;0) >R, g(t)=—+ este strict descrescatoare. Atunci, ecuatia f(x) = g(x) are cel
t

tlS

mult o solutie. Cum t =1 este solutie atunci, x=1 este solutie unica.

IBEEY. Fie x,x,,....,X,,,,, 7=1, numere strict pozitive astfel incit x, +x, +...+x, , =2n+1.

X X X . .
: +—2 +....4 —21—— <. In cez avem egalitate ?
nx +n+l nx,”+n+l nx, ., +n+l

Aritati ca

Lucian Tutescu, Teodora Riadulescu, Craiova
Rezolvare:

Deoarece mx,” +n+1=x" +...c+ x> +1+1+..+1> 2n+1)-24)(x2)" 1" = (2n+1)2”§1/x12” .
X, < X, _ 1 il ar 2l = 2t 1oLl .1<xl+1+1+...+1=x1+2n
2w 2n+l s b T 2n+1 "

my’ +n+l o 2p+ 1)y, 2n+1

X, <% +2n

Asadar, — < >
nx,”+n+1 (2n+1)

. Trecand la suma se obtine

2n+1 x

— < ! 2-[2n+1+(2n+1)2n]:1.
o nx” +n+l (2n+1)

2015 3

L:449. Calculati suma S = Z%unde X, = L, ie {O;l; 2;...;2015} .
i 1-3x, +3x, 2015
Cristian Moanti, Oana Preda, Craiova
Rezolvare:
3
Cum 1-3x+3x" =x’ +(1—x)’. Consideram functia 1 : [0; 1] >R, f(x)= % , atunci
x +(1-x)
i 2015—i
I—-x. =1- = =X, (%).
’ 2015 2015 st O
3 3

Rezulta £(x)+ f (X5 ) = —— S -

+
3 3 3 3
X+ (I=x)" x5 H(1=2x5,)
2015 1007

Asadar, §= 3 1(5) = D(/(5)+ [ (rs.)) =1008.
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IR, Daci a=°°V2012, a,=1,a,, =a” (nZO)comparaﬁ numerele: 2012 si a,,; ( de

SCLIPIREA " MINTII

a

a
exemplu, d3 = d | un turn de puteri ale lui ). Neagu Mihai, Rm. Sarat

Rezolvare: Fie f:(0,00) >R, f(x)=a". Definim f'(x)= f(x) si f""(x)=f(f"(x)), unde
f"(x)=(fofo..of)(x). Observim cd 2012 >a si ca [, respectiv /" sunt strict crescitoare. Asadar
de nori f

avem: 2012 >a = 2012 = f**"*(a) > f**"*(a)=a,, . Prin urmare 2012 este mai mare.
n—1

L:451. Fie n, keN, n>k>1. Sa se arate cid numirul x=C, | H(Cf+k Ct.=C. 1C}:’+,€) este

k=1
pétrat perfect, pentru orice numir natural n, n > 2.

Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare:

c _cr  _mFk=D! (n4k-D!_(n+k-Din—(n+k-Dtk _(n=k) (n+k)!_(n=k)

T =1 nl(k=1)! n'k! C(n+k) nlk! (k)

Atunci, x=C, ;- H(CLM C;:’+kl) n+k_C2nnl H (H n+kj (Crl,+1+cj+2+ +Cznnl1) eN,
k=1

72—k _ @2n-D! (n-D(»n-2).. (n k+1) _@n-D!_
1n+k n(n-1)! (n+)(n+2)... (n+n-1) (2n l)'

n—1

n
deoarece C], -

|BIRY). Si se demonstreze inegalitatea:

n 2
S w3fiv 2, wiifiv o <2220l Ly s,

n

Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Conform inegalité‘;ii lui Bernoulli: (1+x)”* <1+ax,Vx >—1,Va € (0,1), cu egalitate pentru x
k=1 k k

= 0, avem: (1+CH )k <l+-=2L K1+ CH <1+, si apoi prin insumare, rezulta:
n n
C k
k ch n n 2
4 - 2"—-n—-1 2"+4+n" -2n-1
k,/1+C"‘<Z(1+ "j=n—l+k‘2 =n-1+ T T o7 cetd.
po n n n

L.:453. 1In triunghiul ABC, mediana [AM ], (M e[BC]), are mijlocul D, iar perpendiculara pe

mijlocul segmentului [DM ]trece prin ortocentrul H al triunghiului ABC. Sa se arate ca

m(BDC)=90".

Marcel Chirita), Bucuresti
Rezolvare:

Se alege ca origine a unui sistem de axe XOY, punctul M, (MC ca axa OX, si perpendiculara pe BC in

M va fi axa OY. Atunci, M(0;0), B(~1;0), C(1;0), A(a;b), D(g,g), N(%,%).

Aaritacdi m(BDC)=90" <> BD | CD < my, -m ., =—1. Cum my, =——, m, =——=>
a+

BD 1 CD<a*+b*=4.

Q| >

a b a
Atunci, m,,, =—, m,;, = 3 si deci dreapta HN are ecuatia y—Z = —Z(x—z). (1)
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Punctul H se afla la intersectia inaltimii [AQ] de ecuatie x = a si a Tnaltimii [BH ] . Din

b l-a 1-
m,. = T My, = > => ecuatia dreptei BH este y = T(er I).
X=a g2
Atunci, H : l1—a = H(a; ). Inlocuind coordonatele lui H in ecuatia (1)
y=——(x+1)

obtinema’ +b° =4 = m(BDC ) =90".

+
n >n9

ab+bc+ca 3
Marin Chirciu, Pitesti

IBEEE]. Dacid a, b, c >0 cu abc=1si -9<n<4,demonstrati ci: a+b+c+

9 :
Rezolvare: Dacd —o ( n< 5 - deoarece 3(ab + bc + ca) < (a+b+c)?, este suficient si ardtam ca

ZCH'LZZ‘H‘ 3”2:n Z“+Za+ 3 : +(9—2’7)Zazn+9—2n:n+9.
2.ab Saf 1o 9 (Xa) 9 33

n+9
> ab

Dacd n < 0: deoarece ab+bc+ca >3, avem Za+

LN WL
>Za+ +3 3

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=1.

= Clasa a XI-a

IBEEES. Fie (a,) cR cua =lsia

n+l

=a, + (n +1)b", Vne N*, b)l. Determinati termenul general

al §irului(an )”21 si calculati hm[(b 1)’ -a ]

n—x0

Stelian Piscan, Giurgiu
Rezolvare:  Din a,,, —a, =(n+1)b", dand luin valoride la 1 la n-1 si adunand relatiile se obtine

nb™' —(n+1)b" +1

a,=a, +2b+3b" +....+nb"" =1+2b+3b" +....+nb"" = T

. S- a folosit formula

n+l n
4 X" —=(n+1x" +1
14+2x+3x° +.o+mx" ' = ( ) n>lx#1.

(x=1)°

1 sin;
lim[ (b-1)’ a:' iig[nb"”—(nﬂ)b”ﬂ]sm":lﬂ{nb”(b—l—%+n—;)} =b ,unde

n—x0

1
sin—

lim —2* .
. sinl lim (Inn)- sml inl e L 1 1 sm; 0
limn "=e~~ =1, limb " =b 7 =b, lim =(b-1) =1
P 150 n—w n nb"
a )
L:456.. Considerim sirul (an )n>1 definit prin a, =1sia,,, = 1 " ,n>1.Sise calculeze limn’a,
= +na, n—>e0
si lim — Z— D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti , Neculai Stanciu, Buzau

n—)oon m lak
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1 1+na, 1

Rezolvare. Se arata prin inductie cd a, >0,Vn e N. Apoi, — = =—+n,VneN.
n+l an an
1 n—1 _
Astfel ca, — —— = Z[ J k= n(n 1)
a, k=1 \ g1 ak k=1
o1 n(n 1) 5 i o 1 2
Deci, — =1+ .Asacd, a, =——  ,siurmeazd limn'a, =2 .
a, 2 n(n—1)+2 n—
n 1 n n
Din L k(k D ——avem: Z Zk ‘: k(k l)} Z( K (k= )j Zk Zk3—12k2=
a, k=1 A k=1 2 k=1 23 243
2
= l n(n+1)+ n(n+1)’ - n(n+1H(2n+1) , §i rezulta usor hm—z— = l .
2 6 moeptiga, 8

m Si se calculeze: lim S xt2-igy2xtd . Adrian Stan, Buzau
=1 fo2x +1—tgx+2

Resolvare: lim 1g\4x+2 —1g\2x+4 . sin(vV4x+2 —2x+4) cos2x+1-cosy/x+2

ol o 2x+1—tgJx+2 s cos4x +2ecosv2x+4 sin(v/2x+1—+/x+2) -

0052\/_1 Vax+2—\2x+4 coszf L (4x+2-2x-4). (2x+1+x+2)
cos’ 6 ' 2x+1-Jx+2  cos’l6 o Qx+1-x-2)-(Vax+2 +\2x+4)

COS2\/_ 2x/_ 2x 2 COSZ\/_ . _ sin(a—>b)

= S-a folosit formula tga —tgh = ————.
coszx/_ 2\/_ o 1 COSZ\/_ \/_ BATIED = cosa-cosh
ZZ[\/ Sk—4)(5k+1 }
IL:458, Calculai lim =242 Sorina Vicirean, Cluj-Napoca

n—»o Zkz
k=2

Rezolvare: Pornind de la (5k—2)2 < (5k—4)(5k+1) < (Sk—l)z, VkeN, k>2,avem

Sk—2< \[(Sk—4)(Sk+1) <Sk1, de unde | ([(Sk—4)(Sk-+1) | =5k -2. Astfel,

ZII:[\/(SIC—4)(5/%+1)}:Zi:(sk_z):hzi_6 Numiritorul este 251 +21—6:n(n—1)(5n+14)'

k=2 k=2 i=2 6

5 +9n* —14n 5

Limita ceruti este lim =—
o 2 +3n* +n—6 2

L.:459. Determinati toate tripletele (x, y,z) de numere reale astfel incat :

x _ h% z

———=log,(4-y), =——==l0g,4-2); ——
VxP—2x+4 ’ VY -2y+4 ’ Vz? =2z+4

=log,(4—x).

Neagu Mihai, Rm. Sarat

. = . . . / 2_
Rezolvare : Se observa cd x,y,z € (— oo,4). Prima relatie se rescrie ca y =4 — 2\ 274
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t

Analog, celelalte. Se ia functia f(7) =4—2V""2+ (e (—oo; 4) care are derivata negativa prin

urmare f este descrescatoare. Deci, f(f(f(¢))) este descrescatoare V¢ € (— oo,4).

Deasemeni din ipoteza avem f(x)=y; f(V) =2z, f(2)=x= f(f(f (X)) =x.
Vom ardta ca din £ (f(f(x))) = x rezultd f(x)=x.Notam £~ (x) - F(f(f(x))), care este

descrescatoare.

Presupunem £~ (x)=x si f(x)<x.Avem f(x)=f(f’(x) = (f(x))> f (x) x, contradictie!

Similar din f(x) > x rezulta contradictie! Deci f(x) = x.Rezulta x =4— 224 “apoi din faptul ca

X

4 — x este descrescatoare si ca 2V 2 este crescitoare Vx € (— oo,4) rezultd ca f(x) = x are cel mult o
solutie. Observam ca f(2) =2. Asadar (x, y,z) =(2,2,2).0]

L.:460. Fie ABC un triunghi, AD inaltimea din A, Esi F mijloacele laturilor AC, respectiv AB.

Pentru un punct oarecare P din planul triunghiului ABC , fie Ysi Z simetricele acestuia fati de
punctele E, respectiv /. Daci P’ este mijlocul lui DPsi M = BY (\CZ , aritati ci dreapta MP' trece
printr-un punct fix. Neculai Stanciu, Buzau, si Titu Zvonaru, Coméanesti
Rezolvare: Alegem un sistem ortogonal de coordonate astfel incat D(0,0), 4(0,a), B(b,0),C(c,0).

.. {ca). (b a P q
Rezulta ca E(E,Ejsl F(2 2} Fie P(2 2j§1deducemusorca Y( p,a—q),Z(b—p,a—q).
Sa presupunem deocamdata cd a = q,p#b—c,p#—-b+p.

x-b y
c—p—b_a—q
iar ecuatia dreptei CZ este x(a—q)+ y(p—b+c)—ac+cq ,(2)

Ecuatia dreptei BY este S x(a-gq)+yv(p+b—c)—ab+bg =0, (1).

Deoareceb#c = p+b—c# p—b+c, sistemul format din ecuatiile (1) si (2) are solutie;

b+c— -
; P ,azq). Pentru a nu mai analiza cum aratd ecuatiile dreptelor BY siCZ 1in

cazurilea =gsaup =b—csaup =—b+c, e mai usor sa verificam cd punctul M se afla pe dreptele
BY siCZ.

obtinem M (

b 0 1
B,Y, M sunt coliniare =) c-p a—g 1=0 adevarat deoarece ultima linie este jumatate din suma
b+c—p a—gq |
| 2 2

primelor doud linii.  Analog rezulta ca si punctele C, Z, M sunt coliniare.

+ — —
Cum P(IZJ st M(b 62 p ,azq], observam ca mijlocul segmentului [MP'] are coordonatele

b+c a) ., .
1 Z si deci este un punct fix.

L.:461|. Se considera functia /:R > R, f(x)=(a— 2b)(
a

fbjxﬂza—b)(afbjx—a—b

cu a)2, b)0. Sai se arate ci f nu este injectiva si sa se rezolve ecuatiile:

(a=2b)-a +Qa—b)-b* =(a+b)-(a—b) in R si — 22 __a*b o N,
a'+(a-b)" a+(a->b)

Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
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Rezolvare:
Din f(1) = f(3) =0 rezulta ca f nu este injectiva iar solutiile primei ecuatii sunt solutiile ecuatiei

f(x)=0 =>xe {l; 3} . Daca ecuatia ar mai admite si o alta solutie atunci, conform consecintei teoremei

. A . I - bR - .o . . .
lui Rolle, ar insemna ca ecuatia f~ (x) =0 sd admita doua solutii ceea ce nu este valabil. Singura solutie a

b
b-2a In -b
ecuatiei /' (x)=0este x =log, —a
- a _2b ln a

b

. Pentru x = n, ecuatia datd este echivalenta cu

a-b
f(n) =0 care are de asemenea aceleasi solutii, x € {l; 3} .
L.:462. Un determinant de ordinul trei are valoarea d. Si se calculeze semnul lui d stiind ci elementele
1
de pe diagonala principald sunt egale cu 5 , ilar suma elementelor de pe fiecare linie si fiecare coloana

este egala cu 1.
Constantin Dinu, Buzau

l X xX+y= l z+u= l
2 7 773 2
. 1 I . I . , 3 1
Rezolvare: Fie d=|z — t|=>z+t=— si{x+v=—.Infinal, d=3x"—-=—x+-—)0, VxeR.
2 2 2 2 4
1 1 1
u v - u+v=— y+t=—
2 2 2
X
L.:463. Si se determine toate matricele X € M, (]R) ,de forma X = [ yj , care verifica egalitatea
X +X= %I 5. Constantin Dinu, Buzau
1 =yt 2xy x o y)_1(1 0 ?C2—)’2+x=l
Rezolvare: X’ +X =—1, < + =— = 4.
4 2xy x—-y") -y x) 40 1

2xy+y=0

Asadar, x= =0.

_1+2
2 7

| det(A4* +nl,)

Tr(A) reprezintd suma elementelor de pe diagonala principald a matricei A, det(A), determinantul
matricei A.

n
) det(4+nl 2
L.:464. Dacia A< M;(R) si se arate ci: lim {(—2)} = (AT (Dr2detld) ypde

Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Din relatia det(4—x/,)=x" —Tr(A)x+det(A) rezultd det(A4+nl,)=n" +Tr(A)-n+det(4), (1),
si det(A” +nl) =n" +Tr(A>)-n+det(4%), (2).

Se verifica usor cd are loc relatia: Tr(A?) = Tr*(A) — 2 det(A). (3)

Din faptul cd det(A?) = det*(A) si prin intermediul lui (3) relatia (2) se scrie:
det(A%? +nbh) = n? + [Tr(A) — 2det(A)]n + det?(A). 4

Cu notatiile Tr(A) =t si det(A) = d limita data se scrie:
lim n[ n2+tnvd 1] lim (z—t2+2d)n2+dn—d2n
1> | 2 4(-2dyn+d? —" n? (2 2dyrd®  _ equd

o[ det(d+nly) "_Hm W im+d |
ool det(A” +nl,) | e 0t + (- 2d)n+d?
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. Se considerd f :[a,b] >R o functie derivabili cu proprietatea ci daci existax € [a,b] astfel
incﬁtf(x)—f'(x) & {f(a),f(b)} , atunci ln( ’(x)—f(x)—l—f(a)‘)—ln( '(x)—f(x)—l—f(b)‘);ta—b.

Demonstrati ci existd c (a,b) astfel incat f '(c) =0.

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare: Construim ¢: [a,b] — ]R,¢(x) = (f(x)—f(a))ebfx +(f (b)—f(x))e‘” Avem
(p(a) = (o(b) = f(b)—f(a), astfel din teorema lui Rolle existd ¢, € (a,b) astfel incat go'(c1 ) =0=
e (f'(c)-f(e)+f(a))+e ™ (=" (c))+ f(c)-f(B))=0=e""(f"(c))-f (c))+f (b)) =
f'( )—f(cl)+f( ) Presupunem prin absurd ca f'(cl)—f(c1)+f(b) # 0. Atunci, si
f( ) (cl)+f( );tO deci
o) F ()4 /()
'(cl —f(e)+7(b)
(171 (e)=1(e)+ /()
f‘cl) fcl +f()
)=f(c)+f(b)=0= f'(¢,)—f(c,)+f(a)=0= f(a)=f(b),deci conform teoremei lui
Rolle exista ¢ e(a b) astfel incat /' ( )= 0.

0:‘

J, contradictie cu enuntul. Astfel,

= Clasa a XII-a

IS Si se rezolve in R ecuatiile: a) 2x° +5x* —5x° +1=0; b) x°+3x° —=5x’ +3x-1=0.
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare:

1 1 .
a) Observam ca — 5 este solutie, prin urmare, f este divizibil cu x + > deci f:(2x+1), de unde rezulta ca

F(x)=Qx+D)(x* +2x’ —x* —=2x+1). Cum
xt 2% =X = 2x+1=(x" +x)> =2(x* +x)+1=(x* + x—1) rezultd ca ecuatia f(x) = 0 are solutiile
1 145 145

X, =—,X = X =
1 sNV23 2745
2 2

2
b) Se foloseste faptul ca daca notam g(x) =x° +3x° —5x° +3x—1latunci, g’ (x)=3f(x).

IRy, Fie f,geR [X ] polinoame neconstante care verifica egalitatea:

S +x+1) = f(x)-g(x), VxeR. Aritati ci gradul polinomului f este par.
Dumitru Savulescu, Bucuresti

Rezolvare: Presupunem ca gradul lui f este impar. Atunci rezulta ca f are cel putin o radécina reala. Fie “r”
cea mai mare astfel de radacina. Atunci, £ (7> +r+1)= f(r)-g(r)=0=r"""° +r+1 este de asemenea
radacina a lui f. Atunci, obligatoriu gradul lui f trebuie sa fie par.

IBETSY. a) Si se rezolve in Cecuatia x™"' —x" — x> —...—x* —x—2=0, neN*,
b) Aritati ca pentru n € N* exista egalititile:
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. . 3« Y 4 . 2n-OH)7r . 2rx . A4r . T )
sin +sin +sin +....+sin =sin +sin +sin +....+sin
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
Vid kY2 Sm 2n-Dr V4 T
cos +cos +cos +....+4co0s———=1+cos +cos +....+cos
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

Ionel Tudor, Calugireni, Giurgiu
Rezolvare:
a) Ecuatia data este echivalentd cu (x —1D)(x*" + x> +...+x+1)— (x> +x" " +..4+x+1)=0 sau

2n+1

x=2)(x"+x"" . +x+D)=0=> x=2 sau X4+ xX" 4+ 4x+1=0x""-1=0=>

7 iosin 2 kT 2m Altfel, x, =2 si x,, = cos—1 T 4 j.sin KT
2n+1 2n+1’ 2n+1 2n+1

b) Scriind prima relatie a lui Viete pentru ecuatia de la a) si anume, x, +x, +...+x,,,, =1 sub forma

2n 2n 2n 2n
2+Z:xk+1 =1 sau Z [cos 2kx +i-sin 2kﬂ1j:—1:> Zcos 2kx +i-Zsin 2kﬁ1:—1:>
k=1

, k=12n.

X, =CO0s

2n+ o 2n+1 o 2n+
2n 2 2n 2
ZCOS kz =—1si Zsm kz = *) Mai departe se foloseste faptul ca
k=1 21’2 + k=1
. 2n+2i . -1 . (2i—-1
smM =sin 7r+u :—smu, Vi=ln,
2n+1 2n+1 2n+1
2n+2j 1 2j—-1
os(n—])]Z =cos| T+ @j=bz )7[ —Cos @j=bz , Vj=1,n, si inlocuind in (*) se obtin egalitatile
2n+1 2n+1 2n+1
cerute.

IR, Fie F': [O;l] — R o primitivi a functiei /:R — (0;00) , f(x)= e
1 1

a) Stiind c¢i F(0) =0, sa se arate ci _[F(x)dx < %; b) Si se arate ca l( If(x)dx( %
0 e 0

Adrian Stan , Buzau
Rezolvare:
a)Fie g(x)=F(x)—x. g'(x)=F'(x)—x' = f(x)-1<0, Vxe [O;l] = g este descrescatoare pe [0;1] :

1 1 2 1
Atunci, g(1) < g(x) < 2(0) = F(x)—x < F(0)=> F(x)<x. Asadar, j F(x)dx < [ xelv = % .
0

1
29

1
b) Cum —x’ I:Ie dx>J. ldx=—jardine* >x+1, VxeR=>e™ < =

2
0 0 e 1+x

'—o
o!—,—

z
4
L:470. Calculati / I

Razvan Drinceanu, Gabriela Drinceanu , Craiova

Rezolvare:

1
Avem I, = %j (1n(1+zz))' An(1+1)dt = %ln(l+t2)ln(l+t)

0

1 1 oo 1
0——j1n(1+t )i =

1
lln22—l“‘ln(1+12)-Lc{t. Din ' =x=1I,=
2 29 1+1¢

J ln(1+x )dx Asadar, [—lln 2.
2 0 1+x 2



SCLIPIREA MINTII 18 — PROBLEME REZOLVATE - @

L:471|. Calculati: JALde, unde a>0,a#1,hbeR".
b

X———

1+a 2
(In legatura cu problema 25432/GM/11/2005, Alfred Eckstein si Viorel Tudoran, Arad}
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Cu schimbarea de variabild a — x =t, integrala data I, devine:

0 a a bx_ib ab
I =J‘ —dt =J‘ dx =J' a
0

a a hx*? a
de,  20=I+1=| - [ = [dx=a, 1

l+a 2 Ol-l-abx_7 0l4g 2 0
Observatie: Pentru a =3, b = 2, se obtine problema 25432/GM/11/2005.

L:472. Daci f,f', /" si /" sunt functii continue pe [0,4] astfel incat f(4) =3, f'(4)=2, f"(4) =1

4

4
si I f(x)dx =5, calculati: Ix3 f"(x)dx.
0

0

a
>

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
Rezolvare: Se aplica integrarea prin parti de trei ori.
4 4 4
[0 7" @yde=x 10y~ 357 e = X 1053 £+ [6x £ ()l
0 0

0

= ()3 =37 (0 + 6%+ f()g = [6- f(x)dx =64-48-2+6-4-3-30=10.

IBYR]. Fie a,b,c€R si legea de compozitie x*y =axy+bx+by+c,definiti pe R, pentru orice
x,yeR.
a) Determinati b si ¢ in functie de a astfel incit - 4 si fie element neutru;
b) Cu b si ¢ astfel determinati, aritati ci legea este asociativi. Aflati apoi a, stiind ca simetricul lui — 6
este -6;
¢) Pentru a, b, ¢ determinati anterior, calculati 1%2*3*....%*n, n € N.

Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare:
a) Se verifica comutativitatea si din x*(—4)=—-4=b=4a+1, si c=16a+4,
b) x*y=axy+(4a+1)x+(4a+1)y+16a+4 si se verifica asociativitatea;

|
¢) Din a), b) rezultd caa=1,b=5, ¢=20,de unde x* y =(x+5)(y+5)—-5= 1*2*3* . *n= (n+5)._5

5!

,» Irebuie sa incerci necontenit sa urci foarte sus, daca vrei sa
vezi foarte departe... ”
Constantin Brancusi (1876-1957)
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»Aceluia care cunoaste toate raspunsurile,
nu i s-au pus toate intrebirile”.
Confucius (550- 470 i.Hr.)

l! Probleme propuse

= Clasa a V-a

G: 636, Determinati multimile A, B si C stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
1) AUBUC ={2008;2009;2010;2011} ; 2) A\ B ={2008;2009} ;

3) A\C:{2009;2010}; 4) B\C={2010;2011}.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G: 637, Gasiti numerele naturale ab astfel incat ab=a’ +b°. Nicolae Ivaschescu, Canada

G: 638. Un numar zecimal este mai mic decat 0,03 si are 4 zecimale. Zecimalele a doua si a patra, diferite
intre ele, au suma de trei ori cat diferenta lor (in ordinea datd). Aflati numarul.

Ion Stinescu, Buziu
. Gasiti numerele naturale abc pentru care a+b + ' = c_c, cu a,b,c prime, distincte.
Nicolae Ivaschescu, Canada
. Sa se determine perechile (x;y) € NxN stiind ca 0,xx(y)—0, yy(x)=0,01(5)-7.
Adrian Stan, Buzau
. a) Aréatati ca existd o infinitate de triplete de numere naturale (x; ¥ Z) pentru care numarul

3" +3” + 3% este patrat perfect.
b) Aratati cd nu existd niciun triplet de numere naturale (x; V; Z) pentru care numarul 6 +6” +6” sa fie
patrat perfect.

Marin Chirciu, Pitesti
. Sa se arate ci dacd numarul x, =3¢ +3%"7 +3%"% + 3% 13" ne N este patrat perfect, atunci

ne {4k, 4k + 2} , k eN. Sa se dea exemplu de doud patrate perfecte de forma x, .

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu, Viorica Dogaru, Giurgiu
. a) Aflati restul Impartirii numarului 2022 la 49;
b) Scrieti numarul 2122 ca suma a sase patrate perfecte distincte.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu, Viorica Dogaru, Giurgiu
. Determinati x € Nastfel incat x* +25=333....33. ( n cifre de 3).
Luiza Dumitrescu, Craiova

G: 645, Verificati daca suma patratelor primelor 2017 numere naturale prime este numar prim.
Ciuperceanu Marian, Craiova

G: 646, Aflati toate numerele naturale x, y,z care verifica ecuatia 2* +4” +6° =13.
Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

G: 647, Aflati xeN stiindcd x" +(x+1)"+(x+2)" +(x+3)" =54. Nicolae Iviischescu, Canada
G: 648|. Si se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia xy + p° = gy> unde p si q sunt numere
prime. Gheorghe Ghita, Buzau

G: 649|. Fie x,y,z € N* astfel incat 2°* +2% =2 Ardtati ca x+ y+2z >25.
Marian Voinea, Bucuresti
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= Clasa a VI-a

G: 650 Fie numarul N =3333.....3. Aflati numarul natural x astfel incat x> +8=N .
\.—V—J
nde 3
eleva Denisa Draghia, Nicolae Tomescu, Craiova

G: 651]. Verificati daca numarul 2009-2012-2015-2018+ 81 este patrat perfect.
Marian Ciuperceanu , Craiova

G: 652|. Cate numere naturale de forma abcd indeplinesc egalitatea ab+cd =bc+ad?
Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

G: 653 Aratati ca numarul 1111....12111...1 se divide cu 121.

2017 del 2017 del
Lucian Tutescu, Dan Lucian Grigore, Craiova

(n+3) —10n "
303 ’

a) Aratati ca fractia se simplifica pentru orice n numar natural;
b) Sa se determine n pentru care fractia F este echiunitara.

G: 654, Se considera fractia F' = eN.

Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

G: 655 Rezolvati, in Z, ecuatia 2xy —x + 6y = 1. Ton Stianescu, Buziu
G: 656|. Si serezolve in ZxZ ecuatia x* +3y+10=xp+7x. Adrian Stan, Buzau
G: 657 Daca numarul a are 2n cifre toate egale cu 1, iar numarul b are n cifre toate egale cu 2, atunci
numarul a-b este un patrat perfect, Vn=>1.

Gheorghe Ghita, Buzau

G: 658 Fic Az[l— 2016 )(1 ﬂ}(l ﬂj ........... -(1 &jm

2016+1) " 2016+2) " 2016+3 © 2016+2015
B:(1+2016)- 1+@ . 1+% e . 1+% . Calculati 4-B.
2 3 2015
Nicolae Iviaschescu, Canada
G: 659 Rezolvati in N*xN* ecuatia: 1 + 1 = L Nicolae Iviischescu, Canada
x y 2017

N1 N1 N1 N1
G: 660. Demonstrati cd numarul 4 = (2')1; + (3')2', + (4')3', + € ')4',
2hH” @GHT @H” GYH”

n'=1-2-3-...... ‘n. Dumitru Vieriu, Dorohoi

este un numar natural, unde

= Clasa a VI-a

. Determinati multimile X, Y, Z stiind ca satisfac simultan conditiile:

) XuYyuzZ={1;3;579}; 2) (X\Y)x(Y\Z)={(1;5),(3;5),(1;9),(3;9)}:

3) Y\ X)x(X\Z2)= {(7; 5),(9; 5)} ) Mircea Mario Stoica, Arad
. Rezolvati in numere intregi ecuatia y2 +2y= x*. Anicuta Betiu, Craiova
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G: 663. a) Aduceti la forma cea mai simpla expresia

2 2 2 2
E:(x“—%j +(x2—%j +(x+%j +(%j , xeR.

b) Aratati cad exista n € N’, pentru care n" =4095,5% +63,5* + 63,5 .

SCLIPIREA " MINTII

Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

1 .
G: 664, Daci o° + — =2, aeR* , determinati-l pe a.
a
Marian Ciuperceanu, Craiova

G: 665, Sasearate cd x'° + XM —x""%® "7 411) 0, VxeR.

(Ve —yy + o |

16

Adrian Stan, Buzau

G: 666.. Rezolvati in N*xN* ecuatia:

=2017, x,yeR,.

Nicolae Ivaschescu, Canada

. Aflati numerele naturale ab pentru care avem:
a) \/(ZI+E))(a+b)+a_a-b=c;l; b) \/(Zz+ﬁa)(a+b)+a_a-b=b_b.

Nicolae Ivischescu, Canada

. Un teren trebuie acoperit cu gazon, al cirui pret este de 1,5 lei/m” . Terenul este format din trei
triunghiuri dreptunghice, in care se stie cé o catetd, respectiv ipotenuza sunt, fiecare, dublul a doua numere
naturale consecutive, suma acestor numere consecutive fiind un patrat perfect de doua cifre.

Victoria Popa, Timisoara

x*+4y=-7
Y +2x=2 .

G: 669. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul {

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

— 1 1 3
G: 670, Sa se determine cardinalul multimii A= {xyz /—+—+—=1}.
X y z

Gheorghe Ghita, Buzau
2 2

. b”+
G: 671].  Fie triunghiul ABC astfel inct sin 4>~ ¢

c
triunghiului ABC, D este simetricul lui A fata de N, iar CK mediana din C a triunghiului BCD. Stiind ca

BC=16 cm, calculati NP, unde {P} =CKNAD.

,unde b= AC,c = AB, AN este mediana din A a

elevd Denisa Draghia, Craiova

= Clasa a VIII-a

G: 672 Rezolvati in Qx @, ecuatia: 1/2016 —\,,/x+2016—=\/2016 =Y.
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
x> —6x+5

G: 673 Determinati valoarea minima a expresiei E(Xx) = —————
x —6x+10

>

Marian Ciuperceanu, Craiova

G: 674, Explicati de ce ecuatia Vx+28++/x+53 =4 nu are solutie.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
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a16 +b16 +616

G: 675 Daca a,b,c)0, aratati ca e >a+b+c. Marin Chirciu, Pitesti
abc
x'—3x 1
G: 676, Si se determine multimea 4 =<xe N E— e Np. Adrian Stan, Buzau
x —

2

2

2
G: 677 Rezolvatiin R ecuatia al
x +1

} =x, unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a.

Roxana Cristina Vasile, Craiova
. Reprezentati grafic functia f: R > R, f(x)=max(2x—1;—x+5).
Nicolae Ivischescu, Canada
. Se considerd ecuatia x* —2-19"x—-2017=0, neN.

a) Sa se arate ca ecuatia nu are radacini rationale;

b) Daca x,,x, sunt radacinile ecuatiei date, atunci aratati ca x; + x este divizibil cu 6 oricare ar fi ne N
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

. Demonstrati cd pentru orice numere reale a, b, ¢ pozitive, nenule, pentru care

a+ b+ c =1, este adevarata inegalitatea:

2(1+3a)+2(1+3b)+2(1+3c)+a3 +b’ + ¢’ +6abc !

b+c c+a a+b abc " abc’
(O intérire a problemei E:14278 din G.M.-B 12/2011, propusa de A. Dragomir).
Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau

n n n—1 n-1

. + *
G: 681, Dacix,y>0, «,f>0, atunci x,,_l +ﬂyn—1 2§+2( xn_z +;n_2 } undeneN .
a a

Gheorghe Ghita, Buzau

b
G: 682, Determinati lungimile a,b,c ale triunghiului ABC care verifica egalitatile _9C _1ok? ,
+c—a

ab b

e 1542, e 30k%, unde £)0. Marin Chirciu, Pitesti

c+a-b a+b—c

= Clasa a IX-a

L: 474, Fie a,b,c ) 0, astfel incat a* +b> +c¢* =1. Aratati ca a+b + +6a’b’c <a +b +c.
Marin Chirciu, Pitesti
L: 475. Fie a,b,c,d)0astfel incat abc +abd +acd +bcd = 4. Aritati ca a’ (bc +cd +db) +

b*(ac+ad +cd) +c*(ab+ad + bd) +d* (ab+ bc + ca) >12abcd .

Gabriel Nemtaru, Melinesti, Dolj
2

s g —= &1+
L: 476. Aratati ca: a) exista perechile (xk,yk) e N*xN* k=1,20 astfel ca Z& =210;

— 1+
b) existd perechile (xk, yk) e Q*xQ*, k=1,20 astfel incat Z& =210;
=1 X+,
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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L: 477. Se considera ecuatia (x+ y)>+3x+y=2016. Sa se arate ci ecuatia are o infinitate de solutii
intregi (x;y) € ZxZ care verifica relatia x—y<2017. Sa se arate cd ecuatia datd are o singura solutie

(x;y)eNxN. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
ab®> +>» a’b+2> ab+2> a
L: 478. Demonstrati inegalitatea \/a’b’c” < z Z T Z z ,unde a,b,c > 0.

Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

L: 479. Fie x,,2)0, xyz=1. Aratati ca (1+x" )1+ 1)1 +2") =1+ x" )1+ y* )1 +2°).

Lucian Tutescu, Craiova, Marian Voinea, Bucuresti
. A A 2 2 2 - .
L: 480. Fie a,,a,,a;,,b,,b,,b, € Rastfel incat (ab, —a,b)" +(ab,—ab) +(a,b, —a;b,)” = 3. Aratati
cd a’+a,’ +a’ +b>+b’+b’ +ab +ab, +ab,>3.
Ana Cismaru, Malu Mare, Dolj

. . 2a n’ —a.
L: 481. Seconsiderasirul a,=a #2 , a, = , a, = 5 ( 5 )a, pentru
a-2 n(n—1)a, —(n” —)a, + n(n+1)
n > 2. Sd se demonstreze, ca: a,-a,-a,-...-a,=n(a,+a,+a,+...+a,) pentruorice n=>1 .

Adalbert Kovacs, Satu Mare

. Calculati : (nz-:l)!—zn:k.khr ” i}!

=20 a2
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu

L: 483. Fie triunghiul AOB cu m(<x40B)=90° si punctul C € (AB ) astfel incat m(XxA40C)=15".

Jo+v2 Jo-\2 _ 4
o4 -

Demonstrati ca Marin Chirciu, Pitesti

OB  OC
L: 484, Sa se demonstreze inegalitatea L 4 , unde r, R, p sunt notatiile obignuite intr-un
r+4R R+r
triunghi.

Gheorghe Ghita, Buzau
L: 485, Daca a,b,c € (0,0)si a+b+c >3, s se arate ca:

2 AT
Z a 2aterJrc 1"'162 (a—>b) -
b+c+1 3 (a+4b+4c)(4a+b+4c)

Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau
L: 486/ Fiec ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de raza R si circumscris altuia de razdrsia,b,c,d
. : . . .. R 1a & b d
laturile acestuia ( a si ¢ sunt laturi opuse ). Demonstraticd: — < —(—+—+—5+—
rr 2 c¢c a d b
Vasile Jigliu , Arad

. Clasa a X-a

. Sd se scrie intr-o forma restransa numarul
n=2"-6-2°+15-2%-20-2% +15.2* -6-2° +2%.
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
. Fie a,b ) 1 astfel incat @’ =b+1. Rezolvati ecuatia log, (1+ i/;) =log, x.
Marin Chirciu, Pitesti
. Rezolvati ecuatia (2°+47)- (3" +6")=4-12". Adrian Stan, Buziu
L: 490, Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia [log 4x]+[log, 2x] =log, 2+/x.
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( S-anotat cu [a] partea intreagd a numarului real « .)
Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
. Fie x,,X,,.....,x, € R astfel incat x, +x, +....+x, =0si a)0. Aratati ca
log,(1+a")+log,(1+a)+....+log,(1+a")=n.
Marin Chirciu, Pitesti
. Fie m,nnumere naturale nenule si x, y,z > 0 cu proprietatea cax” + y" +z" =3.

Sa se arate ca:
m+n m+n Zm+n

3 . .
- +— —+— —2 5 Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau
y' +z zi+x x +y

Ux? +2x+1-61/y+2 =-14

IL: 493, Sa se rezolve sistemul . Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Ay +dy+4 —4x+1=1
L: 494 Sise arate ci ecuatia x° —10x* +10x* —20x% +5x—2 =0 are o singuri radicini reald, care este:
a=2+ i/g + 3/5 +3/27 +3/81 . Adalbert Kovacs, Satu Mare

L: 495 Sa se rezolve in intervalul (-2, o), ecuatia (x +2)**'° +2 =2 x + 221 4 221¢

Gheorghe Ghita, Buzau
1000

L: 496, Aratati ca produsul P = 1_[(/‘72 —1) se divide cu 5 si nu se divide cu 5%°.
k=2
Luiza Cremeneanu, Constantina Prunaru, Craiova

L:497. Fie AcCsi f:A— Acuproprietatea f(f(x))=x>, Vx e A. Sase arate cadaci 4=C,

atunci exista f cu proprietatea de mai sus. Aurel Chirita, Slatina
L: 498. Fie a,,a,,a,,.....,a, n numere strict pozitive (# € N*). Aratati ca
1 1 - .
1 I I T 1 >1. In ce caz avem egalitate?
+ +.. + —+—+.... +—
a+n a,+n a, +n a a, a,

Ileana Didu, Camelia Dan4, Craiova

X+y+z=2

L: 499. Rezolvatiin R xR x Rsistemul de ecuatii { x* + > +z° =4
2 2 2

X_+y_+Z_:_5

yz zx Xy

Hanganu Aurel Toma, Calafat, Dolj
L: 500. Fie ABCD un trapez cu bazele AB=2b,CD = 2a (b)2a ) si M si N respectiv mijloacele segmentelor

AB respectiv CD. Dacd MN = b-a si triunghiul ADB este isoscel (AD=BD) determinati unghiurile trapezului.
Lucian Tutescu, Carmen Terheci, Craiova

. Clasa a XI-a

L: 501, Sise determine pozitia punctului P(a;b) in reperul cartezian xOy, stiind cab, =1g”'(2-10"), keN

n lg(n+1)
a)0, si b= lim(—lgS g2+ Zbk -b,m] . Stelian Piscan, Giurgiu

k=0
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@ - PROBLEME PROPUSE -

a b 0
. Sa se calculeze A",ne N ,unde A=|c a dl|ecR ,bc+de=1,a,b,c,d<R.
0 e a
Gheorghe Ghita, Buzau
x+y—z=0
. Se considera sistemul: {x+13y—-5z=0, undex,y,ze R
x—=11y+3z=0

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A, A fiind matricea sistemului.
b) Sa se rezolve sistemul.

c) Sa se gaseascd o solutie (xo, Yoo ZO) a sistemului pentru care

(xo +3)2 +(y0 +4)2 —(ZO +1)2 +, =x02 +yo2 —202 -, +39.
Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt

3 £
L: 504. Se considera functia /:R > R, f(x)= 7 x> 3fx-e? . Sase arate ca

f"(x)= f(x)- (28 o 137 +ij Adrian Stan, Buziu

2
X

L: 505 Cate numere de forma ((21 16)™ )Smx + ((21 16)° )Cosx , (x € R) sunt intregi ?
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu

Ramona Puchiu, Luminita Mihalache, Craiova

n

Zsin kx

= < n(n+1
L: 507. S se calculeze lim “=——— si apoi si se deduci faptul ci Zk = ( ) .
=0 ginXx = 2

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

k*+1
m Sa se calculeze hmz

< 4K° +3k ;K +D)—1

Lucian Tutescu, Liviu Smarandache, Craiova

.1
L: 509. Se considera functia f: E—> R, f(x)= ‘xz —4x‘ arcsmT . Sa se arate ca f este continua pe
X

domeniul maxim de definitie E. Constantin Dinu, Buzau

Clasa a XII-a

L: 510. Se considera polinoamele f,g € Z[X], F(X)=X"-10X> +100X +100,

g(X)=2X"—15X*+50. Aratati ca radacinile reale ale polinoamelor se separi si sa se determine radacinile
reale ale lui f;
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

L: 511, Saserezolve in inelul (7Z,5,+,7) ecuatia X’ +6-x+27=0, stiind ci are o solutie unica.

Ovidiu Tatan, Rdmnicu Sarat
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. Determinati polinomul P e R [X ] astfel incat P> (x*)=x-(x+1)- P(x), VxeR.

Roxana Vasile, Draghici Ani, Craiova
IL: 513 Se considerd functia JR— R, f(x)=x"-10x" +35x" —50x+24‘
a) Si se arate ci suma cuburilor radacinilor ecuatiei x* —10x” +35x% —50x+24=0 este un patrat perfect.
f (x) 1 1 1 1
f(x) x- 1 2 3 x—

b) Sa se arate ca , XER\{LZ 3, 4}

¢) Sa se demonstreze ca f ( X ) oricare ar fi x e R

Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt

Fie f:R — R continui astfel incat x* > I f(@®dt, Vx e R . Aratati ca f(0)=0.

Marian Voinea, Florentin Visescu, Bucuresti
L: 515, Folosind dezvoltarea binomiala (\/; —1)", neN, n>0 deduceti identitatea

CO CI CZ C3 . Cn (_l)n
7 1 4 27 +...+(—1) =
n+2 n+l n n-1 2 (m+1)(n+2)

Ionel Tudor, Céalugéreni, Stelian Piscan, Giurgiu

2sinx +3cos x T
——dx >—.
2cosx+3sinx 2

L:516. Sase demonstreze ca

O 0 [y

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu

1 1
L: 517, Sai se arate ca \/J.ex-dx-J‘lnz(x+l) >2In2-1.
0 0
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

5 2
IL: 518. Sasearateca I 121'1 a

4

Aurel Chirita, Slatina

1
L:519. Caleulasi | 1 ’12 In[(1+0)(1+1)]d .
+
0

Gabriela Drinceanu, Rizvan Drinceanu, Craiova

L: 520 Sa se calculeze integrala:

n

X

X ™ x4

dx, unde a >0,ne N.

Q| = —

Gheorghe Ghita, Buzau
-. Fie f,g: [0 1] —)(0 oo) doua functii continue. Sa se arate ca

l1m[ j g(x) ) - )] j 2(x)In £ (x)dx . Nicolae Papacu, Slobozia
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“A person who never made a mistake never tried anything new. «
Albert Einstein
(1879- 1955)

E’ QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 30, 2017.

PROPOSALS - QUICKIES

Q29. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
n 2
Let (a,),..a, =la, = ;%, Vn =2 . Calculate }ggz—g .
Q30. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Prove that in all triangle ABC holds
zsinA < s*—r> —4Rr
sin B 3Rr ]
Q31. Proposed by Mihaly Bencze, Bragov, Romania. If a,b,c > 0, then prove that

ZL > L
a Za2 +z ab’
Q32. Proposed by Nela Ciceu and Roxana Mihaela Stanciu, Romania. If x, y, z are positive real numbers such
that xyz =1, then prove that
1 1 1 1
2 2 + 2 2 + 2 2 s
x+y) +(x+D)"+4 (+2) +(y+D)"+4 (z+x) " +(z+D)"+4 4

SOLUTIONS - QUICKIES

Q25. Proposed by Titu Zvonaru, Coméanesti, Romania. Prove that: if a, b, ¢, d are positive real numbers such

that a+b+c+d =1, then

1 1 1 1 1
<

3 + 3 + 3 + 3 - :
a +3bcd b +3cda ¢ +3dab d” +3abc  4abcd
Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

1
By the AM-GM inequality a’ +3bcd >4 a’b’c’d’ | so <

1
a3 +3de B 4«4fa3b3c3d3 '

. Note that

Therefore

1 < 1 .
Ya2pd®  4abed

1
equivalent to Yabcd < 7 which follows by the AM-GM inequality and the hypothesis that a+b+c+d =1.

1 1 1 1
+ + + <
a +3bcd b +3cda & +3dab  d’ +3abc «4/a3b3c3d3

S

Solution by author. Since a+ b+ ¢+ d =1, the given inequality it can be written as
a abcd b abcd c abcd d abcd S 1 1

S TR T A St T =
3 a +3bcd 3 b’ +3cda 3 ¢ +3dab 3 d’+3abc 3 4
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4 4 4 4
a b c d 1
= 73 T3 T3 T =
a +3bcd b +3cda ¢’ +3dab d° +3abc 4
Applying AM-GM inequality we have 3bcd < b” + ¢’ +d’, and it remains to show that
4 4 4 4
+b"+c" +d 1 1
a3 s 2—oad+b+ct+d 2= (AP +b+ S +d ) a+b+c+d).
a+b +c +d 4 4
The last inequality is true, since yields by Chebyshev’s inequality.
Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.

Q26. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. In all triangle ABC holds » a’m;m’ >27s*R*r*.
> b

Solution by Titu Zvonaru, Coméanesti, Romania.
Because a’h’c’ =165’ R*r? and 16m;m’ = (2a” +2c¢> —b*)(2a” +2b> —c?) the inequality to prove is
written successively Za2 (2a’ +2¢* —=b*)(2a” +2b*> —c*) > 27a’b*c’
& Zaz (4a* —2b* —2c* +2a°b* +2a*c” +5b*c*) > 27a’b*c?
4> a° -2> a’b' 2> a'b* +2> a'b’ +2) a’b* +15a°b*c? = 27a’b*
& Za6 > Z:azbzc2 , which is true by AM-GM inequality.
Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.

Q27. Proposed by D.M. Béitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
X"+ (m-Dm+1x"!
(x" +n*)’

Solution by Marius Dragan, Bucharest, Romania.
I = lj nx" + (n—Dnn + l)x"_ldx 1 I nx"! (x2 +(n—-1)(n+ 1))dx B
n

Compute Inzj- dx,unde ne N".

(x" +n°)’ n (x" +n°)’
1 n-1 2 + 2 _1 1 n-1 2 + 2) n—1 1 1 1
=—[= b 7 )dxz—j”x s ”2)2”x dr = ~In(x" +n’)+— _+C.
n (x"+n%) n (x"+n%) n n x"+n
Q28. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

(n + 1)2t n*

(G + 1) ) (x/ml)

Solution by Marius Dragan, Bucharest, Romania.

If B (t)=n"" , with # >0, then compute lim B, (7).

21 ! _
We have B, (1)=n"" (I{’;_Ty(un —1)=(ni‘] .Llln”—l.hluZ,VnZZ,(l)

n! u,

21 !
+1 n! : :
where we denoting u, = (n J ( 1 J ,Vn=2. We have limu, =land then we obtain

n +”(7’l + l)l n—»o
t
. u, —1 ! ’ (n+1)
lim 22" =1, We also have: lim u! =lim| e [ L - (n +l)!j =e” -hm[LJ =e’ e’ =¢.

n—»o0 ln un n—>0 n—>0) (n + 1)| n—>0) n+1

By (1) and above we obtain that: im B, (1) =¢' -1-Ine’ =ze’

o f(nr 1)l &l

i.e. the limit of well-known D.M Batinetu-Giurgiu’ s sequence.
Also solved by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

2 2
Observation. For # =1 we obtain that: lim B, (1) = lim{ Uty " } =e,
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» Mana care scrie bine poate si-ti dea un sut
mai eficient decit un picior bine incaltat. ”
Rivarol (1753 - 1801)

m Caleidoscop matematic

1. Problema 4108 din Crux Mathematicorum nr. 1/2016 (propusa de Alessandro Ventullo) cere sa se scrie
numarul 2010 ca suma de patrate consecutive si daca numarul 2014 se poate scrie ca suma de patrate
consecutive. Pornind de la aceasta problema, prezentam toate numerele de patru cifre care se scriu in doua
moduri ca suma unor patrate consecutive (aceste scrieri sunt obtinute cu ajutorul calculatorului):

1405 =724+8%+ _+16%° =262+ 277

1730 =62+ 7%+ ...+ 172 =23% 4+ 24% +257

2030 =212+ 222 + 232+ 242 = 252+ 267 + 277

3281 =52+ 6%+ ..+ 217 = 40° + 417

_ z z - 2 2 2 z 2 z

3655 =8"4+9"+ .+ 22" =25+ 267 +26+ 27"+ 287+ 29

3740 =67+ 7%+ .+ 227=18%+19%°+ ...+ 257

4510 = 1572+ 16°+ .+ 257 =287+ 29% + 30% + 312 +327

4705 =172+ 18+ .+ 26% = 48% + 497

4760 =82+ 9%+ 4+ 247 =232+ 24+ .+ 297

4900 = 12+ 2%+ __+ 24% = 497

5244 = 20% + 212+ ...+ 28% =222+ 23% + ... + 29%

5434 =724+ 8%+ __ + 252 =172+ 18%+ ...+ 277

5915 =152+ 16>+ ..+ 27 =26+ 272+ ...+ 322

5929 = 182+ 19%° + ..+ 28% =772

o 2 2 2 2 2 2 2 2 2

T230 =36"+ 37" +38 +39"+40" =41"+ 42" + 43" + 44

7574 = 82497 4+ 4+ 28% = 42% + 43% + 44% + 457

8415 =849+ . 4+ 29 =397+ 40"+ 41%+ 42?4+ 437

8464 = 72+ 8%+ ..+ 29% =g2*

9385 = 267+ 277+ ___+ 357 = 68% + 69~

Roxana Mihaela Stanciu, Buzau si Nela Ciceu, Rosiori, Baciu.

“

2. Innota 'O problemd interesantd’’ din revista Mateinfo.ro, mai, 2016, profesorul George-Florin Serban

gaseste un exemplu de numir de patru cifre abed care verifica proprietatile
i) cd este patrat perfect; ii) abcd = (a+ b)(a+c)a+d)b+c)b+d)c+d).
Cu ajutorul calculatorului se poate deduce usor cé singurul numar care verifica conditia
abcd = (a+b)(a+c)a+d)b+c)b+d)(c+d) este 2016.
Daci se elimina factorul (¢ + d) obtinem numarul 1512 - care este singurul numir de patru cifre cu

proprietatea ca  abcd =(a+b)(a+c)a+d)(b+c)b+d).
Roxana Mihaela Stanciu, Buziu si Nela Ciceu, Rosiori, Baciu.

3. Care dintre urmatoarele patru egalitati: 2011 =31%,2013 =33?,2015=35%5i 2017 =97% nu
poate sa fie adevarata?

Rezolvare: Studiem pe rand egalitatile, care pot fi adevarate intr-o anumita baza de numeratie

Daca x este baza de numeratie, atunci prima egalitate se scrie: 2-x* +x + 1 = (3-x + 1), o0 ecuatie de gradul
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.. : | I . :
3 cusolutiile x=5, x=0 six=——, dintre care numai 5 putem accepta ca baza de numeratie.

In acest caz: 2011s = (31s)>. Deci prima egalitate este adevarati!
A doua egalitate se scrie:2-x> +x +3 = (3-x +3)?> o0 ecuatie de gradul 3 cu solutiile: x=6, x=—1 si x=

| . s
X dintre care numai 6 putem accepta ca baza de numeratie. In acest caz: 20136 = (336)* .

Deci a doua egalitate este adevarata!
A treia egalitate se scrie: 2-x° + x +5 = (3:x + 5) , o ecuatie de gradul 3 cu o singurd solutie real,

_ Va1s8-3V78621 | 4158+3V78621 3

5 5 5 , cu o valoare aproximativd: x =

6.835355141; x nu poate fi bazd de numeratie Deci a treia egalitate nu este adevarata!
A patra egalitate se scrie: 2:x* +x +7 = (9-x +7)?, o ecuatie de gradul 3 cu solutiile:

irationala:

: | S : .
x=42, x=-1 si x= 5 dintre care numai pe 42 putem accepta ca baza de numeratie.

In acest caz: 201742 = 2:423 + 42 + 7 =148225 = 3852 = (942 + 7)2 = (9742)>.
201742 = (9742)*> . Deci a patra egalitate este adevarati!
in concluzie: a treia egalitate nu poate fi adevirati!
Kovacs Bela, Satu Mare

Comoara ascunsa

4. In cartea profesorului Al. Froda “Eroare si paradox in matematica” - Editura “Enciclopedica

Romana”, Bucuresti 1971, apare problema numita *“ Comoara ascunsa’.

Ea face parte din agsa numitul “folclor matematic’’. Iatd enuntul problemei, citat din cartea mai sus pomenita:
Un fragment de pergament gasit din intimplare indica unui aventurier prin cateva insemnari criptice si

prin unele Indrumari sumare modul de aflare a unei comori ascunse pe vremuri de un pirat intr-o mica insula

in Oceania. lata desenul anexat indicatiilor:

Iata si instructiunile scrise pe verso la desen: mergi de la spanzuratoare pana la palmier si faicind un
unghi drept spre dreapta mergi acelasi numir de pasi ca de la spanzuritoare la palmier. Inseamna locul si
intoarce-te la spanzurdtoare. Du-te la crucea de piatra si cotind n unghi drept la stinga mergi acelasi numar de
pasi ca de la spanzuritoare la cruce. inseamna locul. Comoara se afla la mijlocul segmentului a cirui capete
sunt locurile insemnate. Aventurierul ajuns pe insuld gdseste palmierul si crucea de piatra, dar nici urma de
spanzuratoare. Si totusi gaseste comoara conform instructiunilor . Cum ?

Autorul divulga poanta, si anume, ca locul comorii nu depinde de locul spanzuratorii. Dar el considera

= ¢

rezolvarea '"elementara “ si o lasad pe seama cititorului.

Kovacs Bela, Satu Mare si Cernea Ivan (Ilan), Israel
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Rezolvarea geometrica

Notam cu P si C punctele fixe in care se gdsesc
palmierul si crucea de piatra.
Notam cu S locul spanzuratorii ales la aleator. Notam cu
A si B punctele care se obtin mergind de la
spanzuratoare la palmier si respectiv la cruce , cotind la
dreapta si respectiv la stanga in unghi drept si
parcurgand aceeasi distantd .
( £SPA = /SCB =90°,SP = PA,SC = CB). Construim
SH | PC,AE | PC,BF 1 PC. d
Fie PH =a,CH =b,SH = x.
Singurele elemente fixe din desenul de mai sus sunt
punctele P si C si lungimea segmentului PC adica
a+b.
Folosind teoremele de congruentd ale triunghiurilor dretunghice, se poate demonstra destul de usor
ca triunghiurile dreptunghice SHP si PEA respectiv. SHC si CFB sunt congruente ( cazul
ipotenuza si unghi ascutit ). De aceea PE=SH=FC=x, AE=a, BF=b.
Locul "comorii"este punctul G , mijlocul segmentului AB.

SCLIPIREA " MINTII

Construim GD linia mijlocie a trapezului dreptunghic AEFB. DG = ath

, constanta. Punctul D

este mijlocul segmentului EF dar si al segmentului PC , este punct fix, deci si G este un punct fix .
Deci "comoara" se afla pe mediatoarea segmentului fix PC si la distanta de jumdtate din lungimea
(constantd) a segmentului PC.

Este vorba de un punct fix a carui pozitie nu depinde de punctul S.

Rezolvarea cu ajutorul numerelor complexe (planul Gauss)

Al
Alegem dreapta PC ca axa X si mijlocul !
segmentului PC ca origine a axelor. . ‘
Fie punctele fixe C(a,0) , P(-a,0) si punctual A I
variabil S(x,y). (cruce , palmier ,spanzuritoare). /-" " e
Notam afixele acestor / ‘ \
punctez. =a,z, =—a,zg = X +1iy. Rotim / \-.\
segmentul PS cu 90 de grade in sens trigonometric / ‘ \
in jurul punctului P obtinand astfel segmentul PA. o %O - -/}C e
Deci:(zy—zp) i=z,—2zp. Jr o -
—~

Rezultda:z, =(zg —zp) i +zp.

Inlocuind obtinem: z,=(x+iy+a)-i—a.Deci:z, =—a—y+i(x+a).

Tot asa ,rotim segmentul CS cu 90 de grade in sens contrar sensului trigonometric in jurul punctului
C, obtinand segmentul CB. Asadar(zy —z.) (=) =z; — 2.

Rezultd : z, = (z. — zg) i + z,.. Inlocuind obtinem: z, = (a—x—iy)-i+a .

Deci :z, =a+ y+i(a—x). Pentru a obtine afixul mijlocului segmentului AB, locul comorii, calculiam :
Z, + Zp
2
Deci comoara se gaseste in punctul (0,a) a carui pozitie nu depinde de alegerea lui S.

=ai.

Kovacs Bela, Satu Mare si Cernea Ivan (Ilan), Israel
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»Studiaza mai intii stiinta si continua apoi
cu practica nascuta din aceasta stiinta”.
Leonardo da Vinci (1452 - 1519)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 18 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, §i care, sperdam noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori Impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revista, constdnd in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de ¢ mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sd nu mai fi fost
trimise sau si mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare,
apartine redactiei.

(ata finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvirile si comenzile pentru numérul 19 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Martie 2017. Va uram succes si va asteptam.

1. Care segment contine mai multe puncte ?

L o L o
X 3x

2. Se pot construi patru triunghiuri echilaterale cu ajutorul a sase bete de chibrit?

@— —®

o

Raspunsurile pe pagina Clubul de Matematica Sclipirea Mintii / Facebook
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Marin Chirciv

INEGALITATI
TRIGONOMETRICE

P

Cartea “Matematica pentru clasa a IX-a,, ,
face parte din categoria auxiliarelor scolare
utilizate la clasa de catre elevi si profesori pentru a
imbunitati procesul de predare si invitare, pentru
a asigura o baza de cunostinte teoretice si aplicative
la nivelul programei scolare matematica M2 —
tehnologic.

Cartea contine foarte multe exercitii
rezolvate tocmai pentru a veni in intimpinarea
elevilor care doresc sa lucreze mai mult si sa se
verifice cu aceasta ocazie.

Continutul cartii este impartit in asa fel ca sa
se poata lucra la clasa, pe fiecare lectie in parte
astfel, lectia contine notiunile teoretice cu exemple,
probleme rezolvate si probleme propuse.

Cartea este de asemenea insotita la inceput de
sinteze de teorie matematica iar la sfarsit de teste de
recapitulare din materia de clasa a IX-a precum si
de o selectie de probleme date l1a concursuri.

Format: tip manual, nr. pag. 266;

Aparuta recent la o editura de prestigiu,
editura Paralela 45, cartea domnului profesor
Marin Chirciu, ,, Inegalitati trigonometrice, de la
initiere la performnata ” contine in cele 294 de
pagini, numeroase inegalitati publicate de autor
in reviste de specialitate precum si altele date la
concursuri de matematica alaturi de inegalitati
celebre carora le-a gasit foarte multe aplicatii
selectate din revistele internationale. Printre
acestea intilnim inegalititile lui Jensen,
Gerretsen, Mitrinovic, Euler, Bergstrom cat si
multe inegalitati trigonometrice.

Cartea abunda in inegalititi dintre cele mai
diverse unele dintre ele fiind preluate din Gazeta
matematica, Match, IneMath, Octogon, sau de la
concursurile si olimpiadele internationale, dar
toate acestea sunt insotite de rezolvari complete si
detaliate pentru a veni in sprijinul elevilor,
studentilor sau profesorilor in pregitirea lor
pentru diversele concursuri sau examene.

Format: tip manual, nr. pag. 294.

Pentru comenzi, puteti solicita informatii la
adresadee_mail:

marin.chirciu @yahoo.com
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