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,» Daca iti place ceea ce faci, nu vei
munci nicio singura zi din viata ta”.
Confucius

(551- 479)

l! Istoria matematicii

Marile descoperiri ale lui Galilei si Inchizitia
Prof. Adrian Stan, Buzau

Pe 22 iunie 1633, filozoful, matematicianul si astronomul italian Galileo Galilei
(15.02.1564 — 08.01.1642) este adus in fata Inchizitiei de la Roma din cauza lucrarii
sale ,, Dialogo - Dialog despre cele doud sisteme ale lumii ~ (1632), in care
argumenta, cu dovezi bazate pe observatiile sale astronomice cu ajutorul
telescoapelor construite de el, sistemul heliocentric al lui Copernic — Soarele in
centrul Universului, ceea ce venea in contradictie cu sistemul geocentric al Bisericii.

Acuzat de erezie, este condamnat pe viatd la domiciliu fortat, unde moare noud ani
mai tirziu.

Considerat unul dintre cei mai mari savanti ai lumii nu doar pentru
revolutionarea astronomiei datoratd inventarii telescopului dar si pentru explicarea
miscarii planetelor, Galilei s-a nascut la Pisa la 1564 intr-o familie de nobili toscani, a
invatat mai intéi intr-o manastire dupa care a studiat medicina la Universitatea din Pisa, urmand indeaproape
si studiul matematicii care I-a ajutat in studiului caderii corpurilor.

Desi a predat matematica la Florenta si Pisa a hotdrat sa se mute in 1591 la Padova pentru a ocupa
catedra de matematica la cea mai renumita universitate europeana a vremii, Universitatea din Padova.

Corespondenta lui Galilei cu Kepler incepand cu anul 1597 si sustinerea teoriei lui Copernic, 1-au pus
intr-un conflict deschis cu aristotelicienii vremii intre care si un prieten de-al sau, filozoful Cesare Cremonini
care refuzase chiar sa priveasca prin telescopul inventat de el.

Anul 1609 era anul de cotiturd din viata lui Galilei. Utilizand o combinatie de lentile convexe si
concave, el a obtinut o lunetd performanta care marea puterea de observatie cu pana la opt ori facand posibila
observarea unei corabii cu 2 ore mai devreme decat cu ochiul liber.

Pe 23 august si-a donat luneta dogelui Venetiei iar in scurt timp a construit un alt instrument numit
telescop care marea de 20 de ori si pe care l-a folosit In astronomie cu ajutorul ciruia a facut o serie de
descoperiri celebre:

- A observat pe Luna pete de lumina si le-a interpretat ca fiind munti, calculdnd chiar si Tnéltimi de 6-8 km
pentru acestia iar iluminarea Lunii s-ar datora reflexiei luminii Soarelui pe Pamant;

A observat stelele din Constelatia Orion dar si pe cele de langa Pleiade care nu erau vizibile cu ochiul liber;

A observat ca stelele pareau mai stralucitoare privite prin telescop si a conchis ca ele sunt mai departe de
Pamant decét celelalte planete;

- A observat si determinat cei patru sateliti ai lui Jupiter, care se roteau in jurul planetei , numiti lunile
galileene 1n cinstea lui, iar cu timpul, din 1610 si pand in 1611 a masurat perioadele de revolutie ale satelitilor

cu o precizie uimitoare, publicind n 1612 aceste rezultate ( [3]. pag 189).
Satelitii lui Jupiter Peerioada de revolutie | Perioada de revolutie
calculatd de Galilei calculatd in prezent
Io 1z18h30m 1z18h29m
Europa 3z13h20m 3z13h18m
Ganymede 7z4h0m 7z4h0Om
Calisto 16z18h0m 16z18h5m

- A descoperit in septembrie 1610 fazele planetei Venus indicand directia din care se vede Soarele pe Venus,
partea luminata fiind cea indreptata cétre Soare, dand astfel o lovitura celor care considerau cé discul planetei
Venus nu e niciodatd luminat mai mult decat pe jumatate.;
- A descoperit petele de pe suprafata Soarelui iar prin studiul acestora a descoperit rotatia Soarelui in jurul
axel sale.

Plecarea la Florenta in 1610 si sustinerea ideilor sale copernicane a atras dusmania si a filozofilor
aristotelici si a cilugdrilor iezuiti. In 1615 desi Papa Paul al II-lea a interzis teoria copericani ca fiind eretica
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deoarece contrazicea pozitia din Sfanta Scipturd, Galilei s- a dus la Roma pentru a protesta.

Drept urmare, in februarie 1616 chemat in fata Inchizitiei, i s-a cerut prin ordin si nu mai sustina sau sa
predea teoria copernicana aceasta fiind interzisa impreuna cu cartile lui Copernic.

in 1632, Galilei a vrut sa explice influenta Lunii asupra Pamantului prin prezentarea teoriei mareelor dar

era nevoie de recunoasterea miscarii Pamantului. Realizand-o sub forma unui dialog intre trei personaje,
cartea Dialogo prezenta ideile sale intr-o disputa dintre Salviati, Simplicio si Sagredo, primii doi reprezentand
oponentii in lupta celor doua sisteme, iar cel de-al treilea pe post de arbitru intre cei doi.
Salviati, un alter ego al lui Galilei, dupa ce 1i desfiinteaza ideile lui Simplicio, trece la prezentarea ideilor sale
in ceea ce priveste mareele pe baza teoriei copernicane fapt ce i-a determinat pe dusmanii sdi sa-i prezinte
cartea papei Urban al VIlI-lea, de fel un simpatizant al lui Galilei, dar care a acceptat ca Galilei sa fie trimis
in judecatd in 1633. Papei i s- a parut cd vorbele lui Simplicio ar semana cu ale sale, considerand astfel ca
savantul l-ar fi portretizat intr-un mod defavorabil. In italiand, numele de Simplicius semnifica acela de om
naiv sau prost.

Galilei a fost avertizat incd din 1616 sd abandoneze sustinerea ideilor sale, insa, o data cu publicarea
cartii sale in 1632, Inchizitia I-a judecat fortandu-l sd-si renege toate descoperirile. Se spune, ca atunci cand a
iesit din sala de judecata, a strigat raspicat “ E pur si muove ! “, (Si totusi se misca), cu referire la faptul ca
Pamantul se migca in jurul Soarelui i nu invers.

O data cu aceasta, 1 s-au interzis toate cartile si a fost condamnat la inchisoare pe viata dar I s-a permis si
rimana sub arrest la domiciliu la vila lui din Arcetri de 1anga Florenta unde a si murit in 1642.

La inceput de secol al XVII-lea , Galileo este responsabil de dezvolarea stiintei moderne, atat pentru
fizica cét si pentru astronomie, el fiind creditat ca un “parinte”, ca un ,,intemeietor” al acestora.

Telescoapele performante construite de el sau lunetele au reprezentat o afacere bund céci prezentau mult
interes pentru navigatori sau alti comercianti dar au reprezentat cel mai bun mod ca prin observatiile facute cu
ele sa fie confirmata teoria lui Copernic sau sa fie primul care sa observe suprafata “accidentatd” a Lunii.

Din pacate, Galilei nu a fost de acord cu ideile Iui Kepler cum ca mareele se datoreaza miscarii Lunii in
jurul Pamintului si nici faptul ca orbitele planetelor sunt elipse.

Preocupat de aplicatiile practice, a Tmbunatatit tehnica de
constructie a busolelor.

In fizica, este considerat fondatorul mecanicii intrucit a
contribuit la determinarea legilor caderii corpurilor la suprafata
Pamantului (1602), a dat principiul inertiei, independent de da
Vinci §i Kepler, a introdus definitia acceleratiei si a enuntat
legea actiunii fortei §i pe cea a conservarii energiei.

Mai trebuie amintit ca lui i se datoreazd denumirea de
cicloidd introdusa de el in 1640 precum si stabilirea legilor
miscarii uniform variate. Un monument de stiintd al vremii,
Galileo Galilei nu a pregetat sd transmitd din cunostintele si
descoperirile sale tuturor oamenilor de stiinta ai vremii caci s-a descoperit un volum imens de corespondente
pe care acesta le-a purtat cu peste 500 de persoane.

Mult timp dupa moartea sa, la 8 ianuarie
1642, Biserica a pastrat interdictia de a i se
publica lucrarile. De abia in 1718 si 1741 partial
si in 1758 aproape total au fost permise tiparirea
lucrarilor sale.

In 1992, Galileo a fost reabilitat de papa
Ioan Paul al II-lea iar in martie 2008, Vaticanul a
propus ridicarea unei statui in interiorul
Vaticanului, ca masurd de recunoastere a
contributiile aduse astronomiei.

Galilei in 1633 in procesul intentat de Inchizitie
Bibliografie:
1. N. Mihaileanu. Istoria matematicii. Vol I, II. Editura Didactica si Pedagogica. Bucuresti. 1981.
2. Vasile Bobancu. Caleidoscop Matematic. Editura Niculescu. Bucuresti. 2001.
3. Steven Weinberg. Lumea explicata. Editura Humanitas. Bucuresti. 2017
4. www.wikipedia.com
Prof. Liceul Tehnologic “Costin Nenitescu”, Buziu
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,,invz’ttarea nu epuizeaza niciodata mintea ”.
Leonardo da Vinci
(1452- 1519)

E Articole si note matematice

Ecuatii irationale
cu o infinitate de solutii in multimea numerelor naturale
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Pentru inceput ne propunem sa determinim toate perechile (m ; n), m>1, de numere naturale
care verifica ecuatia:

\/m+l+\/m—l \/m+l \/m 1
2+\/2+J_ NN NS

Notém cu E(m) membrul sting. Observam ca E( 1) =2, deci (1; 2) este solutie a ecuatiei (1).

=n. ().

EQ2)= \/g € R\ Q. Verificam daca mai exista m € N, m >3 astfel incat E(m) e N.

Notim cu S=Nm+1+m-1, D=\m+1-m-1 si cum mzﬁxﬁil

\/5—«/2+«/§.S+\/§+«/2—\/§'D=(«/5+1)-S+(x/§+1)-D=(D+S)x/§+D—S
- 5 N &
E(m)=2(m+1) - 2(’" D vmen* )

Se stie ca o condigie suficienta ( dar nu §i necesard) pentru a avea \E —\/Z e Neste ca
\/; eN, \E eNcu a>b. In egalitatea (*¥) cautim meN*pentru care m+1=2k"> e N*si
m—1=6/>cN,unde keN* [eN, k) / \j?_a Y 1. Atunci, E(m)=2(k-1) este numar natural, par, nenul.
Din m+1=2k>, m—1=6[" se obtine ecuatia Pell- Fermat k* —3/*> =1, k)/.

Ecuatia Pell- Fermat x* — dy2 =1, numita dupa numele celor doi matematicieni care s-au preocupat de

rezultd E(m) =

rezolvarea ecuatiilor in Z, ultimul fiind si cel care a afirmat ca ecuatia data are o infinitate de solutii intregi, cu
d- numar natural care nu e patrat perfect , dar demonstrate acest fapt abia in 1766 de citre matematicianul
francez Lagrange.

Lagrange a demonstrat ci, daci ecuatia x* —dy” =1 are o solutie minimala (x,,y,)in N, atunci toate

solutiile sunt date de forma: = (X + 4 Jd_) er(xo — Vo \/d_) ’

s = Gt ) (% =y Nd)"
n 2 \/—

In cazul nostru, cum d = 3 nu e patrat perfect iar solutia minimala este (k,,Z,) =(2;1), atunci toate

(2++3)’ +(2 B3 -3

) B )

(7 +4BY +(T-4B)
2

eN.

solutiile naturale sunt k =

p € N. Pentru ecuatia (1)

gasim m,, —2k2 1= 61 +1, deci m, =

eN, VpeN.
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)z(3—ﬁ)<2+ﬁ)";(3+ﬁ>(2—ﬁ)ﬁ N, VpeN.

si corespunzétor n, = E(m,) =2(k, -1,

Cazuri particulare: (p=0=>m, =1, n,=2), (p=1=>m =7, n=2), (p=2=>m,=97, n,=6),
(p=3=>m,=1351, n,=22).
in continuare, vom determina tripletele (m;n;k) de numere naturale, solutii ale ecuatii irationale

»\/n+k+»\/n+x/n+k=m. 2).

Pentru aceasta, se analizeaza cazurile cand m este par i impar.
Fiem =2p, p e N, atunci xfn+m:2p—m|()2 :>n+m:4p2—4pm+n+k.
Din (4p+l)m:4p2+k:> n+k=q>saun=q" -k, geN, ¢* >k
Ecuatia ( 2) devine q+\m:2p:>n+q:l2 =n=10—q, [eN,I’>q. Asadar, g+1=2p, (*) si
dinrelatiile n=qg° —k=0"-g= ¢ +q=01"+q, =4q" +4q+1=41" + 4k +1.
(2q+1)° =21’ =4k +1= (2¢—-21+D)2q+20+1)=4k+1. (*¥).
Pentru g =/ =n=q" —q. Din (*)avem m=2p =g+ =29 = g = p. Asadar, avem solutiile:
(m.n,k)=(2p:p* = pip), peN.
Pentru g #/, din (¥), (**) rezultd g+1=2p, q) [ = 2g—2/+1)1. In (**) se impune ca 41+1 si fie numar

impar compus, deci exista r,seN*cu s>r>lastfel incatdk+1=2s+1)(2r+1)iar de aici
s+r

k=s-r+ 7 s si r de aceeasi paritate. Atunci, in (**) avem:
s+r s—r
(2g-21+1)2qg+2l+1)=2s+)2r+1)= 4g+2=2r+2s+2=¢q = S [= 5

Inlocuind in (*) gasim g+/=2p =s. Daci s este par atunci si r trebuie sa fie par, deci r =2t cu t € N*.
+
Astfel, kzsr+%=4pt+p+t, siobtinem n=q" —k=(p+t)°—4pt—p—t=(p—t)’—p—t.Se

obtin solutiile: m=2p, n=(p—t)> —p—t, k=p+t+4pt, p)t>1, n>0.

Fie m = 2p+l, peN. Ecuatia (2) devine: (2m+1)\n+k=m"+keNsi cu notatia
n+k=q°, geN avem QCm+1)-qg=m’+q° —n=

Ap+3)g° =4p> +4p+1+q° —n=>n=4p  +4p+q° —4pg-3q+1si
k=q¢"—-n=—4p> +4pq—4p+3g—1unde p,geN, 2p+1>g=>3.
Pentru p=0 si g=3 rezultd m=n=1 si k=8 dar ecuatia nu o verifica;

Pentru p=1 si g=3 rerzultd n = -3, deci se impune ca p sa fie mai mare decét doi.
Astfel, in cazul in care m este impar avem o infinitate de solutii (m,n,k).

Cazuri particulare:
La Olimpiada Nationala de Matematica 2016, faza finala, intr-un subiect la clasa a VII-a se cere n natural

pentru care numirul \/zn+3 + \/ n++/n+3 este natural.

Pentru p=3 solutia este 7= p’> — p=6,m=2p =6,k =3, deci valoarea ceruti este n =6. Pentrup =3 sit
= 1 rezultd m=6, n=0, k=16. \J16 +’\N16 =6. Pentru p=4 si t = 1 rezultd m=8, n=4, k=21.

\E +x}4+\E =8. Pentru p=2, q=3 rezulta m=5, n=1, k=8; Pentru p=3, q=4 rezulta m=7, n=5, k=11,
Pentru p=4, q=6 rezulta m=9, n=3, k=33; Pentru p=5, q=6 rezultd m=11, n=19, k=17; Pentru p=1008,
g=1009 rezultd m=2017, n=1015055, k=3026.
Bibliografie:
1. Titu Andreescu, Dorin Andrica- O introducere in studiul ecuatiilo rdiofantice. Editura Gil. 2002.
2. Arthur Engel- Probleme de matematica- strategii de rezolvare. Editura Gil. 2006.
3. Ion Cucurezeanu. Ecuatii in numere intregi. Editura Aramis. 2006.
Prof. Liceul Tehnologic, Mihai Viteazul, Calugareni, Giurgiu.
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Asupra unei inegalitati date la Hong Kong 2016 Team Selection Test
Marin Chirciu, Pitesti

La Testul pentru Selectia echipei pentru OIM a fost propusa la Hong Kong 2016 Round 2
urmatoarea problema:
,Dacd a, b, ¢>0 si abc=1 determinati cea mai mica valoare a sumei
a’+8 b +8 c+8
3 + 3 + 3 :
a(b+c) b (c+a) c(a+b)

Articolul 1si propune o dezvoltare a acestei probleme si folosirea acesteia in obtinerea unor inegalitati in
triunghi.
1. Daca a, b, ¢>0 astfel incat abc=1 si n>0, k >2 demonstrati ca:
a’+k . b’ +k . c+k S 3(k+D)
a’(b+nc) b(c+na) c(a+nb) n+l .

Solutie: Cu inegalitatea mediilor avem @’ +1+12>3a . Obtinem:

a+k Ja+k-2
Za3(b+nk) 2Z:a (b+nc) Za (b+nc)
1Y 1Y 1Y
( ] Bergstrum (Z;j (Z;)
+ k- 2)Za(b+nc) - 3'Z(b+nc) S a(b+ne)
5. (Z:bc)2 Lh-2). (Z:bc)2 _ 3 (Zbc) k_z'ZbcAm;m 3 (Zbc)
(n+1)> a (n+1)>bc n+l Da  n+l n+l Za

¢ F22 52030 ey & —2 (02L5) >0 o (Sbe) 23 a e (Sbe) =

n+l n+l1 n+l1 Za n+l1
Z3acha , adevaratd din (x+ y+2z)* >3(xy+yz+2x), x=bc, y=ca, z=ab .

+(k-2) Za (b+nc)

+(k=2)-

Egalitatea are loc daca a=b=c=1 .

27
Pentruk =8 sin=1 se obtine cd minimul sumei propuse la 2016 Hong Kong TST2 este 7 .

2. Fie triunghiul ABC . Daca n>0 si k> 2 aritati cd sunt adevarate inegalititile:

sin> —+k-—
2y 2 4R Ok+D
.3 A( . B . C n+l 2r
sin’ =| sin —+nsin —
2 2 2

Solutie: Scriind inegalitatea in variabilele x, y, z obtinem:
Daca x, y, z>0 astfel incat xyz=1 si n>0, kK >2 demonstrati ca:

x +k Y +k . Z+k S 3(k+1)
Y’(y+nz) y(z+nx) zZ(x+ny) n+l

. . A. B.C r 4R . A. B . C 3 4R . A 4R . B
Din sin—sin—sin— = — = —sin—sin—sin—=1. Ludm x =3/—sin—, y = 3[—sin—
2 2 2 4R r 2 2 2 r 2 r 2

-
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4R . C | .
z = 3|— sin— si folosim 1.
r 2

A
cos3—+k-£

by 2 4R SOk R
;A B n+1 2p
COS” —| COS—+ncos—
2 2
4R A
Solutie: Hcosé =P = 4—R Cosé =1.Luidm x = 3— cos— si analoagele si folosim 1.
2 4R p 2 p 2
s A kr
o 30k +1)
c) Z P 3 £
3 4 C n+1 r
tg 3 tg—+ntg

. A r p A p. A . . .
Solutie: tg—=—==—| |tge—=1.Ludm x = 3}|— tg— si analoagele si folosim 1.
_,_ng E ngz «/r &9 gele s

Ctg3§+kr 3+ |

p r

d E > -3—

) 3,4( B C n+l \p
)

ctg—+nctg—
g2 g2j

A A A
Solutie: HCth =L = LHcth =1.Luam x = SF cth si analoagele si folosim 1.
p p

r

;A 4kR
ST 3k+1) 2
e) Z 2 r > (k+ ).3 _P
3 B C) 2(n+1) \ R
sec’ —| sec—+nsec—
2 2 2
A
Solutie: Hsecé :;:L :4—R:>£Hsecé =1.Luidm x=3 iSG:C— si analoagele si
- 2 T A p p 4R 2 \/4R 2
coOs— —
2 4R
folosim 1.
cosec3é+ﬂ
0y 2 3G+ for
3 ( Cj 2(n+1) VR
cosec” —| cosec—+ncosec—
2 2 2
A 1 1 4R r A r A
Solutie: cosec— = —=—=—| | cosec—=1. Luam x = 3|— cosec— si
Soluties [ eosee? ar ) Leosees {ag oy 3

. A - r 7
[[snd =
2 4R
analoagele si folosim 1.

In fiecare din inegalititile de mai sus obtinem egalitate pentru triunghiul echilateral.

Bibliografie.

1. Hong Kong 2016 , Team Selection Test, Round 2.

2. Marin Chirciu, Inegalititi algebrice, de la initiere la performanti, Editura Paralela 45, Pitesti, 2014.

3. Marin Chirciu, Inegalitati trigonometrice, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45, Pitesti, 2016.

Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Asupra unor inegalititi omogene in trei variabile

de Leonard Giugiuc si Diana Trailescu, Drobeta Turnu-Severin

Doua dintre teoremele fundamentale in domeniul inegalitatilor omogene 1n trei variabile reale
nenegative sunt urmatoarele:

Teorema 1 (Cirtoaje — Zhou — Pham). Daca f :[0,0)’ >R,
f(u,v,w) =m@’ +v’ + W)+ nuvw+ pu’v +vw+w'u) + qg(v’u+w'v+u’w), atunci
f(u,v,w) >0 ,¥(u,v,w) €[0,0) < (i) f(L1,1) >0, () f(u,1,0)>0,Vu > 0.

Teorema 2 (Vo Quec Ba Can). Daca t este fixat, cu 0<t<ssi a,b,cnenegative a.i.

a+b+c=3s ab+bc+ca=3(s> —t*), atunci valoarea minimd a produsului abc este:

(s+1)*(s—2t), pentru 0<t< % si 0 pentru % <t<s. Mai mult daca 0<t< %, atunci valoarea
(s +1)* (s — 2t) este atinsd in permutdrile tripletului (s +t,s +1t,s —2t).
Aplicatie. Determinati valoarea maxima a numarului real M pentru care
(a> +b* +c*)a+b+c)+12abc > M(ab+bc +ca)a+b+c), (*), Ya,b,c>0.
Solutia 1 (folosim teorema 1). Observam ca pentru M <0 relatia (*) este adevarata Va,b,c > 0.
Consideram functia f:[0,0) >R,
f(a,b,c)=(a’> +b> +c*)a+b+c)+12abc —M(ab+bc+ca)a+b+c).

Deoarece f(a,b,c)>0,Va,b,c>0,avem: (i) f(1,1,1) >0si (i) f(a,1,0) >0,Va > 0. Deci,

f(1,1,1) >0 implica M < gsi f(a,1,0)>0,Va >0 implicd (a+1)(a’ —Ma+1)>0,Ya>0.

daca alegem a, < o < a, obtinem

f(«,1,0) <0 siurmeaza ca (*) nu poate avea loc Va,b,c>0.
Daci 0<M <2, atunci a> —Ma+1>0, Va>0,deci f(a,1,0)>0,Va=>0;dar cum 2<%

obtinem ca valoarea maxima ceruta este M =2.
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Solutia 2 (folosim teorema 2). Deoarece ambii membri ai lui (*) sunt polinoame omogene de gradul
al treilea, WLOG putem presupune c¢i a+b+c =3, rezulti ab+bc+ca =3(1—-1>), cu0<r<1. Fie
abc=p.

5 1 . . .
Daca 0<¢ < 5 atunci (*) devine succesiv

30+25)+4p=3M(1—1t*) & 3(1+27) +4(1+1)>(1-20) 2 3M(1~-1*) <

3 2
MZM,VOStsl.
31-¢7) 2
. . 1 —8° —6t° +7 7 (1
Considerand functia f:|0,— | >R, f({)=——>M ,rezulta f(0)=—, f]| — |=2.
: f{ 2} fO0-—1-m £(0) 3f@
8> —6t> +7 1

Daci tinem cont ci 8¢’ Sl,VOStS% deducem ca — >2,V0<t<—,deci min f =2,

\S)

3(1-¢7)
o . - 1
de unde valoarea maxima a lui M este egald cu 2 pentru 0 <¢ < 5
. g 1 : : . A S
Vom studia dacd pentru 5 <t<1si M =2,relatia (*) raimane adevarata.
Din teorema 2, rezulta ca este suficient ca
1 <
30+2t2) 2 6(1—17) < 4t >1, VE <t <1, ceea ce este adevirat.

Deci, valoarea maxima a lui M este egald cu 2.

Petrache Poenaru inventatorul

Cunoscut ca iluminist si discipol al lui Gheorghe Lazar care impreuna cu el au pus bazele organizarii
invatdmantului roménesc, si participant la revolutiile de la 1821 si 1848, Petrache Poenaru (1799 - 1875) este
inventatorul stiloului.

Totul s-a datorat faptului ca fiind nevoit sd copieze cursuri
intregi folosindu-se de pana pe care trebuia sd si-o inmoaie foarte
des in calimard, Poenaru pe cand era student la Paris a nascocit un
instrument brevetat de guvernul francez in 25 mai 1827.

Nestiind cum sa sd-l1 numeascd cidci nu mai exista ceva
asemandtor pand atunci, el i-a dat urmatoarea denumire sugestiva, ”
Condeiul purtaret fard de sfarsit care se alimenteaza singur cu
cerneald”, devenind astfel stiloul de astazi.
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O generalizare si o rafinare a inegalitatii lonescu-Weitzenbock

de D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti,
Daniel Sitaru, Drobeta Turnu-Severin
si Neculai Stanciu, Buzau

a+b+c

Fie ABC un triunghi in care notdm cu a, b, ¢ lungimile laturilor, p = 2 , S aria, r raza cercului

inscris, R raza cercului circumscris, 4, B, C masurile in radiani ale unghiurilor triunghiului.

Inegalitatea Iui lonescu-Weitzenbdock este
a’ +b> +c> > 438, (I-W).

Lema. [n orice triunghi ABC are loc inegalitatea
A
a’>>4S-tg > (1) si analoagele.

Demonstratia 1. Avem:
. B+C B-C . 4

(b—l—c)siné=2R(sinB+sinC)siné=4Rsm cos sin— =
2 2 2 2 2

:4RcosB_Csinécosé:2RsinAcos 3 = acos 2 <a.

Prin urmare:
4 4 4 85sin> 4 gssin? 4 4
a* > (b+c)’sin® = > (2vbe) sin® 2 = dbesin? 2= — 2 = =4S -1g =,
2 2 2 sin A i 2
sin — cos —
2 2
g.e.d.
Demonstratia 2. Conform teoremei cosinusului avem:
2 2 2 2.2 : ZA
a” =b"+c” —2bccos A=2\b"c” —2bccos A =2bc(1—cos A) =2bc-2sin 5"
8Ssin’ ; 8S'sin’ 124 4
= 4bcsin® = = = =4S -tg—, q.e.d.
2 sind . A4 &5
sin —cos —
2 2
Demonstratia 3. Avem:
2 2 2 .
@ =489 —45. 9 _45. R 4. ZZR, sind__ yg.smd
48 abc be 4R’ sin Bsin C sin Bsin C
R
_45. sin A _4s. sin A 24S-ﬂ=
cos(B—c)—cos(B+C) cos(B—C)+cos 4 1+ cos A
. A A
2sin—cos —

A
45— 2 2 _45.40 2 ged
, A 2
2cos” —
2
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Teorema. Daca m > 0, atunci in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

a2m+2 +b2m+2 +sz+2 > 4m+1Sm+l(tgm+l g‘i_tgmﬂ §+tgm+l %j >

S 4m+1 S m+1

4 B C\"™ R )
e vte S ro=| >4"8S"W3). Q).
3" (gz g gzj ~3)™,©2

Demonstratie. Conform inegalitatilor (1) avem:
a2m+2 +b2m+2 +62m+2 — (aZ)m+l + (bZ)m+l + (CZ)WH—I >

A m+l1 B m+1 C m+1
>45-1g 2| +|4S-g 2| +|4Sg—| =
[ gzj [ gzj [ gzj

A B Radon 1 A B i
=4 g (tg’”” By +1g""! By +1g" %) > 4mgm! -3—m(tg 5 + th +1g Ej » (3)

. V4 x - . : e g
Functia fg : LO, EJ — R, este convexa si atunci conform inegalitatii lui Jensen avem:

X+y+z

tgx +1gy +1gz > 3-1g , Vx,y,zeLO,gj,@)-

Daca in (4) ludm xzé,yzﬁ,z:g obtinem:
2 2 2
A B C A+B+C T
et D tte—>31e 22 T 3.0 T =3, (5).
g Tieo g g o 2 Q)

Din relatiile (3) si (5) deducem (2), q.e.d.
Observatii:
1) Dacd m = 0, atunci relatiile (2) devin
s 2 o A B C
a”+b” +c” =4S tg5+tg5+tg5 > 4843 .

2) In relatiile (2) avem egalitate daca si numai daci triunghiul ABC este echilateral.

An elementary proof of Blundon’s inequality

By Marius Dragan, Bucharest, Romania and Neculai Stanciu, Buzdu, Romania

Let ABC be a triangle with the lengths of sides a,b,c; semiperimeter p and R,r circumradius and
inradius, respectively.
In this note we give an elementary proof of Blundon’s inequality (see [1]) i.e.
2R* +10Rr —r* —=24/R(R-2r)* < p*> <2R* +10Rr — 1> +2./R(R-2r)* , (1)

using Cardano-Tartaglia relations (see [2]).
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Proof. We denote
x+y=c,y+z=a,z+x=b,x+y+z=0,, xy+)yz+zx=0,, X)z =05, (2).

Then, x, y,z are positive roots of equation X — o, X >4 o, X—-0;=0,03).
It is well-known that X, y,z are real roots of (3) if and only if

180,0,0, —40,0, + 0. 0: =40, —2707 >0, (4), (see [2]).
Ifwetake x=p—a,y= p—b,z= p—c, then by (2) we deduce that

o, =p,o, =1’ +4Rr,o, = pr’, (5).
From (4) and (5) yields that:

18(r* +4Rr ) p* —4r’p* +(r* +4Rr)’ p> —4(r> +4Rr)’ —27r*p* >0

S ri(p?) +2r3(r* —=2R* —10Rr) p* +(r* +4Rr)’ <0, (6),
with the discriminant A =16Rr* (R —2r)’.

Hence by (6) we obtain (1), q.e.d.
References

[1]W.]. Blundon - Inequalities associated with the triangle, Can. Math. Bull 8 (1965), pp. 615-626.
[2] G. Stoica, Asupra unui tip de inegalitati, G.M.-B, nr. 1, 2016, pp. 7-9.

A new proof and a new refinement of Ionescu-Weitzenbok inequality

by Marian Cucoanes, Marasesti

In any triangle ABC with the lengths of the sides a,b,c and the area S holds the inequality
a’ +b> +c* > 4435, (1-W).

Proof. (4S —a2\/§)2 =16S? —85a*+/3 +3a*,s0 165* +3a* > 8Sa2\/§, (1) and other two analogous
165% +3b* >85b°/3, (2); 168 +3c* >85¢>\/3, (3). By adding (1), (2) and (3) we deduce that
48S* +3(a* +b* +c*)>8S(a’ +b* + cz)\/g and taking into account by

16S* =2(a’b” +b°c* +c*a’)—(a* +b* +c*) we infer
3(a’h® +b°c® +c*a’)>4S(a” +b° + ¢’ )\/g, hence

272 2 2 2 2
3(a’b” +b°c +2ca Z4S\/§,(4).

a’+b’ +c
Using well-known inequality (x+ y+2z)> >3(xy+ yz +2zx) for any real numbers x,y,z, yields that
(a* +b> +c*)> 23(a’b* +b°c’ +c’a’), therefore
2 s 3(a’b® +a’c’ +b’c?)
B a’ +b* +c’
By the inequalities (4) and (5) we obtain a” +b° +c*> > 4438 , 1.e. Tonescu-Weitzenbock inequality. From
this proof we deduce that the inequality (4) is a refinement of Ionescu-Weitzenbock inequality.

a’+b’>+c

. (5.
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»Un om destept rezolva problema.
Un om si mai destept o evita”.
Albert Einstein

(1879-1955)

E! Examene Si concursuri

CONCURSUL JUDETEAN DE MATE"A'“CA

SCLIPIREA MINTI
25 NOIEMBRIE 2017- EDITIA a X-a

REZULTATE

Clasa a V-a: Premiul I: Plesea Maria, Scoala nr. 11; Premiul II: Cucu Raisa, Dumitrascu Nikolia, Scoala
nr. 11; Premiul III: Ceausescu Adrian, Scoala nr. 11; Mentiuni: Beceanu Cezar, Bratescu Mihnea, Mutu
Rares, Vlad Octavian, Scoala nr. 11, Ciorici Sebastian, Radu Maria, Scoala nr. 15, Spanu Teodora, Liceul
Pedagogic;

Clasa a VI-a: Premiul I: Mirea Miruna, Scoala nr. 11, Vasile Ana Maria, Scoala nr. 15; Premiul II: Gogan
Alexandru, Vlad David Andrei, , Scoala nr. 11; Premiul III: Bacanu lustin, Scoala nr. 11, lorgulescu Marie-
Jane, Liceul Pedagogic, Tatulescu Oana, Scoala Basca Rozilei; Mentiuni: Gatulescu Narcisa, Scoala nr. 15;
Irimia Alexandra, Scoala Paltineni;

Clasa a VII-a: Premiul I: Puscd Emilia, Scoala nr. 15; Suditu Alecsandra, Liceul LPS; Premiul II:
Céarbunaru Alexandra, Scoala nr.15, Cristea Ana, Liceul Pedagogic; Premiul III: Onea Sergiu, Scoala Basca
Rozilei; Mentiuni: Prundea George, Scoala Basca Rozilei, Dragomir Nicoleta, Liceul Sportiv, Cercel lonut,
Scoala nr.15.

Clasa a VIII-a: Premiul I: Constantin loana, Liceul Pedagogic, Premiul II: Francu Silviu, Scoala nr.15;
Premiul III: Ivan Robert, Scoala nr.15. Mentiune: State Valentin, Scoala Paltineni.

LICEU- Tehnologic:

Clasa a IX-a, Tehnologic : Premiul I: Pand Madalina, Colegiul Economic; Premiul II: Catinca Teodora,
Liceul C. Nenitescu; Premiul III: Sindrilaru Veronica, Colegiul Economic, Zaplaic Florentina, Liceul C.
Nenitescu; Mentiune: Coman Stefdnut, Liceul C. Nenitescu;

Clasa a IX-a Stiinte: Premiul I: Tomica Elena; Zamfir Izabela, Premiul II: Zaharia Cosmin; Premiul III:
Bunda Cristian, Neagu Simona, Colegiul National Mihai Eminescu.

Clasa a X-a Tehnologic: Premiul I: Vizitiu Anamaria, Lic. C.Nenitescu; Premiul II: Molnar Renata,
Colegiul Economic;

Clasa a X-a Stiinte: Premiul I: Matei Mihai, Premiul II: Coman Isabela; Premiul III: Balan Madalina,
Nedelus Alexandra, Stana Alexandra; Mentiune: Stefan Alexandru, Colegiul National Mihai Eminescu

Clasa a XI-a Tehnologic: Premiul I: Pascu Elena, Liceul C. Nenitescu; Premiul II: Dobrisan Raluca,
Colegiul Economic; Premiul III: Dumitrache Mihaela, Liceul C. Nenitescu; Mentiune: Moise lonela,
Liceul C. Nenitescu; Toma Denisa, Colegiul Economic;

Clasa a XI- a Stiinte: Premiul I: Trifan Georgiana; Premiul II: Gheorgeh Oana; Premiul III: luga Valentin;
Clasa a XII-a Tehnologic: Premiul I: Horhocia Andreea, Colegiul Economic; Premiul II: Aldea Aurel,
Colegiul Economic; Premiul III: Vasile Andreea, Colegiul Economic; Mentiune: Anton Florin; Liceul C.
Nenitescu;
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SUBIECTE CONCURS:
Clasaa V-a
1.a) Comparati numerele: 26942 i 34028 b)Fie A = 31+ 32+ 33+...+ 3202, Aritati cd A se divide cu 10
larca Daniel si Gheorghe Dirstaru, Buzau
2.a)Sdsecalculeze : 1 +2+22+23+24=
b) Sa se determine n € N * pentru care are loc egalitatea:
1+2+22+23+... +2"=511.
Maritanta Prefac, Nehoiu
3. a) Si se verifice ca: 2017 =97 +44% si 2017% = 792> +1855°.
b) Si se demonstreze ca 2017°°'7 si 2017°°'® se pot scrie ca suma de dou pitrate perfecte.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti
Clasa a VI-a
1. a) Exprimati in grade, minute si secunde suplementul complementului unghiului cu masura de: 43,29°.
Gheorghe Darstaru si larca Daniel, Buzau
b) Verificati egalititile 1x2x3x4=5%—1, 2x3x4x5=11>—15i 3x4x5x6=19> —1 apoi,
demonstrati ca 2017 x2018x2019x2020 +1 este patrat perfect.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti
2.a) Calculati: 1+6x7x8x9x10:(1+2+3+4+5).
b) Cei 25 de elevi ai unei clase stau la rand pentru corn si lapte. Nicu observa ca 1n fata lui sunt o optime
dintre colegii sdi. Al catelea la rand este Nicu?
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti
3. Fie unghiurile <ABC si <ABD complementare neadiacente si semidreapta [BE cu proprietatea ca
unghiurile <ABE si <EBD sunt adiacente avand masurile de x’y’ , respectiv y’x’, unde x si y sunt numere
naturale astfel incat x+y=60. Determinati masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor <ABC si
<ABD.
Gheorghe Darstaru si larca Daniel, Buzau
Clasa a VII-a
1. Sa se rezolve ecuatiile in multimea Q :

x+2 x+4 x+6 x+10

a) + + + =4
3 5 7 11

b) x+1+x+2+x+3+x+4+ ..... +x+n=n, unden e N*
2 3 4 5 n+l

Maritanta Prefac, Nehoiu
2. Fie paralelogramul ABCD (AB > BC) cu perimetrul de 36cm. M si N sunt mijloacele laturilor (AB),
respectiv (CD), astfel incat prin constructia lui [MN] se obtin doud romburi.
Se cere :
a) Calculati perimetrul unui astfel de romb; b) Aritati cd AANB este dreptunghic;
¢) Daci m(<xDAB)=60° si AN = 6\3 cm, calculati aria AANB si aria rombului AMND.
Maritanta Prefac, Nehoiu
3. a)Sa se determine numerele naturale 7 astfel incat suma 1+ 2 +...+n sa fie un numar format din doua
cifre identice.
b)Daci a si b sunt cifre, atunci rezolvati ecuatia (ab + ba)(ab —ba) = x*.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Titu Zvonaru, Coméanesti
Clasa a VIII-a
L 2 2 2
1. Determinati x € R astfel incét: (x2 —3x+ 2) + (x2 —6x+ 8) = (Zx2 -9x+ 10) .
Iarca Daniel, Buzau
2. Insistemul ortogonal de coordonate xOy, se considera punctele 4(a,0), B(O,b), Cla,~a)

si D(—=b,b); a,b>0, a>b.Daci BCNOx={E}si ADNOy={F}, atunci:

a) aratati cd AFOE este isoscel,
b) determinati aria patrulaterului ABFE .
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Neculai Stanciu, Buzau
3. Sa se determine numerele reale a, b si c care verifica relatiile:
a+b=45si a*+b>+c* =8.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti
Clasa a IX-a Stiinte
1. a) Aratati ca pentru x € [2,4],

2x—4|+|2x -8 eN .
b) Rezolvati ecuatia: {2x} + {2)6 + %} =X .

. . . [ A .. . 2
2. Fie (an) o progresie aritmeticd, avand suma primilor n termeni S, =4n" —n_

a) Determinati progresia aritmetica.

b) Calculati : ! + ! + ! +..... +;.
aa, a,a, aya, Ar916%017
3. Fie ABCD paralelogram, AC NBD = {O} si punctul M este mijlocul laturii [AB] . Daca
2 —— AB+4D
ACmDM:{N} aratati ca : a) DNZEDM. b) AN:%.

Clasa a IX-a Tehnologic

2018 2018

+(y—x)"".
L. 2. Sa se determine a,b € R din relatia \/(2«5—3)2 +\/6—4«E+(1—xﬁ)’2 = a+b\ﬁ.

II. Fie xeR" astfel incat x+l:7.Sé se calculeze: x/;+L x3+i3; x4+i4;
X X

X Jx

I1I. Si se rezolve in R ecuatia: v x° +4x+4 + |x—3| =7.

I 1.Dacd x* +)* +4x+6y+13=0, x,y € R, s se calculeze suma (x+1)

Clasa a X-a Stiinte
1.a) Aratati ca numarul a = %/4 +415 + 3/4 —/15  este solutie a ecuatiei x° —3x—8=0.

b) Determinati m € R asfel incat sa fie bine definita expresia \/logz [(m +2)x% —2mx+m+ 1], pentru

orice X numdr real.
log, 5

1
2. a) Calculati: 3/51‘3%272 +log, 8-{/2—3l°g23.

b) Aratati ca pentruV a,b,c € (O; l) are loc inegalitatea

3abc 3abc 3abc
log, ——— +log, +log, >3
ab+ac+bc ab+ac+bc ab+ac+bc
3. a) Calculati: 1+1‘+é+%+...+%.
i i1 i

2
b)Fie zeC—{R) 5i 2211

e R. Si se arate cé|z|=l.
z +z+1

Clasa a X-a Tehnologic

7 4
1) SIS T ERE N E)
L. 1. Sa se determi R*din relatia | — | -(3/2)>-812:| —= | = )
a Se€ determine a € 1nrea,1a (27j (\/_) [\/;j %

1 1 1
+ ) .
log /35 log, 35 i/log3 B

1I. 2. Dacd a,b,c>0 si @’ +b° +¢> =192 , sd se arate cd \/9+a2 +\/9+b2 +\/9+c2 <15.
Prof. Adrian Stan

II. 1. Sa se arate ca
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III. Daca x =log,,a, y=Ilog,sa, z=1log,, a, a)0, a+#1, si se arate ca

If1 1 1 1 1 1
—|—+—+—|= + + :
2\x y z) logsa logga log,a
Clasa a XI-a Stiinte

1 2 3

I..1. Se considera matricea 4= 0 1 2|. Calculatisuma S, = A+ 4>+ A4’ +...+ 4"
0 0 1

I. 2. Fie A o matrice patratica de ordinul 2 cu proprietatile det(4+3/,)=4 si det(4—21,)=9.Sase

calculeze (A+1,)"""".

) 1
II. Determinati a,b € R astfel incat llrn(\/”ax2 +bx+1— \/x2 + b) = —5.

X—>0

III. Pentru orice n € N, n> 2, sa se calculeze lim

X—>0 X
Clasa a XI-a Tehnologic
l-a 0 2a -1 0 2
LFie M =4X(a)=| 0 1 0 |eM,(R);sid=0 0 O]
—-a 0 1+4+2a -1 0 2

a) Sasearatecd X(a)=1,+a-4;
b) Aratati ca X(a)- X(b)=X(a+b+a-b), Va,beR,;
¢) Sa se calculeze produsul P = X(—-10)- X(-9)-....- X(0)-.....- X(9)- X(10).

. .. . In(l+ax+x’
I1. Sa se determine numerele reale a, b stiind ca  lim ( ) =

=0 x+b -2
n 2
(3)c+x/)c2 —2) +(3x—\/x2—2)

n

3.

I1I. Pentru orice n € N, n> 2, sa se calculeze lim

X—>00 X

b

Clasa a XII-a Tehnologic

4 1 0
1. Fie G:{X(a)\aeR\{—l},X(a)=12+a-A}, Az(z 3JeMz(lR) si 12:(0 1) matricea

unitate.
a) Sa se arate ca (G, ) este grup comutativ.

b) Sa se calculeze X(1)- X(2):- X(3)-.....- X(2018).
¢) Sa se calculeze X(_TS) . X(_?4) . X(_??)) . X(_Tz) - X(0)- X(-2)- X(-3)- X(—4)- X(-5).
II. 1. Determinati a,b,c € Rastfel incat functia F sa fie o primitiva a functiei f unde

i) SR, f()=—

——————, F:(0;0) >R, F(x)=a-In(x+1)+b-In(x* +1)+c-arctgx .
(x+D(x"+1)

2[)cz—4x+3 jd
I —  —ax dx=0
x—1

2. Sa se determine numadrul real a care verifica egalitatea !
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L. Fie f,g,h: {O;EJ - R, f(x)=cos*x, g(x)=sin"x, h(x)=2sin’x-cos’ x. Si se calculeze
[ () +g(x)—=3h(x)Jix

Clasa a XII-a Stiinte

4
. Fie G:{X(a)\aeR\{—l},X(a)zlera-A}, A:(z

1 0 ] )
I, = ! matricea unitate.

3JEM2(R) si

0
a) Sa se arate ca (G, ) este grup comutativ.
b) Sa se calculeze X(1):- X(2):- X(3)-.....- X(2018).

- —4 - -2
¢) Sa se calculeze X(TS) . X(?) . X(;) . X(T) - X(0)- X(-2)- X(-3)- X(—4)- X(-5).
II.1 Determinati a,b,c € R astfel incat functia F sa fie o primitiva a functiei f unde

i) SR, ()=

—————, F:(0;0) >R, F(x)=a-In(x+1)+b-In(x* +1)+c-arctgx .
(x+D(x"+1)

2(x2—4x+3 ]J
J. —  —ax dx=0
x—1

I1.2. Sa se determine numarul real a care verifica egalitatea !

I Fie f,g,h: {O;EJ —R, f(x)=cos*x, g(x)=sin*x, A(x)=2sin>x-cos” x. Si se calculeze

[/ G+ g@)~3m(x) .

Thales negustorul

Marele geometru grec al Antichitatii, Thales din Milet (cca. 624 — 576 1.em) fondatorul Scolii de
filozofie materialista din Milet a fost Tnainte de toate un negustor care transporta cu caravana sa o serie de
marfuri printre care si sare.

La un moment dat, el transporta sare cu ajutorul magarilor. Acestia trebuiau sa treaca un rau iar unul din
ei dupa ce s-a lasat In apa sa se racoreascd a simtit cum povara din spate se usureaza deoarece sacii cu sare au
luat apa iar aceasta s-a dizolvat, asa ca de fiecare data cand trecea pe acolo se lasa 1n apa iar sacii cu sare luau
apa.

Observand Thales ca la destinatie ajungea mai putind sare pentru a-i dezvita prostul ndrav care-1 pagubea
s-a hotarat sa-i Inlocuieasca sacii cu sare cu saci cu lana.

Urmatoarea datd, cdnd magarul a ajuns la rau, s-a lasat din nou 1n apa, dar cand sa iasa, stupoare, mai ca
nu putea sa iasd, povara din spate devenise cu mult mai grea decat la inceput si de abia putea pasi. Lana dupa
ce s-a imbibat cu apa devenise cu mult mai grea, de aceea magarul a trebuit sa-si Tnvete lectia de la Thales, ca
pe viitor sd nu se mai lase 1n apa.

Asadar, orice narav are si dezvat, vorba proverbului, si e bine de stiut ca atunci cand nu respecti un lucru
sau pe cineva, nu te comporti corect, sau faci ceva gresit, oricand poate s se intample ceva rau.




- PROBLEME REZOLVATE -

» Aud si apoi uit.

Privesc si apoi imi amintesc.
Fac si apoi inteleg .
Confucius

(551- 479)

EN Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. Maria si Bogdan au comandat la cofetiarie prajituri, Maria a cerut bezele iar Bogdan
madelaine. O bezea este mai scumpa deciat o madelaina. Maria a primit cu 20% mai multe prajituri
decat Bogdan, dar a si plitit cu 80% mai mult. Cu ce procent este mai scumpa o bezea decit o
madelaina?

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Sa zicem ca Bogdan primeste m madelaine la x lei fiecare. Atunci, Maria primeste 1,2m bezele,
la y lei fiecare. Deci, Bogdan plateste mx lei, iar Maria 1,2my lei. Deoarece Maria plateste cu 80% mai mult

L8 :
decat Bogdan, avem ca 1,2my =1,8mx. Deducem ca y = — x =1,5x. Rezultd ca o bezea este cu 50% mai

scumpa decat o madelaina.

G:684. Se consideri pitratele cu laturile 2,2°,2’,.......2”""" . Si se determine pe ce loc se afli pitratul cu

14243+.463 o « . . . o
latura 277" i si se afle aria si perimetrul acestuia.
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare:

Pe locul 2016 deoarece 1+2+3+....+63 zy =2016. Ariaeste 4 :(22016)2 =242 p=4.0%16 Z W18

G:685|. Determinati cifrele a, b, ¢ astfel incat relatia (10+20+30+......+90)-c:a’ =b>, a,b,c)0

sa fie adevarata.
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

Rezolvare: 450-c=a’ -b” ceea ce este un pitrat perfect. Rezultd, ¢ poate fi 2 sau 8.
Doar pentru ¢ = 2 se obtine b = 6 §i a =5 sau invers.

G:686. Si se arate ci numirul 37%" nu este cub perfect dar se poate scrie ca diferenta a doua cuburi
perfecte.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Cum 37°°"" =37-(37°)’ , iar 37 este numar prim, rezultd ca numirul dat nu este cub perfect.

Pe de altd parte, 377 =37-37%" = (4 ~3°)-37% = (437 ~(3.377)". c.ttd.

G:687|. Si se scrie 20162°!" ca suma dintre doui pitrate perfecte si un cub perfect diferite de zero.
Gabriela Buzea, Bucuresti
Rezolvare:

Se observa cd 2016 =12 +12% +12°, atunci, 2016®"7 =2016-2016" =(122 +12? +123)-20162°16
3

20162 :(12-20161008)2 +(12-20161°°8)2 +(12-2016™)
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G:688. Determinati numerele naturale a si b stiind ca [a,b]=55+(a,b) sia +b=35.
Daniela Badea, Ploiesti

Rezolvare:
a=dx
Fie (a,b)=d = {b=dy  Sesticca (a,b)-[a,b]=a-b, VabeN’ = [a,b]= (a?) =dxy.
a,
(x,y)=1

Din ipoteza [a,b]=55+(a,b) < dxy=55+d < d(xy-1)=55=d/55
a+b=35d(x+y)=35=d/35

Pentru d = 1 nu exista solutie, iar pentru d=5 =xy=12s5ix+y=7=x=3,y=4 =a =15, b=20.

. Determinati numerele abc cu proprietatea ci ad’ +bb +cc =5929.

}:d/(35,55)<:>d/5<:>de{1,5}

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:
(1a)’ + (116 +(11c)’ =5929= 11’ (&’ +b” +* ) =11 - = &’ +b’ + =T = a,b,c €{2:3,6}.

(a;b;¢0) {236; 263;326;362; 623;632} .

G:690. Gisiti numerele prime de forma abb astfel ca abb- (a” + b) +bba = adbb.

Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare:
Trebuie ca c?b(ac +b) ( adbb . Printre cele mai mici numere E, prime sunt 199, 211, 233, 277, 311,

etc.
Se verifica pentru fiecare, astfel ca pentru abb =211 obtinem: a= 2, b=1 iar 211(2°+1)+112=2d11,

rezultd cd pentru ¢ = 3 obtinem o egalitate adevarata. 211(2° +1)+112 = 2011, asadar, abb=211.

G:691 Sisearate ca abab...ab+baba..ba= aa..a + bb..b 37.

2016 litere 2016 litere de20160ri  de2016 ori
Constantin Ciobica, Falticeni
Rezolvare:
abab...ab+ baba..ba=a-100..0 +5-100..0 +a-100..0 +5-100...0 +...4+a-10+b+
— — — —
2016litere 2016litere de20150ri de2014ori de20130ri de2012ori
+5-100..0 +a-100...0 +5-100...0 +a-100...0 +...+b-10+a =
—— — —— ——
de20150ri de2014ori de2013o0ri de2012ori
=a-100...0 +a-100..0 +...4+a-10+a+5-100..0 +5-100...0 +...+b-10+b = aa...a + bb..b
—— — —— ——
de20150ri de2014ori de20150ri de2014ori de20160ri  de2016ori
aa.a + bb.bh =a- 11..1 +b- 11..1 = 11...1 -(@+5)=111-1001001...1001-(a +b) =
— — — — — -
de20160ri  de20160ri de20160ri de2016ori de20160ri 20 14cifire
=37-3-1001001...1001 - (a +b)

2014cifre

— 76
G:692. Aflati numerele naturale de formaxy astfel incit numarul ——— sa fie natural.
X +y

Marian Ciuperceanu, Craiova

eNox’+)* e D, ={1;2;4;19;38;76} .

Rezolvare: Evident x # 0,=> ———

X +y
Verificand pentru 1, 2, 4 cici x* + y2 nu poate sa fie 19, 38 sau 76 deducem ca x_y € {10;1 1;20}
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= Clasa a VI-a

a b c
G:693. Determinati numerele naturale nenule a, b si ¢ pentru care 5 + 5 + g =4.

Elev Ionut - Florin Voinea, Bucuresti
Rezolvare: Relatia data este echivalentd cu 15a +10b+6¢ =120. Evident, 15a trebuie sa fie divizibil cu 2,

prin urmare, a este divizibil cu 2, adica, a =2a,, a, e N*.

Din 3|b =b=3b, beN*si 5 |C = c=5¢,, ¢, € N*, prin inlocuire in relatia initiala, rezulta:

a,+b+c =4 cu solutiile: (a,,b,c) e {(1,1, 2),(1,2,1),(2, 1,1)} , de unde
(a,b,c) e {(2,3,10),(2, 6,5), (4,3,5)} .

G:694.  Aritati ci nu existi numere prime p care si verifice relatia(p +2)° =(p—2)", unde
N .

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:
Observaimca p =2 si p =3 nu sunt solutii;

Daca p = M, +1, atunci membrul stang al relatiei este multiplu de 3, si membrul drept nu este multiplu de 3;
Daca p =M, +2, atunci membrul drept este multiplu de 3, si membrul stdng nu este multiplu de 3. Deci

nu existd numere prime p care sa verifice relatia data.

G:695. Aflati numerele prime x si y astfel incat 23 +45 /=76 .

Adriana Puescu, Buziau
Rezolvare:
. Inlocuind in relatia din ipoteza rezulti

. Cum y este prim rezulta y€{7;ll;13}. Dand valori lui y se obtine

G:696|. Si se arate ¢ numarul 4=2"+2"+2"7 +. ... + 237"+ 2%77 este divizibil cu 2016.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Evident, A=2? (23 +20 428 4. +2°7 ) =4.q este  divizibil cu 4; De  asemenea,
a=2+2"+2" 4. 427 =8+8 +8°...+8% =8(1+8” +.....+8"") este divizibil cu 8.

Pe de altd parte, a =848 +8... 487 =(7+D)+(7+1)’ +(T+1)’ +...+(7+1)"* =

=(7+D)+ (M7 + 1) + (M7 + 1) F o + (M7 + 1) in total 63 de termeni ceea ce inseamna ca a este egal

cu un multiplu de 7 plus 1 de 63 de ori. a=MT7+7-9=MT7.
Analog, a=8+8 +8...+8% =O9-1)+(O-1)’+(9-1) +...+(9-1)"* = M9—-63=M9.
Rezultd cd 4 =4a este divizibil cu 4-8-7-9, adica A este divizibil cu 2016.

xp+yx—2(x—3y)

G:697. Gasiti numerele E astfel incat sa avem: 5

=X,(¥)+y,(x).

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:
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Scriind explicit numerele in baza 10 obtinem
10x+y+10y+x—2x+6 Ox+17y 9x+y+9y+
X+ y y+x—2x+6y_y_ X 9% y_x+y+9y+x |

9 99 9 9
Ix+17y=10x+10y & 7y=x= y=1,x="7.Asadar, xy =71.

G:698|. Si se determine restul impirtirii numirului 7 =2007%"" +2008°°*° +2009*°” +2010°""° Ia

17.
Gheorghe Ghiti, Buziu

2007 =17-118+1=M17 +1;
Rezolvare: Din relatiile: 2008 =17-118+2=M17+2; avem:
2009 =17-118+3 = M17 +3,
2007 = (M17 +1)*°7 = M17 +1;
2008%°% = (M17+2)*% = M17+ 27" = M17+16°” = M17+ (17 -1’7 = M17 +1;
2009 = (M17+3)*°° = M17+3*°” = M17 +3%*" = M17+6561>' .3 =
M17+(17-386-1)*"-3=M17+(M17-1)>"-3=M17-3=M17 +14.
2010 0 =(M17+4)*° =M1 7+4*° =M1 7416 =M17+(17-1)" " =M17-1

Rezultd ca n=M17+1+M17+1+M17+14+M17-1=M17+15,si atunci restul Tmpartirii lui n la 17
este 15.

b c d
+ + +
a+b b+c c+d d+a

G:699. Fie numerele a,b,c,d)0 cu proprietatea ci =x, unde 0(x{4.

. a b c d
Calculati + + + .
a+d b+a c+b d+c

Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:
Din4—x:1—a+1—b+1—c+1—d:b+c+d+a:>
a+b b+c c+d d+a a+b b+c c+d d+a
a b c d
+ + =4—x.

+
a+d b+a c+b d+c

G:700. Numerele a,,a,,b, sib, sunt naturale, iar g, i a,sunt prime. Se stie ci media aritmeticii a

numerelor g, si b, este 4, media aritmetici ponderati a numerelor ¢, $i a,cu ponderile b, si b, este 4,

iar media aritmeticd ponderatd a numerelor b, si b, cu ponderile g, si a, este 3 Aflati cele patru

numere.
Daniela Badea, Ploiesti
Rezolvare:
S S 20
S=ab +ab, eN, =4; =—=8=20k;a,+a, =3k;b, +b, =5k
b +b, a, +a,
a, +b,

=4<a,+b,=8

Dar ¢, ¢ numar prim=>aq, € {2,3, 5,7} . Convine doar 2.
a,=3k-2

Dacdag =2=b,=6= b =5k—6 =a,=7s1b=9.
2b +6a, =20k
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Daca a, =3=a, =3k—3:3 fals; Dacdaq, =5=b,=3=ke N; Dacia =7=b,=1=kgN

G:701,. Determinati numerele prime p si q care verifici relatia p’-¢° = p° +3¢° +127.
Elev Ionut- Florin Voinea, Bucuresti
Rezolvare:
Din p’-¢’ —p’ -3¢’ =127+3= p'(¢’-1)-3(¢’-1)=130= (p’-3)(¢’ - =130=
p3 —3|130 = p3 -3e {5;10;13;26; 65;130} . Convine doar p3 —3=5= p=2.Mai departe, se obtine
q=3.
G:702. Determinati numerele prime p si q astfel incat (p + 4)4 sa fie patrat perfect.

Daniela Beldea, Bailesti, Dolj

Rezolvare:
Daca g=2, p este numar prim oarecare.
Daca g=>3=geste impar si atunci, p+4 trebuie sa fie patrat perfect. Rezulta,

k-2=p {k—Z:I
u

sa = k=3= p=35,iar q poate fi orice numar
k+2=1 k+2=p

p+4=k :>p=(k—2)(k+2):>{

prim, impar.

G:703|. Triunghiul A4BC are m(<):C ) =50 jar m(<):B) este media aritmetica a masurilor unghiurilor

¥Asi «C . Aflati masurile unghiurilor <4 si <B.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare:

+50° =180° = m(<c4) = 70°, m(<B) = 60".

0

. in interiorul triunghiului ascutit unghic ABC aviand m(A)=81° se consideri punctele M si N
astfel incat [BM ]si [BN ]impart unghiul < B 1in trei parti

congruente. De asemenea, [CM ] si [CN ] impart unghiul

< C 1in trei parti congruente. Fie BM NCN = {P} si

BN NCM ={0}.

Se cere:
a) Sa se calculeze m(<xxCMN);

b) Sa se arate ca A PMN =A QMN daca si numai daca

A ABC este isocel cu [AB] E[AC].

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

a) In triunghiul A BMC, (BN si (CN sunt bisectoare, rezulta

m(<CMB) =180" —%(m(B)+m(C)) - =180 —%-(1800 ~81°)=180° —66° =114°.
De asemenea, [MV ] este bisectoarea unghiului <CcCMB, asadar,

m(<CMN) = %m({CMB) =57°.

b) Fie m(<xxABM ) = m(XMBN) = m(<xNBC) = x 51 m(<xxACM ) =m(<XMCN) =m(XNCB)=y.
Notam m(<XPMN) =m(XNMC)=z.
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Evident, din triunghiul A BMC, 2x+2y+27z=180, rezulta x-+y+z=90.
Atunci, m(XBNC) =z+90°, iar m(<xPNB) =m(xxONC)=90" -z .
Din triunghiul A BNM rezulti m(<cMNP) =180° —(x +2z+90° —z) =90° — x , iar din
triunghiul A CNM rezultda m(<xMNQ)=180° —(z+y+90° —z)=90° — .
Atunci, din x =y (triunghiul ABC isoscel) << A MNP =A MNQ ( cazul U.L.U)

Altfel:
Triunghiul A ABC isoscel, rezulta A MBC si A NBC isoscele = A BMN = A CNM (LLL).

Rezulta ca si unghiurile corespunzatoare sunt congruente.

m(<XMNP) = m(XMNB) — m(XPNB) = m(XMNC) —m(XQONC) = m(<QONM) .
(X ONC =<«PNB - opuse la varf)

Asadar, A PMN = A QMN , ( cazul ULU) .

= Clasa a VII-a

. Aritati ci numarul \/7 -2017-(1+2+43+....4+2016) este rational.

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare:

\7-2017-1008-2017 :\/7-20172 :7-9-16=7-3-4-2017€ Q.

[G:706]. Si se demonstreze ci \/201 1"+2015" +2016" ¢ Q, VrneN.
Dida Isaia, Galati
Rezolvare:
u(2011M=u(1"=1; u(2015")=u(5"=5; u(2016")=u(6")=6, de aici rezulta ca ultima cifra a sumei de puteri
de sub radical va fi u(1+5+6)=u(12)=2, deci suma nu poate fi patrat perfect. C.c.t.d.

. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural 7 >4este adevirati inegalitatea
n’>mn+2)>.
A Neculai Stanciu, Buzau si Iuliana Trasca, Olt
Rezolvare: Intr-adevar:
nw=n-n*>4n* =n+n-3n=n’ +12n>n> +4n+4=n+2), qed.
2x

5 2
G:708. Daci x,y €N astfel incat Y +57 < 3 577, atunci 5 +57 se divide cu 4.

Iuliana Trasca, Scornicesti, Olt

2 2
Rezolvare: Inegalitatea este echivalenta cu: (5x -3 5}’) <0, cum (SX -3.5 ) >0=

5°=3.5%=5"+5"=4.5:4

G:709|. Si se arate ci existd 7 € N, pentru care numirul a =20157> +20151+ 2016, este cub perfect.
Ionel Tudor, Calugareni, Viorica Dogaru, Giurgiu
Rezolvare:
Pentrun = 1 se obtine ci a =6046 : 2dar 6046 / 8.

3 3
Pentru 7€ N\ {1} se obtine ca @ = 20151 +20151+2016 = 2015~ 11+1=2015” +”1 2016
n— n—

lar
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daci in loc de n punem 2016, obtinem cd a = 20167, deci, este cub perfect.

G:710, Si se afle x,y,z <R daci are loc relatia 6x° +3)° +4z° —2yz—4xz—18z+27=0.
Gabriela Buzea, Bucuresti

Rezolvare: Relatia de mai sus se mai poate scrie (2x+ y—2z)> +2(x— )’ +3(z—3)’ =0, de unde rezulta
x=y, z=3, x=y=1.

G:711|. Determinati numerele naturale ab stiind ci ab’ +4ab—2b" +4a—8b=44.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:

Din ab®> —2b* +4ab—8b+4a =36+8= b*(a—2)+4b(a—2)+4(a—2)=36=
(a—2)(b* +4b+4)=36= (a—2)(b+2)* =36. Dand valori, se obtin solutiile: abe {34; 61} .

2016 2016 2016
+ +

l+x+xy l+y+yz l+z+xz
Andrei Octavian Dobre, Ploiesti

G:712. Dacixyz =1, x,y,ze N* | calculati

Rezolvare:

2016 2016 2016 2016 2016 2016
+ + = + +
ltx+xy l+y+yz l+z+xz 1 1 1 l4zdnz

z Xz Xz
_2016( —2 4> 1 ~2016
z+xz+1 xz+1+z 1+z+xz

G:713|. Daca a,b,c)0si a-b-c =1, aritati ca
4 4 4

+ + <1
(a+b)Y +4(a+1) (b+c) +4(b+1) (c+a) +4(c+1)

Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:
_ ) 4 4 1
Din (a+b)" > 4ab = 5 < = . Analog pentru celelalte:
(a+b) +4(a+1) 4ab+4(a+1) ab+a+1
4 4 4 1 1 1
: + > + > < + + =
(a+b) +4(a+1) (b+c) +4(b+1) (c+a) +4(c+1) ab+a+1 bc+b+1 ca+c+l1
1 1 1 1 a ab ab+a+1 )
= —l—l —I—1 I = 5 l—l— 5 l+ 5 1= 5 1=1, cu egalitate
ab+a+1 L b4l Z+7+1 ab+a+1 ab+a+1 ab+a+1 ab+a+
a a

<a=b=c=1.

\/c?c:a-b+c+bb,a¢b¢c}.

G:714]. Aflati multimea A4 = {a_bc

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:
Observam cd abc trebuie sa fie patrat perfect.
Deoarece 961 este cel mai mare patrat de trei cifre inseamna ca b*(31=>b e {1, 2, 3} )

Pentru b =2 se obtine ace {225,529, 625, 729} . Verifica doar numerele 529 si 729.

529 =2-549+2>=.. =23 (Adevirat) si V729 =7-2+9+2° =..=27 (Adevirat).
Pentru b= 3 i b = 1 nu se gaseste niciun numar. 4 = {529; 729} )
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Pentru b =2 se obtine a2ce {225, 529,625, 729} . Verifica doar numerele 529 si 729.

V529 =2-549+2% =.. =23 (Adevarat) si 729 =7-2+9+2° =..=27 (Adevarat).
Pentru b= 3 si b =1 nu se gaseste niciun numar. 4 = {529; 729} )

G:715|. Sa se determine p €N astfel incat S, =3"+5" +7" +...+(2p+1)", si nu fie patrat perfect

pentru orice # numar natural par.
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

Rezolvare: Un patrat perfect este de forma M, sau M, +1. Vom pune conditia ca S, s fie de forma
M, +2sau M, +3.Avem: S, =3" +5" + 7"+ +Qp+1)* =(M, + D)+ (M, +1)+..+ (M, +1)=M,+p.
Deci, peM,+2 sau peM, +3.

G:716. Dacia numerele Xx,x,,...,x,sunt direct proportionale cu numerele 23, . n+1si

X;,X5,...,X, sunt masurile a n unghiuri in jurul unui punct atunci aflati », x,,x,,...,x,.
Constantin Ciobica, Falticeni

Rezolvare:
{xl,xz,...,xn}a’.p{2,3,...,n+1}:%z%z...z%zk: x =2k, x,=3k—————
x,=(n+1)-k= x +x,+..+x,=360"=2k+3k+..+(n+1)k =360 = k- (2+3+...+n+1)
1 2
~k=360" = k-w—k=3600:>k-(n2+3n+2)—2k=720°:>k-n-(n+3)=720°
n/720 x, =2-72° =144°

=>n=2=10k=720" = k="72°
(n+3)/720 x, =3-72° =216"
G:717|. Fie AD, BE, CF bisectoarele interioare ale triunghiului ABC. Daca aria triunghiului ABD este
media aritmetica a ariilor triunghiurilor BCE si CAF atunci triunghiul ABC este isoscel.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Din teorema bisectoarei pentru [AD] rezultd ca BD = n . Avem:
c

BDh h . . . e ee g . . . C o1

S ugp = a  a _ g , unde h, si S sunt lungimea indltimii din A respectiv aria triunghiului
2 2(b+c) b+c
. N +S
ABC. Analogavem: Spcg =2 5, Scur =LS. Din § 45 = —BE _ZCAF
a+c a+b 2
2 > +2ab+b
= 2¢ =2 4 b PR - ToapToc & a’c+2ac? —2ab® +bc® —a’b-b*c=0 &
b+c a+c a+b b+c g2 +ab+ac+bc

2a(c—b)c+b)+a’(c—b)+bc(c—b)=0 < (c—b)a? +bc+2ac+2bc)=0 < b =c .

G:718, Se dau cercurile C,(O,,R) si C,(O,,r) tangente exterior si punctele 4,5 < C,(O,,R)
diametral opuse. Din B se construieste tangenta BC la C,(0,,r), C € C,(O,,r). Aritati ca triunghiul
AABC este isoscel. Adriana Puescu, Buzau

Rezolvare:
AB=2R, 0,0, =R+r. Fie AD tangenta comund a celor doua cercuri si D € C,(O,,r). Fie O,E 1 AB.

Se formeaza dreptunghiul £EADO, = OQ,E=R—-r, BE=2R~-r.

Se aplici teorema lui Pitagora in triunghiurile AEO,0O,, ABEO, si ABCO,: EO, =(R+r)’ —(R-r)’ =4Rr.
BO, =(Q2R—r)’ +4Rr =4R* +7r*. BC* =4R* +1* —1* =4R’.

Se obtine ca AB = BC =2R, adica triunghiul ABC este isoscel.
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= Clasa a VIII-a

a—1 a+1

+ e
L+l L2-1

G:719, Aflati a € QQ astfel incit n = N.

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare: Cum n = (4 _1)(\/5_1) *(a+ 1)(\/§+ D = 2a\/5+ 2=a=0.

N2+DH2-1)

G:720|. Fie x,y,z € N* astfel incat x° +1” +2z° =(x—)> +(y—2z)° +(z—x)’. Aritati ci numerele xy,
Yz, ZX $i Xy+yz+zx sunt patrate perfecte.

Iulia Sanda, Tatiana Cristea, Craiova
Rezolvare:  Din relatia initiald rezultd x° + y* +2° = 2(xy + yz + 2x) + 2(xy + yz + zx) =

2 2
(x+y+z) =4(xy+yz+zx) = xy+yz+zx=(x+—;+2) = xyz[%). Analog, pentru

celelalte.

G:721]. Rezolvati ecuatia 33* + 56> +2017* =33*.56" +33*-2017* +56"-2017*, xeR.

Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:

Se foloseste inegalitatea a” +b° +¢* > ab+ac+bc, Va,b,c € Rpentrua =33", b=56", c=2017>".

Cum in enunt avem egalitate, atunci, aceasta se intaimpla cand 33> =56 =2017>". Rezultd x = 0.

G722 Fie x,,x,,...,x, € R_. Aritati ca
(7 +2012x, +1)-(x,” +2012x, +1)-...-(x,” +2012x, +1) 2 2014"x; - x, .- X,

n

Iuliana Trasca, Scornicesti, Olt

. . 1
Rezolvare: Folosim inegalitatea x +—>2, (V) xelR.
X

x, +2012x, +1 — .
=x, +—+2012>2014, k =1,n. Inmultind membru cu membru aceste inegalitati rezulta
X X

inegalitatea ceruta.

G:723. Stiind ca x este un numdr impar, multiplu de 7, gaisiti perechile de numere naturale (x,y) ale
egalititii x\[y + y\[x —\[2016x —[2016y +[2016xy =2016 .

Andrei Octavian Dobre, Ploiesti
Rezolvare:

S + 5[y ~2016x 2016 + 20163 —(2016) =0

S (x +-7) V2016V + /) + /2016wy ~(+2016) =0
(v —2016)(Wx +[y ++/2016) =0 Jx+7 +42016 > 0,vx, yeN.
1 =32016 =0 =[xy =2016 < xy =2016

x=3"7saux=3-Tsaux=17

xy=2-3"7  S§={(37;2°)(3-7;2°-3);(7;2° -3%)}
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G:724/Rezolvatiin R ecuatia:

1 ( 1 1 j 1 ( 1 1 j 1 ( 1 1 j x’—6

— + + + + + = .

2x\x-1 x+1 2x+4\ x+1 x+3 2x+8\ x+3 x+5 (x—l)(x+5)
Adriana Puescu, Buzau

Rezolvare:  Din conditiile de existentd a frattiilor rezultd x e R\{#1,—5,-4,-3,-2,0} (1)

Efectudnd calculele in primul membru al ecuatiei obtinem

1( 1 1 1 1 1 1 j X -6 1( 1 1 j -6

— — + — + — = <=>— — = &
28 x-1 x+1 x+1 x+3 x+3 x+5 (x—l)(x+5) 2 x-1 x+5 (x—l)(x+5)

I{ x+5—x+1 -6 3 -6

_ — & = & 229@ :i32 = :3.
z((x_l)(m)J GoD)(x+5) o)) (r=D)(xes) L TR E =

Y ; X,V € (— 1,1).
Xy

Fie expresia £ (x, y) = 1x+
+

a) Si se arate ca E(x, y) € (— 1,1), Vx,y € (— 1,1);
b) Sa se rezolve inecuatia £ (x, V2 - 1)< % Daniela Badea, Ploiesti
Rezolvare:
a) Fiexe(-1,1) o -1<x<le x| <1
=lyl<le-1<xy<le0<l+xy<2
ye(-L)e-1<y<le|y<l

Aritim cd L e (~L1) @ —1< 2 <l —1-xp<x+y<l+xy.
I+xy I+xy
x+1>0 -1<x
—l—xy<x+yex+y+xy+1>0 (x+1)(y+1)>0< &
Y4150 |-l<y

x—1<0 x<1
x+y<l+xy<:>x+y—1—xy<0<:>(x—1)(l—y)<0<: { 0<:> !
-y> y<

1 5-3\2
b E(x,N2-1)<—ox(3-v2)<3-22 & x< _
( ) 2 ( ) 7 =xe| -1, > 3ﬁ :
Din a) avem E(x, 2 —1) € (—1,1)
3
Sa se arate ca ecuatia 27+ x T = St x are in 7, trei radacini a ciror suma este egali cu
27+2017° 2020
Zero.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
2 2
Rezolvare: Ecuatia data este echivalentd cu (3+x) 2(3 3x+x) o= 3t
(3+2017)-(3°—-3-2017+2017°) 2020
_ 2
G+x) . 9 —3xtx > —1 [=0. Asadar, din 3+x=0 se obtine solutia -3 iar din
2012 (9-3-2017+2017

x*=2017% =3x+3-2017 =0 < (x —2017)(x +2014) = 0 se obtine x, =2017, x, =-2014.
Evident, suma solutiilor este egala cu zero.

G:727, Gisiti punctele A(a,b) ale graficului functiei /:R >R, f(x)=-x+2016 cu
a,b e N*, g # 1 astfel incat sia avem:
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4a® +4ab+b* -
2> +ab—a—-b-1

L (a=1y=2017.

Nicolae Iviaschescu, Canada

2
Rezolvare: Egalitatea data se mai scrie (2a+b) ~1 (a—1)=2017.
aa+b+1)—(2a+b+1)

Ra+b+1)2a+b-1)
Ra+b+1)(a-1)
A(a;0) e G, =>b=-a+2016. (2). Din(1)si (2) rezultd a = 2 5i b = 2014, asadar, 4(2; 2014).

(@a-1)=2017=>2a+b—1=2017=>2a+b=2018. (1). Din

G:728. Sa se rezolve ecuatia [2016x] + {2017x} =2018.
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Ecuatia se scrie:[2016x]—[2017x]=2018-2017x € Z.

Notand 2018—2017x:keZ@x:%gl;k,ecuaﬁadevine:
2016-w —-[2018-k]=k < 2016+u2016 =2018 < u2016 =2.
2017 2017 2017
Din proprietatea partii intregi avem:
< 20162016k 5 . 2018 <2016k <4035 & — 202> < f < - 2018
2017 2016 2016
2020

de rezultd k= -2, si atuncix = ——

2017
5 5 5
1 1 1
G:729. Demonstrati ci daca x, y,z ) 0, atunci: al T+ al al Z2—+—+—.
Oz (y2) (yZ) x y z
Marin Chirciu, Pitesti

I 1 :
Rezolvare:  Inegalitatea datd este echivalenti cu x* + )" +z >x3y3z3( +—+—|. Mai departe, se
X y z

foloseste inegalitatea a” +b> +¢* > ab + ac + bc cu egalitate cand a =b=c.

2.2_2

XAyt 2yttt 42N 2 (P 2 2 Xy

1 1 1
y+yz+2zx)=x"y'2 | —+—+—|.
X y z

Egalitatea are loc cand x=y=z.

Fie a,b,c > 0. Sa se demonstreze inegalitatea: (ZaSIZ a%j 2 (Z a{Z%j .

Mihaly Bencze, Bucuresti
Rezolvare: Aplicim inegalitatea x° + y° +2z°> > xy + yz + zx. Avem:

a> b* ¢ _ab bec ca a b c
_2 _2+_22_._+_._+_._:_+_+_
b c a bc ca ab ¢ a b
at> b ¢*_ab bc ca b ¢ a
_2+_2+_2_._+_._+_._=_ — 4 —
c a b ca ab bc ¢ a b

1 a* b & at b

Deci (Za2 Z_Z :3+—2+—2+—2+—2+—2+—22
a c a c a b
b

&

g

5.
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M

\Y
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T
™M 7
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G:731. Daci un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile a,b,c numere naturale, aria totala 4, , si
A -2

volumul V astfel incit ———
V—(a+b+c)

=2, atunci determinati aria totala minima si volumul minim al

paralelipipedului.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

A -2 b+bc+ca-1
Rezolvare: Avem ——————— =2 & a cred =1, de unde rezulti ci:

V—(a+b+c)_ abc—(a+b+c)
2a+2c
ac—a—-c—-1
Trebuie sa avem ¢ > 2. Dam valori naturale lui csi determindm pe a astfel incat b sd fie numar natural
nenul. Obtinem (c,a,b) € {(2,4,13),(2,5.8),(3.3,7),...}.
A =23-3+3-7+3-7)=102 5i V_, =63 si se realizeza pentru (c,a,b) =(3,3,7) .0

b=1+

t,min

= Clasa a IX-a

L:522] Si se determine x, y € Z astfel incat y° —x(x+1)(x +2)(x+3) =40.

Constantina Prunaru, Roxana Vasile, Craiova
Rezolvare:

Relatia data este echivalenta cu ye — [x(x +D)(x+2)(x+3)+ l] =39=

efe,wye

o (x*+3x+1)=3
{y ( ) =2y’ =16=> y=2=x"+3x+1=5=>xe{-41}.

Y+ +3x+1)=13

L:523] Ariitati ¢ Y1083 +2v2)2 +V3)(3 +/5) <8+ 2(v2 +/3 +/5 +6)

Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

Rezolvare: Avem3/27-4(3+2v2)(2 +v3)(3+5) =33 (1 +v2) (1 +3) (1 +5)? =

G

= B[+ V2)((1+ V3A+V2)(1+ 31 +5) " QMAz(l +V2)1+3)+ (1 ++/5) =
:8+ﬂJ§+J§+J§+J%)

L:524, Fie a0y, @,y N2, numere reale strict pozitive. Aratati ca

al+alaz+az+aza3Jr ...... +a +a
a,+aa, a,+a,a, a,+a
Tulia Sandu, Mircea Tereujanu, Craiova
Rezolvare: Observam ca

Lras 4 _4radaq7a 4 H7d 4 4 Analog pentru celelalte
a,+aa, a, a,(1+a,) I+a, a, I+a, a,
< . . | a, 4,
Se observa ca nu putem avea simultan 0(— (1, 0(—={1,......,0(—(1,
2 a3 al

deoarece prin Inmultire membru cu membru obtinem



- PROBLEME REZOLVATE -

a a, a a . : .. a
l=—Lt.=2.=2. . -—(1. Asadar, cel putin una dintre functiile —-,
a, a, a, a, a,
a, a a ) ) , a a
-2, 2, ..., —Z este mai mare sau egal cu 1. Pentru oricare dintre ele avem: —*—| 1—-— [<0.
a4; 4 a l+a, Qe

. Fie a,b,c)0 astfel incat a+b+c =1. Demonstrati ci a’ +b° +c° +6a’b’c> <a’ +b” +¢’.
Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:  Inegalitatea este echivalenti cu a’(a—1)+b’(b—1)+c’(c—1)+6a’b*c* <0. Din atbt+c=1
rezultd, @’ (~b—c)+b’(—c—a)+c (~a—b)+6a’b’c* <0< a’(b+c)+b’ (c+a)+c (a+b)>6a’b’c’.
Folosind inegalitatea mediilor, obtinem succesiv:
&(b+c)+b(c+a)+c (a+b)=a’ - 2bc +b° - 2ca + ¢ - 2\ca = 2-3-Jab’c® = 6a’b*c? cu
1

egalitate cand a =b=c=—.

L.:526. Daca (an )n21 este un sir de numere reale in progresie aritmetica atunci demonstrati ca:
1 1 1
+

+oF =
(al +a2)-(a2 +a3) (az +a3)'(a3 +a4) (an +an+1)'(an+1 +an+2)
n

= ’v 21
(al +a2)'(an+1 + an+2) "

Constantin Ciobica, Falticeni

Rezolvare:
+ +r+a, + +a,+2 ! ! ! !
a,+a,=a,+r+a,+r=a, +a, 7 =—. -
(al+a2)~(a2+a3) 2r \a,+a, a,+a,
1 1 1 1
a,+a,=a, +r+a,+r=a,+a, +2r; =—- -
(a2+a3)-(a3+a4) 2r \a,+a, a;+a,

1 1 [ 1 1 ]
(an + an+1 ) (an+1 + an+2 ) 2]" an + an+1 an+1 + an+2

1 1 1 1 1 1 1
S=—-: - - - =
2r \a,+a, a,+a, a,+a, a;+a, a,+a,, a,, ta,,
1 [ 1 1 j_ a,,ta,,—a—-a, n
2r \a,+a, a, +a,, 2r- (al + az)'(arm +an+2) (al + az)' (an+l +an+2)

ac(b+c)
J(@ +b*)a* +¢?)
Mihaly Bencze, Bucuresti
Rezolvare: Aplicam inegalitatea C-B-S si deducem cd (a® +b°)(c* +a”) > (ac + ab)” .
ac(b+c) < Z ac(b+c)
J@ +b)a* +¢?) a(b+c)

L:527|. Fie a,b,c > 0. Sa se demonstreze inegalitatea z <a+b+c.

Rezulta z = Za =a+b+c,q.ed.

L:528. Aritati ci dacd a, >0 (i :I,_n,n > 3) sia -a,-.-a, =1, atunci
1 1 1
+ ot
1+2a, 1+2a, 1+2a,

>1. Neculai Stanciu, Buzau, Titu Zvonaru, Comanesti
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Rezolvare: Fara sa pierdem din generalitate presupunem ca
a, <a, <..<a,.Atunci, a,a,a, <1, deci exista un numar pozitiv k <1 astfel incat a,a,a, = k*. Luim

knp kmp kmn
W TR BT
: | 1 1 1 1 1
si avem ca + +..+ > + + =
1+2a, 1+2a, 1+2a, 1+2a, 1+2a, 1+2a,
m? n? 2 m? 2 5
P > + P >

- T 2 =" 2 2 =
m-+2knp n°+2kmp p +2kmn m +2np n"+2mp p°+2mn

(m+n+p)

> =1,
m’ +2np+n’ +2mp+ p> +2mn

unde ultima inegalitate rezulta din inegalitatea lui Harald Bergstrom.

L:529, Pentru x,y,z € R’ considerim multimea 4= {xy+ 29° 4+ yz,xp+ yz+ 22,y +xz+2yz, ¥ + 20y + xz }

si notim cu E = 2\,lxy(y2 +2°)+yz(x’ +y”). S se arate ci oricum am alege x,y,z € R" :

a) cel putin doui dintre elementele multimii A sunt mai mari sau egale deciat E .
b) cel putin un element al multimii A este mai mic sau egal deciat E .
Vasile Jiglau, Arad
Rezolvare:
a ) Notam elementele multimii A astfel :

A =xy+2y" +yz; A =xy+yz+2xz; A, =y +xz+2yz; A, =y +2xy+xz;

Observimca 4, + A, = A, + A, =2y" +2xy+2yz +2xz

Conform inegalitatii mediilor

YV +xy+yz4zx =3 +xz)+ (xp+ yz) > 2\/(xy+yz)(y2 +xz) = 2\/xy(y2 +23)+ yz(x* + %)

Deci: 4 +A4,22F si A4, +A4,>22F , de unde rezultd ca maX{A1 A} =2 E si max{4,,A,} 2 E , de unde

si concluzia din enuntul problemei .

b) Conform inegalitatii mediilor avem xy3 + )cyz2 2 2xyzz. Adundm in ambele parti ale inegalitatii
X’ yz+y’z si obtinem :

X yz+ Yy z4xy +xy2° 2 X yz+ Yz 4+ 2x0°z < xy(3y: +z20)+ yz(xX* +12) = (3 +xp)(xz + yz) =

xy(y +2°)+ yz(x* + y*) > min*{)” + xy, xz + yz}

Deci : \/xy(y2+22)+yz(x2+y2) >min{y’ +xy,xz+yz} (1)

Asemanator : \/)cy(y2 +2°)+yz(xX* +y*) >min{y” + yz,xy+xz}  (2)

Aplicam urmatorul rezultat : min{a,,a, } + min{a;,a,} = min{q, +a,,aq, +a,,a, +a,,a, +a,}
Adunénd (1) cu (2) , obtinem :

2\/xy(y2 +2°)+ yz(x* + y*) =2 min{y” + xy, xz + yz} + min{y” + yz, xy + xz} =
=min{)’> +xy+ 1>+ 12,V + XY+ XY+ X2, X2+ yZ+ Y+ VZ, X2+ Yz + Xy + Xz} =

=min {2y +xy+yz, V> +2xy+x2, " +x2+2yz, Xy + yz+2xz} = min A
Deci, E>min A ; asadar E ¢ mai mare sau egal dect cel putin un element al multimii A , g.e.d.

L:530. fn triunghiul ABC cu AB) AC si m(<A)=108°, se consideri mediana [AM ] si
AB
simediana[AN ] ,unde M ,N (BC ) Calculati A_C in cazul in care [AM ] sau [AN ] este trisectoare a

unghiului <4.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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Rezolvare:
Daca [AD] , De (BC ) este bisectoarea unghiului <4, atunci, simediana [AN ] este simetrica medianei

[AM ] fasa de bisectoarea [AD]. Rezulta ca m(<IBAM ) = m(<):CAN ) , iar daca una dintre [AM ] sau

[AN ] este trisectoare, atunci, ambele sunt trisectoare,

decim(<«<BAM )= m(<MAN )= m(<NAC) =%-m(<):A) =%-108° =36".

Cum [ AM | mediang, rezultd S ,, =S ,,,c = %-AB - AM - sin§ = % -AC- AM - sin% =

sinﬁ 2siné-cosé
AB: 3 _ 3 3 =2cos£=2005360=2-1+\g
AC 3 4

. A .
sin — sin —
3 3

=1,68033.

. Un triunghi ABC este isoscel,daca si numai dacid raportul dintre mediana si bisectoarea
interioara din A este egal cu raportul dintre media aritmetica si media geometrica ale laturilor [AB] si
[AC].

Gheorghe Ghita, Buziu

2
.. . . m 2 2
Rezolvare: Cu notatiile uzuale intr-un triunghi ABC avem: l_a -2 o (b_—;cj l, =bcm, .

2 2 2
Din faptul ca /,, =_§bc cosg si mi = 2(b +Z )—a
+c

avem:

4m?> =2(b* +c*)—a® =b* + ¢ +2bccos A=b* +¢? +2bc(2cosz g—lj = (b—c)* +4bccos? g =

2.2
b /
( +C) 4 :(b—C) a
4b2c* ¢ bc

bic

= (h—c)” +4be

2 2
2+(b+c) Z§Z(b+c) 12

bjl PR —4> 2 . Cum egalitatea in inegalitate are loc pentru triunghiul ABC
\be l, bc

isoscel(b = c), rezulta cerinta problemei. Implicatia inversa este evidenta.

de unde rezultd ca 2m, >

= Clasa a X-a

. Determinati numerele complexe z astfel incét sa fie indeplinite simultan relatiile:

2017
2 - |Z| =1
2ot . Lucian Tutescu, Craiova
z77+ |z| =2

Rezolvare:

2= |2| = ‘22016 +|z” < |z|2016

+z| = |22 1. (). (Altfel, e

Z|(1 si |Z| +|Z|(2 )

2017

Din 2-z*" =|Z|+1 rezulta 2-|Z| £l+|z| :>|Z| <1 ().

2017 __ 1 2016

Din (1) si (2) rezulta |z| =1=> prin inlocuire in sistem, z , 200 =1 =>z=1.

x+1

L:533|. Rezolvati ecuatia 4445 =20. Marin Chirciu, Pitesti
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Rezolvare:
1 x+1

4 1+— 4 -
Evident, x # 0. Dacd x(0= 4" (1, 4 *(4=4" +4 * (5, deci ecuatia nu are solutii.

4
X2

1 4 X
(4):} > 545 >25-4=20,cu

TR B L L N \
Daca x)0= 4" +4 *=4" +4-4~=4" +4* 4+ 4~ +4~ +4> > 554" -

4

4 5
egalitate cand ¥ =1 ©x =1=x=1 Deducem cd x = | este solutia unica a ecuatiei.

. Daca a,b,c € (1,0)sau a,b,c € (0,]) atunci:
\/loga abc + \/logabca + \/logb abc + \/logabcb + \/logc abc + \/logabcc > 44/3.
Gheorghe Ghita, Buziu

Rezolvare: Avem: x=\/loga abc+\/logb abc+\/logc abc=

\/1+10gab+logac+\/1+logba+logbc+\/1+logca+logcb >

3g/(l+ log, b+log, c)1+log, a+log, c)l+log, a+log, b)>

236\/273\/10ga blog, clog, alog, clog_alog, b =3827 =34/3;

1 1 b+1 1 b
y=,/log,,.a+/log,, b+ log,,c £3\/ Barc 4 Oggbc T 0B abe € =3\/ ogal;a € =3<33

(conform inegalitatii intre mediile aritmetica si patratica ).
Din cele doua inegalitati obtinute pentru x si y deducem:

(x—3\/§)(y—3\/§)SO@xy—3\/§(x+y)+27S0c>x+y2%+3\/§. ()

Pe de altd parte xy = (\/loga abc + \/logb abc + \/logc ach\/logabc a+ \/logabcb + \/logabcc)=

(\/loga abe +Jlog, abc + [log, abc ! + ! + ! >9,
log, abc log, abc \ log, abc

si atunci inegalitatea (*) devine: x+y =2 ——+ 3\/5 = 4\/3_, adica ceea ce trebuia demonstrat.

3.3

L:535. Dacid ABC este un triunghi (cu notatiile uzuale) atunci este adevirata inegalitatea
b+c c+a a+b 2
+ + >

a’ b’ e’ 3R

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Avem Zb+c+ Z%: Z(btc+L‘J:(a+b+c)- ZL:
a a

5 5
cyclic a cyclic a cyclic cyclic a
2
1 1
— 2 5

a Bergstrom (Cyclic a 1 2
=(a+b+c)-2— > (Cl+b+C)‘m= 2—2 =

cyclic cyclic a

2
1 1 Bergstrom 1 2 1
=) —+2- > —+—= — |, (D).
Euler
Avem_+i+i=a+b+c= 2s _ s _ 1 Ziz,
ab bc ca abc A4RF 2Rsr 2Rr R

b+ 1 1 2(1Y b+ 2
z C+za—42 za—4+—[Fj <~ Z 5023?,(].6.6..

5
cyclic a cyclic cyclic 3 cyclic a

(2). Din (1) si (2) deducem




- PROBLEME REZOLVATE -

+NXx+2=y-3+4y-1
. Sa se rezolve sistemul \j; \/x Jy \/y .
2(x* +y)+3(x+y)=79

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Fie x = y-3 atunci, din prima ecuatie observam cd  f(x)= f(y—3) . Asadar, y = x+3 si se

inlocuieste in ecuatia a doua: 2(x” +(x+3)*)+3(x+x+3)=79= 2x* +9x-26=0=
x=2= (xy)e{(23)}.

. Si se demonstreze ca in orice triunghi ABC este adevirati inegalitatea

Z mb mc >
(m, +m,)(2sin” A+2sin’ B—sin’ C)
Mihaly Bencze, Bucuresti

2
Solutie. Avem 2sin® A+ 2sin® B —sin® C = 4;2 (2a* +2b* —¢?) = %

Notdm x=m_,y =m,,z=m_,x,y,z > (; inegalitatea de demonstrat devine succesiv:
y—z zZ—X Xy o
2 2 2 - 0
z7(x+y) x(y+z2) y(z+x)
= xzyz(y2 —zz)(erx)jtyzzz(z2 —xz)(ery)Jrzzxz(x2 —yz)(y+z) >0

<:>x2y4z+x3y4—x2y223—x3y222+)g/224+y324—x3y222—x2y322+

+x'yz? +x'2 —xy 2 —x*y*2’ >0

S x’z(y? —xz2)’ +x°(2° —xp)’ + 327 (x> —yz) 20, care este adevirata.

L:538. Si se determine multimea triunghiurilor in care avem relatia 2a = b +c, notatiile fiind cele
uzuale.
Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

Solutie. Utilizand teorema sinusurilor cat si formulele de transformare a sumelor in produs avem:

2a=b+c<:>2sinA=sinB+sinC<:>25inA=2sinBJ2rCcosB;C

. A A A A . A B-C
<> 28N — C0S — = COS — COS <> cos—| 2sin — —cos =0
2 2 2 2 2 2

B-C

<:>25iné—cos =0 cosé;tO <:>2cosB+C—cos =0
2 2 2 2

B C . B . C B C . B.
<> 200S—CoS— —28IN—SIN— —c0S—Cos— +sin—sin— =0 <
2 2 2 2 2 2 2 2

B C . B . C Cc 1
& c0s—C0s— =3sin—sin— < g —1g — =—.
2 2 2 2 22 3

Sunt triunghiuri care verifica conditia obtinuta?

V4 V4
Pentru B = g =C= g si deci triunghiul echilateral verifica egalitatea din enunt.

B,Ce(0,7),B+Ce (O,;r),z‘ggtgg =l}

Solutia problemei este: S = {AABC 573

3 5
L:539|. Rezolvati in N *, ecuatia: 7g” Z tg’ 2Tt tg’ 27 _sn.
4n 4n 4n

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu



- PROBLEME REZOLVATE -

Rezolvare:
Daca n=1, membrul sting este egal cu 3, deci, 1 nu este solutie.
sin” ﬁ
T
Dacan=2,avem tg— = 4 \F —\/_ 1.

1+cos4 ‘/_ 2+‘/_

RY/4 T 3 s 1 Sx 3z RY/4
to—=ctg| ——— |=cte—=———=2+1, te—=tg|m1——— |=—tg——=—~2-1.
£ g(z 8) £ J2-1 J_ £ g( j & 2

2 2 2
Rezulta, [tg%j +[tg%j +[tg%[j :9+2\/§¢10.

Pentu n = 3 se obtine ca tg£:—6:2—x/§, tg3—7[:tg£:1 s
12 1 12 4
+cos —
Sw T 5w 1
lg—=ctg| ——— X e 22443,
g12 g(Z 12) g12 Z \/_
%12

In acest caz se obtine ci n=3 este solutie a ecuatiei date.
< y .. , km krx Vs .
Pentru 7n>4,observim ci functile x—>tg°—, x)0, ke {1;3;5} , —€ 0;5 , sunt strict
x X

descrescatoare in timp ce functia n — 5n  este strict crescatoare pe N *. Prin urmare, singura solutie ramane

n=3.
kX k
L:540. Fie n,k € N astfel incat 2 <k <n—1. Aritati ca 1 ( Q/; 1+ n

n

n
Ileana Didu, Camelia Dana, Craiova

K _ ;
Rezolvare: 1 { 4/;=,\,/1\‘/;]\‘/; ....... ~]{/;~1-1-....~1 ( k \/;’;l—n k=l+k\/;—k.

n n
n—k de 1

1 1 1
. Fie n,n,,....n eN,n>2keN,k>2 astfel incat —+—+..+—=1. Aratati ca

\n, +"\ZE+....+"{E ( 2k-1.

Rezolvare:
1 1 1 1
S S T S Y T T SR SY oY o 1 PO T LS :
n n n, n,
1
A L T e Y L
n ny

. 1 1 1
Prin adunarea relatiilor, rezulta Z %(2/{ - (— +—F..+ —] =2k-1.

i=1 noom ny

= Clasa a XI-a



- PROBLEME REZOLVATE -

-1 1
L2543, Fie A=(_3 2jeM2(Z).

2" n -l
a) Si se arate ci matricea A” este inversabili si (A7) '=4", VneN\ {O; 1}

b) Aritati ca det(A— A" + A —.....— A7 + A7) =det A—det A> +det A’ —.....—det 4°°'° +det 47"
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
2)1
Rezolvare: a) Cum detA=120= A" este inversabila. 7 7r(A)=—1+2=1, din relatia
2
Hamilton- Cay]ey A — (TI"A) A+ (det A) . [2 = 02 =

A2 _ A—Iz . A3 _ _]2 — A2n ] Azn—l _ A2n+2n—1 _ A3_2n4 _ (A3 )2"_ _ (_12 )anl _ [2
rezultaca (A% ) =47, VneN\ {0;1} .

byCum A~ A+ AL =L+4'=0,= A-A'+4 —...— A"+ 4 =
=(A-A+ )AL A- A+ D)+ A (A- AL+ L) = AP (A=A + L)+ A4 = 47
Asadar, det(A— A"+ A —....— A+ £°7) =det(4*") =1, iar
det A—det 4> +det A’ —.....—det A7 +det A =1 -1+ (A =D +...+(1-D+1=1.
X ! : z )
. Sa se arate ca [—j (XJ (—J <1, pentru orice numere reale nenule x, y,z cu x>y > z.
z X y

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Considerdam x, y,z € [a,b] ,unde x > y >z, functiareald / si determinantul:
x flx) 1
D=y f(y) 1. Se stie ca daca f este convexd atunci D >0, si dacd / este concava atunci D <0.
z f(z) 1
x Inx 1
Daca luam functia concava f(x)=Inx, obtinemdeci D=y Iny [<0 <
z Inz 1

S -z2)hx+ (z—x)lny+ (x—y)nz<0= x"7-y7 .27 <l
= (zj) (Zj (EJ <1. Egalitatea are loc pentru x =y =z =1.0J
z X y
a-1 a a-1
. Se considerd matricea A=| 1 a -a |eM,(R). Sia se arate ca -ecuatia
2 1 -1
X2+ X2 = 42° | nu are solutii in M, (R).

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Se observi ci det(4)=-4a’+4a—1<0<=A<0 . Cum det (A) = 0 iar

det X*"'°(X? +1,))0 rezulta ca ecuatia data nu are solutii.

. Se considera sirul

B 1+2+...+(n—l)+12 +27 4.+ (n-1) Lo +..+(n=1)"
= : .

n n n

,Vn=22m=>1.



- PROBLEME REZOLVATE -

Sé se calculeze: |ym (hm xnmJ ) Constantin Ciobica, Falticeni
n—0 m—o
Rezolvare:
11 ") (2 27 2" n—-1 (n-1) (n—1)"
Xw =| —F 5 Ft— |+ S+ S+t | — T+ — | =
n o n n n n n n n n

{32+...+@]’”W+@2+...+(%j’”}...{n;{n;lj+...+(n;l)’”}

1
—- +ot
no 1, n 2 n n-1_,
n n n
I -1 2 -1 n—1 -1 1 2 n—
lim Xum = —- +—- +..+ : = = + +ot——+n-1
n n n
Hm x... = lim LS S e =(-D)+(=D+.+(-1)=1-n
10 —\n—-1 n-2 2 1 ——
P Arll]
. Sa se calculeze: lg}}o( nA;kk] ,peN", fixat.
=1 ‘i

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare : Deoarece
n—-k _n-k _(n=k)(n-k) (n-k)(n-k+1-1) (n-k)(n-k+1)-(n-k)!  (n—k+1)! (n—k)! 1 1

Af n! n! n! n! n! n! A A,’f’
(n—k)!
47 47 4P 4
[~k 1 . )" e 1
atunci, lim E — =lim E — =lim| 1-— =e "=,
n—»0 = An n—»0 = An - An n—0 Af: e

= Clasa a XII-a

L:547|. Si se rezolve in R ecuatia x° —500x° +50000x —400000 =0, si s se arate ci solutiile apartin

intervalului (20; 30) .

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Se face transformarea x =10y , atunci, ecuatia dati devine 10°y° —5-10°)’ +5-10°y—4-10° =0 =

¥’ =5-9°+5-y—4=0. Cu ajutorul derivatelor se arati ci functia f(y)=)"—5)" +5y—4este strict

crescdtoare pe [2; oo) . Asadar, ecuatia f(y)=0 are o singurd solutie reald , ye (2; 3) deoarece
f(-2)=-2(0iar £(3)=119)0 .
Aceasta este y= {/2 + x/g + 3/2 - \/5 deoarece V' =5-9"=5-y+4. Atunci,

x=10R2+3 +2-3) €(20;30).



- PROBLEME REZOLVATE -

L:548] Daci f(X)=Zaka eZ[X], f(=1)=0si f(\/E)EZ aritati ca /(1) +a, este numar par.
k-0

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
Rezolvare: Deoarece f(—1)=0, rezulta ca Za2k = Zaz a1 - Asadar f(1) =par.

Deoarece f (\/5 ) € Z, rezultd ca Zaz 2" =0. Asadar, a, =par. Deci, f(1)+a, este numdr par.

1_ 2
. Sa se calculeze J. 2 al

x
xt+4x° +7x* +4x+1
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:Observam ca
1-x°
1-x7 1-x7 2
'[ Z 3 x2 dx:'[ > al 5 dezj X +2x+l g arctgz;+c.
X +4x +7x" +4x+1 (x"+2x +1)" +x 1+ X 2 x +2x+1
X’ +2x+1
.. 1 1 1 : . .
L:550. Se da sirul b = +..+ , neN. Sa se demonstreze ca
\/n +1 \/n +2 n’+n

& (In(1++2),In2).

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

n

Rezolvare: Consideram sirurile a, =
z TN+ k2 ; n+

. Avem evident inegalitatile:

a,<b,<c,, VneN <:>12 <b, <~ Z—

ni k? nk11+
1+— "
n

Observam ca sirurile a, si ¢, sunt sume Riemann referitoare la functiile f,g :[0,1] > R unde

1 1 1 n-1
f(x)= , g(x)=——; diviziunea A, =|0,—,..., J| si punctele
M1+ x2 I+x n n
) ) 1 2 n . . . . . .
intermediare & =| —,—,...,— |. Deoarece functiile / si g sunt inegrabile (pentru ca sunt continue) avem:
nn o n

1
dx =In(x+ x> +1)[, =In(1++2). ¢, —>J‘%dx:1n(x+1)‘g =n2.
0x+

1
1
—)?[\/x +1

Deci, In(1++/2) <b, <In2.

242
2
. Sa se calculeze integrala j %dx. Gheorghe Ghita, Buzau
x+
2

Rezolvare: Efectuand schimbarea de variabila xz%:dx:—izdt, integrala data I devine:
t
i 16, 4 22 2

11’1* B ln dt 242 ) 242 2
1=J. e 16._24dz:j ( 2) - I (t 1;46 dt—J-—t LUECY (1n4)J. ‘;’CG:
t
(4 2) n % (+2) ﬁ(t+2) *+2)

22| —+
t




- PROBLEME REZOLVATE -

2ﬁ244484 2ﬁd 2ﬁd 2ﬁaf

X +4x+4—-4x—0+ X X X _

(1n4)j ) dx=(In4) I(x+2)4 4 I (x+2)5+4 I e =:(1n4)[ 1 . 1 : 4 SJ
% % % % 3(x+2)" (x+2)" 5(x+2)

_ (n4) 27-19V2 51-36v2 273-193V2) _1843-808v2
24 16 40 240

242

V2

E 2|. Sa se determine o primitiva a functiei
f: [4 oo) —> R, f \/ x+4-Jx—4 + \/ X —4-~/x—4 care indeplineste conditia F’ (40) 2305.

Constantin Ciobica, Falticeni

Rezolvare: f \/x 4+4. \/—+4+\/x A+4-x—4+4=
=\/m +4-M+4+\/m —4-M+4=\/(Jﬁ+2)2+\/(m_2)2:

= ‘\/x—4 +2‘ +‘»\/x—4 —2‘ == {2' ¥=4,x28 . Functia f este continua pe intervalul [4,00).

4 xe [4, 8)
xe [4,8) = f(x)= 4 este functie continui ca functie elementara.

xe(8,0)= f(x)=2-vx—4 este functie continui ca functie elementara.
Problema continuitatii se pune in x, = 8.

L(8)=lim4=4 [,(8)=lm2Vx—4=2-VB—4=4 [(8)=2-\B-4=4=1(8)=1,(8)=/(8)=

x<8 x>8

Functia f este continud pe intervalul [4 oo)

J"f dx:>F {/ \/x 4 +cl,x>8

dx+c,,xe [4 8)
F(40)= 2305 = F(40) =288 +¢, = ¢, =2017

F(x):{i’m+2017,x>8

3

Functia F este derivabila pe intervalul [4,00), atunci functia F este
4x+c,,x € [4 8)
continud pe intervalul [4’ OO).

X € [4,8) = F (x) =4x + ¢, este functie continua ca functie elementara.

4 . . :
xe (8, oo) = F (x) =3 (x - 4)3 + 2017 este functie continua ca functie elementara.
Problema continuitétii se pune in punctul x¢=8.
1.(8)= lin%(4x +¢,)=32+c,
x—>
x<8

ld(8)=1im(4 \/(x74+2o17j 6083/

x—>8
x>8

F(g)= 6083

1(8)=1,(8)= F(8)=32+ @:cz zg
g-w/(x—4)3 +2017,x>8
= Flx)= 5987 '

4x + — o ¥e [4.8)



- PROBLEME PROPUSE -

,» Fericirea corpului e in sanitate,
fericirea mintii e in stiinta”.
Thales

(624- 546 i.e.n)

IEA Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:732 Aflati neN,daca 77" este patrat perfect. Ion Stiinescu, Buziu

G:733|. Sa se determine numerele naturale m si n stiind ca
2016
m* (n+3)+(1+2° +2°+..+27"°): [22‘”7 -(2) } =31214. Iuliana Trasci, Olt

G:734|. Proiectul de matematica Stiinta si Caracter din Scoala noastrd, are capitolele 1) Planificare, 2)
Parteneri, 3) Cursuri, 4) Corespondenta la Gazeta Matematica, 5) Tabara de Matematica si Expeditia Aura
Padurii, 6) Evaluare si cate un numar de teme pentru fiecare. Capitolul 1 contine

1, 3 , 1. ) z .. ,
- din numarul temelor, capitolul 2, " din rest, capitolul 3, - din noul rest, capitolul 4,

1. . 1. . 1. N .
- din noul rest, capitolul 5, = din noul rest, capitolul 6, - din noul rest. Stiind cd s-a mai parcurs o

tema, aflati numarul total de teme.
Ion Stanescu, Buzau

G:735. Daca n e N*, sa se arate ca 89" se poate scrie ca o suma de trei patrate perfecte distincte nenule.
Marin Chirciu, Pitesti

=1.

. . .11 3
G:736. Si se determine m,n € N* care verifica relatia: —+—+—
m n 2m

Ionel Tudor, Viorica Dogaru, Giurgiu

o o e A A 2017 2015 2016 2014
G:737|. Sa se arate cd nu existd numere naturale x astfel incat x~ " +x~ " =x" " +x~  +2017.
Marian Ciuperceanu, Craiova

G:738 Determinati restul impartirii numarului  x =7"" 2" +7"2.2" 1.253.14" 1a 2017.
Gheorghe Darstaru, Buzau

G:739 Fie numerele 4=2+3+4—-146+7+8—5+10+11+12—9+...4238+239+240—237 si

B=1-2+34+4-5+6+7—-8+9+...+157—158+159. Aratati ca %z% .

Sorina Vicarean, Cluj-Napoca

= Clasa a VI-a

G:740. S se rezolve ecuatia (n —2017)’1_2017 =n-1765, neN.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu



-PROBLEME PROPUSE -

22017 + 3 . 517
G:741]. Sa se arate ca numarul —————— este natural §i sd i se gaseasca ultima cifra .

Viorica Dogaru, Giurgiu
. Aratati ca (a+1)" +a—1se divide cu a, Va € Nsica
e (a+1)" +2(a+1)" +a* +2a-3
a(a+1)" +a* +3a

eN, VaeN*neN, Marin Chirciu, Pitesti

G:743|. Fie a,b,c numere prime astfel incat 5Sa+7b, 7b+11lc, si 11c+5a sunt direct proportionale cu 25, 56

respectiv 46. Ardtati ci a’ +b° + ¢ este divizibil cu 45.
Marian Ciuperceanu, Craiova

G:744|. Sa se calculeze minimul si maximul expresiei E = x+3y-2z, stiind ca x, y si z sunt numere pozitive si
avem 7x-2y+6z =3 si 11x-6y+3z = 4.
Petre Rau, Galati

G:745 Aratati ca nu existd numere naturale formate din trei cifre de 1 si restul cifrelor 0 care sd poata fi
scrise ca suma de doua patrate perfecte.
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

x(x+1)(x+2)

G:746|. Aratati ca fractia
237 +19°

este reductibila pentru X, y, z numere naturale nenule, y numar

impar.
Gheorghe Déarstaru, Buzau

1 1 1
G:747. Saserezolvein N* ecuatia: —+—+———=1.
a b a+b+c

Gheorghe Ghita, Buzau

. Un unghi are 171 ° si este impartit in unghiuri cu masurile 1 %, 29, -, n %, n € N. In cate parti este
impartit unghiul dat ?

Ion Stanescu, Buzau

810
=1
286k —283k +280k — 27Tk +274k —271k +...+130k -127k

Sorina Vicarean, Cluj-Napoca

G:749,. Arétati ca

= Clasa a VII-a

G:750. Siserezolve in N ecuatiile: a) x> +)° =2017; b) x> +)° =2017%;
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:751]. Se considera numarul 4= a_b(a -2b+c)+ b_c(b -2c+a)+ c_a(c —2a+b) cua, b, ¢ nenule si distincte.

Aratati ca numarul A se poate scrie ca suma a trei patrate perfecte nenule.
Marin Chirciu, Pitesti

G:752. Determinati numerele x,ycu x> ysi x € [1;00) ,stiindca x>+ > —x—3y—xy+4=0.
Marian Ciuperceanu, Craiova

= ={8k—-1|1<k<n: *
G7s3. Fie & {1,9,17,25,33,......... }Omulmecun+1 clemente si B {8k—1[1<k <nynkeN*

a) Aflati numirul elementelor multimii A NB ;

b) Aratati cd numarul elementelor multimii AXB nu este patrat perfect ;



S=1+7+9+15+17+23+25+31+...+(8n—7)+(8n—1)+(8n+1)

c¢) Calculati suma ;

2 2
x f—

d) Aratati ca oricare ar fi x i y din AUB numarul este numdr Intreg.

Dana Badea, Ploiesti

G:754|. a) Scrieti, ca diferenta de 2 fractii, o fractie ce contine termenii 1, a, at+1. b) Cercetati egalitatea

2017(1 lj (1 1)511 1
— | [t +| —— ==t =t =+ +—
2018 (2 2018 2017 2018) 6 4 5 2018
Ton Stanescu, Buzau
. Determinati toate perechile (x, y) de numere intregi astfel incat x°y° —x*> —xy—x—y° —y=0.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
. Sa se determine triunghiurile dreptunghice de laturi numere naturale si raza cercului inscris un numar
prim.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:757. Sa se arate ca 24225+32%+.. . +92% se divide cu 470, pentru fiecare k natural impar.
Petre Rau, Galati

. Triunghiul AABC are m(<A)=90°, MEAC, (BM este bisectoarea unghiului B si N& (BC) astfel
incat [BN]=[BA]. Aratati ca :
a) N este simetricul lui A fatd de BM;
b) NB-NC = AM-AC.
¢) MB-AC = AN-BC.

Dana Badea, Ploiesti
. In triunghiul ABC medianele AM si BN sunt perpendiculare (AMNBN = {G}). Stiind ca GM = 6

cm si BG = 8 cm, calculati perimetrul si aria triunghiului ABC.
Gheorghe Darstaru, Buzau

= Clasa a VIII-a

G:760. Sa se determine multimile de valori pe care le poate lua numerele reale a,b,c daca

20> +b* +c* +2ac—6a—6b—2c=2.
Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

G:761|. Sa se determine toate tripletele( p, q, r) de numere prime, solutii ale ecuatiei:
p+50g+450r =2017.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
< . o L2 3 2 3 2 3
G:762. Sa se determine x € IR stiind ca: (x +3x—4) +(x —3x —10) = 8(x — 7)
Iuliana Trasca, Olt
2b* +6b+3

G:763|. Sa se determine valoarea minima a raportului A4 = ? , unde numerele naturale a, b sunt
a+

pare, consecutive, crescdtoare in aceasta ordine.
Marian Ciuperceanu, Craiova

G:764| Daca a,b,c>0 sia’ +b* +c* =1, aratati ca are loc inegalitatea:
1 1 1 |
- - <
a+b b+c c+a 2abc

A

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
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1 1
G:765|. Fie a si b doud numere reale strict pozitive, cu ab < 1. Sa se arate ca (1+E)k+(1+g)k2 2k
Petre Rau, Galati

PR
* * . . . [— * 1 . .
G:766|. Functia /: N* — Q" , satisface conditia: f'(n) = = —, Vne N .Dacd f(I)= 5 determinati
n

2017

Zf(i)-

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:767. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: |:x2 \@ ] + [x«fﬁ ] + [\/299] =2017

Dana Badea, Ploiesti

G:768. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: 18x> — 12x =3xy —y .
Gheorghe Déarstaru, Buzau

G:769|. Sa se arate ca : L+L+...+L 2n eN”.

> N
1 2 Jn I+l

Gheorghe Ghita, Buzau

G:770|. Se considerd aABC echilateral. In exteriorul triunghiului se construiesc patratele ABDE , BCGF si

ACHI .
a) Aratati ca aria suprafetei nonagonului concav AEDBFGCHI este mai mica decat aria suprafetei patratului

AKLM ,unde K este mijlocul laturii [F G] .
b) Aratati ca aria suprafetei hexagonului convex EDFGHI este de patru ori mai mare decat aria suprafetei
aNFG,unde N este mijlocul laturii [EI ] .

Sorina Vicarean, Cluj-Napoca

G:771. Cubul ABCDA'B'C'D" are AB = 1, O = centrul
cubului, O | =centrul fetei ABCD, O , =centrul fetei A'B'C'D’,
M = mijlocul lui| 44" | , N = mijlocul lui CC".

a) Gasiti un triunghi cu perimetrul % (V1++V2++/3).

—_

b) Identificati un romb cu aria “'ﬂ—‘

&

Ion Stanescu, Buzau

= Clasa a IX-a

. Sa se demonstreze cd \ﬁ+x/§+x/§+ ..... +x/2n—1+\/2n+1 <(n+D\n+l.

Marian Ciuperceanu, Craiova

e N . a, < . o
L:554]. Consideram sirul (an )n>1 definit prin @, =1 si a,,, = 7 ,n=1. Sase determine a, sisase
- + na,

"k
calculeze Z—

k=1 Ay
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
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. S# se scrie aproximirile zecimale prin lipsi si prin adaos cu eroare de 10~ pentru numirul
2 3 4 18 19 20
+ + +.. + +

_ + :
77357 5.8 812 155-173  173-192  192-212

Gheorghe Darstaru, Buzau

Dacii a,b,c>0 si @’ +b° +¢’ =192 , sa se arate ca «/9+a2 +«/9+b2 er/94rc2 <15.
Adrian Stan, Buzau
- a; n2

3 <
i=1 ai +2 4

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

E
n
=2

Zl.l
N
~J

. Daca a, eR, ie {1,2,...,7/1}, atunci sa se demonstreze ca

E
N
e

Demonstrati ci (3—4sin”9°)(3—4sin’ 27°) = ctg9".
Marin Chirciu, Pitesti

e
n
n
\o

. Aratati ca daca a,b,c > 0, atunci ?(Z“a2 - Zab} > (Z|a —b|)2 .

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

!

L:560. Sa se rezolve ecuatia [x] + [Zx] + [3x] =6x.

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
IL:561. Sa se rezolve ecuatia: [x + 7]+ [x +1 1]+ et [x +4n+ 3] =2-n"+6n,Vne N, unde [x] este

partea Intreagd a lui x.
Ciobica Constantin, Falticeni

. a) Daca a,b,c >0, astfel incat @ + b+ c =3, aratati ca:
abc(1+a2)(l+b2)(l+cz) <8.

b) Daca x,,X,,...,x, = 0, astfel incat Z«/ak = Zak , aratati ca are loc inegalitatea:
k=1 k=1

\/I+af +\/l+a§ oty Jl+a? <n-A2.
Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita

IL:563. Fie functia f :[l,00) — R, f(x):\/x+2-\/x—1+\/x—2-\/x—1.

Aratati cd | este functie constantd pentru x € [1,2).

Ciobica Constantin, Falticeni
L:564. Determinati valoarea minimd a expresiei

E(x) =2+ 42 (1 =3) +4/(x=3)* + 17 +(x=3)* +(y-3)*.

Laura Tanase, Buzau
. Sa se arate cd pentru orice numere reale x, y, z si orice k natural impar, expresia:
F(x,y,z) = (xty+z)* - (x+y+z)* - (x-y-z)* - (x+y-2)* se divide cu 8xyz.
Petre Rau, Galati
. Fie ABC un triunghi oarecare de laturi a, b, ¢ .. Notam cu [ ,h, , bisectoarea , respectiv inaltimea
corespunzatoare laturii a=BC , etc . Demonstrati ca :

2 r e _a+b+c
Il'laX{—z,—z,—2 > —
hy h, h." ab+bc+ca

Vasile Jigldu , Arad

= Clasa a X-a
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4
. Sa se rezolve ecuatia 11+1log, — r o X+ .
X +48 Ux -1

Marin Chirciu, Pitesti
IL:568, Rezolvatiin R ecuatia:
(14" —117)(61" —=50")(60" —307) + (103" —100")(14* —3")(62" —317) =2013".
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
IL:569 Rezolvati in R ccuatiile: a) 10- (41°g2°”x + 251°g2°”x) =29.10" %" ;

x—7 x+8 17
b) ‘f + =—.
x+8 x-=7 4

570. Fie x = log;5+logs7+log;3. Sa se calculeze [x].

Gheorghe Darstaru, Buzau

E

Petre Rau, Galati
4" 25" 10

L:571. Saserezolvein R, ecuatia + = . Adrian Stan, Buziu
log,(x+1) logs(x+1) lg(x+1)
L:572. Fie a,b,c >0 astfel astfel incat @ + b+ ¢ = 3. Aratati ca are loc inegalitatea:
2
2 2 2
a +b” +c b+be+
(2 5 2) n-a2 f C?Z3+n, unde 0 <n <2,
ab+bc+ca a +b +c
Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
) . n+1+ n+l Cn+1 +an+1 n+1 bn+1
L:573. Dacda,b,c>1sineN ,sasearate ca log, ————+log,——— +1ogc ———=3n-3.
b”+c c +a a~+b
Gheorghe Ghita, Buziu
1 1 1 1

L:574.  Aratati cd in orice triunghi nedreptunghic ABC avem:

+ + >—.
2+1g°A 2+1g°B 2+1g’C 2
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti
. Sa se rezolve in R ecuatia 8sin x-cos” x = \/g si sd se arate ca ecuatia are o infinitate de solutii
x=n",cuneN.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. a) Sd se determine q,,4,,......,a, € N pentru care

n—1

(I+x+nm)(1+x)"" =a, +ax+a,x +..... +a,x", Vn e Nsi pentru orice xeR\{—l}.

b) Calculati suma: S =1-2-2C!+3-2°C> -4-2°C +........ +(=D"(n+1)2"C" .
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

= Clasa a XI-a

373 21z 7
L:577. a) Dovediti inegalitatile: cos —ﬂ> =; cos s= 2 (=;
16 4 100 8
Vs /4 + .
b) Rezolvati in N* ecuatia sin— +cos— = M Tonel Tudor, Célugareni, Giurgiu
2n 2n 4
3(1-x)
. Rezolvati ecuatia 3 2 -x=1. Marin Chirciu, Pitesti

. Determinati functiile continue f : R — R pentru care

fx+ )= )+ f()+x(x+ p)(x° +xp+ ), Vx,y € R.
Gheorghe Ghita, Buzau
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. . . . a; Ze® . ..
L:580. Daca a R, ie {1,2,...,7/1}, atunci sa se demonstreze ca sirul x, = —Z este marginit.
i=1 Cl +e

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

(3x+ﬁ)n +(3x—«/ﬁ)n .

b

L:581| Pentruorice n €N, n>2, si se calculeze lim

n
X—>0 X

Adrian Stan, Buzau
L:582 Fic A o matrice patratica de ordinul 2 cu proprietatile det(4+31 ,)=4 si det(4—-21,)=9.Sdse

calculeze (A+1,)"""". Adrian Stan, Buziu

= (Clasa a XI-a

. . . Z,
L:583|. Sa se determine primitivele functiei: f : (O;Z) >R, f(x)= i} .
2 I+cos” x
Marin Chirciu, Pitesti
1
2 2016
. 4-2x-1)
IL:584|. Sa se calculeze integrala [ = | ——————
g V([ (2x + 1)20]8

(data la Concursul interjudetean “Laurentiu Panaitopol”- Giurgiu, 2017)
L:585 Siserezolvein C ecuatiile:  a) 64x* —64x’ +8x+1=0;

b) x* +8x” +24x* +32x—65092608 =0 . Tonel Tudor, Cilugireni, Giurgiu
L:586. Daci x,,x,,x, sunt radacinile ecuatiei x’ —x—a =0, a € R*, calculati suma

Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

1-x _|_l—x2 +1—x3

. Marin Chirciu, Pitesti
I+x, I+x, I+x

L:587. Si se arate ci ecuatia x*"" + Clx”" " +Cx¥ 4.+ C7'x° +2C,"x+m =0 are cel putin o
radacina nuld, m fiind un parametru real.
Petre Riu, Galati

L:588 Daci ecuatia (1):ax* +bx’ +cx” +dx+e =0 (unde a,b,c,d,e € R") are radacini reale distincte
in progresie aritmetica, atunci, determinati radacinile ecuatiei
(2): 4ax® +3bx> +2cx +d =0, in functie de radacinile ecuatiei (1) si artati ci sunt tot in progresie
aritmetica.

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziau

E Fie f,g,h { 2J—>R f(x)=cos*x, g(x)=sin*x, h(x)=2sin’x-cos’ x. Si se calculeze

j [ /() + g(x) = 3h(x) Jdx Adrian Stan, Buziu
L:590. Si se determine functia derivabila f: R— R cu proprietatea ca:
f(x)=sinx+J.e_’f(x—t)dt,VxeR si £(0)=0. Gheorghe Ghiti, Buziu
0
X s 2
COS X +sin
. Sa se calculeze Iex £ al al dx ,xeR,. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

(e +sinx)’

. Daca f: [O,l] — R este o functie integrabila, aratati ca are loc inegalitatea:

1 1 4 I
J. f* (x) + (J.f(t)dt} < xﬁjfz (x)dx. Florin Stinescu, Gaesti, Dambovita
0 0 0



- QUICKIES -

» We cannot teach people anything, we can only help
them discover it within themselves ”.

Galilea Galilei

(1564-1642)

A QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 31, 2018.

PROPOSALS - QUICKIES
Q37. Proposed by Kevin Soto Palacios, Huarmey, Peru.

9J_

Let ABC be an acuted triangle. Prove that tanA+tanB +tanC +sin2A4+sin2B +sin2C > —.

Q38. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.

Prove that if a,b,c > 0, then (ZaSXzig) > (Za{zlj )
a a

Q39. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

V4 ) ) . b (n+1)!
If ae|0,— | and b = arcsin a, then calculate lim W sin # —a
2 n—% I\l/;
Q40. Proposed by D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucharest, Romania.
Consider a triangle ABC with sides a, b, ¢, medians m,, m,,m,_ , interior bisectors w,, w,, w, and the

2 2
273
area F . Prove that (m_. +m; +mf){w Z};’ + Wg j > TF
a c

SOLUTIONS - QUICKIES

Q33. Proposed by Nela Ciceu and Roxana Mihaela Stanciu, Romania.
(=)’ -2)(z-x)’

(x> +y° +z2%)°
Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. After some algebra the inequality becomes
Zx6 + 2Z:x4y2 + 22x2y4 + Zx4yz +12x%y%z% > szy + Z)g}s + 4Zx3y22 + 4Z:x3yz2 , true
since Zx6 + Zx4yz > 2x3y22 + 4Z:x3yz2 (Schur)

Zx“y2 +2x2 °z7 > 22x3y22 Zx2y4 —|—Zx2 2% > 22x 1z° (AM-GM).

Solution 2 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. We shall prove a stronger inequality, i.e.
(x— y)z(y —2)’(z-x)’

2(x°y* +y°z7 +2°x%)

Prove that x* + y* +2z> > xp + yz + zx +

x2 +y2 + 72 —Xy+yz+zx> , (1), for any real numbers x, y, z

The inequality (1) was proposed by Daniel Sitaru in Crux Mathematicorum, Vol. 43(5), May, 2017. Since,
(x=3)’(r=2)(z-x)" =




- QUICKIES-

= Zx4yz + Zx2y4 _ 2Zx3y3 n 2Zx3yzz + 22)63)/22 _ 22)64)}2 B 22x2y2zz ’
then (1) it is written successively:
2(Zx4y2+zxzy4+zxz 2,2 ZX sz 2 —Zx3yz2)>
>Zx4y2 +Zx y* 22:>c3y3 +2Zx3yzz+22x vz —2Zx yz — 2Zx2 272
Z“x“y2 +Zx2y4 +4Z:x2 272 +22x yz — 42x3y2z 4Zx yz >0
Zx (xy +xz —2yz)* >0.
Solution 3 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania, modified by editor.

We have Z:(x+y)2 ZO:Z)CZ +ny > 0:22x2 Zsz —ny .
It is suffices to prove that

Cx -Yw) 240-»’ (-2 -0" & (Te-17) 2326- 1)’ -2 (-0,
Wedenote a=x—y,b=y—z, c=z—Xx and it remains to show that
(a’> +b* +c*)’ >32a°b°c?, a+b+c=0. There exists two of numbers a, b, ¢ with the same sign, let
a and b with the same sign. From ¢ = —a —b we obtain

(a> +b* +c*)’ =32a°b*c® =(a® —a’b’ +b°)+2a°b*(a® +b*) +3ab(a* +b*) >0,

and we are done.
Solution 4 by Ioan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania

The inequality is equivalent to (Zx2 )2 (sz - ny) 2 (x - y)2 (y - 2)2 (z - x)2 .

If x=y or y=z or z=x, the inequality is true because sz = ijy .
If x# y # z # x, using the AM-GM Inequality we get

AT =Y )= (x- >>3%/H<x—y>2

equivalent to 8(2)6 - ny) > 271_[ X— y . It is enough to prove that

27(2)(2 )2 > S(Zx2 - ny)z equivalent to 3\/§Zx2 > 2\/5(2)62 - ny), clearly true.

Q34. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

If a,b,c>0 andn,k € N, then prove that ZLZ 29(211 +kk%:b )
a ny a+ c

Solution 1 by author. The inequality to prove is writen successively

2.2
2be SE{(AL) &Y P (ny.a’ +kY bc)29(n+k)a’b’c* , which follows by the

a’b’c? nZ:a2 +k2bc
AM- GM: ZbZCZ > 33 a4b4c4 ’ nzaz +kZbC > 3(n+k)3(n+k)¢(abc)2(n+k) _and
3Rla'bic* - 3(11 +k) "H;,( bc) ) 9(n +k) ’b’c®. Equality holds for a=b=c .

Solution 2 by Ioan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania
1 1
The inequality is equivalent to n(Z a’ (Z _2j + k(z TJ(Z bc) >9n+9k .
a a

1
Using the AM-HM Inequality we get n(Z:a2 (Z —zj >9n. By the AM-GM Inequality we get
a

Zaiz > 33/Hai2 = ﬁ and Zbc > 3%[1_[(50) = 33\/ (Ha)2 :
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1
So, k(z TJ(Z bc) > 9k , and the conclusion follows.
a

Q35. Proposed by editor. If a e LO,%J and f : R — Ris a continuous and odd function, then compute

j‘(x1936 +x7°"* + 82) - arccos(sin( f'(x))dx .

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
We take x =u(t) =—t,u'(t) = —1,u(—a) = a,u(a) = —a and we obtain

I= _f (=) +(=£)*""® +82) -arccos(sin f(—t))(—1)dt =
— J'(t1936 £2018 4 82) arcCOS(Sln( f(l)))dt — j(tl936 2018 82) arccos( sin f(l))dl‘

= j (x' + X208 1 82) . (7 — arccos(sin £ (x)))dx =

=z j ("3 + x2°'® 4+ 82)dx — j (x"3 + x**'® + 82) - arccos(sin f'(x))dx .

1937 2019
So, 21 = nj(x”“ 2018 4 82)dx = 27zj(x1936 X1 82Vdx Hence, [ =7+ = +9 1824 |.
1937 " 2019

—a

Also solved by Julio Cesar Mohnsam, If Sul Campus Pelatos-RS Brazil

Q36. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

x+1 1 1 1
I x+1 .. 1 1
Let xe Rand A(x)=| ... .. .. e .. |€M, (R). Compute A(0)- A(x)- A(y)- A(z),
1 1 e ox+l 1
1 1 1 x+1

Vx,y,zeR.

Solution 1 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
We have A(O)-A(x) = A(x)-A( ) (n+x) (O) VxeR.
We obtain that 4(0) A(x)- A(0) A(»): A(0) A(2) = (n-+x) A(0): (n+ ) A(0)-(n+2) 4(0).
By the comutativity of matrices A( ) and A(O) , we deduce that:
41(0)- A(x)- A(y)- A(z) = (-+) 1+ 3) (n+ ) 4°(0).

A(

ButA3(0)=n2A(0)hence A( ) ( ) ( ) Z) (n+x)(n+y)(n+z)A(0),Vx,y,zeR.

Solution 2 by author. We have 4(0)=E e M (R), A(x)=E+x-1,, E> =nE , where.

AQ0)- A(x) = E(E+x-1,)=E> +xE =nE +xE = (x+n)E , and

AY)-AZ)=(E+ Y NE+zI ))=E* +(y+2)E+yzl, =(y+z+n)E+yzI .

Hence, A(0)- A(x)- A(y)- A(z) = (x + m)E((y + z + n)E + yzI ) = (x + n)(y + z + n)E* + (x +n)yzE =
:(x+n)((y+z+n)n+yz)E.



- CALEIDOSCOP MATEMATIC-

»Umorul este agerimea spiritului”.
(1821- 1881)

Caleidoscop matematic

I. Patrate perfecte, care se termina cu aceleasi cifre, respectiv grupe de cifre identice
cu cifrele bazei
de Kovacs Béla, Satu Mare
1. Numere cu o singura cifra:

02=0 12=1 52=25 62=36
2. Numere naturale formate din doua cifre:
25 =625 76*=5776

Demonstratie: Examinam toate numerele naturale de doua cifre, sau rezolvim urmatoarea problema:
Determinati toate numerele naturale de doua ciftre, ale caror patrate se termina cu aceleasi cifre ca si
baza

Rezolvare: Cautam cifrele a,b ,cu a #0, astfel incat ablo——oab eN
2 2 2
Avern (10a+b)”-(10a+b) _ 100a”+20ab+b” —10a—b _ a4 2ab-—a N b(b—-1)
100 100 10 100
Prima conditie este ca b -(b—1) sa fie divizibil cu 10 .
Daca b=0 sau b=1, atunci nu gasim solutii.
Daca b=5, atunci avem a’ +?_8+E , de unde obtinem a =2 .
O solutie este: 25
25%=625,25% —-25=625-25=600
Daca b=6, atunci avem a’+ % + E , de unde obtinem a=7 .

Alta solutie este 76.
762 =5776, 76— 76 = 5776 — 76 = 5700 .
Deci cele doua numere cu prorietatea cerutd sunt: 25 si 76 .

3. Numere naturale formate din trei cifre:
3762 =141.376 6252 =390.625

Demonstratie: Examinam toate numerele naturale de trei cifre, sau rezolvim urmatoarea problema:

Determinati toate numerele naturale de trei cifre, ale caror patrate se termina cu aceleasi cifre ca si baza
Rezolvare: Cautam cifrele a,b,c ,cu a #0, astfel incat

abc —abe N(100a+10b+c)2—(100a+10b+c)

000 1000 _
_10000a* +100b +¢* +2000ab + 200ac + 20bc —100a —10b—¢ _
1000

b>+2ac—a 2bc—b c(c—1)
+ +
10 100 1000

=10a° +2ab+

Prima conditie este ca ¢ (¢ — 1) sa fie divizibil cu 10 .
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Daca ¢=0 sau c=1, atunci nu obtinem solutii.

2
+ 2
Daca ¢ =15, atunci avem 10a2 +2ab+ b"+9% + % + , rezulta b=2 ,
10 100 100
. 2 6+9a . . g .
obtinem 10a” +4a+ , rezultd a=6.  Primul numar obtinut este 625 .

6252 = 390.625, 6252 — 625 = 390625 — 625 = 390000
b’+11a 11b 3
+ +

Dacda ¢=6, atunci 10a” +2ab +
10 100 100

, rezulta b=7,

obtinem 10a” +2ab + % , rezulta a=3.

Al doilea numar obtinut este 376.

376 =141.376, 376> —376 = 141376 — 376 = 141000 .
Nu sunt alte solutii.
Deci cele doua numere cu prorietatea cerutd sunt: 376 si 625 .

4.Numar natural cu patru cifre: 9376 . 9376 = 87.909.376

5.Numar natural cu cinci cifre: 90.625 . 90.625%=8.212.890.625

6.Numere naturale cu sase cifre: 109.376>=11.963.109.376
890.625%=793.212.890.625

7. Numar natural cu sapte cifre: 7.109.376 = 50.543.227.109.376

si asa maideparte: de exemplu un numar natural cu zece cifre:
1.787.109.376% = 3.193.759.921.787.109.376
si un numar §i mai mare:
607.743.740.081.787.109.376* =
=369.352.453.608.598.807.478.607.743.740.081.787.109.376
8. Generalizare:Existd numere naturale oricat de mari, ale caror patrate se termind cu aceleasi cifre ca si baza?

II. Fiecare asterisc din inmultirea de mai jos trebuie inlocuit cu o cifra din multimea
{6,7,8,9}astfel incit inmultirea sa fie corecta.

Roxana Mihaela Stanciu, Buzau si Nela Ciceu, Rosiori, Baciu

Rezolvare.
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» O vorba de duh aduce adesea o dezlegare mai buna
si mai durabila in lucruri decat asprimea”.

Horatiu

(65- 81 Hr)

n Posta redactiei

@ragi cititori, elevi si profesori, a aparut numarul 20 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, sperdm noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori Impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revista, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completii, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady_ stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in

Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si si nu mai fi fost
trimise sau sa mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare,
apartine redactiei.

(Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 21 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 15 Martie 2018. Va urdm succes si va asteptam.

ELEVI REZOLVITORI

Scoala Gimnaziala “Gh. Popescu” Mirgineni- Slobozia, Scornicesti, Olt
Clasa a VI-a: 18p. Mindreanu Florentina, Vlaicu Liliana; Clasa a VII-a: 25 p. Sima Iuliana, 17p. lonescu
Miruna, 15p. Screciu Constantin; Prof. Iuliana Trasca.

Scoala Gimnaziala Padina, Buziu

Clasa a V-a: 10p. Andronache Oana, Spataru Alexandra, 9p: lacob Mariana, Filipoiu Denisa, Spataru Denisa.
Clasa a VI-a: 20p. Hermeneanu Lavinia, 19. Balica Costin, 16p. Spataru Maria;lasageanu Gabriela, Panescu
Catalin.

Clasa a VII-a: 20p. Dinu Cristina, 19p. Dumitroiu Elena, 17p. Radu Mihaela, Jega Mihaela, 8p. Dragoescu
Petronela;

Clasa a VIII-a: 20p. Nedelcu Daniela, 19p. Ceaus Andreea, 18p. Fogor Antonia, 17p. Burlacu Alin, 8p.
Paltinatu Laura; Prof. Stanescu Ion.

a2

Scoala Gimnaziala ” Rares Voda” Ploiesti, Prahova

Clasa a V-a: 10p. Paduraru Catalina, Mihai Alexandra, Gaitanaru Andreea, Calinescu Alin, 9p Nitoiu Vlad,
8p Boboc Gabriel, Savu Gabriel

Clasa a VIII-a: 18p. Radu Elena, Savulescu Ionut, 15p. Stanescu Alina, Nicolaec Andreea. Prof. Daniela
Badea



mailto:ady_stan2005@yahoo.com

- POSTA REDACTIEI -

APARITII EDITORIALE

The book - 600 Selected Problems for Mathematical Contests — was published by Studis

Publishing House, Iagi, Romania, 2017.

Authors: Mihadly Bencze (1benczemihaly(@gmail.com) and

Marius Dragan (marius.dragan2005@yahoo.com).

Supervisor for this book is Dr. Ovidiu Bagdasar, Senior Lecturer in Mathematics, University of Derby,
United Kingdom.

Preface by Prof. Dr. Themistocles M. Rassias, Department of Mathematics, National Technical University
of Athens Zogrofou Campus.

The book can be useful for students and their teachers, who wish to be very well prepared for national and
international math competitions and Olympiads. The problems presented in this book cover a huge number of
topics in Mathematics.

Aceastd carte contine 600 de probleme cu solutii complete. Problemele din volum sunt probleme
originale ale celor doi autori si sunt reprezentative pentru ramuri ale matematicii ca: numbers theory, linear
algebra, elementar geometry, mathematical analysis.

Volumul este scris de doi matematicieni, cunoscuti in lume, care s-au remarcat ca si problemisti,
autori de articole si de carti. De asemenea, autorii fac parte din colegiile editoriale ale unor reviste de
matematica.

Acest volum poate fi folosit de catre profesori si elevi din Invatdmantul preuniversitar pentru
pregatirea concursurilor de matematica nationale §i internationale. De asemenea, aceasta culegere de probleme
poate fi folositd si de studenti pentru pregatirea concursurilor de matematica studentesti. Volumul poate fi
folosit de orice om indragostit de matematica pentru a redescoperi frumusetea... Matematicii.

Din aceste motive, recomand cu drag acest volum tuturor celor pasionati de matematica si celor care
se pregatesc pentru concursuri de matematica.

Ovidiu T. Pop
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APARITII EDITORIALE

Cartea ,,Matematica. Fise de lucru, clasa a
XII-a”, autor prof. Adrian Stan, aparutd la Editura
EditGraph, vine in intdmpinarea tuturor elevilor si
profesorilor care studiaza matematica la nivel de M2-
Matematicd Tehnologic sau Matematica - Stiinte,
continand fise de lucru pentru fiecare lectie din
programa scolara.

Ea este utild intrucat reprezintd experienta
ultimilor ani in care cunostintele elevilor trebuiesc
adaptate nivelului lor de intelegere, cartea continand
atat notiunile de teorie si exemplele pentru fiecare din
acestea cat si alte exercitii pe care sa le rezolve singuri
in clasa elevii sau cu profesorii, cat siexercitii care sa
ramand ca tema.

Aparuta in format A4, cartea contine 117 pagini
formate din figse de lucru inclusiv fise cu teme tip
proiecte de pregatire pentru bacalaureat, care se pot
face la orele de pregatire suplimentara sau le pot face
eleviiacasa.

Aparitia cartii ,,Inegalitati cu laturi si raze in
triunghi” a domnului profesor Marin Chirciu este de
o importantd deosebitd pentru toti matematicienii
fascinati de universul infinit al inegalitatilor.

Aparuta la Editura Paralela 45, cartea, de o
calitate ireprosabild, contine 300 de pagini de
inegalitati propuse si demonstrate.

Autorul a selectat dintre sutele de inegalitati in
care apar elementele triunghiului, inegalitéti celebre,
inegalitati date la concursuri sau pe care le-a propus
cu timpul in diverse reviste cum ar fi Crux Math.,
IneMath, Gazeta Matematica, RMT, Math.Mag.
Octogon, Mateinfo.ro, Recreatii Matematice si altele.

Nivelul cartii este de un nalt profesionalism
contindnd probleme accesibile tuturor dar mai ales
celor care se pregitesc  pentru concursuri si
olimpiade, problemele fiind insotite de rezolvari
complete.

Pentru informatii suplimentare sau comenzi va
puteti adresa autorului la

marin.chirciu@yahoo.com
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