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, Prin unire cresc lucrurile mici,
prin dezbinare se prabusesc cele mai mari”.
Gaius Sallustius

(86- 351.Hr) %

l! Istoria matematicii

Matematicieni roméani - contributii la Marea Unire
de prof. Adrian Stan, Buziu

Profesorul Traian Lalescu( 12 iulie 1882- 15 iunie 1929) a facut
parte din elita culturald care activa pentru reintregirea Banatului,
pronuntandu-se vehement in ziarele vremii si in publicatiile diasporei
romanesti despre necesitatea dezmembrarii Austro-Ungariei ca ,.singura
conditie a eliberarii si unititii popoarelor asuprite in imperiu”.

Articolele sale apdreau in ziarul ,,La Roumanie” din Paris intr-un
moment cand o misiune diplomatica din care facea si el parte, a guvernului
romanesc de la lasi, caci din vechiul regat mai ramasesera cateva judete in
Moldova, a fost trimisd pentru a interveni pe langa Marile Puteri pentru a sustine cauza intregirii
nationale.

Elev eminent la toate scolile carora le-a trecut pragul in copildria sa, Craiova, Roman, lasi
si apoi Scoala Nationala de Poduri si Sosele( 1900) si Facultatea de Stiinte( 1903), sectia Matematici
a Universitatii Bucuresti unde a functionat si ca profesor la cele doud, Lalescu a studiat si la Paris
unde si-a luat n 1908 doctoratul.

Fiind preocupat mai ales de problema Banatului de unde 1si avea originile dupa tata,( desi
nascut in Bucuresti, comuna Cornea de langa Caransebes a purtat-o intodeauna in inima sa), Traian
Lalescu initiaza un studiu etnografic al regiunii Banatului, ,, Le Probleme ethnographique du
Banat ” realizdnd o serie de discutii, statistici si in care 1si expune lucrdrile privind
multiculturalismul regiunii. El cuprinde in acest studiu influenta civilizatiilor romane si austro-
ungare asupra zonei si insistd pe rolul jucat In apdrarea hotarelor Europei impotriva invaziilor
turcesti.

In acest studiu prezentat si la Conferinta de Pace de la Paris din 1919, el reitereaza ideea
comunitdtii romanesti supuse unor numeroase exemple de depopulare, strdmutarea pe aceste
meleaguri a unor populatii germanice, sarbe si maghiare si in tot acest timp, populatia romaneasca a
tinut piept navalirilor turcesti, s-a luptat pentru rezistentd si pentru apararea drepturilor sale. Prin
studiul realizat asupra tuturor comunelor a cautat s demonstreze cd populatia romaneasca este
majoritara astfel, din cele 795 de comune, 472 erau cu populatie majoritard romaneasca iar celelalte
148 cu populatie majoritar germana, 109 sarbeasca, 55 maghiard si incd alte 11 comune cu alte
minoritati. Astfel, el milita pentru acordarea titlului de provincie romaneasca si alipirea ei la tara
mama.

Lui i se datoreaza infiintarea Scolii Politehnice din Timisoara in noiembrie 1920 unde a
si devenit rector dar la care a trebuit sa renunte din cauza mortii premature a sotiei lui la virsta de 28
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de ani. De asemenea, a infiintat Revista de matematica din Timisoara pe 15 martie 1921 iar

tratatul sau despre ecuatiile integrale din 1911 este primul din lume.

Pentru contributiile sale la efortul intregirii natiunii dar si pentru impresionanta activitate
didacticd si de cercetare, Lalescu a fost decorat cu numeroase ordine militare si decoratii( desi nu a
participat efectiv la razboi Intrucat nu a putut fi inrolat din cauza unor probleme de sanatate, ci doar
insarcinat cu un rol auxiliar in cadrul armatei) el a primit Steaua Romaniei in grad de comandor,
Legiunea de onoare in grad de cavaler si altele.

Un rol important in timpul razboiului 1-a avut si astronomul Gheorghe Demetrescu (1885-
1969) de la Observatorul Astronomic din Bucuresti, care fiind mobilizat pe frontul din Moldova ca
locotenent, la cererea generalului francez Berthelot a infiintat patru statii meteorologice care
transmiteau informatii aviatiei si artileriei.

Lui i se datoreaza o serie de scrieri stiintifice care se refereau la ,,Instructiuni practice de
meteorologie”, avand un nivel ridicat al continutului, in care prezinta intr-un mod elaborat tot ceea
ce tinea de fenomenele atmosferice( temperatura si umiditatea aerului, presiunea atmosferica,
influenta vantului si norilor, despre ceata, ploaie, zdpada, furtuni si diverse fenomene optice).

Profesorul Gheorghe Bratu( 1881- 1941) de la Universitatea din lasi a participat voluntar

incepand din anul 1916 ca sergent sub comanda locotenentului Octav Onicescu (1892- 1983)
( viitorul academician, 1937) care se afla la comanda corpului de aerostatie de la lasi. Cei doi
matematicieni s-au inteles foarte bine, Onicescu apreciindu-i sfaturile mai varstnicului sdu coleg,
care de altfel a si fost recompensat cu titlul de sublocotenent in 15 decembrie 1917 si apoi pe 7 iulie
1919 a primit inalta distinctie Crucea comemorativa a razboiului 1916-1918.

Profesorul Constantin Al. Parvulescu ( 1890- 1945) s-a angajat voluntar in aviatie in 1916
iar in dimineata zilei de 6 august in timp ce se afla intr-un zbor de recunoastere a observat in dreptul
Padurii Negre ca frontul rus de la Mardasesti fusese spart iar nemtii avansau vertiginos. Aliatii rusi
abandonaseri linia frontului fard sa anunte. In acest timp, echipajul avionului au anuntat de graba
comandamentul care a reusit sa ia masuri ca sa umple cu forte golul lasat de rusi si astfel sa evite un
dezastru total.

Aceastd actiune cat si altele i-au adus sublocotenentului Parvulescu numeroase onoruri
militare: Ordinul de rdzboi Virturtea militara, Steaua Romaniei cu panglica de Virtute militara,
Virtutea aeronautica cu bareta, etc. (1, pag 254-255).

In 1930 ii regisim pe G. Bratu, Parvulescu si Gh. Demetrescu fondatori ai Comitetului
national roman de astronomie, Demetrescu devenind ulterior director ( 1943-1963) al Observatorului
Astronomic de la Bucuresti.

Ion Inculet ( 5.04.1884- 18.11.1940) a fost un om politic, profesor, academician, presedinte
al Sfatului Tarii din Basarabia, presedinte al partidului taranesc din Basarabia( 1921-1923), care s-a
implicat activ Tn miscarea de unificare, fiind ales in unanimitate in 1917 la 4 decembrie de cétre cei
150 de deputati ca presedinte al Sfatului Tarii pana la data reunificarii din 27 martie 1918.

Pe 10 octombrie 1918 devenea membru al Academiei Romane.
Absolvent al Facultétii de Stiinte Fizico-matematice din Sankt Petersburg( 1911), Inculet a

fost doctor conferentiar 1n matematicd la Universitatea din Petrograd dupd care s-a intors In
Basarabia unde in 1917 devenea presedintele noii Republici Democrate Moldovenesti pana la
reunificarea cu Romania unde de asemenea a avut mai multe portofolii in guvernul Romaniei.

Bibliografie:
Andonie, George St. Istoria matematicilor aplicate clasice din Roménia. Editura Academiei R. S. Rominia.
Bucuresti. 1971.
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» Acolo unde exista o vointa, exista si un drum”.

(proverb german)

E Articole si note matematice

Integrale euleriene

de prof. Adrian Stan,
Liceul Tehnologic “Costin Nenitescu” Buzdu

Acest material prezintd o serie de tipuri de integrale din categoria celor generalizate numite euleriene.

Pentru aceasta, se definesc urmatoarele tipuri de integrale:

Integrala gamma: ['(a) = j x“"-e*dx, a)0. avand urmitoarele proprietati:
0

D Id)=1;

) I'(a)=(a-1)-T'(a-1), Va)l,

3) '(n)=(n-1)!, VrneN;

4T GJ =r.

2

1

Integrala beta: f(a,b) = .[ x*-(1-x)""dx, a)0,b)0.

0

Proprietati:
1) p(a,b)= p(b;a), Ya,b)0.
_T'(a)-T'(b)
2) B(a,b) “Ta+b) a)0,b)0.
© xa—l
3) ﬂ(a,b) = !de.
4) dacd a+b=1, atunci f(a,b)=— dA—
sin(ar)

Exemple de integrale de tip euleriene:

1.1 =Ix2 e k.
2
Rezolvare: Mai intai se foloseste schimbarea de variabila, —x+2=—t=>-x=—f-2=

X =t+2= dx=dt.Schimbam limitele de integrare si obtinem x =2 =¢=0si x=00=¢=00.

Atunci, integrala data este egala cu [ = I(t +2)*-edt = I(tz +4t+4)-e'dt =
0 0
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= J. t*e'dt+ 4_[1,‘ e'dt+ 4j e 'dt =1 +1,+]1,, care este suma a trei integrale din care primele doud sunt

euleriene de tip gamma.

Pentru /, observam cd in I'(a) = j x*"-e“dx, a)0. avem a-1 =2 adici a =3 si atunci
0

[, =T(3)=3-D!=2!=2.
Pentru /, observim ca in I'(a) = J‘xaf1 e "dx, a)0. avem a-1 =1 adica a =2 si atunci
0

I, =T'(2)=(2-1)!=1!=1, iar pentru

0

K a
I, avem Iy = [e”'dt = (™) 0:—e*“+e° =—%+1=1.A§adar, [=[x*-e ?dr=2+4-1+4=10.
0 e 2

2) [ = Ix3 e dx.
1
o ne . t 1 R .
Rezolvare: Mai intii facem notatia —2x = —f = x = E =dx= Edt si schimbam si limitele de integrare,

astfel x=1=¢=2, x=0=>t=0

) 3 )
t o1 1 -
Rezulté,I:I — -et-—dt:—~.[t3-etdt
5\ 2 2 16 -
Observam ca integrala obtinutd este una euleriand si anume, o integrald gamma de forma
I'(a)= I x“"-e*dx, a)0, unde facem notatia 3 = a-1 adicd a =4 si atunci obtinem:
0

1 1 6
[=—-T(#)=—(@4-1)=—=
16 T W=7 D=1g

o | W

3. [=|x-edx.
[+
0

1
= dx=—dt.Pentru x=0=¢=0si x=0=¢=00

t(ldtj :l
3 3

1
Am obtinut o integrald gamma unde facem notatia E =a-1=a=

Rezolvare: Se face substitutia —3x =—f = x =

W | ~

S

Astfel, szx/;-e"“dx:]:x; -é”%ixz?(éj v T % e’'dt =
0 0

0 0

l\-)lbJ L'.:))‘H|»—

Byl

HI=[—1 4.
) 0(‘/;(1+x)x

0

° 1
Rezolvare: Integrala data se mai scrie de forma [ = J.Wx = J.x—l dx = p(a,b),
+x x+

0
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care este o integrald beta f(a,b) = .[ —dx. , in care facem notatia a —1=——= a =— si conform
o (1+x)° 4 4
definitiei, cum a+b=1= f(a;b) = — % S-afolosit formula P(a,b) =— , dacd a+b=1.
.3 sin(ar)
sin(= 1)
4
5) 1 =J.%dx
o d+x7)
< 1
Rezolvare: In integrala dati se face substitutia x> =¢ = x = \/; =dx= th . Atunci,
4
0 \/; 0 1 0 n
I=|———dx= =— =— =— ,B(a b). Aceasta este o
232
) (1+x%) -([(1+t) 2{ 2 ! j(1+z)

1 1 3
integrald beta, in care facem notatia a —1= ) =>a= 3 sidina+b=2=5b=2 5 = 3 Asadar,

1 3 (3 3 1.1
1 F(E)'F(E) 1 \/;(2 1)F(2 D \/;-EF(E)

1 13
I=3P59=7 "1 =2 2-1)! 2 - T
S-au folosit formulele fB(a,b) :w si ['(a)=(a—-DI(a-1), Va)l, I'(n)=(n-1)!,VneN.
I'(a+b)

1
6). I:J'\/;-ln%c dx.
0

t
Rezolvare: Se face substitutia Inx=¢=> x=¢' = dx=¢'dt si \Jx =+Je' =e2.

Din schimbarea limitelor de integrare x 0=¢t=-0, x=1=¢=0 se obtine o integrald gama
0 3t

1= I\/_ In’ x dx = Iez e dt—_[ £*-e2dt in care trebuie si facem notatiile

—00

3t 2 2
3:—y:>t=—§y:dt=—§dy§i schimband limitele t = -0 = y =00 si t =0= y =0 obtinem:

1 0 3t 0 3 ©
I=I&-ln3x dx = J. t3-ezdt:-|.(—gyj -ey-(—gjaz’y:—g-.[)Q-e'Va’y——E 1“(4)——2
0 —0 0

3 3 81 3 81 27

Bibliografie:
Matematici aplicate in economie. Silvia Dedu, Florentin Serban. Editua Teocora. 2009

» Ultimul pas al ratiunii este de a recunoaste ca exista o infinitate de lucruri care
o depasesc”.
Pascal
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in legituri cu problema 27336 din GM 2/2017
Clasa a IX-a

. o o 1
Marin Chirciu

Fie numerele x,x,,x;,x,,X;,X, € (0,00) cu proprietatea ca ! I 1 I ! I 1 % 1 I 1 =
I+x  I+x, I4+x 1+x, 1+x 1+x
1 1 1 1 1 1
+ + + + + >1.
1+25x, 1+25x, 14+25x; 1+25x, 1+25x; 1+25x,

Lucian Tutescu si Liviu Smarandache, Craiova

Sa se arate ca

Solutie

1—
=y,avemx = - , iar problema se reformuleaza:
y

Cu substitutia
I+x

Fie numerele y,,¥,, V5, V4 Vs> Ve € (0,00) cu proprietateaca y, + ¥, + y; + Y, + Vs + Y, =95.
N /) " Vs n Yy 4 s n Ve >1.
25-24y, 25-24y, 25-24y, 25-24y, 25-24y. 25-24y,
Folosind inegalitatea Iui Bergstrom obtinem
y ¥ (n) 25
Z ! :Z 1 =2 > = > 21, unde ultima inegalitate este
25-24y, 25y, -24y] 25Dy —24> y 25:5-24>
echivalenta cu25>25-5— 242 R 242 ¥ 2100 < 62 y; > 25, adevirata tot din inegalitatea lui

Bergstrom:

Sa se arate ca

2 2 2 2 2 2 2
Intr-adevar, RATSP P WP LU RPN Aty + s +0ut Y5+ ) _2 .
1 1 1 1 1 1 1+1+1+1+1+1 6

5
Egalitatea are loc daca sinumaidacd y, =y, = y; =V, = Vs = Vg = g, adica pentru

X=X, =Xy =X, =Xg =X =—.

5

Nota.
Problema se poate dezvolta:

. . 1 1
Fie numerele x,,x,,..,X, e(O,oo) cu proprietatea ca + +..+ =n—-1,neN,n>3.

I+x 1+x, I+x,

5 5 1 1 1 . T

Sa se arate ca >—+ — ...+ —=1. Marin Chirciu, Pitesti
1+(n—1) X, 1+(n—1) X, 1+(n—1) X,
Solutie
Cu substitutia 1 =) avemx= — si problema se reformuleaza:
+x b%

Fie numerele y,,y,,....», € (O,oo) cu proprietatea ca

V+y,+ot+y =n-1.

Sa se arate ca

! Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Folosind inegalitatea lui Bergstrom
2
i :Z y12 > (Zyl) —
(n —1)2 —(n2 —Zn)y1 (n —1)2 A2 —(n2 —Zn)yl2 (n —1)2 Zyl —(n2 —211)21)/12
2
( 1)3 (Z —2 1)2 )Z —~ 21, unde ultima inegalitate este echivalentd cu
n—=1) —\(n"=2n)) y,
(n=1)">(n-1) —(n2 —2n)Zy]2 = (n2 —2n)Zy12 >(n-1)~(n-1) &

(n2 - Zn)z yp > (n - 1)2 (n - 2) = nz V> (n - 1)2 , adevirata tot din inegalitatea lui Bergstrom:

obtinem z

y_12+y_22+ +y_32 (yl+y2 +'"+yn)2 _ (n_1)2 ‘

Intr-adevar . =

1 1 I+1+..+1 n

n—1
Egalitatea are loc daca si numaidacd y, =y, =..=y, = , adicd pentru
n
1
X=X, =.=Xx,=——.
n—1

Pentrun =6 se obtine problema 27336 din GM 2/2017.

O extindere si o rafinare pentru inegalitatea lui Cesaro
de Neculai Stanciu, Buziu si Titu Zvonaru, Comanesti

Inegalitatea lui Cesaro:

Dacg X>V»Z > 0 . atunci (x+y)(y+z)(z+x)> 8xyz, ©).
Vom demonstra urmétoarea intercalare pentru inegalitatea (C) :

x,5,2>0 si m>1, atunci

24xyz X y z 3
< + + < ().
(m+2)x+y)(y+z)(z+x) mx+y+z x+my+z x+y+mz m+2
Pentru inegalitatea din stanga: cu inegalitatea MA-MH avem
1 1 1 9
+ + 2 2 2, 2 2, 2 2

vzimx+y+z) zx(x+my+z) xy(x+y+mz) 3mxyz+x"y+xy +yz+yz +xz+xz
Rémane de aratat ca

Daca

9 24
> <
3mxyz+x°y+ x> +yz4+yz +x°z+xz20 (m+2)(x+y)(y+z)(z+x)

S3m+2)(X°y+xy + vz +yzt +x°z+x27) + 6(m +2)xyz >

> 24mxyz+8(x°y+xy* +y’z+yzt + X’z +x2°) &
S Bm=-2)(X’y+xy° +y’z+yz" +x°z+xz) = 6(3m —2)xyz, adevirat cu MA-MG.
Pentru inegalitatea din dreapta avem:

y_ _322( x _1} lz(x—y+x—zJ:

gmemx+y+z m+2 Zimx+y+z m+2 m+2g\mx+y+z mx+y+z

__ 1 Z( x-y o y-x j_ L s —(n=bx=p)®

m+2g\mx+y+z x+my+z m+2(mx+y+z)(x+my+z) B
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Asupra unor functii si medii pe R’
de D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu si Gabriel Tica

Vom nota cu M (]Ri) multimea tuturor mediilor care se pot defini pe Ri iarcu F (]Ri) multimea

tuturor functiilor f : Ri - Ri. Sa mai notam cu A media aritmeticd, G media geometrica, H media

armonica si P media patratica, adica:
a ta,+..+a
1 2 n_ . _ .
A(a,,a,,...,a,) = " ; Gla,,a,,...,a,)=1%a,-a,-...-a, ;

2 2 2
n a, +Clz +..+a
H(al,az,...,an)= ; P(alaaz,--'5an)= s ’
1 1 1 n
A
a, a, a

unde ne N.,n>2sia,,a,,..,a, €R.,.

Este evident ca {A, G, H, P} c M (R;) i si consideram propozitiile:
P M(M(x,y),M(z,t))=M(x,y,z,t), VX, y,z,t €R, cu M € M(R)"’;
g M(x,y,z,M(x,y,2)) = M(x,y,z), Vx,y,z€ R, cu M e M(R.)"’;
rM(x,y,z,t) =t =>t=M(x,y,z)cux,y,z€ R, si M e M(R,)”.

Sa notam N(R.) = {M eM (R)| M verifica propozitiile p, g, r}.
Deoarece {A, G,H,P} C N(Ri)rezulté ci NR)=D.

Sa demonstram acum urmétoarea:
Propozitie. Fie f € F(R.) si M,N € N(R.). Daca:

M(f(x),f(») = f(N(x,»)), Vx,y € R, (1)

atunci,
M(f(x), f(2), f(2)) = f(N(x,,2)),Yx,p,z € R, 2)
Demonstratie. Deoarece M € N(R.), atunci:
M(f(x), f(0), f(2), f() = MM (f (x), fF(D) M (f(2), £(D))), Vx,y,2, € R, (3)
Deoarece M (f(x), f(¥)) = f(N(x,)), Vx,y € R, din relatia (3) deducem:
M(f(x), f(0), f(2), f (1)) = M(f(N(x, ), f(N(z,0)) =

= f(N(N(x,¥),N(z,0)) = f(N(x,9,2,0)),Yx,,2,1 € R; (4)
Daca in relatia (4) ludm ¢ = N(x, y,z) rezulta (conformq ):
M(f(x), f (1), f(2), f@) = f(N(x,p,2)) = f(t),Vx,p,z € R, ()

Conform cu proprietatea » din relatia (5) obtinem ca:

SO =Mf(x),f(3),f(2),Vx,p,z€ R. &
S M), f(»), f(2) = [(N(x,,2)),Vx,y,2 € R,

si cu aceasta propozitia este demonstrata.
Sa observam ca {A, G,H, P}  N(R.)si atunci conform propozitiei demonstrate, pentru orice f € F(R.)
si pentru orice (X,Y) € {A, G,H,P}x {A, G,H,P} daci:
X(f (), f()) = f(¥(x,3)),Vx,y € R, (©)

atunci:

X(f(), f), f(2) = f(Y(x,,2)), VX, p,z € R; (7
Aplicatii
1.Daci X = A4,Y =Gsidaca f € F(R’) are proprietatea ca

f)+ f()=2-f(Jx),Vx,y eR’, atunci:
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fO)+fW)+f(2) =3 fQlxyz),Vx,p,z € R,
adicd am obtinut problema C.6.1 din RM.T nr. 2/1983, autor Marian Dinca.
2.Daci X = A,Y = H sidaca f € F(R.) are proprictatea ci

f(x)+f(y)=2-f£%],‘v’x,ye]1§i,atunci:

£+ fO)+ f(2) =3 f( 3z

adica am obtinut una dintre problemele propuse la Olimpiada Locald de Matematica, Suceava 1987, autor
Vasile Monacu.

3. Daca (X,Y) parcurge toate elementele produsului cartezian {A, G,H, P}x {A, G,H, P}
iar feF (R:) verifica relatia (6) atunci ea verifica si relatia (7). Am obtinut astfel toate propozitiile
demonstrate in [1].

—J,‘v’x,y,zeR:,
Xy + yz+zx

Bibliografie:
1. Baitinetu-Giurgiu, M.D., In legatura cu doua probleme de concurs, Revista de Matematica din Craiova,
’Cardinal’’, Anul VIII, nr. 1, 1997/1998, pp. 1-4.

Caleidoscop matematic

Puteti completa spatiul punctat cu cifra corespunziatoare?

1111-0 3333-0
1011-1 3518-2
2222 -0 5588 -4
2134-0 6853 -3
3303 -1 7777 -0
3125-0 9885 -5
5610 -2 7069 -3
2789 -3 9567 -2
8801—-4 9886 —.........777

Raspuns la pagina 56.
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,» Cel care cunoaste toate raspunsurile,
nu a fost intrebat suficient”.
Confucius

(551- 479)

E’ Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

G:772  Punctul M apartine segmentului [AB] si [MB] este de 23 ori jumatatea treimii sfertului

segmentului [AB]. A céta parte din [AB] este [AM ] ? Ton Stinescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: M
I 11 23 1
MB=23-——-—. AB=—AB = AM =— AB Al l I
234 24 24 ! b b

G:773 Precupeata Ioana vinde in piati oua. Ea reuseste sa vinda intreaga cantitate in 4 zile dupa cum
urmeaza:

S . - Z .. . < <« 1 0.

In prima zi vinde 3 din cantitatea totala de oua si 3 dintr-un ou,

2 s o 2 .. . « < . A

In a doua zi vinde 3 din cantitatea ramasa dupa prima zi si 3 dintr-un ou,
& s 2. . < < « O

In a treia zi vinde = din cantitatea ramasi dupa a doua zi si 3 dintr-un ou,

2 A z .. . < AP A A < < s .
In cea de-a patra zi vinde 2 din cantitate dupa a treia zi si 3 dintr-un ou ramanand astfel fira niciun ou

dupa cele patru zile. Cite oud a avut precupeata intial?
Ramona- Carmen Grigore, Maria Boborel , Craiova

Rezolvare:

Notam cu x - numarul total de oua

A . . 2 1 - A A 2 1 <

In prima zi vinde: 3 X + 3 ramanand: x — (5' x+ E) = —— —- ouad (noul rest),

A .. 2ix 1 1 ® 1 2fx 1 1 x 4

Ina a z1 vin :————) = réménén:————[—(———) —]=———— a (noul rest
dou deﬂ\3 3+3 cl3 . 243 3—|—3 5 gou(oues),

A . .. 2= &% 1 . . . x 4 29x 4 1 x 13 .

In a treia zi vinde: —(— —=|+ - rdmanand: - — - — [—(— - —) + —} = — — — - oud (noul rest),

i\s 9 3 5 9 3vy 9 3 27 27
5 .. zfx 13 1 . . . . ox 13 2fx 13 1 x40 .
In cea de-a patra zi vinde: —(— - —) +-raméanand: ——— — [— (— - —) += ] = — ——-oud (noul
F\2z7 27 3 27 2 a\zr 2 3 Bl 81

rest), Insd dupa cea de-a patra zi precupeata ramanand fara niciun ou inseamna ca noul rest este 0.
x40 x 40 <

Deci: ——— =0+ —= —= x = 40oua.

Bl Bl g1 Bl

Precupeata a avut initial 40 de oua.

— _2 —_— —
G:774. Determinati numarul natural ab stiind ¢d aa +aa x (ab - b) +b=2018.

Nicolae Ivischescu , Canada
Rezolvare:

Evident aanu poate fi mai mare decat 45, deoarece 45> =2025)2018 iar atunci dand valori lui aa si cum

44 nu verifica relatia datd, gasim a=3 si prin inlocuire se obtine b=5. Asadar, ab =35.
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. < 2018n+2 2018n+6 * ~ .e < . « .
G:775. Fie numirul x =2"""".5"""" -7 neN . Si se afle n stiind ci: suma cifrelor numirului x

este 36348.
TulianaTrasca, Olt

Rezolvare:
x = 220M8n¥2 S _ g — = 511022 7. x=625000...0-7 = x =624999..93
—— ——

2018n+2 2018n+1

Suma cifrelor numarului x este 6+2+4+3+9-(2018n +l) =24+18162n.
24+18162n=36348=>n=2

G:776. Si se scrie numerele 38, 38”, 38" 7€ N ca sumi de trei pitrate perfecte nenule si distincte.
Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: 38=2"+3" +57; 38°=(2:19) =27-(1+6> +18”) =2 +12* +36’.
38" =38 =38%72.38" =382} + (38" -12) +(38""-36) , daca n este par, n=2k;
38" =387 =38% .38 = (38" -2) +(38"-3) +(38"-5)’,. daca n este impar, n=2kc+1;

G:777. Scrieti numirul 1035 ca diferenta de doua patrate perfecte.
Diaconu Radu, Sibiu

Rezolvare: Avem x> —y° =1035 < (x—y)-(x+y)=3"-5-23. Cum x,y e N, trebuieca x — y > 1.
Cum x—y,x+ y € N, putem avea posibilitatile: (x— V,X+ y) € {(1;1035), (3;345),(9;1 15),(15;69)} .
Rezulta (x; y) € {(5 18;517),(174;171),(62;53),(42; 27)}

G:778. Determinati valorile naturale ale lui n pentru care numirul a =0,7+1,7+2,7+....4+n,7 este,

de asemenea natural.
Marian Ciuperceanu , Craiova

Rezolvare:

Cum n(n+1) este par, deducem @eN.Atunci, aeN:%(n+l)eN:>n+1:10k, keN*,

Deci, n=10" -1, adici ne{9;99;999;....;99...9,...}.

G:779. Sa se determine cifrele a si b stiind ca in sistemul zecimal restul impartirii numéarului aaaa la
ba esteab .

Petre Réau, Galati
Rezolvare:

A=aaaa—%=llllla—10a—b=11101a—b=11101(10b+a)—111011b=11101%—31-3581b.

Stiind ca A se divide cu ba , rezultd ca produsul 31-35815 se divide cu ba . Cum 3581 este prim, atunci 31b
— 31b b—3a
se divide cu ba . =3+ = b =3a. Asadar, (a,b) €1(1;3),(2;6),(3;9)}.
T T0bta T 10b+a adar, (,5) €{(1:3),(2:6),(3:9)}

G:780. Determinati numerele prime p si 7 astfel incat p4 —q si p4 +q sa fie de asemenea numere

prime.
Lucian Tutescu , Grigore Dan — Lucian, Craiova

Rezolvare: Evident p si g nu pot fi simultan impare. Asadar avem doua cazuri:

Daca p=2= (16—q,16+q) =1; convine q=3, q=13.

Daci q=2 atunci p*—2 sip®+2 trebuie si fie numere prime. Pentru p =3k +1=> p* +2 =M,
si p* +2)3, asadar, p=3k de unde p=3 si atunci p* —2=79, sip*+2=283.

in concluzie, (p;q)= {(2;3), (2;13),(3; 2)} .
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G:781. Aritati cd numéarul N =111...1 este compus.
H’_/

2010 del
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
2010
Rezolvare: N =1+10+...+10° = 107 -1 = 1(1020]0 -1).
10-1 9
2010=2-1005 =10 —-1= (102)1005 -1= (102 -1+ 10" +10** +10°% +... + 101004'2)Rezu1t€1

10% -1
9

=11-1+10" +10°% +10°? +...+10'°*?*) = numar compus.

Observatie: Se stie cd orice numar cu un numar par de cifre identice este un multiplu de 11.

)1+10" +10*2 +10°2 +...4+10'?) =

N :é(lo”“) ~1)=(

G:782. Si se arate ci numirul 2°"*? -3*""' + 7" este divizibil cu 13 pentru orice numir natural n.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Avem: 27" .3 47" =4.8".3.9" +7" =12-72" +7" =13-72" = (72" =71")
Deoarece (a" —b"):(a—b) pentru orice doud numere naturale a si b (a>b) si n natural, deducem ci
numirul (72" —7"):(72-7), adici se divide la 65=15-13 si deci la 13. Cum si celilalt numir se divide la

13 rezultd ca numarul dat se divide la 13.

G:783. Determinati citul si restul impartirii numirului 7>°"*1a 8.7°" TulianaTrasca, Olt

Rezolvare: 7°"* =343.7%" =(336+7)-7" =(8-7"")- 42+ 7"

Cum7"'° < 8.7 = catul este 42, iar restul este 72"

. Notim cu A4 multimea numerelor de cinci cifre distincte formate cu elementele multimii
{1,2,3,7,8}. Determinati m € A astfel incat 4m € A .(in legituri cu problema E:14596)

Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Trebuie determinate cifrele a,b,c,d, e si x,y,z,t,u astfel incét
{a,b,c,d,e} = {x, v, z,t,u} = {1,2,3,7,8} si 4-abcbde = xyztu .
Se vede usor ¢d @ =1saua = 2, iar din motive de paritate, # =2 sau u = 8.
1)4-1bcde = xyztu . Deoarece x > 4si 4-18732 = 74928, rezultica x =7 .

Pentru a obtine x =7, trebuieca b =7 sau b=8.
(i)Fieb = 7, trebuie ca ¢ = 8 (altfel nu obtinem cifra de transport 3):
4-17823 =71292;4-17832 = 71328 care este solutie.

(ii)Fie b =8 . Avem 4-18cde = Tyztu .

4-18273=73092si4-18723 = 74892 si nu obtinem solutii.

-Daca u =8, atunci 4-18cde = 7yzt8 = 4-18cd2 = Tyzt8 sau 4-18cd7 = 7yzt8 si avem posibilitatile:
4-18372 =73488,4-18732 = 74928, 4-18237 = 72948 ,4-18327 = 73308 ; nu obtinem solutii.

2)4 - 2bcde = xyztu . Deducem usor ca b =1,x = 8 si atunci nu putem avea decat 4 -2lcde = 8yzt2 , adica

e=3saue=8§:
4.21783=87132,4-21873 =87612,4-21378 =85512,4-21738 = 86952.
Am obtinut doud solutii 4-17832 =71328 si 4-21783 =87132.

. . . . - 2 2 P .
G:785. a)Determinati cel mai mic numir natural de forma a” + b~ care are 25 de divizori cu
proprietatea ci asi b sunt numere naturale, prime intre ele;
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b) Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale, prime intre ele, astfel incit a’ +b” este cel

Sclipirea Mintii 22

mai mic numar care are 25 de divizori.
Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: a) Fie A=a’ +b°. Deoarece Aare 25 de divizori, atunci 4= p**sau 4= p*q*, unde psi
g sunt numere prime distincte. Se mai stie ¢ un numar natural A este suma de doua patrate perfecte, prime
intre ele, dacd si numai dacd A este de forma 4k +1sau 4k +2.  Deci, 4=5%-13* =17850625.
b) Fie A=a’ +b>. Deoarece A are 25 de divizori, atunci 4 = p**sau 4= p*q*,unde psi ¢ sunt numere
prime distincte. A este de forma 4k +1sau 4k + 2. Deci, 4=5%-13* =17850625.

Dupa ceva calcule am obtinut 12 perechi (a,b); dintre acestea doar doua verifica conditia (a,b) =1 si anume

(a,b) =(2016,3713), respectiv (a,b) =(2047,3696) .

G:786.. Si se demonstreze cii 10" —10" se poate scrie ca sumi a 18k pitrate perfecte nenule oricare

ar fi n si £ numere naturale nenule.
Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:  Avem: 10" —10" =9(10" +10™" +...+10"*™");

17432 =10 =10 =10 (1> +3%) = (10° ] + (3-10 |, (1);

6> +8> =10% =10%*> =10% (6> +8%) = (10* - 6) +(8-10" |, 2).

Din (1) si (2) rezulta ca oricare ar fi # numar natural nenul exista numerele natural nenule a si b astfel incat:
10" =a®* +5,(3). Dar, 10" =10" =9(10" +10"" +...+10""*™"), (4).

Din (3) si (4) rezulta concluzia.

46391
G:787. Sa se arate ca fractia F = ﬂ , este reductibila.
34289

Ionel Tudor , Céalugareni , Giurgiu

a-b e
este reductibila.

. a i1
Rezolvare: Aratam ca fractia F' = E este reductibila <

“=" Fie Fzgreductibilé. Atunci, a =md, b=nd, deZ—{—l;O;l},m,neZ*.

a-b (m-n)d m-n
b nd n

este reductibila.

“<=" Daca a este reductibild , atunci a—b=kd, b=nd, d €Z —{—l; 0;1} Jk,nel*

a-b kd k _a k b+kd nd+kd“ n+k
= =—=———l=—= = =

a
b g_n b n Z b nd n
- a 23-2017 46391

F=22 = .
b 17-2017 34289

.. a e
,adicd F = g este reductibila.

Pentru a =46391,b = 34289 obtine

= Clasa a VI-a

+1 3
G:788. Aflati x, y, z, intregi, daca XT _Z__Z 1 Ion Stinescu, Smeeni, Buziu
y o ox-=
Rezolvare: Relatia data presupune: 1) y(x+1)=6. 2) yz=3(x-1). 3) (x+1)(x-1) =2z.. Obtinem:

(x,y,z) € {(5;1;12), (—7,—1,24),(—3,—3,4)} .
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G:789. Gasiti cel mai mare si cel mai mic numir natural cu cifre diferite, astfel incat cifra miilor sa
fie7, iar produsul cifrelor din stanga lui 7 sa fie maxim si egal cu produsul cifrelor din dreapta lui 7.
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

Rezolvare: Din 1-2°3-...-9=70"7 22=70'72'72,avem 72=3-4-6=18'9.Deci 9817643 ¢ cel mai mare, iar
897346 e cel mai mic.

G:790. Sa se arate ca numirul m=4072324 este patrat perfect iar numarul n=1357441 este compus.
Ionel Tudor , Cilugareni , Giurgiu
Rezolvare:Numarul m este divizibil cu 4 si 1l scriem succesiv:

m=4-1018081=4(1000000 + 18000 +81) = 4(1000° +2-1009 + 9*) = 4-(1009)* = 2018,
4072323 2018 -1 (2017+1)(2019-1)—1 2017-2019
3 3

n=1357441= =2017-673.

G:791. Determinati céte regiuni determina 2019 dreptre coplanare, oricare doui neparalele si oricare
trei neconcurente.
Nicolae Ivaschescu, Canada

n(n+1)
2

Rezolvare: Numarul de regiuni determinate de n drepte coplanar este egal cu +1. In cazul nostru

n = 2109 iar numarul de regiuni este egal cu 2019-1010+1.

G:792. Rezolvati in numere intregi ecuatia: x+7xy =-11.

Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare. Ecuatia se scrie astfel: x+7xy=-11< x-(1+7y)=-11.

g oyt

a). x=-11. Atunci 1+7y=1= y=0. b). x =—1. Atunci l+7yzll:y:§¢2.

c). x=1. Ob;ineml+7y:—11:>y:—%¢2. d). x=11. Ob‘gineml+7y:—l:>y:—%$2.

Solutia ecuatiei este: S = {(— 1 1,0)}.

G:793. Determinati numerele naturale x, y si z stiind ca satisfac simultan conditiile:

1) g P A %; 2) xyz=2xy+xz+5yz; Mircea Mario Stoica, Arad

2
Rezolvare: Evident, din 1) rezultd x =5k, y =2k, z=4k, k € N. Atunci,

xyz =40k, 2xy+xz+5yz=80k>. Din 2) rezulta ke{0;2} iar x=0,y=0,z=0 sau x=10,y=4,z=8.

G:794. Fie a,b,c €N, pentru care existi numerele prime intre ele x si y cu x+ y=n, unde
2a-b)(c—2a
(2a-b)c-2a)

Xy
Rezolvare: Din datele problemei rezultd 2a(x+ y) = xb+ yc < x(2a—b) = y(c—2a) . Cum

(x,)=1=>2a-b=M sic-2a=M = 2a-b=ydsic-2a=xB, 4,BeN.
(2a—-b)(c—2a) yA-xB
Xy Xy

G:795. Sa se arate ca pentru orice k natural, k>1, numarul A = 9%+19% +29% +...+99* se divide cu 540
atunci cind k este impar si cu 30 atunci cind k este par.

n € N astfel incat 2na = xb + yc . Aritati ca Marin Chirciu, Pitesti

=ABeN.

Atunci,

Petre Réu, Galati
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Rezolvare:

Rezolvare: In afard de termenii cu baza 19, 29, 49, 69, 79 si 89, ceilalti sunt multipli de 3. Se poate observa ca
19, 49 si 79 dau restul 1 la Tmpartirea cu 3 iar 29, 69 si 89 dau restul 2 la impartirea cu 3. Din (3a+1)k =
3M+1 si (3b+2)k = M3+2k, avem ca A = M3+ 3’1 + 32k = M3. Asadar, numarul A se divide cu 3.
Totodati, fiecare termen al lui A se termina cu aceeasi cifrd cu care se termina si numarul 9%, Fiind zece
termeni, inseamnd cd numarul A se va termina cu 0, deci este divizibil cu 10. Asadar, indiferent de paritatea
lui k, A se divide cu 3'10 = 30.

Sa ne ocupadm acum 1n mod special de cazul in care k ar fi un numar impar.

Se observa cd daca grupam cate doi termeni de la extremitati, si stiind ca a“+b* este multiplu de (a+b) pentru
orice k>1 natural impar, avem cd numarul A se divide cu 9+99 = 19+89 = 29+79 = 39+69 = 49+59 = 108.
Cum am aratat deja ca A se divide cu 5, rezulta ca, pentru k impar, A se divide cu 1085 = 540.

G:796.. Si se arate ci oricare ar fi cifra nenuli x, numirul 4 =2081%""*" +8102"2*' + 2083 %" este
divizibil cu zece.
TulianaTrasca, Olt

Rezolvare: U(2081°°%") =1
2081 =x-10" +2080+1 € M, +1:>U(8102m) =2 x2001=x-10'+2088+3 M, +3:>U(2083x2091) =7

U(4)=U (20817 +8102" +2083 " | = 0= 4i10

G:797. Demonstrati ci numirul 999...9 +199...900...0 este compus.

2011de9 1005 de 9,1005 de 0
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare : A4 =999..9=10"""-1; B =199...900...0 =2-10°""" —1005.

2011de9 1005 de 91005 de 0

A +B — 102011 + 2 .102010 _101005 _1 — 12.102010 _101005 _1 —
=(3-10" —1)(4-10"" +1) = 2999...9 - 4000...01 = numir compus.
—

1005de 9 1004 de 0

ab+ac+b ac+ad+2c ab+ad+b+2d

G:798|. Sa se determine numerele abcd , stiind ca: 5
2a+3 3a+3 4a” +5a

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare : Conforom proprietatii sirului de rapoarte egale, avem:

ab+ac+b ac+ad+2c ab+ad+b+2d 2ab+2ac+2ad +2b+2c+2d

2a+3 3a+3 4a* +5a 4a® +10a +6
_alb+c+d)+(b+c+d) (a+1))b+c+d) b+c+d -
2a° +5a+3 (a+1)(2a+3) 2a+3

ab+ac+b=b+c+d S ab+ac=c+d d=ab+ac—-—c=

2a+3 2a+3
2 2
ab+ac+b _ ac+2c+ab+a’c ac<:>b(2a3—6a—3)+c(2a3+a+6)=0-
2a+3 3a+3

Dacd a=1=7b=9c=b=c=d=0saub=9,c=7,d =9 = abcd € {1000,1979};

Dacd a > 2 = 2a’ —6a —3 > Osi egalitatea de mai sus este verificatd numai dac

b=c=0=d =0= abcd € {2000,3000,4000,5000,6000,7000,8000,9000}.

In concluzie abed e {1000,2000,3000,4000,5000,6000,7000,8000,9000,1979}.
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G:799. Trei copii au impreuna 410 lei. Dupa ce fiecare cheltuie din banii proprii 75% , 80%
respectiv 85%, atunci raman cu sume egale de bani. Cati bani a avut fiecare la inceput?
Marian Ciuperceanu , Craiova

Rezolvare: a+b+c=410; (1) a—ﬁ-a:x, b———b=x, c—ﬁ-c:xj
100 100

a=4x,b=5x,c= %x. Inlocuind in (1) rezultd x =30 => a =120lei, b=150lei, ¢ =200lei .

G:800. Stabiliti paritatea numarului 4=(n+2011)(37+5)(n+2018)+7", unde neN.

IulianaTrasca, Olt
Rezolvare: (n+2018)—(n+2011)=7 = numerele n+2018si n+2011 au paritati diferite, deci unul este par

Deci: produsul (n+2011)(3n+5)(n+2018) este par. Numirul 7" este impar, Ve N . Deci 4 este impar

G:801. a) Fie k si 7 numere naturale nenule. Aritati ca daca A=(n, +1)-(n, +1)-...-(n, +1) -1 si

B=(n,, +)-(n,+D-..-(n,,, +1)—1,atunci AB+ A+B=(n+1)-(n,+1)-...-(n,,,, +D—1.

b) Pe o tabla sunt scrise inversele numerelor 1, 2, 3,..., 2017. Alegem doua dintre numerele de pe tabla,

le stergem si in locul lor scriem numirul obtinut prin adunarea sumei lor cu produsul lor. Continuam

procedeul pana cind pe tabld raimine un singur numaér. Care este ultimul numar ramas pe tabla?
Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:

a) Observimcda A =(A+1)—1, B=(B+1)—1.Scriind AB+ A+ B =(A+1)(B +1)—1 rezultatul rezulta
imediat.

b) De la punctul a) rezultd imediat cd daca pe tabld sunt scrise numerele n,,n,,...,n, si aplicaim operatiile
procedeului acestor numere pana cand pe tabld ramane un singur numar acesta este

1

11
2’3777 2017

(n, +1)-(n, +1)-...-(n, + 1) — 1. In cazul nostru, numerele scrise la inceput pe tabla sunt 1,

iar ultimul numar ras pe tabla va fi

(1+1) l+1 l+1... ! +1|—- :z-é-i-...-%:2018—1:2017.
2 3 2017 1 23 2017

G:802. Daci doua siruri a,,a,,...,a,y; $i b,,b,,...,h,,; sunt construite dupi regulile :

a, a a
~ = L= (n > 2) si fiecare fractie
b, b, +b

n n—1 n—=2

n—1

()a, =1999si a, = 2003 3(i)b, = 2011sib, = 2017 (i)

a a

b—” se considera ireductibili, atunci determinati cea mai mare si cea mai mica fractie de forma b” .
Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Observam ca numerele 1999, 2003, 2011 si 2017 sunt numere prime.

a+c

c
<—.
b+d d

a c a
Lema. Daca g < E (a,b,c, d> 0), unde ambele fractii sunt ireductibile, atunci ; <

. a c
Demonstratie. Deoarece Z < E ,avem ad < cb, de unde

+ b(a+ b+cb b+ad b+d
atc _blate) abte > abtad _ a( ) = ﬁ. Similar se demonstraeza si cealalta inegalitate

b+d bb+d) bb+d) bb+d) bb+d) b

a C .
Astfel, daca luam ¢, = —, vedem ca de fiecare datd putem crea un nou termen, “care este” intre cei doi
n
termeni precedenti.  Asadar, obtinem:
C, <€y <Ca<Cg <€y <o <0y aen <Gy <on<0g <€, <05 <€y <.



- PROBLEME REZOLVATE -

_1- . . s— - 7-.7""' _
Sclipirea Mintii 22 \ |/
=¥+ )
. . . 1999 . D . 2003
Deci, cea mai mare fractie estec, = —— si cea mai mica fractie estec, = ——.
2011 2017
X z
G:803. Si se arate cd existd o infinitate de fractii — si — cu x,y,z,teN*  astfel incat
y !
X z X z .. o
—t—=——. Viorica Dogaru , Giurgiu
y t yt
Rezolvare: Dupa eliminarea numitorilor in egalitatea din enunt obtinem:
X—=y)z .
Xt+yz=xz; xt=xz—yz; xt=(x—y)z=>t= x=y)z (*)  Impunem conditiile x>x-y>0.
X

In (*) avem ¢ € N*, doar daci x|z (deoarece Ay (1).
X

Pentru x = m € N*, arbitrar fie z=kx si x—y=n(m, unde n,k e N*. Deci y=x—n=m—-neN*si

. -mk
z=mk € N* In (*) rezulta 1= ke N

m
. X m
Astfel, pentru m,n,k e N, myn avem x =m,y =m—n,z = mk,t =nk € N*si fractiile — = ,
y m-n
z mk m e o . .
— =—— = —care verifica egalitatea din enunt.
t nk n

- Clasa a VII-a

2x 2x+2 2x+6 2x+8
G:804. Rezolvati, in R, ecuatia ?x+ al + al + al =4 . Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

7 11 13
Rezolvare:
Ecuagiadatéesteechivalentécu§—1+2x+2—1+2x+6—1+2x+8—1:0:
5 7 11 13
(2x-5) l+l+i+i :0:>2x—5:O:>x=§.
5 7 11 13 2

G:805|. Fie a,b > 0 astfel incat a’ + b~ = 2018ab. Aritati ci: a+b <2018,
Diaconu Radu, Sibiu
Rezolvare: Aratam ca:

a’+b’>ab(a+b) = a’ +b’ —a’b—ab® >0 a*(a-b)—b*(a—b)>0 < (a-b)a’ —b*)>0
& (a—b)*(a+b) >0, ceea ce este evident. Atunci ab(a+b) < a’ +b’ = 2018ab. Rezulta:
ab(a+b) <2018ab < a+b <2018.

G:806. Numerele reale strict pozitive a,,a,,a,,... verifica relatia a,,, = a, + —, oricare ar fi numirul

a

n

n+l

natural 7. Sa se demonstreze € d gy, A ggq»--+» dyy; SUNt mai mari decét 63.

Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Vom demonstra cd d,4q5, ygg4»---» dopy; SUNt mai mari ca 63.
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1 2 1 2 .
a,,=a, +a—:>an+1—an+2+a—2>an+2,dem

n n

al >2,a; >2+2=2-2,a; >4+2=2-3,..,a. >2(n—1)+2=2n,asadar a, >~/2n .
Prin urmare a,qqs > V3970 > 63,...,a,y,, >~4094 > 63.

G:807. Si se arate ca numirul 284" se scrie ca o suma de 8 pitrate perfecte pentru 7» numir impar si

ca o suma de 64 de patrate perfecte pentru » numar par.
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

Rezolvare: Pentru n =2k +1 avem:
2841 = (284%)%(284) = (284)*(2* +3* +47 +57 +6° + 77 +8° +9%) =
=(2-284")> +(3-284%)% +(4-284")> +(5-284")% +(6-284" ) +(7-284")* +(8-284")* +
+(9-284%)* =suma de 8 patrate perfecte.
Pentru n = 2k avem: 284 =284°7.284% = (284" ")’ (2° +3° +4° +5° +6° +77 +8° +9°)” =

suma de 64 de patrate perfecte.
81w 9n’

G:808|. Sa se arate ca pentru orice numar natulal n, numarul 4—0——+E este natural.

8
Petre Rau, Galati

Rezolvare: Numarul dat se mai poate scrie: 4Lon(8 In* —45n" +4) = %11(9112 — (9’ -1)=

1
= 120 (Bn+2)(3n+1)3n(3n—1)(3n—2). Avem astfel de-a face cu produsul a 5 numere naturale consecutive

si trebuie aratat ci un astfel de numir este divizibil cu 120. Cum 120 = 2*3'5, printre cele 5 numere naturale
consecutive existd cu sigurantd unul care este multiplu de 5, cel putin unul care este multiplu de 3 si cel putin
unul care este multiplu de 4 si inca cel putin un altul distinct multiplu de 2, deci produsul lor este multiplu de

8=2.
G:809|. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia x” + y° —65x+21y+1166 =0.

Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:
Ecuatia data este echivalenta cu (x —33)(x—32)+(y+10)(y+11)=0. Stimca n-(n+1)>0, VneZ.

Atunci, fiecare termen este egal cu 0. Rezulta S = {(32; -11),(32;-10),(33;-11),(33; —10)} .

G:810. Determinati cite numere naturale mai mici decat 999999 , se pot scrie in forma

n*—4n’ +6n* —4n ,unde neN Care este cel mai mare dintre ele ?
Ionel Tudor , Célugareni , Giurgiu
Rezolvare: Giasim atdtea numere care verificd enuntul , cate valori naturale ale lui n verifica inegalitatea

n* —4n’ +6n* —4n ( 999999 < n* —4n’ +6n° —4n+1(1000000 < (n—1)*(1000000 =1000° =
n{l+ le/E ~32,6=>ne {O;l; 2;3;....; 32} . Asadar, exista 33 de numere care verifica inegalitatea. Cel mai
mare este (n—1)" —1=31*-1=923520.

. Rezolvati ecuatia \/ 6—x/5 — \/ 7-2410 =2 -1. Nicolae Iviischescu, Canada

Rezolvare: Cum 7— 2\/E = (\/g — \/5 )2 , prin calcul gasim cd 6 — x\/g = \/g —1 dupa care ridicam la

patrat si gasim x=2.

\/2017 2018 — \/2017 2018—-+/2017-2018
\/2016 2017+\/2016 2017+~/2016-2017

G:812. Aritati ca

Marian Ciuperceanu , Craiova
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Cum /2017-2018 ) +/2017-2017 =2017 =
2017-2018—+/2017-2018 ( 2017-2018—2017 = 2017* sau y2017-2018 —/2017-2018 (2017 si
2017-2018=/2017-2018—=+/2017-2018)2017-2018 = 2017 = 2017, deci

\/2017-2018—\/2017~2018—\/2017~2018>2017 (1)

Analog, \/2016-2017—\/2016.2017 —+/2016-2017 (2017.(2). Din (1) si (2) rezulta c.c.t.d.

\/— \/_ Vn®+3

G:813]. Sa se calculeze partea intreagid a numarului: 7. 3 73 4 +(n—l)n(n+1)’n€N’n22'

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Din faptul cd: VkZ+ 3<k+l<:>k2+3<k2+2k+1<:>k22,

avem: Z = 1) i ( k+ ) Z Dk 1—;<1, si din faptul ca numarul este pozitiv, rezulta ca partea

intreaga este egala cu zero.

. Aflati perimetrul triunghiului AABC , stiind ¢ii m(<4) =105°, m(<B)=15°, AC = 243 em.
Badea Daniela, Ploiesti, Prahova

Rezolvare:  Fie AD LAC, DE(BC). In AADC dreptunghic, m(XA)=90° avem m(%C)=60" =

m(<ADC)=30" = DC=4\/§ cm. Din AABD isoscel (¥B=<DAB) = [BD]=[AD].

Din AADC dreptunghic, m(<A)=90° =DC=4 /3 cm, AD=6cm =BD=6cm si BC=(6+4+/3 )em.

Fie AM_LBC, M €(BC) si din AMAC dreptunghic = MC=\/§ cm, AM=3cm si BM=(6+3 \/g Jem.

Din AMAB cu m(<M)=90° = AB = 3(v/2 +4/6 Jem . Atunci Papc=(6+3/6 +6+/3 +34/2 )em .

G:815. Determinati aria trapezului ABCD,cu AB|CD , AB=64 cm,BC =40 cm,CD =14 cmsi

DA =30 cm.

Marian Ciuperceanu , Craiova
Rezolvare: Ducem inéltimile DD, CC’ in trapez si
notam AD’ =x, DD’ =CC’ =h.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiurile > ¢
dreptunghice AAD'D, ACC'B, | ;
obtinem: A° +x* =30, h*>+(64—14—x)* =40 | |
Scazand cele doua relatii obtinem x =18 cm, : |
h=24 cm, A, =1248cm’ i 1
D C 1 1
1 |

A D' C B




)
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Ducem CE || AD, E € (AB ) si inaltimea trapezului CC’'. Cum DC || AE si CE || AD => ADCE
este paralelolgram si CE=AD=30 cm, iar AE=DC=14 cm.
Cum EB=AB-AE=64-14=50 cm, iar
CE’+CB* =BE’ =
( cu reciproca teoremei lui Pitagora) ca triunghiul BCE este dreptunghic in C si indltimea

CE-CB
h=———=24cm Aria trapezului ABCD este: 4., =1248cm’.
EB

G:816. Daca un triunghi oarecare este asemenea cu triunghiul format de medianele sale atunci
determinati raportul de asemianare.
Nela Ciceu, Rosiori, Bacdu si Roxana Mihaela Stanciu, Buziu

Rezolvare: Daca triunghiul oarecare are lungimile laturilor b < a < ¢, atunci avem m, >m,k > m,.

Din asemaénarea celor doud triunghiuri avem:

2 2 2 2 2 2
m, m, m, —k:mb m; _m, m;+m,+m, EPENEN
- - - 2 T 2 T 27T 2 2 2 T
c b a c b a a +b" +c
=m.+m, +m’ =k’(a’+b* +c?) (1)

Din formulele medianelor avem:
4m’ =2b* +2c* —a’
4m f =2c¢* +2a* —b*, care adunate membru cu membru dau relatia:
4m? =2a’ +2b° —c*

3@’ +b>+c*)=4(m’ +m; +m’) (2)

NG

Din relatiile (1) si (2) rezulta raportul de asemanare: k = B

= Clasa a VIII-a

G:817. Rezolvati ecuatia 5x° +10y> +10+14xy—10x—12y =0. Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare:
Grupand convenabil termenii obtinem

(4x> +9y" +1+12xy —4x—6))+ (X" + > +9+2xy—6x—-6)) =0 2x+3y—1)" +(x+y—-3)> =0.

Egaland cu 0 fiecare paranteza se obtine solutia S = {(8; -5 )} .

. Daca x € Rrezolvati ecuatia 3-|2x+3|+[2x+3]=13 , unde |x

, respectiv, [x] reprezinta

modul din x respectiv partea intreaga a lui x. Ion Stinescu, Smeeni, Buziu
3
—-2x-3, x(—E
Rezolvare: Din |2x + 3| = ecuatia datd devine 3(2x+3)+ [2x + 3] =13 si

2x+3, x>——
2

4[2x+3]+3{2x+3} =13 cu solutia é
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G:819. Stiind ci inegalitatea 1895x(x” —4)+1004(x—2)>0, este adeviratii, atunci si se arate ci daci

3 3
a,b>0, atunci are loc inegalitatea 1895(2—3+b—3J289l(%+bJ+2008. Gheorghe Ghita, Buziu

a a

. a b . . : .
Rezolvare: Cu notatia Z+—=x22 inegalitatea se rescrie succesiv:
a

3 3 3
1895 [ 2] +[ 2] |s801[ 442 120081895 [ 24+2] 32.2( 2 ) Isg9) 410 2008
b a b a b a b a\b a b a

1895(x” —3x)>891x+2008<>1895x> —5685x—~891x—2008>0 <>
1895x* —7580x+1004x—2008>0<> c.c.t.d.

G:820,. Determinati toate tripletele de numere reale nenule (a,b,c), care verifica relatiile:

2 2 2
b c a
a— (—J =b-— [—j =c— (Zj =1. Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
c a
Rezolvare: Relatiile din enunt sunt echivalente cu a” +b> =c-b>, b> +c¢* =a-c*,c* +a* =b-a’.
Se observa imediat ca numerele a,b,c trebuie sa fie pozitive. Cu inegalitatea mediilor obtinem:
c-b>=a*+b*>22ab=>cb>2a,(1); a-c> =b>+c* 22bc = ac > 2b, (2);
b-a’> =c*+a’> >2ca= ba>2c,(3). Daca inmultim relatiile (1) si (2) obtinem c¢* > 4, dar cum
c¢>0 rezultd ¢ >2. Analog a>2 sib>2.

b 2 2 2
Din enunt deducem a —1= (—j ,b—1= (Ej ,c—1= (%) , care prin inmultire conduc la
c a

(a-1)(b—-1)(c—1)=1,1iar tindnd contde a >2, b>2, ¢ > 2 obtinem singura solutie (a,b,c) =(2,2,2).

G:821|. Pentru ce valori naturale ale lui a expresia F£ = a"’ —a"” +a’> —a sedivide cu 2018 ?

Petre Rau, Galati
Rezolvare: Pentru a=0 si a=1 avem E = 0, deci E se divide cu 2018. Pentru a>2, avem ca E = a(a-1)(a'""-1)
si, conform teoremei lui Fermat, a'°®-1 se divide cu 1009 daci (a;1009)=1, iar produsul a(a-1) este par pentru
orice a>1. Cum 2018 = 21009, rezulta ca E se divide cu 2018 pentru orice numar natural a prim cu 1009 sau a
e multiplu de1009.

G:822. Cu formule de calcul prescurtat, descompuneti in factori:

2ab+3cd /2 bed
A= a p ¢ + a3c -1, a,b,c,d)0,reale. Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

2 2
Rezolvare: Din A = 2ab +3cd = 2ab + 3cd = a_b + ﬁ = a_b +| /ﬁ . Deci
6 6 2 3 2

6 3
A=x"-1=(x=1)(x+1) unde xz‘}a?bh/%.

G:823. a) Sa se arate ci existi numerele naturale nenule x si y , cu x > y astfel incét

x* =y =(k+1y —k’,Vk eN* si deduceti suma 1> +2°+3° +...+7° =M, VneN*,

P+2°+3 +..+n°
b) Determinati n € N* | pentru care 13943 , este numir natural.
+Z2Z+53+...+n

Ionel Tudor , Célugareni , Giurgiu
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Rezolvare:
a) Din (k+1)’ -k’ =3k(k+1)+1, dand valori de la 1 la n pentru k si insuménd relatiile se obtine
+1
(n+1)’ =1’ =38, +35, +n, unde S, =1+2+3+..+n= n(n2 ) ,iar S, =1"+2>+...+n" se calculeazi din
+1)’ —n-1 +1)(2n+1
relatia de mai sus adica S, :%—SI =w.

b) Se foloseste punctul a)
P42 43 +..40° _ S, n(n+DQ2n+1)-2 _ 2n+l
[+243+...+n S, o6n(n+1) 3

eNeon=3k+1, keN.

G:824. Fie x,7)0 si x’ +)° =x—y.Sisearate ca: x-y(1 si x°+)°(1.
Alina Tigae, Simona Miu , Craiova
3 3 3 3
X =y x+
Rezolvare: x* +xy+y° = Y ( Y
X—-y XxX-y

=1= xp(1 si x> +y°(l.

G:825. Sa se arate ca:
a+1_a(a” +1 a+l _a’ +1 a’ +1 a*+1
i) > (3 ),Va>0; i) — <—5—.Va>0; ii)) 5—=2=vVa’ —a+124 , Va>0.
2 a +1 2 a+l a +1 2
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: i) Intr-adevir,
a+l1 S a(a’> +1)
2 a’+l
sa(a-)—(a-1)=(a-1)a’ -1)=(a-1)*(a* +a+1)>0. Egalitatea are loc pentru a =1.

S a+)a’ +)>2a(@ +) < at-a’ —a+1>20&

3
a+1 < a2 +1
2 a” +1
iii) Dupa ridicare la patrat si calcule algebrice inegalitatea

3
a +1 .
>+a® —a+1, esteechivalenti cu a(a—1)> >0.

a’+1
4
/ +1
Similar, inegalitatea \Va® —a +1 >4 a E se reduce la (¢ —1)* > 0. Cu egalitate pentrua = 1.

G:826. Daci x,y>0si x°+)° +(x+y)’ +18(x+y)+27xy =1620, calculati x + y.
Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:  Evident, (x+ y—9)(2x” +xy+2y” +118x+18y +180) = 0. Cum a doua parantezi este

ii) < (a+1)(a—1)*> > 0. Egalitatea are loc pentru a =1 .

pozitivarezulta x+y-9=0=x+y=9.

PN . . 4 3
G:827. Rezolvati, in numere reale, inecuatia: x" —2x  —x+2 ( 0.
Marian Ciuperceanu , Craiova

Rezolvare: (x—2)(x’ =1) { 0 & (x=2)(x=D)(x* +x+1) ( :>xe(1;2)de0arece
, 1y 3
X +x+l=|{x+=| +-)0.
2 4

a+l _a’ +1
G:828. Sa se demonstreze ca <— P’ Va>0.
a +

Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

+1 _a’ +1
Rezolvare: aT < a2 " & (a+1)(a—1)> 20, q.e.d. Egalitatea are loc pentru a =1.
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G:829. in paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D', notim AB = a,BC = b, AA'= c. Stiind ci latura
SIBDD'] _ 1+ V17

JS[4BCD] 42

triunghiului BDD', iar S[ABCD] este aria dreptunghiului ABCD. Radu Diaconu, Sibiu

c verifica ecuatia 4x° —5x—2 =0, aritati ca: unde S[BDD'] este aria

Rezolvare. Ecuatia este echivalentd cu: 4x° —x = 4x + 2 care se mai poate scrie
x2x-DR2x+1)=22x+1) < 2x+DH(2x* —x-2)=0.

Obtinem ecuatiile: 2x+1=0si 2x> —x —2 = 0. Ecuatia 2x +1 = 0 are o solutie reald

1-417

1
. 2 o .. .. . .
X, = 5 Ecuatia 2x” —x—2 =0 are doud solutii reale distincte si anume x, = si

4
1+\/ﬁ 1+\/ﬁ Deci l+\/ﬁ

X, . Solutia acceptatd este x =
4 4 4

Cum triunghiul BDD' este dreptunghic in D, folosind inegalitatea mediilor, avem:

BD-DD' Aa*+b*-c c a’ +b? c c
S[BDD'] = = =—. >——-+ab =—-/S[ABCD].
[ | 2 2 V2 2 V2 V2 : ]

_1+\/ﬁ

Deci S|BDD'] > =

- JS[4BCD] V2 42

« Clasa a IX-a

. Fie 7 un parametru intreg astfel incit ecuatia x° — mx +m + 2010 = 0 are o ridicinid numir
intreg. Rezolvati ecuatia si determinati parametrul m .
Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau
Rezolvare:
Fie x,,x, radacinile ecuatiei date. Din relatiile lui Viete avem:
Xp+x, =m : e e e _ . e . .
. Deoarece ecuatia are o radacind intreaga rezulta ca ambele radacini sunt intregi.
x,x, =m+2010
(Dacax, e Z,meZ =x,=m—x,€Z Analog x, e Z,meZ =>x, =m—-x,€”L).
x, +2010 2011
Avem x,x, =X, +x, +2010 = x, =2 =1+
x, —1 x, —1

Se obtine: (x,,x,;m) e {(2,2012;2014);(0,-2010;-2010)}.

€Z=x,-1e{x2011}.

. Si se demonstreze ¢i (pg —1)> >16(p —1)(q —1), oricare ar fi p,q > 3.

Neculai Stanciu, Buziu, si Titu Zvonaru, Comanesti
Rezolvare: (pg-17>216(p-1)(g—1) < p°q’> —18pg+16p+16g—15>0.
Cu inegalitatea mediilor avem 16 p +16g > 32@ , §i este suficient sa aratam ca
pq> —18pq+32/pg —15>0, (1).
Notim pg =t , avem ¢ > 3si (1) devine
t* =182 +32t-1520 < (¢ =3)(¢> +3t> =9t +5) > 0, adevarati, deoarece

' -9>0c1>9.
Avem egalitate daca si numaidaca t =3 si p=¢,adica p=g=3.
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:595|. Si se determine cel mai mare numir intreg “ a ” , asa incat ecuatia x° —4x’ +(4—a)x+2a=0
9 o1 1

s aiba o radicina intreaga si celelalte nereale. Petre Rau, Galati
Rezolvare: Daca exista o radacind intreaga, atunci aceasta ar trebui sa fie printre divizorii termenului liber 2a.
Chiar daca nu-i putem sti pe toti acesti prezumtivi divizori, putem incerca cel putin numerele intregi +1, 42,
+a. Vom gasi astfel cd x;=2 este o solutie a ecuatiei date. Dupa descompunerea in factori avem ecuatia
(x-2)(x*-2x-a) = 0. Asadar, ecuatia x*-2x-a = 0 are solutii nereale (complexe) daci A = 4+4a < 0, de unde
gasim a<-1. Asadar, cel mai mare numar intreg a care indeplineste conditia din enunt este a=-2.

5 a2t a3t ant (a1 o
. Sa se arate ca: 2 > , Vn2>1. Ionel Tudor , Calugdreni , Giurgiu
n

Rezolvare: Se utilizeaza inductia matematica.

4 4 4 4 4 4
Notidm cu P(n) inegalita‘[ea1 F2 A3 At Z(nglj , Vn>1. P(l): 12(%j < 1=1 Adevirat.

n
Presupunem propozitia P(n) adevarata si sd aratam ca propozitia P(n+1) este adevarata , adica :

P42 43 o+t n* 2’
+2"+3" + -:n +(n+1) > n42— , Vn>1. (*). Folosind P(n) adevirata rezulta
n+

P28 43 4+ nt + (1)

+(n+)' = |
n+

P42 4+3 0t +(n+1) 20

(n+1)° o n
6 >(n+1) (16+l)

n+2

4
n . S .
Riméne sa demonstram ca (1 +1)’ (E +1)> ( j ceea ce este echivalenta cu inegalitatea

117’ +27n* +17n >0, Vn>1. care este adevirata.

. Fie (b,),., o progresie geometrici crescitoare cu termenii pozitivi. Demonstrati ca
b,,—b, >(2n-1)(b,,, ~b,),VneN". Marin Chirciu,Pitesti

Rezolvare: bq"' —b > (2n—-1)(bq" —bq"") < b, (q — 1)(q2”_2 +q" A qg+1-(2n— l)q""l) >0,

inegalitate adevarata cu ajutorul inegalititii mediilor.

. Fie functia f :R — R care verifici relatia % f(x) +% f(2018—x) = 20518

Aritati ca f(x)+ f(2018—x) =12, Vx € R . Determinati functia f.

x+§, VxeR.
2

Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: Se inlocuieste in relatia datd x cu 2018-x si se obtine sistemul:

L+l r2018-x)=——x42 s
f f 2018 2 = /() + /(2018-2)=12. T final, f(x) =9

__5 ]
S+ (2018 -2) == (2018 - x)+

A 4
- in triunghiul 4BC, sedau a+b = 2\5, b>csi m(A)=162". Si se arate ca: S < 2;? )

notatiile fiind cele cunoscute intr-un triunghi. Emil C. Popa, Radu Diaconu, Sibiu

Rezolvare. Cum B+ C =18"si m(B) > m(C), rezultd ca m(C)<9°. Avem:
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ab-sin(C) _ (a+b)’ : sm(C) §in(C) < sin9” <‘<>24\/5 .

Calculam separat sin9°. Folosim egalitatea: cos36° = cos(90° —54°) =sin54°, sau
cos(2-18") =sin(3-18°). (*). Folosind formulele

cos(2-18°) =1-2sin”18°, sin(3-18°) =3sin18° —4sin’ 18"

si notdnd cu y =sin18°, ecuatia (*), devine:

1-2y° =3y—-4y’ <4y’ -2y* -3y+1=0< (y-1)@4y> +2y-1)=0.

\/g 1+\/_

S =

. Putem scrie

Gasim y =sinl8° = ! . Apoi cos(2-18°)=1-2y° =

1+cos36 5+\/_ 1- cosl8 5 \/_
cos18° —— =
2 2 8 8

Inegalitatea

(1) < 225{%—\/—+TJ SN ] \/ﬁ 25 4o \/E 225

5 45 128 16v2 f 1632
>1+

©—+—>1+———

8 8 50625 225 8 225 50625 8
£+ 16v2 > 152899 <> 0.380074... > 0.3775(283950617).
8 225 405000
IL:600. Si se rezolve ecuatia: 2n{x}> —n’x+1=0,ne N". Gheorghe Ghita, Buzau

1 2n+l1
Rezolvare. Din ecuatie rezultd n°x =2n{x}> +1e[l,2n+1)=> x € {—2, & > j
n- n

+1

<lon’-2n-1>0< (n—1)> >2 < n>1++/2 . De aici rezulta ca

n’ +yn* —8n

2n
Pentru n >3 =
n

[x]=0=> {x} = xsi ecuatia se scrie 2nx’ —n’x+1=0=>x,, = B — si se constata ca doar
' n
n* —n* —8n ) .ont=An*=8n _ 1 3 \/47 n*—n*—8n
x = —————este solutie a ecuatiei( —— ——=2—F<n" —42nVn” —8n; ———<
4n 4n n 4n
2n+1

on—min*-8n<8n+d4on’ —8n—4<nin’ —8n on* >Q2n+1)’ < n’ >2n+l).
I’l
Pentru 7 =1=> x €[1,3) = [x] € {1,2}.
Daci[x]=1={x}=x-1=2(x-1)’ —x+1=0< 2x* -5x+3=0=>x, =1,x, =%;

Daci [x]=2=>{x}=x—2=2x>-9x+11=0=> nu exista solutii;

Pentru n =2 = x e[i,%} =[x] €{0,1}.

Daca [x]=0:{x}:x:>4x2—4x+1=0:>x=%;

5 1
Daci [x]=1= {x} =x-1=4x" - 12x+5=0=x, = E,xz = E,care nu sunt solutii in acest caz.
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54

In concluzie, daca

2_ 4_
”=1:>S={1,%},n=2:>S={%},n23:>S={”— “”8”}

4n

. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul de ecuatii:

E+L:2(x2+y2)
x 2

2 1. .

x 2y 4

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Adunam si scidem ecuatiile sistemului si obtinem sistemul:

4 +3y°

— =X

x g X +3xyt =4 L L . . .

1 & Adunam si scaddem ecuatiile sistemului precedent si obtinem sistemul:
2

3x’y+y’ =1

(x+y)' =5 |x+y=35 . L . o .
& Adunam si scidem ecuatiile sistemului precedent si obtinem solutiile:
X—y= 3\/§

_«3/3+3\/5 _\/35—\/33

2 4 2

. Fie (b,),.«un sir de numere reale in progresie geometrica de ratie q diferit de 1, atunci
demonstrati egalitatea:
1 2 i i+1 _1 1
q 9 +.. q ==1 :

n n + n n + n n * + n n - q _ 1 n n
Zbk 'Zb/m Zbkﬂ 'zbk+2 Zbk+2 'zbk+3 Zbkﬂ' Z bk+[+1 Zbk 'Zblmn
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
VneN' ,VieN. Constantin Ciobica , Falticeni, Suceava

Zbk+1 _zbk =b,,—b =b-q" —b =b '(qn _1)
k=1

Rezolvare: =1

- ! - = ln 1= ! - ! . Analog pentru celelalte. Mai general,

bk 'zbk+1 bl .(q _1) Zbk Zbk*l
k=1 k=1 k=1 k=1

bk+i+1 - bk+i :bn+i+l _bi+1 :bl 'an _bl : qi :bl 'qi _(qn _1)
k=1 k=1

S = ; (ln _1), Zn:lb _i;
ql _ 1 1 1 — k — k+i+l

Zbkﬂ‘ Zbkﬂﬂ bl (q - ) zbkﬂ Zbkﬂ‘ﬂ
o =l =l k=l
ibk+i+1 - ibk = bz’+2 - bl + bz‘+3 - b2 +...t bn+i+1 - bn =
k=1 k=1

=b, '(qi+1 —1)+ b, -q-(qi+l —1)+...+bl q"" ~(qi+1 —1)=
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=b, - (q”l - IXI +qg+qi ..+ q"’l)= b, ~(qi+1 - 1)- g _11
q-

PO S U . 7t ) N S S N

bl ‘ (q - 1) 1 - Zbk Zbk+i+1

k=1 k=1
2 i
; ln + . qn + " 9 " +..+ " qn =

Zbk zka zka zbk+2 Zbk+2 zbk+3 Zbkﬂ zbk+l+l
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

i+l
-4 _11- - ln ,VneN",VieN.

1 zbk ’ Zbk+i+l

k=1 k=1

. Fie ABC un triunghi oarecare , w_ lungimea bisectoarei interioare corespunzatoare laturii

a b ¢ a’+b*+c
a=BC a triunghiului dat, etc. Demonstraticd: —+—+—2 2f _—
w, W, w, ab+bc+ca’

a

Vasile Jiglau , Arad
ab+bc+ca S R

Rezolvare: Lema : Are loc dubla inegalitate : ——— >, |[— > —* intr-adevar :
483 2r  h,
2 2
4S\/§ 2r 4rp\/§ 2r

& pP(p° —16Rr +57") +r* (AR +7)" =3r*) 20
aceasta din urma inegalitate fiind adevaratd conform celei de-a doua inegalitati a lui Gerretsen si a inegalitatii
cunoscute (4R +r)* >3r* |, care rezultd imediat din prima inegalitate a lui Gerretsen .

R
=—% (formula cunoscuta ) si — = (problema 2382 ,, Crux

B—
w, 2r cost 2—%

Utilizand cos

mathematicorum ) obtinem imediat cea de-a doua inegalitate din enuntul lemei . Din lema de mai sus , avem

i+i+i= 1 ( 2 ha +b2 hb +c 2 hC)ZL(aZ 4S\/§ +b2 4S\/§ +Cz 4S\/§ )_
w, w, w, 2§ w, w, w, 28  ab+bc+ca ab+bc+ca ab+bc +ca
2
_ 1453 (@*+b* +c*) = N
2S ab+bc+ca ab+bc + ca

de unde si inegalitatea din enuntul problemei.

L:603. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Pe ipotenuza BC considerim punctul D astfel incat

D
C— = % Stiind ¢ ZCDA = 45°, si se demonstreze ci AB =2- AC. Titu Zvonaru, Comanesti

DB

Rezolvare: Notam x = ZABC ,avem Z/BAD = 45" —x, Z/DAC = 45° + x . Folosind raportul ariilor
triunghiurilor BAD si CAD obtinem

CD Arla(ACAD) CAsin(45° + x) _ b(sin x + cos x) - 3 N tgx +1 -

DB Aria(ABAD) BAsin(45° —x) c(cosx—sinx) 2 1—tgx

& 2tg’x + 5tgx —3 = 0. Rezultd rgx =%, deci AB=2-AC.
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. Clasa a X-a

L:604. Folosind eventual identitatea x’ —19x +30 = (x—3)(x—2)(x+5) rezolvati ecuatiile
a) 3 -19-3' +30=0; b) Ig’ x—191gx+30=0. Constantin Dinu, Buziu

Rezolvare:

a)Notand 3" =¢ rezultd cd x € {1;log, 2} .b) Impunem x>0, notdm 7=Igx=> xe {1 00;100; %} .

2 2
x Vx© -1
L:605|. Si se arate ca ecuatia log,, (7 + 2] = o nu are solutii reale. Adrian Stan, Buzau
X

2 2
Rezolvare: Evident, x € (—oo;—l] U[l;oo) iar din x?+ 2) 2= log,, [%+ 2}) log,. 2 :% , (1) sidin

2 J—

iz —“;21 Q) 2x* 24x* -1 = x* —4x* +4>0 < (x* —2)* 20, adevirat,
X

Vx e (—oo; —1] ) [1; oo). Din (1) si (2) , ecuatia datd nu are solutii.

L:606. Daci a,b,z,,z,,z, € C atunci,

<|z, —Z3| : |az2 +az, +b| +|Z3 - Zl|-|az3 +az, +b| . Gheorghe Ghiti, Buzau

|z1 —zz|-|az1 +az,+b

Rezolvare: Fie punctele M, (az,” +bz,), k =1,3. Din inegalitatea triunghiului M, M, < M, M, + M M, si
din faptul ca M\ M, = ‘azl2 +bz, —az,’ —bzz‘ = |a(z1 —2,)(z,+2,)+b(z —22)| = |Z1 —22|-|az1 +az, +b|

ca si din celelalte doud distante analoage rezulta inegalitatea propusa.

D : xt ey’ =13
. Rezolvati in multimea R xR sistemul de ecuatii , , .
X y+xy-=-4
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Ecuatia a doua este echivalentd cu xy(x +y) =—4, (1).
M
Avem (x+y) =x" + 1’ +3xp(x+y)=13-12=1=x+y=1=xy =—4.

Rezulta ca x si y verifica ecuatia x’—x-4=0.

1++/17 l—x/ﬁ]‘(l—\/ﬁ 1+\/ﬁ]}
S ; , .

Solutiile sistemului (simetric) sunt (x, y) € { 5 5 5

L:608 Rezolvati ecuatia 29" +312* +1961%* = 29" .31" +29%-1961* +31° 196",
Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Se foloseste inegalitatea a” +b° +c” > a-b+a-c+b-c in care se ia
a=29",b=31",c=1961". Cun avem egalitate, rezultd a=b=c <> x=0

ax
L:609. Rezolvati ecuatia log , (x> —2ax+2a’) = -, @)l Marin Chirciu, Pitesti
“ X" —ax+a
Rezolvare:
C ax < 2 2 2 2 2 2 _
um ———<1=log ,(x" —2ax+2a") <1< x" -2ax+2a" <a” < (x—a) <0 x=a.

xz—ax+a
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L.:610. Sa se rezolve ecuatia: arctg (32 }+ artcg (3)‘) = o Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

7 . . . o :
Rezolvare: Cum th =-2- \/5 , aplicand functia tangentd in ambii membrii ai relatiei din enunt se obtine:

ﬁ+3v

3 V3 . 1
:—2—\/§:>—+3 :1+\/§ecua‘;lecusolu;uleOsl—.

1-3 3 2

Se poate arata, utilizand analiza matematica, faptul ca imaginea functiei

1
fR—> R,f(x) = arctg [32 x] +artcg (3") este intervalul (%, 2arctg (i‘/g)} , functia avand un singur

1
punct de extrem x = Z ( punct de maxim).

Cum 2arctg((‘/§) >2-5246'>105" = Z—;r , ecuatia are doar cele doua solutii.

4n)!
L:611,. Pentru n € N* fixat, si se rezolve ecuatia: C’ -C!, -C!,, = 4(( 3)4 .
-(n!

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Evident, xe N, x>n.

0 ; (4n)! x! (x+n)! (x+2n)! (4n)!
Cx .Cx+n ’ Cx+2n = 4 ’ ’ = 4
4-(n!) n(x—-n)! nlx! nl(x+n)! 4-(n)
| | |
(.x+2l’l) _ (47’1) 3n (4”) C3n :C3n — x:zn_lzn.

= = — .
Ce=mb oy A-(u)’ T et

+
. Fie x,y,z)0 astfel incat (x+ y)(y+2z)(z+x)=1. Aratati ca Z (x

ce caz avem egalitate ?

2 2
VWX +xy+y 2\/5. in

X+y+2xy

Marian Cucuoanes, Marasesti, Lucian Tutescu , Craiova
3 x+ Y3
Rezolvare: Din x” +xy+ y° > Z(x+y)2 = X +xy+y° > % a

(x+y)\/x2+xy+y2 :\/x2+xy+y2 >\/x2+xy+y2 :2\/xz+)cy+y2 2 (x+y)\/§

xX+y+2xy L2 Xty x+y+2  (x+y+2)
x+y 2

G oy G oy

(x+y+2) (x+y+2)

Mai departe se arata ca z

b c
+ + >
a+2 b+2 c¢c+2

Fie x+y=a, y+z=b, z+x=c= abc=1. Se arata ca

+p—1 k+
. Sa se rezolve sistemul de ecuatii: P | L p -
+p— +p—

x-C::;’:22+&. A
k+p n+p-1

unde n,p,ke N, n>k+1,a,8€R.
Radu Diaconu, Sibiu
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Rezolvare:
Rezolvare. inmultim prima ecuatie cu si ecuatia a doua cu ——— si prin adunare, obtinem:
k+p k+p-1
Jor (n+p-2)! L L (ep-2) 1 a+p .
k+p (k+p-D\(n—k-1)! k+p-1 (k+p-2)!(n—k)! n+p-1
| erp-t  ap-2 | atf
(k+p)(n—k-1! (k+p-D(n-k)| n+p-1
. (n+p-2)! 1 N 1 | a+p |
(k+p-D(n—k-Wk+p n-k| n+p-1
|
SUAY.) B £ )
(h+ p)(n—K)! cr
Inlocuind valoarea lui x in prima ecuatie a sistemului obtinem:
_n+p-1 _ 4. k+p (a+p)k+p)ln—k)! (n+p-2)!
k+p-1 n+p-1 (n+ p)! (k+p-D(n—k-1!
_n+p-1 k+p (a+p)k+p)n—k).

k+p-1 ’ n+p-1 (n+p-D(n+p)
n+p-—1 _ k+p (a+pB)n-k))
k+p—1'y_n+p—1(a_ (n+ p) }
__(k+p-D(k+ p)l(a+ p)k+ap— pn]
(n+p=1*(n+p) '

_a+p

X = Ck+p
Deci, solutiile sistemului sunt: e

_ (k+p=1(k+p)(a+ Pk +ap-pn]
(n+p-17°-(n+p)

L.:614. Daci ABC este un triunghi cu notatiile uzuale, atunci aflati multimea acestor triunghiuri care

verifici relatia b> + ¢ >2a’.
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

Rezolvare: Cu teorema cosinusului relatia b* +c* >2a° , devine
b* +c* > 2(b* +¢* —2bccos A) <> b* +c* —4bccos A<0,
iar daca impartim ultima inegalitate cu c? si notam — = x, atunci obtinem
c
x> —4xcosA+1<0, (D).

X, =2cos At~ 1+2cos4,

reale si strict pozitive deducem ca

A>0 1
A=0 cos24>—— T
X +x,>0& S 2 A4€|0,— .
cosA>0 3
x,x, >0 cos4>0

Solutia inecuatiei (1) este x € (2cos 4 —~/1+cos2A4,2cos A++/1+cos2A4), iar solutia problemei este
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= |JS(4),unde S(4) = {AABC
Ae[O,g}
T

In (1) avem egalitate daci si numai daca 4 =—

ée(xlaxz)}~
C

. Sa se demonstreze ci in orice triunghi ascutitunghic ABC este adevarati inegalitatea:
. . 9 . .
Zsm Asin BcosC < g . Neculai Stanciu, Buziu si Titu Zvonaru, Comanesti

Rezolvare: Cu teorema sinusurilor si teorema cosinusului membrul stang al inegalitatii se scrie:
a b a +b°—c? 1 1
= ZZ(aerbz—cz): 22412.
2R 2R 2ab 8R 8R

9
Za2 < 3 & Za2 <9R? (Inegalitatea lui Leibniz).

Inegalitatea se scrie: >
R
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.

Nota. Din demonstratie nu este necesara conditia ca triunghiul 4BC sa fie ascutitunghic .
(Solutie data de Marin Chirciu, Pitesti.)

. Daci a,b,c sunt numere reale strict pozitive, aritati ci are loc inegalitatea:

b b 24bP 4t 2
L. € <=z (a +b+ c). Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
a+b b+c c+a 2(ab+bc+ca) 3

Rezolvare:
I. Conform problemei saptamanii 89 de pe site-ul ’’Pregatirematematicaolimpiadajuniori’’ este adevarata
) ) ab bc ca 3(ab+ bc + ca)
inegalitatea + + < , (D).
a+b b+c c+a 2(a+b+c)

Folosind (1) este suficient s demonstram ca
3(ab+ bc + ca) N a’+b* +c° < 2(a+b+c)

2(a+b+c) 2a+b+c) 3

& 9Yab+bc+ca)+3(a’> +b° +c?)<Ada+b+c) ©ab+bc+ca<a’ +b° +c’, adevirati.

I1. Inegalitatea de demonstrat se poate scrie

a2+b2+cz_a+b+c<z(a+b_ ab j@

2(a+b+c) 6 a+b
(a—b)° (a—b)’ (Ba+3b+c)a-b)’

<:>Z6(cz+b+c)<z4(a+b) z12(a+b+c)(a+b)

In mod asemanitor se poate demonstra inegalitatea mai tare
ab bc ca 3@’ +b’+c’) 3(a+b+c
+ + + ( ) < ( ) .
a+b b+c c+a 4(a+b+c) 4
(Solutii date de Titu Zvonaru, Comainesti)

>0, adevirata.

Clasa a XI-a

1 1 1
L.:617. Se consideri determinantul: d=|la 1 3b=0; a,belR.
3b a 1
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a) Sa se calculeze d. b) Si se rezolve ecuatia d = 0.

¢) Daci a, 3b sunt ridicinile ecuatiei x° —2x+2 =0, si se calculeze d.

Radu Diaconu , Sibiu
Rezolvar:. a) d =a’ +9b> —a—-3b—3ab +1.
b) d=0< a’>+9b> —a—3b-3ab+1=0. Inmultim cu 2 relatia si avem:
2a”> +18b° —6ab—2a—6b+2=0<> (a’ —6ab+9b>)+(a’ —2a+1)+(9b° —6b+1)=0 &
& (a-3b) +(a-1)> +(3b—1)> =0,cusolutiile a=1, b= %
¢) Aplicand relatiile lui Viete, avem: a +3b =2, 3ab=2. Atunci:
d=(a+3b)* —9ab—(a+3b)+1=4-6-2+1=-3.

. Fie matricea X :[

50 53

. Determinati x, y € R astfel incat X =x-X +y-1,.
27 29

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare :
5 3931 4187 S0x+y 53x ]
X = , (D x-X+y-I,= , (2). Din (1)=(2) rezulta
2133 2272 27x 29x+y

50x+y=3931; 53x=4187; 27x=2133; 29x+y =2272.Rezulta x=79, y=-19.

1 1 2 2017 X
L.:619. Se considera matricele A4=|{0 1 3| ,B=| 1 si X=|y|cux,y,zeZ.
0 0 O 0 z
Si se rezolve ecuatia A4 - X =B. Constantin Dinu, Buzau
1 2018 6053) (x 2017 z—1
Rezolvare: Ecuatia devine | 0 1 3 |yl=| 1 cusolutia X =|1-3z |, zeZ.
0 0 0 z 0 z
a b 0
1.:620. Sa se calculeze 4", unde A={0 a O |a=e. Gheorghe Ghiti, Buzau
c d e
Rezolvare: Avem:
a’ 2ab 0 a’ 3a’b 0
A*=| 0 a’ 0 ,4°= 0 a’ 0|,
ac+ce bc+ad+de e a’c+ace+ce’ 2abc+bce+a’d+ade+de’ e’
a" na"'b 0
siatunci: A4"=| 0 a" 0 |
xn yn en
Din
a" (n+1)a"b 0 a"" (n+1)a"b 0
An+l =AnA= 0 an++l O ,An+1 ZAAn — 0 an+l 0 :>
ax,+ce" bx,+ay,+de" " a"c+ex, na"'bct+a"d+ey, "
" , ai’l _ei’l
ax,+ce" =a"c+ex,=x,=c
a—e . .
n-1 n , Sl atunci
na""bc a"-

¢ —-(ad —de—bc)

bx,+ay,+de" =na"'bc+a"d+ey, =y, =
a—e  (a—e)
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a” na"'b 0
A" = 0 1 a” 0
2 na""bc a ez( d—de-bc) e

a—e a—e (a—e)

L:621|. Fie n)m)l si matricele 4,B € M,(R) care indeplinesc conditiile:
(i) det(4+n-B)=det(n- A+ B);
(ii) det(A+m-B)=det(m- A+ B). Sa se demonstreze ca det(A4) =det(B).
Marin Chirciu,Pitesti

a, a
Rezolvare: Fie f:R > R, f(x)=det(A+xB)—det(x-A+B), (*),unde 4= ( e ],
ay A4y

b, b
B= (b” 2 J, jar f(x)=ax>+ fx+y, unde a, B,y se deduc in functie de elementele lui A si B.

21 22
Din (i), (ii) si (*) obtinem f(n)= f(m)= f(1)=0, ceea ce inseamna ca ecuatia de gradul doi f(x)= 0 are trei
radacini reale distincte. Atunci, f este functia nulé, iar f(0) = 0 si det(A)=det(B).

L:622. Fie a e (=2;2) fixat, iar /:R >R, f(x)=2"+ 27 @53 G5 se arate ci f(R)c [3;00).

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Utilizand inegalitatea mediilor obtinem

2x—1 + 2x—1 + 2x2,(a+2)x+3 > 3z/22x—2+x2 —(a+2)x+3 — 3 . %/2)‘27(1)(#’1 > 3 . %/270 — 3 , deoarece
x> —ax+1)0,Va e (—2; 2). Rezultd f(R)c [3;00) si cum lim f(x) = o0, rezulta ca f este continuad pe R si

f(R)c [3; oo).
. Fie s, =-2n +Z\/1% lims, = s (constanta lui Ioachimescu). Calculati llm(s —$)X(2n-1)!.
k=1

n—x0

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Fiex, =(s, —s)X/(2n— )”—\/_(s —S)w/ “(2n—1)” (D).

(Zn—l)” /(2n 1)n (2n+1)" LA N UL VO T2
Hao (n+D)"" Q2n-N o 4+l \n+l e’

hm Sut TS0 i n(n+ 1) s )=
b n—»o 1 _L n—»o /n + \/_ nl
\/; Jn+1 n

~ lim n(n+1)( n+1+\/;(—2\/_—\/%+2«/n+1j=
= tim/n(\n + 1+ v f2n + 1= 2y/n(n + 1) )= lim Jn(n 1+ n) —%,(3).

=2 2n+ 142 n(n+1)

Q). hm\/_ (s, —s) =

1

Din (1), (2) si (3) obtinem lim(s, —s)X/(2n—D!! =limx, = l\/Z =—.
n—o n—o 2\ e \/%
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2

[ 2 =)
=g
-1
L:624. Si se demonstreze inegalititile : 2 +In(tg’a) ( ‘g a ( 2+tg*a-In(tg’a), Va E(E,E].
In(tga) 42

Ionel Tudor , Célugareni , Giurgiu
x—1

ln\/;
2

Prin inmultire cu ln\/; rezulta 1+1nx+%ln2x (x{ 1+1nx+x?1n2 x, Vx)I.

( 2+x*-Inx, Vx)l.

Rezolvare: Cu substitutia x =fg°a)l , inegalitatile devin: 2+1nx (

1
Pentru prima inegalitate se aratd cd functia f:(l;0) >R, f(x)= Eln2 x+Inx—x+1 verifica

inegalitatea f(x){(0, Vx e (1; oo) . ( f este strict descrescatoare) si pentru a doua inegalitate se ia functia
2
g: (o) >R, g(x)= x? Jn’x+Inx—x care verificd inegalitatea g(x))0,Vx)l. ( g este strict

crescatoare).
In
Se foloseste faptul ca f'(x)este strict descrescitoare iar [ (x)=——2x(0, Vx)l, iar g'(x) este
X
< . i 2 x+1
crescatoare iar g (x) =In" x=3Inx+(x—1)-——)0, Vx)I.
X

. Fie ae(0;1) si(x unsircuxy, =b =0six =a’ +a+.x,_, —2arJa+x,,, n>1.
nJn=0 n n-1 n—1

Aritatici (x,) este convergent si calculati limx .
’ n=0 > ; n

n—»0
Lorena — Luiza Cremeneanu , Constantina Prunaru , Craiova
Rezolvare:

2
Evient, x, :(,/aJm/xnl —a) >0, VneN*.Din a)a’, VYae(0;1)=a+/x,, >a’
= \Ja+4/x,, 2a.Deci, = \/x, = Ja+4/x,, —a adicd = a+./x, =\Ja+/x,, .

Fie =y, =\a+yx, cwy,=Va+b=y} =y, ="

limy, =1,sidin x, =y, —a=(x, )n>0 este convergent cu limx, =1-a.

n—>0 = n—>0

» CLASA aXII-a

. Fie functia f:R —> R, f(x):ex-(sin2x+2018)+1 ,

—sin2x+e”

— — X .
sin“x+e " +2018
Constantin Dinu, Buzau

a) Aritatici f(x)— f'(x)=1-€"-sin2x ; b) Calculati / = J-

Rezolvare: a) Calcul direct
—sin2x+e "
b) [=[———
sin“x+e " +2018

dr = ¢ -sin2x+l d=ln‘e"(sin2x+2018)+1‘+C.

X
e*(sin’ x+2018) +1

L.:627|. Sa se determine functiile derivabile [ : (O, oo) — R cu proprietatea

2

+x+1

F '(\/;) = %,Vx > 0. Ovidiu Tatan, Rm. Sarat
X+
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1 5 . . . . .
Rezolvare: F '(\/x) =x+ T Vx > 0. Impartim ambii membrii ai relatiei cu N si obtinem:
X+ X

, Vx
PO g 0= () -

l\)lr—‘

[_xfj Wi +1.(J;)' -

¥+arctg\/;+C , de unde F(x) =x?+arctg(x)+C,Vxe(0,00) :

=
=
Il

[e” ~1)©+2
L.:628. Si se arate ci: J. 5 _\/(e X ”\/_)
X
0

—x+1 3\/_e

Rezolvare: Cu inegalitatea Cauchy — Buniakovschi — Schwarz, obtinem:

| 2 1
N 1 2 1
(J.e mde SJ.ezdx-J.—zdx=[1'12. )

Radu Diaconu, Sibiu

0 0 o(xz—x+1)
Calculam separat /; si /, si avem:
1 =1 _2xdx=e_zx 1=—62_1
: 0 210 2
1 1 2 2 1 '
1 led(x" —x+1)—(2x-1
L=[———dx=—] x xf) (j‘ )dx==ﬂJ.2; dx+~ j(zx - [;)dx=
o (X7 =x+1) 3% (x"—x+1) 3ox —x+1 x+1
—ij dx 2x -1 ‘1_3‘ dx
=3 O

(x—;]2+[\/2§]2 T3 —x ) 30(36—32{*/5]2'

2. 4 2, 4(;; nj 18+47+/3
3383 °33f 27

Inlocuind 7, si 7, in (1) obtinem inegalitatea ceruta.

. Determinati primitivele functiei /:R - R, f(x)=cos’ x-cosax, xR, unde a € R, a este

dat.
Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:

1 1
f(x):cos3x-cosax:§-4cosx-cosax-2coszx: g-2cosax(cos3x+cosx+2cosx):

:l(Zcosax-cos3x+3-2cosax-cosx) = %(cos(a+3)x+cos(a—3)x+3cos(a+1)x+3cos(a—1)x).

Pentru a ¢ {—3' -L;1; 3} primitivele functiei f sunt
sin(a +3)x N sin(a—3)x 43, sin(a +1)x L3, sin(a—1)x
a+3 a-3 (a+1) a—1

}+ C . Inrest, acestea ies imediat.

[ fGodx= [

Rezolvare: Dacd x € [a,b], atunci x> —(a +b)x +ab < 0. Deci, din proprietatea de monotonie a integralei
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b b
avemJ‘(x2 —(a+b)x+ ab)f(x)dx < Ide . Aplicand metoda de

a

integrare prin parti obtinem
!

(xz —(a +b)x+ab)f(x)dx = i(g—s—(a +b)-§+abx} f(x)dx =

a

Q C— >

[( —(a+b)- —2+abx]f(x)]z 3

_j(ﬁ—(a+b)~§+abxjf’(x)dxg0<:>

3

3
@I(%—(a+b) —+abxjf (x)dx>(b——(a+b) -—+ab )f(b)—
” a’ J(@=/1(b)
—(?—(a+b) —+a2bjf(a) &
f@=1) b

o j (2x° =3(a+b)x* + 6abx)f ' (x)dx > (2(6* - a*) = 3(a +b)* (b —a) + 6ab(b—a) f (a)

((2)63 —3(a+b)x’ + 6abx)f'(x)dx > (b—a)(2b* +2ba +2a*> —3a* —6ab —3b" + 6ab) f (a)

0

((2x3 —3(a+b)x* + 6abx)f'(x)dx > (b-a)(—a’ +2ab—-b*)f(a)

((2x* =3(a+b)x* + 6abx)f'(x)dx = (a —b)’ f(a), Q.ED.

0

Q> T —

L:631. Daca f:R — R este o functie de doui ori derivabili cu proprietatea ci existi a <b, astfel
incat f(a) = f(b) (f este neinjectivi), atunci exista ce(a; b) astfel incat:

f"(C)If(X)dx=f'(0)[f(a)—3f(6‘)]- Gheorghe Ghiti, Buziu

Rezolvare . Fie g(x)=[f(a)—-f (x)]j f(¢)dt.Cum g(a) = g(b) =0, atunci conform teoremei lui Rolle

3de(a;b) ai. g (d)=0. Dar g'(x)=—f'(x)J.f(t)dt+[f(a)—f(x)]f(x), si cum g (a)=g (d)=0, conform

aceleasi teoreme a lui Rolle Jce(a;d) ai. g (¢)=0.
Derivand inca o data functia g, avem:

g =f (X)_[f Odt—f () f )= f () @+ S (@~ (1 (x)=

=f" (x)I F@®)dt=3f (x)f(x)+ f(a)f (x), sidinfaptul ci g"(c)=0, rezulta relatia propusa.

(x+Vx*+4)" —(x—~x* + )"
-63 Calculati:
alculat J T 4

, (neN").

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
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J(x+JxT)"—(x—JxT)
e

I, _ 1 J-(x+\/x +4)" —(x—/x* +4)"

Y m

Rezolvare: Notim /, = dx si vom calcula

dx . Facem substitutia

In(1++2) " 4 (=D)e™

x=2sh(t)=e' —e™, = TV =
(0 5

0

ln(lj'ﬁ) ch(nt)dt — lsh(ln(l + \/5)") — 2L((\/§ +1)n —(\/5 —1)”), daca n= impal’
n n

si
0

mﬂj@sh(m) —ch(In(1+32)") = ch(0) =5 (V2 +1) + (2 ~1)") - daca n = par

0

2)1
Deci [, = —((\/5 +1)" - (\/5 —1)"), dacd n este numar impar, respectiv
n

2z
m Sa se calculeze [ = I —dx. Gabriel Tanase, Buzau
0 sin*x+cos* x

Rezolvare:
1 2

I = —a’x+

4 . 4 4

0 sin* x +cos* x 7 8In° X+COS X

dx si cu schimbarea de variabila x — 7 =¢ 1n a doua

1 z 1 1
integrald, rezulta [ = 2.[ - dx =2 J'z —dx+J. - dx
0 sin* x + cos* x 0 sin” x+cos x sin* x +cos” x
Vs z 1
In a doua integrala se face schimbarea de variabila x — = =1¢ si se obtine / =4 —dx .
2 0 sin* x + cos* x

z 1 z 1 1
[=4[?——dx=4| [+ [
IO sin x + cos* x (IO sin* x + cos* x -[ sin® x + cos* x )

Vs z 1
In a doua integrala se face schimbarea de variabild x = ——¢ si se obtine / =8 —4dx . Mai
2 0 sin” x+cos” x
. . 1g°x )
departe folosim formulele sin’ x = g o— sl cos’ x = 5
1+1g°x I+1g7°x

T

1+ 1g’ x tgx)’

Y 1
I1=8|* =
.[0[ tg°x JZ ( J J tg'x+1
3 +
l+1g°x 1+1g°x

Se face schimbarea de variabila 7gx =¢ sirezulta [ = SI

1+¢
1+¢

cdt.
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1
t+——

o 1+z B 1+¢ o 1 1 B

]_SI (¢ +1 8I (2—\/§t+1)(zz+ﬁt+1)dt_4jo[zz—ﬁt+l+t2+\/§t+1)dt_
G J' )

4.[ ldt+4J‘ | 22 dt=4\/§arctg<\/§t—l)‘:+4\/§arctg(x/§t+l);

+— t+—| +

( V2) 2 2
—4\/_{arctg\/_ +arctg<\/§+l)}:4\/5-%:2\/§7r

l\)\»—‘

. Se considera operatia: X*Y = XY - YX, definitd pe multimea matricelor patratice de ordin n.
Sa se arate ca submultimea M(A) = {XeM, | AX = XA} pentru orice A€M, A nesingulara, este parte

stabila in raport cu operatia indusa.
Petre Rau, Galati

Rezolvare: Fie X, Y e M(A) = AX = XA si AY =YA. Fie X*Y =XY-YX.
ACKY)-(X*Y)A = A(XY-YX)-(XY-YX)A = AXY-AYX-XYA+YXA=XAY-YAX-XYA+ YXA = XYA-
YXA-XYA+YXA =0.

L:635. Se considerii ecuatia x’ —(2x, +2x, +1)x* +(x, +x, +2018)x—x, —x, —1=0, care are
toate radicinile reale x,,x,,x;. a)Sisearateci: (1+x)(1+x,)=1+x; ;b)Rezolvati ecuatiain R.
Ionel Tudor , Cilugireni , Giurgiu
Rezolvare: a) Din relatiile lui Viéte avem: x; = x, +x, +1 si X, - X, - x; =x, +x, +1=1x;.
Daci x; =0=x,+x, =—1= x’+x* +2017x =0 < x(x’ +x+2017) = 0 care nu admite solutii reale
(A{0). Atunci,din x, -x,-x; = x; = x,x, =1. Obtinem: (1+x)(1+x,)=1+x +x,)+xx, =1+x;.
. , _ 1
b) Fie x, ridicini a ecuatiei date. Cum x,x, =1 ecuatia dati devine x> —2015x, + — =0 care este
X
echivalenta cu ecuatia bipatrata x,* —2015x,> +1=0 in care se noteaza x,° = y)0 obtinindu-se ecuatia

++/ 2
y* =2015y +1= 0cu solutiile Vo= 2015+ 22015 4)0 iar x, :i%-\/ZOISi\ﬂOlSz -4 =

= i%-(\/2017 £4/2013). Pentru x, :1-(\/2017 +4/2013).

1 2 _~2017 \/201
X, 2017 +42013 2

X, =1+x +x, =1++2017 . Aceleasi rezultate se obtin pentru x, = % . (\/2017 —~/2013 ) .
Analog, pentru xl’zl = —%-<\/2017 +\/2013) se obtine x," =1-~/2017 .

Rezulta x, =—

3n
2 |cos(2n + 1)x|
. Sa se calculeze limita sirului (a,),., avind termenul general: a_ = I—dx
X

2
(in legatura cu problema C.O: 5074 din Gazeta Matematica nr. 11/2009). Vasile Mircea Popa, Sibiu
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130 3
“Z

Rezolvare:  Pentru rezolvarea acestei probleme, vom folosi o formula de medie din calculul integral, pe care
o reproducem in continuare.

Formula de medie

Daca f(x) este o functie continua iar g(x) este o functie integrabila si pozitiva pe intervalul [a,b], existd un
numar € € [a,b] astfel incat:

b b
[Te0g(x)dx = £(&)[ g(x)dx.

Revenind la rezolvarea problemei, vom considera urmatoarele functii:

fB?’ﬂ R, f(x)_l g F 3—n}—>R+,g(x)

,neN.
2 2

3n
Pentru un n oarecare, n € N, notdm cu X; rddacinile ecuatiei g(x)=0 apartinand intervalului {E 7 ,

T . T
1=0,1,....2n+1. Observam ca: X; =—+1
2 2n+l1

,1=0,1,...,.2n+1.

T 3n . . . : <
Intervalul [—,7} este divizat de punctele X,X,...,X,,,; in 2n+1 intervale de lungime egala.

Putem scrie: a, = j f(x)g(x)dx + j f(x)g(x)dx +...+ j f(x)g(x)dx +...+ ]}(x)g(x)dx

Pentru orice interval [Xi 1> X ] functiile f(x) si g(x) indeplinesc conditiile din formula de medie, deci putem

serie: a, =f(&,) jg(x)dx+f@2> j g(x)dx +. +f(a)j 2N+ F(E0y) | 200X

unde &; € [x, ,x;],i=1.2,....20+1.

X;_;). Deci:

Observam ca avem: I g(x)dx = g(xi —
T

Xio

a, = 1(E) = (x —xo>+f<a2>5<x2 —x1)+...+f<ai>%<xi X))+

2 2n+1

+f<&2n+1>%(x2n+l X = DHEN X

S-a pus astfel in evidentd pentru un n oarecare o suma Riemann asociatd functiei f(x), intervalului

T 37
{E,—} , diviziunii echidistante A, definite de punctele x; de mai sus si punctelor intermediare &; de
asemenea definite mai sus.
T
Norma diviziunii A estev(A,) = .
2n+1
3 3n
. 23 2% 271 2In3
Putem deci scrie: lima = 11m z Zf(g )(x; —x,,) == [f(x)dx == [—dx =
n—o T % T X T
2 2

2In3
—

S-a obtinut in acest fel limita sirului din enuntul problemei: a =
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. Sa se calculeze limita girului (un )

u, = argthﬁJr argth

avand termenul general:

n>1

1
+...+argth—, unde prin argth x am notat functia inversi a functiei
n+2 2n

tangenta hiperbolica (in legaturd cu problema 26295 din G.M. nr. 4/ 2010).
Vasile Mircea Popa, Sibiu
Rezolvare:

h
Consideram functia f : (O, 1) —> R, f(x) = argth x ,unde argthx = %ln 1 X
X —X

tangenta hiperbolica de x, adica functia inversa a functiei tangenta hiperbolica:

este functia argument

shx e*—e™
thx = =—,xeR.
chx e*+e

Se poate demonstra ca functia f (X) este strict crescatoare pe (0, 1) si cititorul este invitat sa faca acest lucru,
ca exercitiu (se pot folosi in acest scop derivatele).
De asemenea, se obtine usor ca limf (x) =1. (1)
s
In continuare utilizim un rezultat cunoscut, care se poate verifica imediat.
Dacid a,,a,,...,a,, b;,b,,...,b, sunt 2n numere reale strict pozitive astfel incat:

a, _a, a, .
— >—=>...>—, atunci:
bl b2 bn
1
argth—— argth argth —
ﬂ>a1+az+...+an> L . Putem scrie: n+l n+2>m>—2n’
b, b, +b,+..+b, b, 1 1 s
n+1 n+2 2n
deoarece functia f (X) este strict crescatoare.
1 1 1 1 1
argth—— argth——+argth——+...+argth— argth—
Rezults: n+l n+1 n+2 2n 2n )
1 L S SN & 1
n+1 n+l n+2  2n 2n
1
Sirul: ——+ + ...+ — este convergent si are limita In2 .
n+l n+2 2n

1
Pentru demonstratie consideram functia g : [1, 2] —> R, g(x) = —, diviziunea intervalului [1, 2] in n parti
X

egale, precum si suma Darboux inferioara asociata. Tinand seama de definitia integralei, obtinem imediat:

2
lim( ! + ! +---+Lj: é:1n2.

oo\ p+1 n+2 2n X
1 1
argth—— argth—
Tinand seama de (1) putem scrie: lim n+l _y ; lim 0 2n _p
n+1 2n

Trecand la limita in inegalitatea dubla (2) pentru n — oo, obtinem imediat:

n—oo

lim(argthL+argth +...+argtth:ln2,
n+l

n+2 2n
si cu aceasta problema este rezolvata.
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o5 - PROBLEME PROPUSE - R

»Nestiinta di nastere la infumuréri,
iar stiinta la modestie.”

Tucidide

(460- 398, 1.Hr)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

. Echipa olimpica la matematica a clasei a 5- a trimite rezolvari de probleme la Gazeta Matematica.
De doua ori numarul de rezolvari expediate de fiecare fatd plus de 3 ori numarul de rezolvari expediate de
fiecare baiat fac 56 probleme rezolvate. De 5 ori rezolvérile inaintate de fiecare fatd plus de patru ori
rezolvarile Tnaintate de fiecare baiat fac 98 probleme.Céte rezolvari a trimis o fata si cate rezolvari a trimis un
baiat ?
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
. Produsul a 2018 numere naturale este egal cu 2018. Aflati cea mai mica suma posibild a acestor
numere.
elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

G:832 a)Calculati:1’+1° +3°+4+5+6+7°+8 +9°,
b) Aritati ci numirul 2018%°"7 se poate scrie ca o sumi de noui cuburi perfecte diferite de zero.
Déarstaru Gheorghe, Buzau

. Ardtati ca daca numerele naturale a,b,c,d,e, f verifica egalitatea
a’+b>+c’+d’ +e + f° =46656, atunci
(a+b+c+d+e+ f)°
a+b’+c’+d>+e’ + f°

=36".

Nicolae Ivaschescu, Canada
G:834. Sa se arate cd marind suma S =0,01+0,11+1L11+1L11+11L11+....+11111111L11 cu

111111110, rezultatul este numar natural.
Ionel Tudor, Cilugareni, Giurgiu

56 1
G:835. Aflati numerele naturale nenule x,y,z,?, daca: E =x+ — Radu Diaconu, Sibiu
+
YT
z+>
t
G:836|. Determinati numerele abcd care verifica relatia 4 - abed = dcba . Neculai Stanciu, Buziu

G:837. Aflati numerele naturale m si n, cum(n , astfel incat suma numerelor naturale mai mari ca m, dar

mai mici decat n sa fie 2019.
Marian Ciuperceanu, Craiova
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= Clasa a VI-a

. Determinati numerele intregi x si v, stiindca: (3—-2y)(x+2)+(y—D(x+4)+6=0.

Radu Diaconu, Sibiu
. Se considera sirul de numere naturale 2, 5, 10, 17, 26, 37, 50, ....
a) Gasiti al 2018-lea termen al sirului;

b) Aflati numerele din sir a caror diferenta este 4037.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:840. Aflati x din<|| x+ ! :;—1 +2018;:2018=2019. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
2018 ) 2018

. * . . .. o
G:841| Dacanumerele a,,a,,...,a,;b,,b,,...,.b, (n,k € N ) sunt numere intregi care nu se divid la 5, sa se

4 4 4
a, +a, +..+a, —n

arate ca fractia: — : Z este o fractie reductibila prin 5. Gheorgeh Ghita, Buzau
b’ +by +..+b, +4k
1 35 9999
G:842. Aratatica: —-—-—-...... —( 0,01 . Ciuperceanu Marian, Craiova

274 6 77710000

G:843 Sa se demonstreze cd numarul 11°°"° + 117" 117 +11°°" — 2004 are un numar par de divizori.
Titu Zvonaru, Comanesti, si Neculai Stanciu, Buziu

G:844|. Cat este misura unui unghi daci misura suplementului siu este cu 63° mai mare decét triplul
masurii complementului sdu ?
Nicolae Iviaschescu, Canada

G:845|. Aritati ca: A=4"" +3-4> —4 se divide cu 108, pentru orice n € N .
Gobej Adrian , Curtea de Arges

. In triunghiul ABC cunoastem ca m(jél) =a, 0(a90°si AC=2AB. Si se determine natura
triunghiului ABC, 1n cazurile:
a) 0(a(60°; b)) a=60"; ¢) 60°(a(90".

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
. In triunghiul ABC, AB<AC, punctul M este mijlocul laturii BC, punctul N € (AC) astfel incat
[NC] =[NB], MNIMAB = {P} si BNMPC = {R}.
a) Ardtati cd [PC] = [PB] si [NA] = [NR];
b) Dacd pe latura [AB] se iau punctele distincte A, A, A,, As, ..., Agy, B 1n aceastd ordine si se coloreaza
primul segment [AA;] si apoi fiecare al saselea segment dupd cel colorat, adicd [A;As], [A14A5] etc. (se
numdrd si segmentele colorate Intdlnite pe parcurs), demonstrati cd segmentul [AB] poate fi colorat in doud

nuante.
Darstaru Gheorghe, Buzau

= Clasa a VII-a

G:848. Aflati x,y € R astfel incat expresia X201 4 02018 -y2018 —DI010, 1009 4 HI010 -ylo09 +2%18 41
sa fie minima. Ion Stianescu, Smeeni, Buzau
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G:849. Ariatati ca \/l +i + \/§+i +\/Z—é <4 Vne N,n=>2. Radu Diaconu, Sibiu
3 3n 3 3nm 3 n

G:850. S se arate cd dacd a,b € N*, g # b, atunci numarul n = 20184 +20195° se poate scrie ca suma

a 2019 patrate perfecte.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

a+l a+?2 a+3 a+1009 - 2018, VaeN'.

+ + ot ——
Ja Na+1 Ja+2 Ja +1008

G:851|. Si se demonstreze cd

Nicolae Ivaschescu, Canada

G:852. Si se determine numerele naturale n si k, pentru care numérul V2" +4" este rational.
Gheorghe Ghita, Buzau

G:853 Determinati numerele abc stiind ca Vabc =ab—+c . Gobej Adrian, Curtea de Arges

G:854|. in triunghiul ABC, mediana BD cu D € [AC ] si bisectoarea CE cu E € [AB] se intersecteaza in

M, iar AM intersecteazd BC in N. Aratati ca:
a) EN| AC; b) Triunghiul CEN este isoscel. Darstaru Gheorghe, Buzau

. Un fermier are un teren triunghiular ca in figura de mai jos.
In zona de vest pot paste 6 capre, in zona sudicd 12 capre, iar in est 8
capre. Stiind ca toate caprele pot manca aceeasi cantitate de iarba,
aflati cate capre pot paste in zona de nord a terenului?
N D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

= Clasa a VIII-a

G:856. Cercetati daca 2+ V3 , 3+ V2 , \/ 29+ 23432 ) pot fi laturile unui triunghi dreptunghic.

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
. , 3
G:857. Fie x,y,z>-1,astfel incat x+ y+z=—1. Demonstrati ci: x° +y’ +z° > 5

Radu Diaconu , Sibiu

a bc+bx/a+bx/a+cm+c ab+a«/§ Sa se
1+\/E 1+\/E 1+\/£ '

G:858] Fie a,b,c €[0;1] sinotim E(a;b;c)=

arate cd 3abc < E(a;b;c)<a+b+c. Emil C. Popa, Sibiu
' —1=2xz

. Si se rezolve in R’ sistemul de ecuatii: { y—1=2x+z . Radu Diaconu, Sibiu
(y+1)* =2x(z+1)

. Determinati numerele intregi x, care verifica ecuatia x° + (x+1)° = 4x; 1+ !

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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G:861|. Sase demonstreze ca dacd a+b+c+d =1009, cu a,b,c,d e R, atunci
Jab+c+d)+.Jb(c+d+a)+yc(d+a+b)+da+b+c)<2018.

Nicolae Ivaschescu, Canada
G:862. Determinati numerele reale strict pozitive a, b, ¢ stiind ca

6 eN
\/a+12—\/@+\/b+6—m+\/c+10—\/ﬁ ) Gobej Adrian , Curtea de Arges
. a) Aritati cd x;y dez _,2_y2 ,Vx,yeR,.
b) Dacd x,y,z,t >20six+y+z+t= \/E demonstrati ca
\/4x2 +9y° + \/1 62> +25¢> + \/25x2 +16y° + \/922 +412 >7 Darstaru Gheorghe, Buzau
. Sa se rezolve in Z ecuatia: a” +3ab+3b> =3a+5b. Gheorghe Ghiti, Buziu

G:865. Tom se afla la 10 m distantd de Jerry. Tom alearga cu 3 m/s iar Jerry alerga cu 2 m/s. Jerry este
prins dupd ce parcurge x metri intr-o anumitd directie sau y metri in directia opusd. Sa se arate ca

x+y2z 8\/§ m. D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:866. Triunghiul ABC dreptunghic isoscel cu m(A)= 90° are varful A situat intr-un plan o . AB si

AC formeaza cu planul « unghiuri de aceeasi masurd u . Fie B L, C proiectiile varfurilor B, respectiv C
pe planul o .
a) Demonstrati ca B'C" ||BC . b) Determinati intervalul in care se afla masura u .

Gobej Adrian , Curtea de Arges

= Clasa a IX-a

2

: . [2 o ~c]_ N1 +8 . . N
Rezolvati ecuatia: [ n’ +8n+ 25:| = 3 unde [a] reprezintd partea Intreagd a lui a si n€ N.

Darstaru Gheorghe, Buzau

Rezolvati ecuatia: /31x+1 =x+1.

Nicolae Ivaschescu, Canada

72018 | Q2018 | 2018
Sa se determine partea fractionara a numarului 4 = . Adrian Stan, Buzau

10
\/2x+y +\/x—y =6
2x+2x—-y =19
Diaconu Radu, Sibiu

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia /x—1+4%/3—x =2+%/x-2.

=) =N =N
Ny [¥8] (%)
= ¢ o @

Sa se rezolve sistemul de ecuatii: , unde x,yeR.

.c.\
=
()

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

_ 2—x4+7x2+4x—18

E
Y
2

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x + —
by

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
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n
. Unsir (a,),., de numere reale avand g, # 0 cunoscut, verifica relatia: a, |, = Z -D)"*-k-a,_,,
k=1
Vn >1. Determinati formula temenului general. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

1.:645|. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea:

L 1, 1 2 2 2

B - + + .

My my me o [b \P+\F e, [a
b a c b a c

unde a, b, c; 1, ,, I;; m,, my,, m, reprezintd notatiile

consacrate in triunghi. Gheorghe Ghita, Buzau
L:646. Fie semidreptele (Ox,(0y,(Ozsi  punctele Ae€(Ox,Be(0y,Ce(0Oz . Daca

OA =x,0B = y,0C =15i(0x L (Oy,(Oy L (0z,(0Oz L (Ox, atunci sa se determine x,y € N astfel incat

m(ZBAC) = 60°. Poate fi Z/BAC drept ?
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

. Calculati: NE) (COS 5 )2 +(sin10")* +(sin20°)* . Marian Ciuperceanu, Craiova
. A 4
. In triunghiul ABC, m(A)=75". Aratati ca: - < 3 Diaconu Radu, Sibiu
m

a

. Fie triunghiul ABC dreptunghic in A cu B = e si AB=1. Sa se arate ca r <0.09, unde r este
raza cercului inscris in triunghiul ABC. Diaconu Radu, Sibiu

. Intr-un triunghi de laturi a.b.c notim cu h,si w, lungimile inaltimii , respectiv a bisectoarei
interioare aferente laturii a ,etc, celelalte notatii fiind cele uzuale . Demonstrati ca :

Za Db Te ST Vasile Jigldu , Arad

. Sa se demonstreze egalitatea: cos ecz—n2 -4 cos?—ic -4 COST—TZ 2.

Vasile Mircea Popa, Sibiu

= Clasa a X-a

:652. Daci a,b,c sunt numere reale strict pozitive, astfel incat a* +b* +¢* = \/§ + 3, sd se arate ca
p

11 242

1
— = . Radu Diaconu, Sibiu
a b ¢ abc

. Fie z€Q,

5
Z| < g Sa se arate ca

3
1+ +z22+(1-i)z+—i
(1+17) (I-19) 20

vz Sg =z 2212

Emil C. Popa, Radu Diaconu, Sibiu

2
. Sa se arate ca: a) LO+L1+ ..... +L2 (n+1) , VneN;
c, C, C! 2"
2
b) ! Lo ! > (n+1) , VneN; Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

) (@ ey a
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. Sd se rezolve ecuatia: 2° —x-2" =x+1. Déarstaru Gheorghe, Buziu

n-tg x r
L.:656. Saise determine n € N * astfel incat sin x +tgx = —Zx,—Vx € (O;EJ.
I-tg" —
£2
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
L:657. Fie q,,a,,a;,...,a,,, €[2;3], demonstrati ca:
log, (5a,—-6)+log, (5a,—6)+...+log, (5a,,;—6)+log, (54, —6)=4034.
Gobej Adrian , Curtea de Arges

L:658. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia al " =log,(x" —nx+n+1),unden>1,neN.

2
X
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

L:659. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, =x"=5x*+3, x>0.

2
X
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
L:660. Sa se rezolve ecuatia Cﬁ;k% +C; j_2x+4 =37. Adrian Stan, Buzau
. a a a a a I’l + 1 *
. Sa se rezolve ecuatia: log? +log? log?,+...+log”, log? . = 5 ,a>0,a#1l,ne N .

Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a XI-a

1
. Se considerd functia f :(0,00) > R, f(x)=— . Definim distanta de la un punct 4 la graficul
X
functiei f notatcu G, , astfel: d(4,G,) = Ar/[ann {AM } Calculati aceasta distanta daca A(—1,0).
. G,
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:663. a) Sa se determine valorile parametrului real a  pentru care functia

9
f:R—>R,f(x)=In(2x> +x+1)—ax este monoton crescitoare pe R. Pentru a = e stiind ca

2.3978 <In11<2.3979, si se afle valoarea lui - f(2) cu patru zecimale exacte.

b) Sa se discute numarul de solutii reale ale ecuatiei e* = a - (2)62 +x+ 1) dupa valorile parametrului real a.

Pentru a = sd se arate ca ecuatia are o radacina reala in intervalul (— 1,—5j .

1
e-e
L.:664| Aratati ca daca 4, B, si C sunt unghiurile unui triunghi ascutitunghic, atunci:
1 1 1

+ +

cosd cosB cosC

Radu Diaconu , Sibiu

>6. Titu Zvonaru, Comanesti, si Neculai Stanciu, Buzau

n

a +2

n

L:665| Calculati limita sirului (an ) cu ap=a>0siaq, = pentru orice numér natural n.

n=0

Darstaru Gheorghe, Buzau
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L.:666|. Fie (a ) un sir de numere reale strict pozitive cu llm( a, ., — an) =reR, ,u,veRcu

1
u+v=1Dacanotam a,!=a,a,..a,,G, = (an !)Z ,Vn e N, atunci si se calculeze:
um((n Gy —nfG) j .
D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

. a) Stabiliti domeniul maxim de definitie si semnul functiei
f(x)=2-x)In(2-x)-(1+x)In(1+x).

1
b) Stabiliti monotonia si extremele functiei g : (—, ez) >R, g(x)=In(l+Inx)-In(2-Inx).

e

Ionel Tudor, Cilugareni, Giurgiu
L:668| Daci A,BeM ,(C) astfel incdt ABA=BA+ A, atunci: AB* A=(BA)*(BA-1,)" > VkeN,k>2.
Gheorghe Ghita, Buzau

ax+y—-1=0
L.:669. Sa se afle numarul real a astfel incat dreptele § x —ay +1 =0 sa fie concurente.
x+3y—a=0

Tanase Gabriel, Buzau
L:670. Dacd a,b,c sunt dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic, atunci volumul sau se poate calcula

a b c 1
1|-a b x y
cu formula V =—- , Vx,y,zeR. Nicolae Ivaschescu, Canada
-a -b ¢ z
-a -b —-c 1

= Clasa a XII-a

m Aﬂa‘;i radacinile polinomului P(X )=X’>—-63X°+756X —1728 stiindci x, este media

Nicolae Ivaschescu, Canada

m. Sa se rezolve in R , ecuatia:

4034+x4032 +x4030+““+x2020 2018 2018x2017 2016+x2014+““+x4+x2 +1=O
Ionel Tudor, Cilugareni, Giurgiu

2% —19x* +68x* =125 +13 1x—81
IL:673] Si se calculeze: 1= I X xx_:_'_ 2) (Zx _X9x++11) ln(x —l)dx.

Radu Diaconu, Sibiu

t
. Sa se calculeze I%a’ Radu Diaconu, Sibiu
X +
j. ;E dx
2x°+1

L:675. S se arate ca: 3(2e° (4

Emil C. Popa, Radu Diaconu, Sibiu
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. Se considera functia f : IR — R care are proprietatea f(x)+2 f (% - x] =cos'x,VxeR.

VA

2
Sa se calculeze j f(x)dx.
0

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L.:677|. Se defineste integrala avand limita superioara infinita prin egalitatea:

®© b
.[ f(x)dx = lljimJ- f(x)dx . Sa se calculeze integrala:

j arctgx2 x
o (x+1)

Vasile Mircea Popa, Sibiu

B
. Calculati I = jsin xIn(sin x + cos x)dx .
0

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu

Newton parlamentarul

Isaac Newton(1642-1727), cel mai mare om de stiintd englez, descoperitorul

810 + sxj00qPL

printre altele a atractiei gravitationale, a derivatelor, a
principiului actiunii si reactiunii fortelor, a fost intodeauna
o persoand timida si introvertitd pe de o parte si fizicului
plapand si sensibil.

In calitatea sa de profesor la Cambridge, a devenit
membru al Parlamentului englez, unde era cunoscut ca un
taciturn notoriu, caci nu lua niciodata cuvantul la sedintele
in plen.

Intr-o zi cand se discuta aprins asupra unor chestiuni,
Newton se ridica in picioare si ridicd mana pentru a i se
permite s spuna ceva. In acel moment, toti parlamentarii
amutisera cdci erau extremi de curiosi ce avea sa spuna

marele matematician despre chestiunea care se dezbatea.
- Am o propunere: sa se inchida fereastra, cici e curent si ma trage!” , dupa
care s-a asezat impasibil pe scaun, ceea ce a creat o mare rumoare in sala.
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»The only way to escape the effect of the
corruptible effect of praise is to go on working.”.
Albert Einstein
(1879-1955)

E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 31, 2019.

PROPOSALS - QUICKIES

Q45. Proposed by D.M. Biitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
2 n
X X X . o
Let a,b €[0,0),a <b,P (x)=1+ F +3 +...+ —. s positive integer.

x" + nl(sin x — cos x)
e’ +sinx+ P (x)

b
Find j

Q46. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.
a(2a+3b+3c) >3

Ifa,b,c>0,thenprovethatz(b 2atbio)
+cC a+b+c

Q47. Proposed by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania and Marius Dragan, Bucharest, Romania.
11
() If x,y,z €(0,e) such that x+ y +z =1, then prove that (xyz)’ > x*y’z%;

(ii) If x,y,z >0 such that x+ y+z =1, then prove that
1 1 1

D G+ (2 +1)° = (x+D)*(r+1)" (z+1)=.

Q48. Proposed by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania
Prove that in any triangle ABC holds the following inequality

1 1 1 R
+ <4.—-2.
. A . . C r
Sin — S — s —
2 2 2

Q49. Proposed by Marin Chirciu and Octavian Stroe, Pitesti, Romania.
Let a,b,c,n be positive real numbers such that ab + bc + ca = 3abc . Prove that

1 1 1 3
2 2+ 2 2+ 2 ZS .
na~-+b- nb " +c° nc +a n+l1
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SOLUTIONS - QUICKIES

Q41. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.

8 3
If xe (0, Zj, then prove that ———+—— —=214.
2 sin“2x sin” x+4+cos’ x

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.
. . . 1 .
We have sin” x + cos® x = (sin” x + cos® x)> — 2sin” xcos” x =1 —Esm2 2x.

We denote sin” 2x =¢ > 0, then the inequality to prove becomes

§+%z 14 8—4r+3t214t-71> < 7t* —15t+820
& (t—=1)(7t—8) 2 0, true for ¢ € (0,1). The proof is complete.
Solution 2 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

Since sin’ 2x =4sin” xcos’ x, the proposed inequality, by Bergstrom’s inequality
2 2

2 V3 2443

8 S S V) I Cane),

-22+-4+4_2-2 2 '4+4_'2 )
sin”"2x sin"x+4cos"x 2sin”xcos x sin” x+cos” x (sm X+ Cos x)

_ =(2+\/§)2 ~13.92820 > 14.

Solution 3 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Denoting sin’2x = we have0<¢<1.

The inequality becomes: §+%2 14 < 7 -15t+8>0 < (t—l)(7t—8)2 0,

T
true since —1<0 and 7¢ —8 < 0. The equality occurs iff £ =1, i.e. x = Z
Also solved by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania and Marius Dragan, Bucharest, Romania.

Q42. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.

az+by ,forall a,b>0.

If x,y,z>0and x+y+Z:1,thenprovethatz > (a +b)z

X+ yz X+ yz

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.
Because x + yz = x(x+ y+ z) + yz = (x + y)(x + z) the inequality to prove is written successively

az +by ax + bx
Liiern) Sy & LT (el 2)

& aZ:yz+aZ:z2 +bZ:y2 +b2yz > any+asz+bey+bez
S (a+b)Y x> +(@+b)) xy=2a+b)) xy
& (a +b)Z:x2 > (a+b)ny & sz > ny,tme and we are done.

Remark. We observe that the inequality is true in weaker condition a +b > 0.

Solution 2 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
By the symmetry in the numerator at the left-hand and the summand yz at the denominator, it is

enough to prove that for any a > 0, then

YoozaY—— e Y2y 27 22

xX+yz xX+yz xX+yz xX+yz x+y+z X+yz x+y+z x+yz

where in the last inequality we have used that x+ y +z =1. Last inequality is equivalent to
x*+xy+ v +xz+yz+ 2% = 2(xy + xz + yz), which follows by the rearrangement inequality.

Also solved by Marin Chirciu, Pitesti, Romania, Marian Cucoanes, Mirasesti, Romania and Marius
Dragan, Bucharest, Romania.
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Q43. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

If ABC is a triangle with area .S and usual notations, then prove that

J(@* 1) +1) +4J(b* +1)(c* +1) +4/(c* +1)(a* +1) 283S .

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

First we note that \/()c4 +D(+D) = x* +y°,Vx, y e R, (¥).

Indeed, 4/(x* + )(y* +1) 2 x* + > < (x*y> —1)? 2 0 , which is true with equality iff xy=1.

So, Z\/(cf +1)(b* +1)(z*) D@t +b*)=2>"a> =2(a> +b> +?), ().

cyclic cyclic cyclic

By lonescu-Weitzenbock inequality we have a” +b° +¢* > 4«/§S , (2).
From (1) and (2) we get the conclusion and we are done.
We have equality iff a=b=c =1.

Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. By AM-GM we have a* +1>2a’, with equality for a =1.
We obtain that

LHS=Y"J(b* +1)(c* +1) 2 Y N2b> - 2¢* =Y 2be =2(p* +1” +4Rr).

It suffices to show that 2( Pt 4Rr) > 8\/§rp , which yields by Doucet’s inequality p\/g <4R+r and

from Gerretsen’s inequality p> > 16Rr — 51> .
It remains to prove that 16Rr —5r° + 7> + 4Rr > 4r(4R + r) < R >2r, true by Euler’s inequality.

The equality occurs from a=b=c=1.
Also solved by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania, Marius Dragan, Bucharest, Romania and Daniel
Vacaru, Pitesti, Romania.

Q44. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Let f : R — R be a continuos and odd function and g : Ri —> Rbe a continuos function such that

V241 1
1 . d
gl —|=-g(x),Vx e R, . Compute J. 2 (fog)(x X, where a > 1.
u A L) +a700)

Solution by author. Let x = u(?) = %, u'(t) = —lz,u(\/z—l)= \/5+1,u(\/5+1)= V2-1.
t

Jj_ﬂ 1 ﬁ'_l | i
Therefore, I = : dx = (_ —)d _
’ 2 (fog)(x)

o (L x )(1+a ¢ ) e [Hlj[lJra(fog)(;)] t

t2

«/5+1 1 «/5+1 1

- dt = = dx .
Ao+ tz)(l + af(‘g(”)) AL+ x2)(1 N a—(fog)(x))

241 V241 (fo2)(x)
So, 21 = I ( 2 : Fom) 2 1 (/o)) jdx - 1:“ Grom X =
(1+x )(1+a ) (1+x )(1+a ) s (I+x )(Ha )

V2-1
NER ) g
= J‘ 1 —dx = arctan x gti = arctan( N2+ 1) — arctan( J2 - 1) = arctan V2 +1-(2-1) _
ﬁ-11+x 1+(\/§+1)(\/§_1)
44 | 4
=arctanl == . Hence, [ = —-—="—.
4 4 8

Also solved by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain, Marian Cucoanes, Marasesti,
Romania, Marin Chirciu, Pitesti, Romania and Marius Driagan, Bucharest, Romania.
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» O vorba inteleapta
incremeneste intr-o ureche tare.”.
Goethe

(1749-1832)

A Caleidoscop matematic

1. O problema de tip Zenon ! de prof. Neculai Stanciu, Buziu

Un numar infinit de matematicieni intra Intr-un bar. Primul cere o bere, al doilea cere jumatate de bere, al
treilea un sfert de bere, s.a.m.d.
Barmanul face calculul (o "rezolvare" frumoasa):
A=1+1/2+1/4+1/8+... = 2A=2+A = A=2.
"Luati doua beri!" zice barmanul.
O rezolvarea riguroasa necesita notiunea de serie formala, adica

= (1) = (1) 1) 1 (1Y (1Y IR
A:1+Z(—j , unde Z(—j :limZ(—) = lim —+(—j +(—j +...+(—j =
k=1 2 k=1 2 e 2 n—o| 2 2 2

Iatd alte doud probleme asemanatoare propuse de Sfetoslav Cremarenco.

I. Sa se rezolve ecuatia: \/ X+4x+..A/x+... =5, unde avem o infinitate de radicali.

Rezolvare: Ridicam la patrat si rezultd x + \/x +Vx+.Ax+. =25=>x+5=25=>x=20.

II. Sa se afle \/6+\/6+...«/6+... .
Rezolvare: \/6+\/6+...\/6+... =x=6+x=x"=x"—x—-6=0= x=3, deoarece

\/6+\/6+...«/6+... >0.

O rezolvarea riguroasa necesita notiunea de sir convergent !

2. Totul = Nimic (O gluma simpatica) ! Prof that nothing is everthing
O demonstratie culeasi de pe Facebook 1 0
o0

—18=0 (rotate by %)
—-10=8 (add 8)

0 V4

— =00 tate by —

n (rotate by 2)

0=0 Q.E.D
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3. Numere naturale, care se gasesc (se regiasesc) in puterile lor mai mari

de Kovacs Bela, Satu Mare

Puterea a cincea al fiecarui numaér natural de o singura cifra se termind cu aceeasi cifra ca si baza.

0°=0 3 =243 6°=7776

9> =59049

=1

4 =1024 7°=16807

2°=32 5 =3125 8 =32768

53

Numerele naturale de doua cifre, ale caror puterea a cincea se termina cu aceasi grupa de ciftre, ca si

cifrele bazei:

24° =7.962.624
25° =9.765.625
32° =33.554.432
43° = 147.008.443
49° =282.475.249
51° =345.025.251

57° =601.692.057

68° =1.453.933.568
75° =2.373.046.875
76° =2.535.525.376
93’ =6.956.883.693
99° =9.509.900.499

Numerele naturale de o singurd cifra, ale caror orice putere se termind cu aceasi cifra, ca si cifra

bazeisunt: 0, 1, 5,

6. (exponentul > 1)

Numerele naturale de doua cifre, ale caror orice putere se termind cu aceasi grupa de cifre, ca si cifrele

bazei:
exponentul puterile lui 25 puterile lui 76
1 25 76
2 625 5.776
3 15.625 438.976
4 390.625 33.362.176
5 9.765.625 2.535.525.376
6 244.140.625 192.699.928.576
7 6.103.515.625 14.645.194.571.776
8 152.587.890.625 1.113.034.787.454.976
9 3.814.697.265.625 84.590.643.846.578.176
10 95.367.431.640.625 6.428.888.932.339.941.376

Numerele naturale de trei cifre, ale caror orice putere se termind cu aceasi grupa de cifre, ca si cifrele

bazei sunt: 625 si 376.

Numar natural de patru cifre cu astfel de proprietate existd unu singur: 9376
Singurul numar natural cu cinci cifre este: 90625

Numere naturale cu sase cifre sunt: 109.376 si 890.625.

Generalizare: Presupunere: Existd numere naturale oricdt de mari, in a cdror orice putere se regaseste

numarul respectiv.

Un numar de 27 cifre, in al carui pétrat se regaseste numarul respectiv:

380.022.607.743.740.081.787.109.376" =

144.417.182.396.352.539.175.410.357.380.022.607.743.740.081.787.109.376
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4. DESPRE NEWTON

Newton si marul

Legenda Iui Newton si a marului sau este cea mai cunoscutd
intdmplare care e transmisa din generatie in generatie de catre mai toti
profesorii de fizica. Ea face referire la faptul ca atunci cand se plimba
prin gradina sa, Newton a meditat indelung asupra fenomenului
observat de el atunci cind cadeau din copac merele. Atunci, i-a venit
idea cd asa cum merele se desprind si cad pe pamant datoritd unei forte
care le atrage in jos — gravitatia, tot astfel, ” si planetele si stelele intre
ele nu se supun aceluiasi principiu” ? Studierea acestei probleme I-a
condus la descoperirea legi atractiei universale in care forta de atractie
a doua corpuri este direct proportionalad cu masele si invers proportionala cu patratul distantei dintre ele”.

Putini stiu faptul, ca atunci cand a intuit aceasta teorie, Newton se afla la casa sa din micul orasel natal
Woolsthorpe cdci Anglia fusese lovitd de ciumad, iar scolile si universitdtile fusesera inchise, inclusiv
Cambridge. In linistea casei sale si a naturii inconjuritoare, Newton a avut timp sa realizeze o serie de
experiente care sa-i permitd si giseasca proprietatile luminii si sd emitd mai tarziu teoria corpusculara a
luminii, precum si sd intuiasca existenta gravitatiei universale. Descoperirea derivatelor mai tarziu i-au
permis sa determine stiintific viteza corpurilor iar construirea telescopului sdu cu reflexie l-a ajutat sa fie
premiat de Societatea Regald din Londra si chiar si devind membru al ei. In multe dintre intilnirile cu
prietenii sdi povestea ca cei doi ani petrecuti la casa sa din Woolsthorpe au reprezentat cei mai fecunzi ani ai
sdi 1n descoperiri si lucrari stiintifice.

Cina lui Newton

O alta istorisire rdmasa cu Newton ne povesteste cat de pasionat era fizicianul atunci cand se apuca de
un lucru, caci uneori chiar uita sd mai manance.

O data, a venit la el 1n vizita un doctor, William Stukeley pentru a lua cina impreunad, insa la un moment
dat Newton s-a dus 1n cabinetul sdu de lucru si s-a apucat sa lucreze la ceva ce 1i venise in minte.

Cum doctorul Stukeley ramasese singur de ceva vreme iar foamea il biruise si nu se mai putea abtine,
s-a asezat la masa si s-a ospatat singur din tot ce era pe masa, inclusiv cu un pui ale cérei oscioare le puse la
loc sub clopotul de sticd unde fusese puiul si dupa care pleca fara sd mai anunta gazda neospitaliera.

Cénd intr-un tarziu, Newton isi terminase treaba si aparu in sufragerie, vizu masa pusa si atunci se
ageza si el ca sd manance ceva. Dar cand ridica clopotul unde se presupune ca ar fi trebuit sa fie puiul bine
rumenit gasi doar oasele.

Atunci, se batu cu palma peste frunte ca si cum si-ar fi adus aminte de ceva:
- Poftim, ca am uitat ca am cinat deja! Si se intoarse inapoi in cabinet ca sa
mai lucreze ceva.

Newton in vizita
Urmatoarea intamplare se refera la momentul unei vizite a lui Newton, acasd la aleasa inimii sale cu
care trebuia sa se casatoreasca.

Invitat la ea acasa, Newton din momentul in care a ajuns, a inceput sa-i citeasca o piesa de a lui
Shakespeare, ” Troilus si Cressida”, pand la sfarsitul piesei cand stdnd cateva clipe cufundat 1n tacere si
meditand, se apropie de fata si-i lua degetul in mana.

Tanara fatd se emotiona crezand cd Newton vrea sa faca cererea In casatorie si atunci inchise si ea
ochii, dar stupoare. Atunci, simti o arsura brusca la deget si cand deschise ochii, vazu cd Newton cufundat in
meditatie, probabil gandindu-se la vreo problema nu-si dddu seama ca luase degetul fetei si Indesa de cateva
ori cu el jarul din causul pipei.

Bine-nteles ca acest lucru nu a impedicat-o ca si se casatoreasca cu el mai tarziu.

Despre maretia si contributia marelui matematician si fizician la dezvoltarea stiintelor, sta dovada
insusi epitaful de pe mormantul sau care se afla la Westminster Abecy, locul unde sunt inmormantati toti
regii si episcopii Angliei:

” Muritori, puteti fi mandri ci a triit un om atit de mare, care face onoare rasei umane”.

Din cartea ,,0 scurtd istorie a matematicii”, Adrian Stan si colab. . Ed. Editgraph, Buzau. 2015



- POSTA REDACTIEI -

Sclipirea Mintii 22

» Nevoia il invata pe om,
chiar cand pricepe greu”.
(Euripides
(480- 406 1.Hr)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a apirut numirul 22 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii In randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreuna, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc sa trimitd materiale pentru revisti, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdind materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de ména si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai fi fost
trimise sau si mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare,

apartine redactiei.

(Mata finala pand cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numarul 23 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 15 MARTIE 2019. Vi urdm succes si va asteptam.

ELEVI REZOLVITORI

Scoala Gimnaziala “Gh. Popescu” Margineni- Slobozia, Scornicesti, Olt
Clasa a VII-a: . Mindreanu Florentina, Vlaicu Liliana; Clasa a VIII-a: . Sima Iuliana, Screciu Iuliana;
Prof. Iuliana Trasca.

Scoala Gimnaziala ""George Emil Palade' Buzau
Clasa a V-a: Barcan Diana Teodora, Apostol Andrei, Enica Luca Florin, Popa Mladin Andrei, Agheana
Codrut Andrei, Nedelcu Mario, Prof. Neculai Stanciu;

Scoala Gimnaziald ” Rares Voda” Ploiesti, Prahova
Clasa a VI-a: Paduraru Citilina, Mihai Alexandra, Gaitanaru Andreea, Calinescu Alin, Nitoiu Vlad, Boboc
Gabriel, Savu Gabriel. Prof. Daniela Badea
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Liceul cu Program Sportiv _,.lolnda Balas Soter”, Buzau:
Clasa a VII-a: Fratild Mario, Giurea Mailin; Clasa a VIII-a: Ceausel Darius, Dragomir Nicoleta; losif
Gabriel, Suditu Alecsandra. Prof. Corbu Violeta.

Colegiul Economic Buzau:
Clasa a X-a: Buga Marius; ; Clasa a XI-a: Pertea Elena; Clasa a XII-a: Aldea Aurel; Prof. Dinu
Constantin;

Liceul Tehnologic Costin Nenitescu, Buzau:

Clasa a IX-a : Stirbu Catalin, Dobre Anca, Dobre loana, Chiricioiu Georgiana, Cana Cristina, Macsim
Mihaela; Clasa a X-a: Moraru Cristina; Moraru Irina; Catinca Teodora; Moise Andrei; Clasa a XI-a:
Vizitiu Anamaria, Gheorghitd Ruxandra; Clasa a XlI-a: Pascu Elena; Dumitrache Mihaela, Pantazi
Gabriela; Prof. Adrian Stan;

Colegiul National Mihai Eminescu Buzau:

Clasa a X-a: Botan Bianca, Brataon Ancuta, Bundd Cristian, lonescu Alexandra, Marin Diana, Neagu
Simona, Pertea Andreea, Rambet Marina, Necula Nicoleta, Tomica Elena, Zamfir Izabela, Zamfir Izabela,
Zaharia Cosmin; Clasa a XI-a: Antonie daria, Balan Madalina, Barau Catalina, Chivu Mihaela, Coman
Izabela, Copoiu lulia, Dinu Stefania, Dughiana Madalina, Matei Mihai, Nedelus Alexandra, Stana Alexandru,
Stefan Alexandru, Tarau Alexandra; Tatulescu lulia; Ursu Florina;

Clasa a XII-a: Badea Vladut, Gheorgeh Oana, Hozu Alina, luga Valentin, Poteca Daniel, Sterian Bianca,
Trifan Georgiana, Toma Sebastian, Zaharescu Anamaria; Prof. Laura Tanase

CALEIDOSCOP MATEMATIC
Un avion decoleaza de la Polul Nord si zboara spre Polul Sud, 50 km. Apoi zboara spre est
% inca 100 km. La ce distanta se afla avionul de Polul Nord ?
| Y
50 kml

¥

Analizand cele trei cercuri, gisiti numarul lipsa din al patrulea cerc.

DRDE
[2_] [+ ] [ ] [

Raspuns la problema de la pagina 9.

Fiecare cifra din dreapta numerelor reprezintd numarul de zerouri sau ovaluri care se gadsesc in scrierea
numerelor din stanga:

Astfel, de exemplu, la numarul 1011 avem un singur zero, deci avem numarul 1; la numéarul 5601 exista 2
zerouri/ ovaluri , deci punem numarul 2; la numarul 2789 exista 3 zerouri:

Atunci, la numarul 9886 exista 6 de zerouri /ovaluri, deci punem numarul 6.





