Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 8 Martie 2014

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a V-a

Problema 1. Determinati numerele de forma abc care verifica relatia

b-ac=c-ab+ 10.

Gazeta Matematica

Solutie. Relatia din ipoteza revine la b(10a 4 ¢) = ¢(10a +b) + 10 & ab=ac+1. ...3 p
Obtinem ca a(b—c)=1,deunde a =b—c=1.......o i, 2 p
Numerele ciutate sunt 110, 121, 132, 143, 154, 165, 176, 187, 198 ... ...\ oovovoo ... 2p

Problema 2. Fie M multimea numerelor palindrom de forma 5n + 4, unde n € N. (Un
numar natural se numeste palindrom daca este egal cu rasturnatul sau. De exemplu, numerele
7, 191, 23532, 3770773 sunt numere palindrom.)

a)

b)

Daca scriem in ordine crescatoare elementele multimii M, stabiliti care este al 50-lea
numar scris.

Determinati cel mai mic si cel mai mare dintre elementele multimii M care se scriu cu
cifre nenule si au suma cifrelor 2014.

Solutie.

a)

Numerele din multimea M au ultima cifri 4 sau 9. In multimea M existd doud numere
de o cifra (4 si 9), doua numere de doua cifre (44 i 99), 20 de numere de trei cifre (404,
414,..., 494, 909, 919, ..., 999) si 20 de numere de patru cifre (4004, 4114, ..., 4994, 90009,

0119, ...y 9990) o 2p
Al 50-lea numar din M este al saselea numar de cinci cifre, anume 40504 ........... 1p
b) Pentru a obtine numere mici, ar trebui ca acestea sa aiba cat mai putine cifre, prin urmare
vom lua cat mai multe cifre de 9. Cel mai mic numar din M cu suma cifrelor 2014 este
0800 ... 080 L 2p
220 de 9
Pentru a obtine numere mari, ar trebui ca acestea sa aiba cat mai multe cifre. Prin
urmare, vom lua numarul maxim de cifre de 1, scriind cifra 4 pe prima si ultima pozitie.
Numarul cerut este 4 11 ... L4 ..o 2p
—
2006 de 1
Problema 3. Se considera multimea A = {1,3,32,33,...,3%°}, Spunem c# se realizeazi

o partitie a lui A daca multimea A este scrisa ca o reuniune de submultimi nevide ale sale,
disjuncte doua cate doua.

a)

b)

Demonstrati ca nu exista o partitie a lui A astfel incat produsul elementelor fiecarei
submultimi din partitie sa fie patrat perfect.

Aratati ca exista o partitie a lui A astfel incat suma elementelor fiecarei submultimi din
partitie sa fie patrat perfect.



Solutie

a) Presupunem ca exista o astfel de partitie. Cum produsul elementelor fiecarei submultimi
din partitie este patrat perfect, deducem ca produsul tuturor elementelor din multimea
A este patrat perfect.

31+2+3+---+2014 — 32015-1007

Insa produsul elementelor lui A este si acest numar nu este

patrat perfect, deoarece exponentul lui 3 este impar. ............... ... ... ........ 3p
b) Observam ca 32" + 32" = (3™ - 2) 2. 2p
O posibila partitie este A = {1,3} U {3% 33} U--- U {32012 32013} y {32014} ... ... 2p

Problema 4. Un numar natural de 10 cifre se numeste dichisit daca cifrele sale apartin
multimii {1,2,3} si oricare doua cifre consecutive difera prin 1.

a) Aratati ca un numar dichisit contine in scrierea sa exact cinci cifre de 2.
b) Stabiliti cate numere dichisite exista.

¢) Demonstrati ca suma tuturor numerelor dichisite se divide cu 1408.
Solutie.

a) In scrierea unui numar dichisit, cifrele pare alterneaza cu cele impare. Cum numerele au
10 cifre, ele vor contine exact cinci cifre pare, deci exact cincide 2. ................ 1p

b) Exista 2-2-2-2-2 = 32 numere dichisite de forma 2a2b2c2d2e i 2-2-2-2-2 = 32 numere
de forma a2b2c2d2e2. In total, exista 64 de numere dichisite. ...................... 2p

¢) Daca numarul @jas...ajo este dichisit, atunci gi numarul (4 —a;)(4 —ag)...(4 — ajp)
este dichisit si distinct de primul. Suma acestor doua numere este 4444444444, ....2 p

Grupam numerele dichisite in 32 astfel de perechi. Prin urmare, suma tuturor numerelor
este 32 - 4444444444 = 27 - 11 - 101010101 = 1408 - 101010101 .. ..................... 2p



