SOCIETATEA DE STIINTE

MINISTERUL EDUCATIEI MATEMATICE DIN ROMANIA

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Constanta, 16 aprilie 2022

CLASA a VlI-a

Problema 1. Céte numere naturale n au proprietatea P(n) = S(n) = 8, unde
P(n) si S(n) reprezinta produsul, respectiv suma cifrelor numarului n (scris in baza 10)?
Justificati raspunsul!

Problema 2. O multime M va fi numita speciald daca indeplineste simultan conditiile:
- este nevida si are ca elemente doar numere naturale;

x
- daca x € M si x este par, atunci — € M;

- daca x € M si x este impar, atunci 3-z 4+ 1€ M.

a) Aratati ca, dacd M este o multime speciala si 12 € M, atunci M are cel putin 10
elemente.

b) Aratati ca exista o infinitate de multimi speciale care au exact doua elemente
impare.

Problema 3. Ana are 200 de monede, avand respectiv valorile 1, 2, 22, ..., 219, Ea
le imparte in 100 de grupe de cate doua monede, calculeaza sumele sy, So, ..., Sigo ale
valorilor monedelor din fiecare grupa si afla cel mai mare divizor comun D al numerelor
S1, 82, ..., 5100-

a) Aratati ca D este impar.

b) Determinati valoarea maxima a lui D pe care o poate obtine Ana.

Problema 4. a) Aratati ca orice triunghi poate fi impartit in trei triunghiuri cu
interioarele disjuncte, unul fiind dreptunghic, unul isoscel si unul ascutitunghic.

b) Aratati ca orice triunghi neisoscel poate fi impartit in cinci triunghiuri cu inte-
rioarele disjuncte: unul isoscel, unul echilateral, unul ascutitunghic, unul dreptunghic si
unul obtuzunghic.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



SOCIETATEA DE STIINTE

MINISTERUL EDUCATIEI MATEMATICE DIN ROMANIA

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Constanta, 16 aprilie 2022

CLASA a VI-a — solutii si bareme

Problema 1. Cate numere naturale n au proprietatea P(n) = S(n) = 8, unde P(n) si
S(n) reprezinta produsul, respectiv suma cifrelor numarului n (scris in baza 10)? Justificati
raspunsul!

Solutie. Sunt posibile numere de trei tipuri.

I. Numere cu o cifra 4, o cifra 2 si doua cifre 1. Cifra 4 poate ocupa oricare dintre cele 4
pozitii posibile, iar pentru fiecare alegere a pozitiei lui 4 exista cate 3 alegeri a pozitiei lui 2,

restul cifrelor fiind 1. Obtinem astfel 12 numere de acest tip.............. ... ... ... ... 3p
II. Numere cu trei cifre 2 si doua cifre 1. Pozitiile celor doua cifre 1 se pot alege in 10 moduri,
restul cifrelor fiind 2. Obtinem astfel 10 numere de acest tip.............. ... ... ... ..., 3p
I11. Numérul 8. In total obtinem 23 de NUMEre . ..............co.oviiiieaieiaiaan... 1p

Problema 2. O multime M va fi numita speciald daca indeplineste simultan conditiile:
- este nevida si are ca elemente doar numere naturale;

- daca x € M si x este par, atunci ge M;

- daca x € M si x este impar, atunci 3-x+ 1€ M.

a) Aratati ca, daca M este o multime speciald si 12 € M, atunci M are cel putin 10 elemente.
b) Aratati ca exista o infinitate de multimi speciale care au exact doua elemente impare.

Solutie. a) Din 12 € M reiese ca M contine elementele 6, 3, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1......... 3p
2% — 1
b) Daci n este numar natural nenul, atunci 22" = Mgz + 1, deci z,, = 5 este numar
NATUTAL . .. e 2p
Pentru n > 1, multimea M = {m,,2%" 22n=1 22n=2 " 1} este speciala si are exact dous
elemente impare: x,, si 1. Obtinem astfel o infinitate de multimi speciale care au exact doua
EleMENTE IMIPATE . . . ettt ettt e et e et e e e ettt e e e e e 2p
Problema 3. Ana are 200 de monede, avand respectiv valorile 1, 2, 22, ..., 2199, Ea le
imparte in 100 de grupe de cate doua monede, calculeaza sumele s1, s3, ..., Sigo ale valorilor
monedelor din fiecare grupa si afla cel mai mare divizor comun D al numerelor si, s2, ..., s100-

a) Aratati ca D este impar.
b) Determinati valoarea maxima a lui D pe care o poate obtine Ana.

Solutie. a) Una dintre grupe este de forma {1,2"}, cu n > 1, deci suma s atasata ei este

impara. Deoarece D divide s, rezulta ca D este impar .......... ..o, 2p
b) Vom arta cd D maxim este 1+ 2100 1p
Dacid Ana formeaza grupele {27, 27100} "cu 0 < n < 99, atunci se obtin sumele 2" (1 4 21%7)
iar in acest caz D = 14 2100 2p

Pe de alta parte, daca 2'%0 este grupat cu 2", n > 100, atunci D | 2" 2100 = 2100(] 4 9n—100)
si D impar duce la D < 1+ 277100 <1 429 jar daca 219 este grupat cu 27, n < 100, atunci



D | 2" + 2190 = 2n(1 4 2100-n) &i D impar duce la D < 1+ 219077 <1 4 2190 deci nu putem

obtine D > 1+ 28100

Problema 4. a) Aratati ca orice triunghi poate fi impartit in trei triunghiuri cu interioarele

disjuncte, unul fiind dreptunghic, unul isoscel si unul ascutitunghic.

b) Aratati ca orice triunghi neisoscel poate fi impartit in cinci triunghiuri cu interioarele dis-
juncte: unul isoscel, unul echilateral, unul ascutitunghic, unul dreptunghic si unul obtuzunghic.

Solutie. a) Un triunghi oarecare ABC are cel putin doua unghiuri
ascutite. Daca, de exemplu, acestea sunt ZB si ZC, atunci inaltimea
AD imparte AABC in triunghiurile dreptunghice ABD si ACD ....1p

Ducand in AABD si AACD medianele DE, respectiv DF, obtinem
triunghiurile isoscele ADE, BDE, ADF siCDF.................... 1p

Daca unul dintre ele este ascutitunghic, problema este rezolvata. In
caz contrar avem /DFA = /DEB = /DFA = Z/DFC = 90°, deci
AABC este dreptunghic isocel. In acest caz putem lua G pe BC' astfel
incat ZCAG > 45° si GH 1 AB, H € AB pentru a obtine AACG
ascutitunghic, ABGH isoscel si AAGH dreptunghic................ 1p

b) Fara a pierde generalitatea, putem presupune ZA > /B > ZC.

Atunci ZA > 60° si putem lua D pe segmentul BC astfel incat
ZCAD = 60°. Deoarece LZADC > /B > ZC, avem AC > AD, deci
putem lua punctul E pe segmentul AC astfel incat AE = AD. Obtinem
astfel ADFE echilateral, situat in interiorul AABC .................. 2p

Deoarece ZDEC = 120°, ADCE este obtuzunghic. Apoi, conform
a), AABD poate fi impartit intr-un triunghi dreptunghic, un triunghi

ascutitunghic si un triunghi isoscel.......... ... . ... ool
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