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CLASA a V-a

Problema 1. Determinati numerele naturale de forma ab, care au proprietatea ca
restul impartirii lui ab la a + b este a - b.

Problema 2. a) Fie n un numar natural. Demonstrati ca, daca numerele 9 - n + 1 si
11 - n + 1 sunt simultan patrate perfecte, atunci n este divizibil cu 5.

b) Determinati cel mai mic numar natural nenul n pentru care numerele 9 - n + 1 si
11 - n + 1 sunt simultan patrate perfecte.

Problema 3. a) Determinati numerele prime a, b, ¢, cu a < b < ¢, pentru care
a® + b + 2 = 2022.

b) Exista cinci numere prime distincte care au suma patratelor egala cu 20227 Justi-
ficati raspunsul!

Problema 4. Determinati perechile (a,b) de numere naturale nenule, care au propri-
etatea ca 2-b+ 1 divide 3-a—1si2-a+1 divide 3-b— 1.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a V-a — solutii si bareme

Problemzl 1. Determinati numerele naturale de forma ab, care au proprietatea ci restul
impartirii lui ab la a + b este a - b.

Solutie. Avem conditia a-b < a +b. Daca a si b ar fi mai mari sau egale cu 2, presupunand
ca a > b, obtinem a-b>2-a > a+b, contradictie. La fel pentru a <b. In concluzie a <1 sau
D e 3p

Cazul I. Pentru a < 1, deoarece a # 0 obtinem a = 1. Conform teoremei impartirii cu rest
avem 1b = (1 +b) - C + b, de unde 10 = (1 + b) - C, unde am notat cu C catul impartirii. Deci
b+ 1 divide pe 10, b putand avea valorile 0,1,4 sau 9. Obtinem solutiile 10,11,14,19....... 2p

Cazul II. Pentru b < 1 avem douéa subcazuri:

a) Daca b = 0, atunci obtinem solutiile 10, 20, ..., 90.

b) Dacd b = 1, din teorema impartirii cu rest obtinem al = (a + 1) - C + a, de unde
9-(a+1)=(a+1)-C+8. Obtinem ca a + 1 divide pe 8, deci a poate fi 1,3 sau 7. Se obtin
solutiile 11,31, T .. . 2p

Problema 2. a) Fie n un numar natural. Demonstrati ca, daca numerele 9-n+1si 11-n+1
sunt simultan patrate perfecte, atunci n este divizibil cu 5.

b) Determinati cel mai mic numér natural nenul n pentru care numerele 9-n+1si 11-n+1
sunt simultan patrate perfecte.

Solutie. a) Daca ultima cifra a lui n este 1,2,6 sau 7, atunci ultima cifra a lui 11-n + 1 este

2,3,7, respectiv 8, deci 11 - n + 1 nu este patrat perfect. ............ ... ... .. .. ... ........ 2p
Daca ultima cifra a lui n este 3,4,8 sau 9, atunci ultima cifra a lui 9-n + 1 este 8,7, 3,
respectiv 2, deci 9-n + 1 nu este patrat perfect. ........ ... .. 2p
Cum numerele 11-n +1 si 9-n + 1 sunt simultan patrate perfecte, deducem ca ultima cifra
a lui n trebuie sa fie 0 su 5, deci n este divizibil cu 5. ........ .. 1p
b) Considerand multiplii de 5 nenuli 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, obtinem pentru numarul 9-n+ 1
valorile 46,91, 136, 181, 226, 271, 316, care nu sunt patrate perfecte. ........................ 1p

Pentru n = 40 obtinem 9-n + 1 =361 = 192 i 11 -n + 1 = 441 = 212, deci n = 40 este cel
mai mic numar natural nenul pentru care 9-n+1 si 11-n+ 1 sunt simultan patrate perfecte.1p

Problema 3. a) Determinati numerele prime a, b, ¢, cu a < b < ¢, pentru care
a? + b* + ¢ = 2022.

b) Exista cinci numere prime distincte care au suma patratelor egala cu 20227 Justificati
raspunsul!

Solutie. a) Daca a,b, c ar fi toate impare, atunci a’® + b + ¢? ar fi impar, ceea ce contrazice
ipoteza. DeCl @ = 2. ... 1p



Din b + ¢? = 2018 si ¢ numir prim deducem ci ¢ < 43. Daci ¢ < 31, cum b < ¢, obtinem
b <29, deci b + ¢ < 1690 < 2018. Astfel ¢ poate avea valorile 37,41 sau 43. .............. 2p
Pentru ¢ = 37 si ¢ = 41 nu avem solutie, iar pentru ¢ = 43 obtinem b =13. ............ 1p
b) Presupunem ci existd a < b < ¢ < d < e numere prime cu a? + b + % + d? + e? = 2022.
Daca toate ar fi impare, atunci suma patratelor lor ar fi impara, ceea ce contrazice relatia. Deci

a =2 si obtinem b? 4+ ¢® + d? + €2 = 2018. ..ttt 1p
Dacd b = 3, atunci ¢? + d? + ¢ = 2009, si cum ¢, d, e sunt de forma M3 + 1 sau M3 + 2,
obtinem ci ¢ + d% + €2 = M3 7 2000. ... 0 ittt 1p
Daci b > 3, atunci b + ¢ + d? + > = M3 + 1 # 2018. In concluzie nu existd numere cu
proprietatea CErUbA. . ... ... it 1p

Problema 4. Determinati perechile (a,b) de numere naturale nenule care au proprietatea
ca2-b+1divided-a—1si2-a+1divide 3-b—1.

3a—1 3b—1
Solutie. Daca h b i tunci 1 = iy = t
olutie aca perechea (a,b) convine, atunci numerele x %1 siy %0t 1 sun
NATUTALE e e 1p
3a 3b 9 1 . . o .
Avem z-y < % %M1 25 si, cum 2 si y sunt numere naturale, deducem ca sunt posibile
a

doarcazurile z =y=1,z=1,y=2sic=2,y=1...... ... i 3p
Incazulx =y =1obtinema=0=2....... .. .. ... . 1p
Incazul x =1,y =2obtinema =12,b=17...... ... . .. .. . . . . i 1p
Incazul x =2,y =1obtinema=17,b=12...... ... ... . i 1p
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