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CLASA a IX-a

Problema 1. Se considera a si b numere naturale nenule. Demonstrati ca ecuatia
2* + (a+b)*x +4ab=1

are solutii rationale daca si numai dacd a = b.

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, astfel incat A" este mijlocul

ipotenuzei, M mijlocul inaltimii AD, D € (BC) si {P} = BM N AA'.
Daca notam a = m(PCB), sa se demonstreze ca

tga =sinC' - cos C.

Problema 3. Determinati functiile f : R — R pentru care exista functia g : R — R
astfel Incat

f(@) + fy) = lg(z +y)],

oricare ar fi z, y numere reale.
(Am notat cu [a] partea intreaga a numarului real a.)

Problema 4. Fie a,, ¢, d numere naturale nenule, cu a < b < ¢ < d si ad = be.
Demonstrati ca

20+ vVa+Vd<b+c+1.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a IX-a — solutii si bareme
Problema 1. Se considera a si b numere naturale nenule. Demonstrati ca ecuatia
2 2 —
z*+ (a+b)’r+4ab=1
are solutii rationale daca si numai daca a = b.

Solutie. Pentru a = b numere naturale nenule ecuatia se scrie 2 + 4a?x + 4a? — 1 = 0, cu

solutiile 71 = —1 81 @2 = 1 — 4a% . 1p
Reciproc, sa presupunem ca ecuatia 2?2+ sr+p=0, unde s = (a+b)? si p = 4ab— 1, admite

solutii rationale. Atunci A = s? — 4p va fi patrat perfect, deci s> —4p=n? cun e N. ..... 1p
Cum numerele s si n au aceeasi paritate si 4p > 0 deducem ca n < s, deci n < s — 2.
........................................................................................ 3p
Rezultd cd s2 —4p < (s—2)? & s < p+1, ceea ce este echivalent cu (a+b)? < 4ab. Deducem

CA (@ = 0)2 = 0 @ = b ettt 2p

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A astfel incat A" este mijlocul ipotenuzei,
M mijlocul indltimii AD, D € (BC) si {P} = BM NAA'.
Daca notam o = m(PCB), sa se demonstreze ca

tga =sinC - cosC.

Solutie.

Aplicidm teorema lui Menelaus in triunghiul AA/D, cu punctele B, M, P coliniare:

BA" MD PA 1o PA BD 2BD 2BD-BC 2AB? 252 C (1) N
. . = = = = = =2sin“C (1).....

BD MA PA PA~ BA ~ BC BC2 BC2 P

Din teorema sinusurilor in triunghiurile PCA" si PC'A obtinem:

rPA  PC @) o PA PC 3) L
= respectiv = R

sina  sm2B P sin(C —a)  sinC P

Din relatiile (2) si (3) rezulta:

PA  sin(C —a) sin2B  sinCcosa —sinacosC  sin2B 1p

PA" sina sin C sin « sinC'
Tinand cont de relatia (1) avem:

(ctga — ctg C) -sin2B = 2sin? C < (ctga — ctg C) - 2sin Bcos B = 2sin? C <
(ctga —ctgC) - Sin B =SINC. ..ot 2p

Asadar ctga = ctgC' +tgC = de unde concluzia. ................. ... .. 1p

1
sin C'cos C’



Problema 3. Determinati functiile f : R — R pentru care exista functia g : R — R astfel
incat

f(@)+ f(y) =[g9(z + y)]

oricare ar fi z,y numere reale.
Am notat cu [a] partea intreagd a numaéarului real a.

Solutie. Pentru z — (z +y), y — 0 in relatia din enunt deducem

flz+y)+f(0)=lg(z+y)] = f(z)+ f(y)

........................................................................................ 1p
Notand h(x) = f(z) — f(0) obtinem h(x + y) = h(x) + h(y) (ecuatia lui Cauchy) ....... 1p
Deducem ca, pentru orice zp € R, ales arbitrar si orice n natural, h(nzg) = nh(xo).

Rezulta ca h(zo) = h(n-32) & h(32) = h(zo) pentruoricen € N*............. ... ... .. 2p

2h
Cum 2f(z) = [9(2z)] € Z = 2h(x) € Z = (z0) € Z pentru orice n € N*. Alegand
n
n > |2h(xo)| obtinem ca

2h (o)
n

<1

0<‘2 hio’_‘

de unde h(32) = 0, deci h(xg) = 0. Cum g a fost ales arbitrar obtinem h(z) = 0 pentru

orice x real. Deducem ci f(z) = f(0) iar cum 2f(z) = [g(2z)] € Z rezultd f(z) = & pentru
orice x real, unde k este un numar intreg fixat........... .. .. 3p

Problema 4. Fie a, b, ¢, d numere naturale nenule cu a < b < ¢ < d si ad = bc.
Demonstrati ca

2a4+va+Vd<b+c+1

Solutie. Fieb=a+2z,c=a+y, d=a+ z cu 0 <z <y < z numere naturale.
x
Atunci relatia din enunt se scrie a(a + z) = (a + z)(a + y). Deducem ca z =z +y + ;y >

r+y=z222x+y+1. Obtinem astfel

Avemci Y 4q < 2y+1 & zyta® < zyata & (zy—a)+ala—zy) <0 < (ry—a)(l—a) <0,
adevarat. ¢ .
Obtinem astfeld:a+z::c+y+;y+a<:c—|—y+:1:y+1 =@+)y+1).......... 2p
Inegalitatea din enunt se transcrie y/a + Vd < z + y + 1, iar prin ridicare la pitrat este
echivalenta cu
a+d+2vVad <2 +y? + 14 2zy+ 22 +2y (1)



Cum
at+d<zy+zr+y+ay+1,

iar din inegalitatea mediilor, intrucat x < y, avem:

Wad < 2\/zy(x +1)(y +1) < z(z+1) +y(y + 1),

Adunand ultimele doua relatii, obtinem (1). ......... ... i i 3p
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