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CLASA a IX-a

Problema 1. Se consideră a s, i b numere naturale nenule. Demonstrat, i că ecuat, ia

x2 + (a+ b)2x+ 4ab = 1

are solut, ii rat, ionale dacă s, i numai dacă a = b.

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic ı̂n A, astfel ı̂ncât A′ este mijlocul
ipotenuzei, M mijlocul ı̂nălt, imii AD, D ∈ (BC) s, i {P} = BM ∩ AA′.

Dacă notăm α = m(P̂CB), să se demonstreze că

tgα = sinC · cosC.

Problema 3. Determinat, i funct, iile f : R → R pentru care există funct, ia g : R → R
astfel ı̂ncât

f(x) + f(y) = [g(x+ y)],

oricare ar fi x, y numere reale.
(Am notat cu [a] partea ı̂ntreagă a numărului real a.)

Problema 4. Fie a, b, c, d numere naturale nenule, cu a < b < c < d s, i ad = bc.
Demonstrat, i că

2a+
√
a+

√
d < b+ c+ 1.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.
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CLASA a IX-a – solut, ii s, i bareme

Problema 1. Se consideră a s, i b numere naturale nenule. Demonstrat, i că ecuat, ia

x2 + (a+ b)2x+ 4ab = 1

are solut, ii rat, ionale dacă s, i numai dacă a = b.

Solut,ie. Pentru a = b numere naturale nenule ecuat, ia se scrie x2 + 4a2x + 4a2 − 1 = 0, cu
solut, iile x1 = −1 s, i x2 = 1− 4a2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Reciproc, să presupunem că ecuat, ia x2+ sx+p = 0, unde s = (a+ b)2 s, i p = 4ab−1, admite
solut, ii rat, ionale. Atunci ∆ = s2 − 4p va fi pătrat perfect, deci s2 − 4p = n2, cu n ∈ N. . . . . .1p

Cum numerele s s, i n au aceeas, i paritate s, i 4p > 0 deducem că n < s, deci n ⩽ s− 2.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Rezultă că s2−4p ⩽ (s−2)2 ⇔ s ⩽ p+1, ceea ce este echivalent cu (a+b)2 ⩽ 4ab. Deducem

că (a− b)2 = 0 ⇔ a = b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic ı̂n A astfel ı̂ncât A′ este mijlocul ipotenuzei,
M mijlocul ı̂nălt, imii AD, D ∈ (BC) s, i {P} = BM ∩AA′.

Dacă notăm α = m(P̂CB), să se demonstreze că

tgα = sinC · cosC.

Solut,ie.
Aplicǎm teorema lui Menelaus ı̂n triunghiul AA

′
D, cu punctele B, M , P coliniare:

BA
′

BD
· MD

MA
· PA

PA′ = 1 ⇔ PA

PA′ =
BD

BA′ =
2BD

BC
=

2BD ·BC

BC2
=

2AB2

BC2
= 2 sin2C (1). . . . .2p

Din teorema sinusurilor ı̂n triunghiurile PCA
′
s, i PCA obt, inem:

PA
′

sinα
=

PC

sin 2B
(2), respectiv

PA

sin(C − α)
=

PC

sinC
(3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din relat, iile (2) s, i (3) rezultǎ:

PA

PA′ =
sin(C − α)

sinα
· sin 2B
sinC

=
sinC cosα− sinα cosC

sinα
· sin 2B
sinC

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

T, inând cont de relat, ia (1) avem:

(ctgα− ctgC) · sin 2B = 2 sin2C ⇔ (ctgα− ctgC) · 2 sinB cosB = 2 sin2C ⇔
(ctgα− ctgC) · sinB = sinC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

As,adar ctgα = ctgC + tgC =
1

sinC cosC
, de unde concluzia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Problema 3. Determinat, i funct, iile f : R → R pentru care există funct, ia g : R → R astfel
ı̂ncât

f(x) + f(y) = [g(x+ y)]

oricare ar fi x, y numere reale.
Am notat cu [a] partea ı̂ntreagă a numărului real a.

Solut,ie. Pentru x → (x+ y), y → 0 ı̂n relat, ia din enunt, deducem

f(x+ y) + f(0) = [g(x+ y)] = f(x) + f(y)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Notând h(x) = f(x)− f(0) obt, inem h(x+ y) = h(x) + h(y) (ecuat, ia lui Cauchy) . . . . . . . 1p
Deducem că, pentru orice x0 ∈ R, ales arbitrar s, i orice n natural, h(nx0) = nh(x0).

Rezultă că h(x0) = h(n · x0
n ) ⇔ h(x0

n ) = h(x0)
n pentru orice n ∈ N∗. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Cum 2f(x) = [g(2x)] ∈ Z ⇒ 2h(x) ∈ Z ⇒ 2h(x0)

n
∈ Z pentru orice n ∈ N∗. Alegând

n > |2h(x0)| obt, inem că

0 ≤
∣∣∣2 · h(x0

n
)
∣∣∣ = ∣∣∣∣2h(x0)n

∣∣∣∣ < 1

de unde h(x0
n ) = 0, deci h(x0) = 0. Cum x0 a fost ales arbitrar obt, inem h(x) = 0 pentru

orice x real. Deducem că f(x) = f(0) iar cum 2f(x) = [g(2x)] ∈ Z rezultă f(x) = k
2 pentru

orice x real, unde k este un număr ı̂ntreg fixat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Problema 4. Fie a, b, c, d numere naturale nenule cu a < b < c < d s, i ad = bc.
Demonstrat, i că

2a+
√
a+

√
d < b+ c+ 1

.

Solut,ie. Fie b = a+ x, c = a+ y, d = a+ z cu 0 < x < y < z numere naturale.

Atunci relat, ia din enunt, se scrie a(a + z) = (a + x)(a + y). Deducem că z = x + y +
xy

a
>

x+ y ⇒ z ⩾ x+ y + 1 . Obt, inem astfel

a =
xy

z − x− y
⩽ xy.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Avem că
xy

a
+a ⩽ xy+1 ⇔ xy+a2 ⩽ xya+a ⇔ (xy−a)+a(a−xy) ⩽ 0 ⇔ (xy−a)(1−a) ⩽ 0,

adevărat.
Obt, inem astfel d = a+ z = x+ y +

xy

a
+ a ⩽ x+ y + xy + 1 = (x+ 1)(y + 1) . . . . . . . . . . 2p

Inegalitatea din enunt, se transcrie
√
a +

√
d < x + y + 1, iar prin ridicare la pătrat este

echivalentă cu
a+ d+ 2

√
ad < x2 + y2 + 1 + 2xy + 2x+ 2y (1)

2



Cum
a+ d ⩽ xy + x+ y + xy + 1,

iar din inegalitatea mediilor, ı̂ntrucât x < y, avem:

2
√
ad ⩽ 2

√
xy(x+ 1)(y + 1) < x(x+ 1) + y(y + 1),

Adunând ultimele douǎ relat, ii, obt, inem (1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
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