Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 16 martie 2019
Clasa a IX-a

Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie n € N,n > 2 gi numerele strict pozitive aq, as, ..., a,, respectiv by, bs, ..., b, astfel incat

a1+a2—|—...+an:b1+b2+...+bn:S.
a? S S

ak—i-bk - 2"

b) Demonstrati ca Zk 1 ak+bk Ek 1 ak-i-bk
Solutie si barem:

a) Demonstrati ca >,

2 (Z": ak)2 8§82 g
a) Avem Y ,_, ak+bk > s lakkiZk iy T 3§ T G et 4p
a2 —b? n
b) Avem 3, ak+bk =2 ket ak+bk Zk Vot = Dok (o = be) =320 ak—23 2 by =8-8=0
de unde obtfinem CONClUZIA. .. ... .. .. 3p

Problema 2. Fie H ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC. In planul triunghiului ABC' con-

sideram un punct X astfel incat triunghiul X AH este dreptunghic isoscel cu ipotenuza AH, iar B i X

sunt de o parte si de alta a dreptei AH. Demonstrati ca ﬂ + @ + )ﬁ[ = )@ daca si numai daca

£LBAC = 45°.

Solutie si barem: Cum BA1LHC si BO1HA, deducem ca B este ortocentrul triunghiului HAC. 2p
Relatia ﬁ + )?8 + )‘(—?[ = )?g are loc daca si numai daca X este centrul cercului circumscris

triunghiulul AC H. .o 1p
Daca X este centrul cercului circumscris triunghiului AHC, atunci £ AX H este unghi la centru, deci
arcul aferent are 90°, deci LACH = 45°. Obtinem ca L BAC = 45°. ... .. . i 2p

Reciproc, fie Y centrul cercului circumscris triunghiului AHC. Atunci LAY H = 24 ACH = 90°.
Triunghiul YAH este dreptunghic isoscel, deci Y = X. Atunci X este centrul cercului circumscris
triunghiulul AH C. .o 2p

Problema 3. Fie (ay), . un sir de numere reale cu proprietatea
2(ay +as+ ... + a,) = nay.1,

pentru orice n > 1.

a) Demonstrati ca sirul (ay),cy- este o progresie aritmetica.

b) Daca [a1] +[as] + ...+ [an] = [a1 + a2 + ... + a,] , pentru orice n € N*, demonstrati ca toti termenii
sirului sunt numere intregi. ( cu [z] s-a notat partea intreagd a numarului real x)
Solutie si barem:

a) Pentru n = 1 obtinem ay = 2a,, iar pentru n = 2 obtinem a3 = 3a;. Prin inductie matematica
demonstram ca a,, = nay, pentru orice n > 1, de unde deducem ca sirul este o progresie aritmetica. 2p



b) Fie a = {a,}. Relatia [z + y| = [z] +y, pentru orice = € R §i y € Z, ipoteza si punctul precedent
conduc la egalitatea

2

PENEIU OTICE 10 2> L. oot e e 1p

Pentru n = 2 obtinem [o] + [2a] = [3a], deci [2a] = [3a], adicd a € [0,1) U [4,2). Cazul n = 3

conduce la [o] 4 [20] + [3a] = [6a] . Atunci 2 [3a] = [6] . Aceastd egalitate conduce la a € [0, %) . . 2p
Presupunem ca a # 0. Atunci exista p € N*, p > 7 cu % <a< ﬁ. Atunci [a] + [2a] + ... + [pa] =

[pa] = 1. Apoi @a > 7%1 > 4, deci egalitatea din enunt nu este satisfacuta pentru n = p.

Ramane o = 0, ceea ce conduce la concluzie .......... ... . . 2p

[a] + [2a] + ... + [na] = [Ma] :

Problema 4. Determinati toate numerele naturale nenule p pentru care exista n € N* astfel incat
p" + 3" sa divida numarul p*tt 4 37
Solutie gi barem: Avem egalitatea p"*' + 3" = (p" 4+ 3") (p+ 3) — 3p (p"~* + 3"71).

Daca p™ +3" divide numarul p" ™ 431 atunci p™ + 3™ divide pe 3p (p" ! + 3"7!) . Daca presupunem
ca p si 3 sunt prime intre ele, atunci p™ + 3" va fi prim si cu 3 si cu p. Obtinem ca p" 4 3" divide pe
p" 1+ 3771 ceea ce este fals deoarece p™ + 3" > p"~! + 3"t > (. De aici obtinem ca p este divizibil cu
PP 3p

Fie k € N* astfel incat p = 3k. Atunci 3" (k" +1)[3-3k-3""1 (k"' + 1), de unde obtinem c&
k™ + 1|3k™ + 3k, adica k™ + 1[3k™ + 3 + 3k — 3. Atunci k" + 1|3k — 3. Pentru n > 2, avem k™ + 1 >

E24+1>3k—3,decitamane 3k —3 = 08al 1 = 1. ..ottt 2p
Primul caz conduce la p = 3, iar proprietatea din enunt, este valabila pentru orice n € N*.
In al doilea caz, din k 4+ 1|3k — 3 obtinem k € {1,2,5}, deci p € {3,6,15} . .................... 2p



