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CLASA a 12-a

Problema 1. Fie F multimea functiilor f : R — R cu proprietatea ca f(2z) = f(x)
pentru orice z € R.
a) Determinati toate functiile din F care admit primitive pe R.
b) Dati un exemplu de functie f € F, integrabila pe orice interval [a, b] C R, neconstanta,

cu proprietatea ca pentru orice a,b € R are loc egalitatea / flz)dx=0.
a

Problema 2. Determinati toate inelele (A4, +, -) cu proprietatea ca 2 € {0,1} pentru
orice element x € A.

Problema 3. Fie f,g: R — R doua functii crescatoare.
a) Aratati ca pentru orice a € R si orice b € [f(a — 0), f(a + 0)] are loc inegalitatea

/ f(t)dt > b(x —a), pentru orice = € R.

b) Daca [f(a —0), f(a+0)] N [g(a —0),g(a+ 0)] # O pentru orice a € R, ardtati ca

/f t)dt = / g(t)dt, pentru orice a,b € R, a < b.

(Prin u(a — 0) si u(a+0) am notat limitele la stanga, respectiv la dreapta ale unei functii
w In punctul a € R.)

Problema 4. Fie (R,+,-) un inel, cu centrul Z = {a € R|ar = ra, Vr € R}, cu
proprietatea ca grupul U = U(R) al elementelor sale inversabile este finit. Daca G este
grupul automorfismelor grupului aditiv (R, +), aratati ca
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(|M] reprezinta cardinalul multimii M)

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a 12-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie 7 multimea functiilor f : R — R cu proprietatea ca f(2z) = f(z) pentru
orice x € R.
a) Determinati toate functiile din F care admit primitive pe R.
b) Dati un exemplu de functie f € F, integrabila pe orice interval [a,b] C R, neconstanta, cu

b
proprietatea ca pentru orice a,b € R are loc egalitatea / f(x)dz=0.
a

Solutie.
a) Vom arata ca singurele functii din F care admit primitive sunt functiile constante.
Orice functie constanta se gaseste in mod evident in multimea F si admite primitive.

-
o7

Fie f € F o functie care admite primitive si F' primitiva sa cu proprietatea ca F(0) =
Functia ¢ : R — R definitd prin g(x) = F(2z) — 2F(x) este atunci derivabila, cu ¢'(z) =
2f(2z)—2f(x) = 0, pentru orice z € R, si este deci o functie constanta. Cum ¢(0) = —F(0) =0,
rezulta ca F'(2z) = 2F (z) pentru orice x € R......o o i 2p.
Prin inductie dupd n € N* avem atunci c¢& F(z) = 2"F (£ ) pentru orice = € R si orice n € N¥,
astfel ca pentru orice x € R,

NG )
F(l‘)—nll_>Holol’ - =z - f(0).
Rezulta ca f(z) = F'(z) = f(0) pentru orice x € R si functia f este constanta............. 2p.

b) Fie M = {2F|k € Z} si f : R — R functia definita prin

Fz) = 1 ,dacaxeM
YTV 0, dackz € R\ M,

Deoarece multimea punctelor sale de discontinuitate este M U{0}, o multime numarabila, f este
o functie integrabila. ... ... ... . 1p,

b
si cum f este nula aproape peste tot, rezulta ca / f(x)dx = 0 pentru orice a,b € R.
a

Problema 2. Determinati toate inelele (A, +,-) cu proprietatea ca z3 € {0, 1} pentru orice
element x € A.

Solutie.
Vom arata ca singurele inele care verifica conditia din enunt sunt corpurile Zs s Fy.
Acestea satisfac in mod evident conditia din enunt.............. ... ... ool 1p.
Fie A un inel cu proprietatea din enunt. Orice element € A este atunci fie nilpotent, cu



23 = 0, fie inversabil, cu 23 = 1. Deoarece —1 este inversabil, avem c& (—1)3 = 1, deci —1 =1
S L4 L = 0. 1p.
Fie z un element neinversabil al inelului A. Atunci 2® =0si (z +1)(2? —z+1) =23 +1=1,
astfel c& x + 1 este inversabil. Rezulti ci (z + 1)® = 1, de unde obtinem ca 3x2 + 3z = 0, sau,
echivalent, 72 = z. Atunci x = 22 = 23 = 0, astfel ci U(A) = A\ {0} si A este un corp, de
caracteristica char(A) = 2. ..o 2p
Daca A = {0,1}, atunci A ~ Zs.

Fie in continuare A un corp cu |A| > 4 care verifica proprietatea din enunt. Pentru x € A\ {0, 1}
avem atunci ci x + 1 # 0, astfel ca 23 = 1 = (z + 1)3. Obtinem atunci ci 2> —x =22 + 2 =1

si 22 —x € Z(A) pentru orice z € A, de unde rezulti ci corpul A este comutativ........... 2p.
Ecuatia 23 = 1 nu poate avea atunci mai mult de 3 solutii in corpul A, astfel ci |A| < 4. Prin
urmare, A = Fy, corpul cu 4 elemente. .......... ..o e 1p.

Problema 3. Fie f,g: R — R doua functii crescatoare.
a) Aratati ca pentru orice a € R si orice b € [f(a — 0), f(a + 0)] are loc inegalitatea

/ f)dt > b(x —a), pentru orice z € R.

b) Daca [f(a —0), f(a+ 0)] N [g(a —0),g(a+ 0)] # 0 pentru orice a € R, ardtati ca

b b
/ f(t)dt = / g(t)dt, pentru orice a,b € R, a < b.

(Prin u(a — 0) si u(a + 0) am notat limitele la stanga, respectiv la dreapta ale unei functii u in
punctul a € R.)

Solutie.
a) Deoarece f este crescatoare, au loc inegalitatile

f(t) < f(a—0)<b, pentruoricet < a,

respectiv
ft) > f(a+0)>0b, pentru orice t > a,

de unde rezulta imediat cerinta. ........... ... . 2p
b) Fie a,b € R, cu a < b, oarecare fixate, si n € N* oarecare fixat. Consideram diviziunea
echidistanta A, = (a =zg <x1 < -+ <y =b), cuzgy = a+ kb_Ta, k = 0,n, si pentru fiecare
ke {0,1,...,n} cate un numar yi € [f(zr —0), f(zr+0)]N[g(xr —0), g(xzr +0)]. Atunci pentru
orice k € {0,1,...,n — 1} avem inegalitatile

Th+1 Th+1
Y (T — xg) < / f(t) dt,/ g(t) dt < ypp1(Tper — 1),

Tk k

b—a Tt Tkt b—a
(Y — Yrt1) - - < / f(t)dt —/ g(t)dt < (Yps1 — Yr) -

T Tk n



si prin Insumare obtinem ca

b b b—a
[ ra= [Cata] <00 <
1
< - (b—a)(max(f(b+0),9(b+0)) — min(f(a - 0), g(a - 0)).
............................................................................................ 3p
Cum n € N* este oarecare, rezulta ca
b b
[ wae= [ gar,
pentru orice a,b € R, @ < b e 1p

Problema 4. Fie (R,+,-) un inel, cu centrul Z = {a € R|ar = ra, Vr € R}, cu pro-
prietatea ca grupul U = U(R) al elementelor sale inversabile este finit. Daca G este grupul
automorfismelor grupului aditiv (R, +), ardtati ca

U?
|ZnU|"

|G| >

(|M| reprezinta cardinalul multimii M.)

Solutie.
Pentru orice element inversabil a € U putem defini functiile

Sa: R— R:z+— sq(x)=a-x,

si
dy:R— R:x—dy(x)=x-a.

Acestea verifica egalitétile s, 0 sp = sap, respectiv dy—1 0 dy—1 = d(gpy—15- o vvvviiiii 1p
astfel ca sq 05,-1 = 5,-1 08, =d,0d,~1 = d,-1 0dy = idp si rezulta ca s, si d, sunt bijective
............................................................................................ 1p
De asemenea, sq(x+y) = a-(x+y) = ax+ay = sq(x) +84(y), respectiv d,(x+y) = (z+y)-a =
za + ya = dg(z) + da(y), pentru orice z,y € R, astfel ca sq,dq € G.ooovviii it 1p
Cum functiile s,d : U — G, s(a) = sq, respectiv d(a) = d,-1 sunt morfisme injective de
grupuri, rezultd ca S = I'm(s) si D = Im(d) sunt subgrupuri ale lui G, izomorfe cu U. ..... 1p

Pentru orice a,b € U avem ca (s, o dp)(x) = axb = (dp o s4)(x), pentru orice z € R, astfel
ca sqody = dpos,. Rezulta ca SD = DS si H = SD este un subgrup al grupului G si deci

3

= 1p
Fie a,b € U astfel incat s, = dp € SN D. Atunci a = s4(1) = dp(1) = b si pentru orice x € R
avem ar = $q(z) = do(x) = za, astfel ca a € ZNU. Rezulta ca SND =s(ZNU).......... 1p
Deoarece pentru orice subgrupuri finite ale unui grup avem
S]]
SD| =
obtinem
S||D U|?
@1 i =|sp|= S1PL_ U

|ISND|  |ZnU|’
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