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Analiza matematica cls. a Xll a

Metode de integrare
Formula de integrare prin pdrti. Fie I cR interval si f, g:I/ —R functii
derivabile cu derivatele continue. Atunci functiile /- g si f -g’ admit primitive si

[£(0)-g'(x)dx = f(x)-g(x) = [ f'(x)- g(x)dx.

Teorema de schimbare de variabi 0:1>Jsif:J—>R
functii cu proprietatile:
1) fadmite primitiva F pe J ; 2) ¢ este derivabila pe /.

Atunci functia (f o @)-¢" admite pe / primitiva F o @.
Putem scrie Jf((p(x))(p’(x)dx = ( Jf(t)glg)o 0.
— ! |

Practic, pentru a simplifica scrierea, procedam astfel:
1) facem substitutia = @(x)
2) diferentiem formal, adica scriem dt = ¢’(x)dx
3) calculam primitiva F' a functiei f rezultata prin schimbarea de variabila
4) inlocuim argumentul ¢ cu @(x).

Primitive uzuale (imediate)

n+l a+l
1. Ix”dx:x—+W ne N; 2. Ix“dx=x +€ a+-1;
n+l1 a+l1
3. J.ldx=1n|x|+%’ 4. Jsinxdx=—cosx+’(/
X
— 1 1 o
5. J.cosxdx—smx+ ¢ 6. _[ s—dx =tgx +¢
cos” x
1
7. d =—Ct +(() 8. = — (,;)
Isinzx X gx J.tgxdx In|cosx |+
9. Jctgxdx=1n|sinx|+(€ 10. J 21 dx =arctgx+ ¢
x°+1
1 1 (v 7 X X &
11. I dx = arcsinx + € 12. J.e dx=e"+%
1-x*
Integrarea functiilor rationale
O functie rationald f, definita pe un interval /, este de forma f(x) =%, Vxel,

unde P, Q€ R[X]si O(x)#0 pel.

O functie rationala se numeste functie rationald simpld daca are una din formele:

1) f(x) = P(x), P€ R[X]
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) f)=—A 4 aeR, neN*
(x—a)'

3) f)=—PFB 4 B a,beR A=d*—4b<0, ne N
(x"+ax+b)"

Orice functie rationald se poate descompune, in mod unic, In suma de functii
rationale simple.

Integrale definite

Fie F: I — R o primitiva a functiei continue /: / — R, unde / = [a; b]. Se numeste
integrald definitd (sau integrald Riemann) a functiei f'de la a la b numarul real notat
si definit prin relatia:

Lbf(x)dx =F(b) - F(a) (formula Leibniz-Newton).

Formula se mai scrie: fbf(x)dx =F(x) |i ,unde s-anotat F'(b)—F(a)=F(x) Lb, (citim
»F(x) luat de la a la b*).

Proprietiti ale integralelor definite
Fie functiile continue f :[a; b]—> R, g:[a; b]—>R.

@ Proprietatea de liniaritate a integralei:

VipeR, [ ) +ug@dr=2] f)dc+pf glx)dx.
€ Proprietatea de aditivitate a integralei: ¥/ ¢ € [a; b], Lb f(x)dx= J.: f(x)dx+ J.Cb f(x)dx.
€ Proprietatea de medie a integralei: 3 c € (a, b) astfel incat f; fx)dx=f(c)-(b—a).
€ Proprietatea de pozitivitate a integralei: dacd f > 0 pe [a;b], Lb f(x)dx=0.
€ Proprietatea de monotonie a integralei: daca < g pe[a,b], J.ab f(x)dx< Lb g(x)dx.

Interpretarea geometricd a integralei definite
Fie numerele reale a < b si functia continua pozitiva f : [a;6] — R. Multimea
I, ={(x, )€ R* |a<x<b, 0<y<f(x)} se numeste subgrafic al functiei /"

Daci functia f :[a, b)]— R este continua, atunci sirul

. b—a) b-
(Sn =2f(a+k a). a] converge la J.bf(x)dx.
k=1 neN* ¢

n n

Aria subgraficului unei functii continue pozitive

b
Pentru o functie continua si pozitiva f": [a, b] — R avem aria(I",) = J. f(x)dx.

Integrarea functiilor continue pe portiuni
Functiaf" [a, b] — R se numeste continud pe portiuni daca are cel mult un numar finit
de puncte de discontinuitate si acestea sunt puncte de discontinuitate de speta intai.
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Fie f:[a;b]— R continud pe portiuni si fie ¢, c,, ..., c, punctele de discontinuitate
p+l

b ¢
(¢, S ¢, < .. < c). Integrala (Riemann) functiei /" este I f(x)dx = E J. fi(x)dx,
“ i=1 it

2

1

prelungirea prin continuitate a lui f* la intervalul [c, ; c].

unde ¢, = a si Cpy = b, iar f,:[c,;c;]—>R,ie{l,..., p} este functia obtinutd prin

Formula de integrare prin pdrti. Presupunem ca functiile f, g : / — R sunt
derivabile, cu derivatele /7, ¢’ : I — R continue. Fie doud numere a, b € I. Atunci:

[[10g')dr = £()g() [ g ().

Formula de schimbare de variabild. Presupunem ca functia ¢ : J — [ este
derivabila, cu derivata continud si functia f': / — R este continud. Fie doua numere

o, B e J. Atunci: | £(9(0)-¢/(¢)dt = j;(ﬁ: f(x)dx .

Aria unei suprafete mdrginitd de grafice de functii

Fie T o suprafatd pland marginitd. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° Suprafata T are arie.

2° Exista un sir (Pn)n>] de suprafete poligonale incluse in 7" si un sir (Q ) _ de

n’n=l1
suprafete poligonale care includ pe 7, astfel incat lim S(P,)=1im S(Q,). Valoarea
comund a acestor limite este aria suprafetei 7 (unde S(P) este aria poligonului P).
Fie functiile f, g:[a, b)]— R continue. Presupunem cé g(x) < f(x), V x € [a, b].
Suprafata pland delimitatd de graficele functiilor fsi g pe [a, b] este

={(x, y)eR? | asx<bsi g(x)<y<f(x)}.Aria suprafetei I este J.:(f(x) —g(x)) dx .

Volumul unui corp de rotatie

Fie Cun corp geometric marginit. Presupunem ca exista un sir de corpuri (Cn)n>1 care
au volum si sunt incluse in C, precum si un sir de corpuri (marginite) (Dn)n>] care au
volum si includ pe C, astfel incat limV(C,)=1limV(D,), unde V(P) este volumul
poliedrului P. Atunci, corpul C are Q?)Tum si Voﬁ?r;ul sau V(C) este valoarea comuna
a celor doud limite.

Fie f: [a, b] = R o functie continud. Multimea ¢ = {(x, y,2)eR | {y* +2° <|f(x)|}
se numeste corpul de rotatie determinat de functia f prin rotirea in jurul axei Ox. Volumul
corpului de rotatie € este anfz (x) dx .

Aria unei suprafete de rotatie

Fief: [a, b] = R, o functie derivabila cu derivata continua.

Multimea %’ ={(x,y, 2)eR* |y +22 = f(x), x€]a, b]} se numeste suprafata de
rotatie determinata de functia /' (sau suprafata obtinuta prin rotirea graficului functiei f in

jurul axei Ox). Aria suprafetei de rotatie  este 2TEJ.b F)J1+(f(x)) dx .


Dobre
Text Box


Lungimea graficului
Daca f:[a,b]—> R este o functie oarecare, spunem ca graficul lui f are lungime

daca exista si este finitd limita /() = HhHmO I(f, A) unde A este o diviziune a intervalului
A[—

[a; b], iar I( f; A) este lungimea liniei poligonale determinata de A pe graficul lui f.
Aceastd limita se numeste lungimea graficului functiei f.
Lungimea graficului unei functii f: [a, 6] = R derivabild cu derivatd continua

este lsz 1+ (f/(x))? dx.

Centrul de greutate
Daca avem in plan un sistem finit de puncte materiale M (x,, y,) in care sunt concen-

trate masele m, i =1,n, atunci centrul de greutate al acestui sistem de puncte materiale

n n
zmixi zmt‘yi
i=1 _ =1

— » Vo = n
2m 2m
i=1 i=1

n
este concentratd masa m = Z m, . Consideram cazul unei placi plane omogene (adica de
i=l

grosime neglijabila si formata dintr-un material cu densitate constanta).

este punctul G(x, y.), unde: x; = iar in centrul de greutate G

Fie & o astfel de placa pland omogena, mérginita de graficele functiilor continue
f, g : [a; b] > R unde g(x) > f (x), V x € [a; b]. Centrul de greutate al lui & este

[ x(g 0~ rxax %-Lb(gz(x)—f *(x))dx
ab D yG = b .
[ ()= rpdx [REOENEN

punctul G de coordonate x; =

Ecuatii diferentiale

Intelegem prin ecuatie diferentiald o ecuatie avand drept necunoscuti o functie y si in
care apare cel putin una din derivatele acestei functii. De obicei functia necunoscuta o
notam cu y, iar argumentul acesteia cu x. Daca derivata de ordin maxim care apare in
ecuatie este ), spunem ca ecuatia diferentiald are ordinul n. O ecuatie diferentiala de
ordinul z se poate scrie sub forma: @(x, , ¥, ", ..., ™) = 0, unde @ este o functie de n + 2
variabile, iar functiile y, y, 3, ..., »"” sunt functii de o singura variabila x definite pe un
interval / CcR.

Uneori, mai ales in mecanica si in fizicd, argumentul se noteaza cu ¢ (timp)iar functia
necunoscuta cu x, derivatele fiind marcate prin puncte adica x, ¥ etc.

Fiind data o ecuatie diferentiald, numim solutie particulard a acesteia oricare dintre
functiile y care o verificd si numim solutie generald a ecuatiei multimea tuturor solutiilor
particulare.

Prin rezolvarea unei ecuatii diferentiale intelegem determinarea solutiei generale a
acesteia.
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Uneori, relativ la o ecuatie diferentiald de ordinul » se cere determinarea unei
solutii particulare ce verificd anumite ,,conditii initiale”, adica functia necunoscuta
si primele sale n — 1 derivate iau valori date intr-un punct dat; o astfel de cerinta se
numeste problemd Cauchy.

Fie I, J doua intervale de numere reale.

Vom numi ecuatie diferentiald cu variabile separabile o ecuatie care se poate
scrie sub forma: f(y)-)" = g(x), unde g : I > R si f:J — R sunt doud functii
continue.

Rezolvarea acestei ecuatii se face integrand (trecand la primitive) in ambii membri.
Obtinem: Jf(y) dy = Ig(x)dx , x € Tadica o egalitate de tipul F(y)=G(x)+ C,V x € I,

unde F este o primitiva pentru £, G este o primitiva pentru g, iar C € R.

Ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1

O ecuatie diferentiald de ordinul 1 se numeste ,,liniara“ daca este de forma
a(x)y” + b(x)y + c¢(x) = 0, x € I unde a, b, ¢ sunt functii continue definite pe 7 si
a(x)#0,Vxel.

Un caz particular important este acela cand c(x) = 0, V x € [, cand ecuatia devine:
a(x)y’ +b(x)y=0,x€ L

Ecuatia a(x)y’+ b(x)y =0 se numeste ecuatia liniard omogend asociatd ecuatiei
a(x)y’ + b(x)y + c(x) = 0.Aceasta ecuatie este o ecuatie cu variabile separabile.

Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene se obtine dacd adaugam la solutia
generald a ecuatiei omogene o solutie particulara (fixatd) a ecuatiei neomogene. Scriind
simbolic, avem: y =y +y

neomogena omogena particulara

Ecuatii diferentiale liniare de ordinul 2 cu coeficienti constanti

O ecuatie diferentiald de ordinul 2 se numeste liniard cu coeficienti constanti
daca este de forma: ay” + by’ + cy + d=0,x€ Runde a, b,c,d€ R, 420.

Cand d = 0 ecuatia devine: ay” + by’ + ¢y = 0, x € R si se numeste ecuatie liniard
omogend de ordin 2 cu coeficienti constanti.

Ca si in cazul ecuatiilor liniare de ordinul 1, se aratd cd o solutie generald a
ecuatiei neomogene se obtine din solutia generald a ecuatiei omogene, la care
addaugam o solutie particulara (fixatd) a ecuatiei neomogene.

Unei ecuatii omogene ii asociem ecuatia algebricad de gradul 2 cu necunoscuta r:
ar* + br + ¢ = 0 numiti ecuatia caracteristicd asociatd.

I) Daca ecuatia caracteristica are radacinile reale distincte 7 #7, (cazul A > 0),
atunci solutia generald a ecuatiei date este: y=C,e™ +C,e", C,,C,eR.

IT) Daca ecuatia caracteristica are radacina reald dubla » (cazul A = 0), atunci solutia
generald a ecuatiei date este: y=Ce™ +xC,e"™, C|,C,eR.

IIT) Daca ecuatia caracteristica are radacinile complexe conjugate (nereale) r, = o+ if3,
r,=a—iB (B#0) (cazul A <0), atunci solutia generald a ecuatiei date este:
y=Ce" cosPx+C,e™ sinPx, C,, C,€ R.
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