www.mateinfo.ro

Elemente de algebra liniara

Matrice
Considerdm o multime £ — C si m, n € N*. Matrice de tip (m, n) cu elemente din E este
ofunctied : {1,2,..,m} x {1, 2, ..., n} — E. Spunem ca matricea 4 are m linii si # coloane.

Gy 4y e 4y,

Daca notam A(i- 1) = icea A i . | a4y @,
aca notam A(7; ])—al,j,matrlcea poate fi notata prin (a,),,, =

IS | ceverniiiiiiiiiiiiiiiinn,

Ay Ay woe Gy

In cazul 1n care nu exista pericol de confuzie, notam matricea 4 prin (al.j).

Multimea matricelor de tip (m,n) cu elementele din multimea £ se noteaza cu -4/, (E).

O matrice de tip (n, n) se numeste matrice pdtraticd de ordin n si se noteaza (a[.j)n sau
(ay.), iar multimea matricelor patratice se noteazd ./ (E).

Sistemul ordonat de elemente (a,,, a,,, ..., a, ) se numeste diagonala principald
a matricei 4, iar sistemul (a, , Ay pyp oo a ) se numeste diagonala secundard).

O matrice de tip (m, n) cu toate elementele egale cu 0 se numeste matrice nuld si
se noteazd O .
m,n

Matricele (aij i<i<m S (bi]')1<i<m sunt egale daca a, = b, Vi =1,_m, J =1a_n’

ij
1<j<n 1<j<n

— cu m linii si n coloane este o matrice notata

i=lm

Transpusa unei matrice A= (ay;)

Jj=Ln J— PR
A= (b;),.> cu n linii si m coloane, cu b, =a,, Vi=ln, j=1m.
j=Lm
! 1 0 --- 0
o 0O 1 - 0
Pentru n € N*, definim /, = e M/(C).
0 1

Operatii cu matrice
Suma matricelor A=(a;)<;<,, $1 B=(b;)1<i<p> din A (C), este matricea

1<j<n 1<j<n

C=A+B=(¢j)icicm-cuc,=a,+b,i=1l,m, j=1n.

1<j<n

Produsul dintre numdrul complex A (numit scalar) si matricea A=(a;),,<, din

I<j<n

A (C) este matricea B=2A4= (by)1<i<m » unde bij =A- a, i=1,_m, j =1, n.

I<j<n
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Produsul matricelor A =(a;),<;<,, $i B=(b; ) <,<, (In aceastd ordine) este matricea
I<j<n I<k<p

n
C=A4-B=(c; )i<i<m>CU Cy, =Za[j by =ay by +a,-by+.ta,-b,, i=lLm, j=1p.

I<k<p Jj=1

Pentru 4 € .4/ (C) avem A*=A4-. A, ke N*, jarA°= I.
\_W_J
de k ori

Determinanti 5

Determinantul unei matrice de ordin 2, A= (? d) , este numarul notat

detd=|" \=ad-be.
c d

4 G 4
Determinantul unei matrice de ordin 3, A=| a,, a,, a, |, este numarul

a3 4y Ay

detd=|a, @y ay|=0a,0,0;+aya3,0);5+ 030,05, — 03,0,,0,; — 43,050, — Ay30, 4, .

a (2%}

31 A3

Fie 4 = (aij) o matrice de tip (m; n). Un minor de ordinul r al matricei 4 este
determinantul matricei patratice formata cu elementele lui 4 situate la intersectiile a »
linii distincte cu r coloane distincte.

Daca 4 = (al__) este o matrice patraticad de ordinul n, complementul algebric al
elementului a_este numarul 1" dij, unde dij este minorul obtinut prin eliminarea liniei
i si a coloanei j din matricea A.

Dezvoltarea determinantului dupa o linie sau o coloana se face astfel:
1. alegem o linie sau o coloana si inmultim fiecare element al ei cu complementul
sau algebric;
2. adunam produsele astfel obtinute.

De exemplu, alegand prima linie a unui determinant de ordinul 3, obtinem:

a,, 4, 4

a,, a a,, a a,, a
_ 1+1 22 23 1+2 21 23 143 21 22
ay  ay ayl=(D"q, +(-D)"a, +(-D"a; .
a3 Ay a3 4 a3 a4y
a3 4y Ay
Sisteme liniare
O ecuatie liniard cu n necunoscute, x , X,, ..., X, este o ecuatie de forma:
ax tax,+. +ax =b,undea,a,..a,b €C.
a, X, +apx,+..4a;,x, =b
o .. .. Ay X) +ayX,+.+a,,x, =b,
Forma generala a unui sistem liniar este: ,unde x , ... X,

Ay X, +a,,%,+..+a,,x, =b,
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sunt necunoscutele sistemului, numerele complexe a, i=1,m, j=1,n sunt coeficientii
necunoscutelor $i b, b,, ... b, sunt termenii liberi ai sistemului.

Unui sistem liniar 1i asociem matricea sistemului, notata A, formata din coeficientii
necunoscutelor si matricea extinsd a sistemului, notata A, care se obtine adaugand la

coloanele matricei 4 coloana termenilor liberi:

ay Gy Gy a, @, .. @, b

a, a, .. a - la, a, .. a, b

_ _| %= 2 2n _| % 2 2 22
A_(aij)1<i<m_ ’ A=

1<j<n S

aml am2 amn aml am2 amn m

Indicele i indica ecuatia sistemului si indicele j indica necunoscuta la care ne referim.

Un sistem liniar se numeste omogen daca toti termenii liberi b, b,, ..., b, suntnuli. In
caz contrar, sistemul liniar este neomogen.

Un sistem liniar poate fi:
— compatibil determinat, daca are o solutie unica;
— compatibil nedeterminat, daca are o infinitate de solutii;
— incompatibil, daca nu are solutie.
Pentru un sistem liniar de » ecuatii si # necunoscute, daca determinantul matricei
sistemului este nenul, atunci sistemul este compatibil determinat; in caz contrar, sistemul
poate fi incompatibil sau compatibil nedeterminat.

Metoda lui Cramer

Fie %un sistem liniar cu » ecuatii si #» necunoscute si fie A determinantul matricei
acestui sistem.

Dacd A # 0, notam cu A, determinantul obtinut din A prin inlocuirea coloanei
corespunzatoare coeficientilor necunoscutei x, cu coloana termenilor liberi, Vi = Ln.

Ax, —
Atunci x; =—+,Vi=1n.
A
Matrice inversabile

O matrice patratica A = (a,), € Al (C) se numeste inversabild daca existd matricea
B= (bii)n € A (C) astfel incat 4 - B=B-A4=1.

Matricea patratica 4 = (al_j)n este inversabild daca si numai daca det4 # 0.

Inversa matricei A este matricea 4 ' = A* ,unde A* se obtine inlocuind fiecare

det 4
element al matricei ‘4 cu complementul sau algebric. 4* se numeste adjuncta matricei A.

Ecuatii matriceale
Un sistem liniar poate fi exprimat matriceal astfel: AX = B, unde 4 este matricea
sistemului, X este matricea necunoscutelor (matrice coloand) si B este matricea
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termenilor liberi (matrice coloand). Daca matricea 4 este inversabila avem X = A™'B
solutie unica.

Daca matricea 4 € .4/, (C)nu este nula, existd un numar natural » < min{m, n} astfel
incat cel putin un minor de ordinul » este nenul, iar toti minorii de ordin mai mare decat
(daca existd) sunt nuli. Numarul  se numeste rangul matricei A.

Teorema Kronecker-Capelli.
Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si numai dacd rangul matricei
sistemului este egal cu rangul matricei extinse.

Teorema lui Rouché. Un sistem de ecuatii liniare este compatibil dacd si numai
dacéd toti determinantii caracteristici sunt nuli.

Terminologia si notatiile din teorema lui Rouché se explicd in cele ce urmeaza.

Determinantii caracteristici se considerd in cazul In care rangul sistemului este
mai mic decat numarul de ecuatii.

Din matricea sistemului alegem un minor nenul de ordin » pe care il numim
determinant principal si 1l notam Ap. Necunoscutele ai caror coeficienti sunt coloane
in A, se numesc necunoscute principale. Celelalte se numesc necunoscute secundare.
Ecuatiile ai caror coeficienti sunt linii in A se numesc ecuatii principale. Celelalte
se numesc ecuatii secundare.

Construim determinantii caracteristici, A, prin bordarea determinantului principal
A+ ,orizontal” cu coeficientii necunoscutelor principale din cate o ecuatie secundara
si ,,vertical cu termenii liberi corespunzatori.

Un sistem liniar se poate rezolva prin metoda lui Gauss, care consta In aducerea

Oy X; + Oy Xy 4o+ 04, X, + 0, X, =P

n-1
Olyy Xy + .o+ 0ly, X, | + 0y, X, =0,
sistemului la o forma triunghiulara:

O(’n—ln—lxn—l + a’nflnxn = B

n—1

o,,x, =B,

nn--n
In acest caz, solutia sistemului se obtine usor pornind de la ultima ecuatie.
Forma triunghiulara se obtine aplicand sistemului initial transformarile:

i) permutarea intre ele a doua ecuatii;

ii) iInmultirea unei ecuatii cu un numar nenul;

iii) adunarea unei ecuatii la o altd ecuatie.


Dobre
Text Box




