Numere complexe

Multimea numerelor complexe

Ecuatia x> + 1 = 0 nu are solutie in multimea numerelor reale. Consideram cea
mai micd multime care include R, in care aceastd ecuatie are solutii. In acest caz,
notam cu 7 o solutie a ecuatiei date si o numim unitate imaginard; i* = —1.

Pentru orice pereche de numere reale (a, b), z = a + ib se numeste numdr complex;
a =Rez este parteareald aluiz si b =Imz este partea imaginardaluiz; z=Rez+ilmz.
Multimea C = {z |z=a+ib, a, be IR} se numeste multimea numerelor complexe. Daca
Imz = 0, numarul complex z este real; daca Re z = 0, numarul complex z este imaginar.

Operatii cu numere complexe
Pentruz=a +ib, z, =a, +ib, si z, =a, +ib, avem:

z,+z,=(a,+a,)+i(b+b,); z,z, =(aya, — bb,) +i(ab, + a,b);
1_  a ; b Z, _aa, t+bb, _l-albz —ab,
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z d+b A +b . a4 +bh a” +b

Numere complexe conjugate

Conjugatul numdrului complex z = a + ib este numarul complex z=a+ib=a—ib.

Pentru orice numere complexe z si z’ avem:
_z+z_ ., z—1Z,
=Ty hET

oz=o-z,VaeR;, z+z'=z+z";, =z-Z
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Modulul unui numdr complex

Se numeste modulul numdrului complex z, z=a + ib, numarul real |z|=+a’+b>.

Oricare ar fi numerele complexe z, z’, unde z = a + ib si 2’ = a’ + ib’,avem:
1)|z|>0; 2)|z|=0<:>z=0; 3)z-2=|z|2; 4)|z|=|2|.

z =
5)|z~z'=|z|~z’; 6)§=|Z—,,Z'¢0; 7)§=%,z'¢0.
8) Inegalitatea triunghiului: ||Z|— Z'|| < |Z +z/| < |Z | +|z'].

Forma trigonometricd a unui numdr complex

Pentru orice numar complex nenul z = a + ib, exista si este unic numarul @e [0, 27)

. a
cuz= | z | (cos@+isin@); cos@ =|—
z

al numarului z si se noteazd ¢ = argz.

. b
, sm(p=|—; ¢ se numeste argumentul redus
z
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Daca in scrierea trigonometrica a unui numdar complex, z = p(cos@ + isin@),
inlocuim @ cu @ + 2km, k € Z, scrierea raméane valabila: z = p[cos(@ + 2km) + i sin(@
+2km)]. Asadar, existd mai multe valori ® pentru care z = p(cos® + i sin®).

Numerele complexe z, =p,(cos@, +isin@,) si z, =p,(cos@, +ising,) sunt egale
dacd si numai daca au acelasi modul (p, = p,) si existd k € Z astfel incat ¢, — @, = 2km.

Utilizarea formei trigonometrice in operatii

Oricare ar fi numerele complexe nenule z, =p,(cos@, +isin@,),
z, =p,(cos@, +isin@,) avem:

. 1 _1 .
2,2, = PiPa[cos(@y +a) +isin(@ +¢,)] = -[eos(—g,) +isin(-q,)]
1 1

z . 0 0 .

2 = Palcos(g, —¢)) +isin(@, - ¢)] z" =p," (cosnQ, +isinng,)
1 1

Formula lui Moivre: (cos@ +isin@)" = cosn@ +isinng, n€ N*.

Fie z un numar complex nenul, z = p(cos@ + isin@) si n € N, n = 2. Se numeste
rdddcind de ordinul n a lui z orice numdr complex o care verifica relatia ®” = z.

Existd n numere complexe Zyy Zy5 Zyy ey Z, 15 CU z; =z si anume:

z, :(/5(005 2k7:l+(p +isin 2k7‘:q+(pj, 0<k<n-1.

Interpretarea geometricd a operatiilor in C

Fie xOy un reper in plan. Asociem punctului M(x; y) numérul complex z, = x + iy,
numit afixul lui M.

Pentru oricare trei puncte M, N, P din planul complex si orice numar real A, avem

echivalentele: 1° z,, tz, =z, & OM +ON =OP

2° z, =Az,, & ON =AOM .

P(z,) M N(zy)
> rg M(ZM)
J J
i o 7
, N
Fiez€ C*, z=r(cosa + isina) si z/€ C*cu|Z/|=1, Nzz)
z/ = cosB + isinf. Imaginea geometrica a numarului com-
plex z - z’ se obtine din imaginea geometrica a lui z prin 0 M(z)
rotatia de centru O si unghi 6. = >
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Fie a € C*. Radacinile de ordinul n ale lui a au ca ™
imagini geometrice varfurile unui poligon regulat cu M, u
A 0
centrul in O. iy
Aplicatii ale numerelor complexe in geometrie 19) >
5 M3 M I
* Distanta dintre doud puncte.
Fie A si B puncte in plan. Atunci 4B = |zB - zA|.
. . M,
* Ecuatia cercului

Ecuatia cercului de centru M, (z,) sirazd r>0 este |z—z)|=r.
* Mdsura unui unghi
Fie punctele M (z,) si M (z,). Masura unghiului orientat M,OM, este

m(<IM20M,)=argZ—2-
2

Fie punctele distincte M (z)), M,(z,), M,(z,). Atunci m(XM,;M M,)=arg Z3 :21

Z; 4
(se translateaza originea in punctul M| si se aplica metoda precedentad).

» Conditia ca un triunghi sd fie echilateral

Fie A4, B, C trei puncte in plan. Triunghiul ABC este echilateral daca

21 . 21
2, — - i
z, t ez, +¢€%2,.=0,unde €=cos 3 +isin 3
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