Admitere * Universitatea Politehnica din Bucuresti 2012
Disciplina: Algebra si Elemente de Analiza Matematica
Varianta A

1. Sa se calculeze determinantul D = (5 pct.)
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a) D=5;b)D=4;¢) D=2;d) D=1;¢) D=0;f) D=3.
Solutie. Aplicand regula lui Sarrus, obtinem D =1-5-9+2-6-74+4-8-3—-7-5-3—-4-2-9-6-8-1=0.

123
Altfel. Scazand prima linie a determinantului din liniile a doua si a treia, rezultd D = |33 3.
666
Ultimele doua linii fiind proportionale, rezulta D = 0.
1
2. S& se calculeze I = / (x? — x)dz. (5 pct.)
0
9 1 1
a)I:§;b)I:0;C)I:§;d)I:—6;e)I:2;f)I:6.
: - L . . 2 2\ 1 11
Solutie. Aplicand formula Leibnitz-Newton, integrala se rescrie I = 373 =37 53="§
0

3. Fie numarul complex z = 1+ 2i. Atunci: (5 pct.)
a) [z] = 0; b) [z] = V5; ¢) [o| = VT; ) [2] = 6: ¢) [o] = 4 1) [2] = —
Solutie. Obtinem |z| = V12 4922 = /5.

4. Suma solutiilor ecuatiei 22 —x — 2 = 0 este: (5 pct.)
a) 1;b) 2; ¢) v2; d) 3;¢) 0; ) 5

Solutie. Folosind relatiile lui Viete, rezulta ca suma celor doua radacini este 1 + o = 7—T1 = 1. Altfel.
Rezolvam ecuatia de gradul doi:

144/12 —4(-2 1+£3
xz—x—2:0<:)xe{ 5 ( )}(@xe{Q},

deci x € {2, —1} iar suma celor doud radacini este #1 +z2 =2+ (—1) = 1.
5. Calculati E = C2 + C3. (5 pct.)

a) E=20;b) E=10;c) E=2;d) E=-5¢) E=0;f) E = 15.

Solutie. Aplicand formula combinarilor, C* m, rezulta

5! 5! 120 120
FE = C3 02 e B i | 10 = 20.
+ 3'2'+2!3! 6~2+2-6 0+10 0

Altfel. Aplicam formula combinarilor, C*¥ = #lk), si egalitatea CF = C"~*. Obtinem
5! 120

E=C3+C2=C34+Ci?=C3+C3=20C2 = 20007 = 255 = 2:10=20.
6. Solutia reala a ecuatiei ﬂn — Tl =z este: (5 pct.)
)71,b)0C) nvd) )2 f)%
Solutie. Obtinem succesiv ?,}x — le =r&dr—-34+3=06rdr=3c= %

7. Sa se rezolve sistemul { i;gyzzlzl. (5 pct.)

a)x=4,y=0;b) z=5,y=—4;¢) 2 =0,y = —1;
dyz=-1ly=3;e)z=-2y=-2f) z=2,y=1.

Solutie. Din prima ecuatie rezultd y = x + 1; inlocuind in a doua ecuatie, obtinem 3y = 3, deci y = 1 si
T =2.
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3 4 -1 2
a) C=(5'4)b)C=(2535);0) C= (3 7)) C=(§1)e) C=(148):f) C=(3 %)
Solutie. Prin calcul direct, obtinem AB—BA = (33) (% 3)— (%) (3 =(23)-C8 =(23

Fie matricele: A = < L2 ) siB= < 0 1 ) S& se determine matricea C' = AB — BA. (5 pct.)

[S3198]
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5)-
Ecuatia v — 1 + x = 7 are solutia: (5 pct.)

a)r=0;b)x=—-1;¢c)z=1;d)x=5¢e) z=2;f) z =6.

Solutie. Ecuatia se rescrie vz —1+x =7 < o —1 = 7 — z. Conditia de existenta a radicalului
este x > 1. Se observa ca in egalitate membrul drept trebuie sa fie pozitiv, deci 7—z > 0 & = < 7.
Prin urmare ecuatia conduce la conditia x € [1,7]. RidicAnd la p#trat ambii membri obtinem ecuatia
22 — 152450 = 0, de unde x; = 5 si 29 = 10. Se observa ca T ¢ [1,7], deci nu este solutie. De asemenea,
se observa ca aceasta valoare nu satisface ecuatia initiala. Inlocuind z; = 5 in ecuatia initiala obtinem o
identitate, deci singura solutie a ecuatiei este x = 5.

Sa se rezolve ecuatia 2**1 = 8. (5 pct.)

a)x=2;b)x=5c)x=3;d) z=4e)x=-3;f) x =0.

Solutie. Ecuatia se rescrie 2°+! = 8 « 2¢+1 = 23, Prin logaritmare in baza 2, obtinem z+1 = 3 & z = 2.
Fie polinomul f = X3 —-3X?+42X. Daci 1, o2, 3 sunt radicinile polinomului f, atunci £ = 2% + 23 + 23
este egald cu: (5 pct.)

a) —2;b) 5;¢c) —4;d) 4;¢) 2; £) 7.

Solutie. Tinand cont de relatiile Viete, rezulta

E=al+al+al= (o1 +z2+13)% —2@120 + 2023 +2321) =32 —2-2=9—-4=15.

Fie h: R — R, h(z) = 2® — 3z. Atunci h'(1) este: (5 pct.)

a) $:1b) 0;¢) 53d) §re) —45 1) -3,

Solutie. Derivata functiei h este h/(x) = 322 — 3 si deci A'(1) =0
Multimea solutiilor ecuatiei | — 1| = 3 este: (5 pct.)

a) {5};b) {5,7}; ¢) {3}; d) Fse) {0,1}; f) {-2,4}.

Solutie. Ecuatia se rescrie |x — 1| =3 < z — 1 = £3. Rezultd z € {-2,4}.

202+ 42, <0

. Determinati m € R pentru care functia f este continua.
z+m, e >0 timeRp tia f

Fie functia f(z) = {
(5 pct.)
a)m=5b)m="7¢c)m=4;,d)m=2,¢) m=11;f) m=1.

Solutie. Limitele laterale ale functiei f in 0 sunt £5(0) = il}rb flx) =2, £4(0) = ;1{% f(z) = m, si avem
f(0) = m. Functia f este continud in 0 daca £5(0) = £4(0) = f(0), de unde m = 2.

Fie E = V4 + /8 + v/16. Atunci: (5 pct.)
a) E=1;b)E=12;¢c) E=7;d) E=6;¢) E=3;f) E =28.

Solutie. £E=2+242=6.

Multimea valorilor lui m € R pentru care ecuatia 21In|z| = ma?+1 are doud solutii reale distincte este:
(5 pct.)

a) m € (—00,0]U{Z%}; b) m € (—o0, %]; ¢) m € [, +00);

d) m € {e%} U (176]; e) m e (—OO, _e%] U [e%v 1]; f) m e (—OO, 1)

Solutie. Existenta logaritmului conduce la conditia |z| > 0 < z # 0. Obtinem 2In|z| = ma2? +1 &

% = m. Fie functia f : R\{0} = R, f(z) = % Atunci, ecuatia 2In|z| = ma? + 1 are
_ 4(1—=In|z|)
= 4d-Inje)

doud solutii reale distincte < ecuatia f(x) = m are doud solutii reale distincte. Avem f'(z) —

Tabelul de variatie al functiei f este
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18.

x —00 —e 0 e 00
flle) | +  + 0 - —|+ + 0 - -
f(z) 0 / &% N\ -0+ S &F N\ 0

Din tabelul de variatie al functiei deducem c& ecuatia are doua radacini reale distincte doar daca
m € (—o0,0]U{%}.

2
xr
Fie functia g : R = R, g(x) = / e’ dt. Atunci: (5 pct.)
0
a) g are doud puncte de extrem; b) g este descrescatoare; ¢) g este crescitoare;

d) g este convexa; e) ¢’(0) = 7; f) g este concava.

Solutie. Avem ¢/(z) = ¢@” .22 = 2z ¢*” i ¢"(z) = ¢* (2 + 22 - 42%) = 2¢*" (42 + 1) > 0, deci g este
functie convexa.

Pentru m € C\{0} se definegte legea de compozitie:
21 % 29 = mz129 —im(z1 + 22) —m—+1i, Vz1,29 € C.
Sa se calculeze suma modulelor valorilor lui m pentru care simetricul elementului 1+4 este 2+14. (5 pct.)
a) V3; b) v2; ¢) V5; d) 25 e) 1; f) 4.
Solutie. Conditia care definegte elementul neutru al legii de compozitie este

zxe=2zV¥2€C < mez—im(e+z)—m+i=2VzeC
< z(me—mi—1)+ (i —m —ime) =0,Vz € C

{me—mi—lzo
<~ . .
i1—m —ime = 0.

Se observa ca Inmultind prima ecuatie cu —i, se obtine a doua ecuatie. Prima ecuatie conduce la elementul
neutru, e = % Simetricul elementului 1 4 4 este 2 + ¢ doar daca avem conditiile echivalente

(I+i)x2+i)=e¢ ©ml+i)2+i)—im(1+i+2+i)—m—i="mH
s2m+i =" ooam?=1om? =3

Deci my 2 = :l:%, de unde |mq| + |ma| = % + % =2.
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