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1. SOME SOLUTIONS TO SOME PROBLEMS FROM
OCTOGON MATHEMATICAL MAGAZINE

- Dedicated to 80th Anniversary of D.M. Bdtinetu-Giurgiu -

By Neculai Stanciu, >’G. E. Palade’’ School, Buzau, Romania and
Titu Zvonaru, Comanesti, Romania

2 2 n
PP, 22345. If a, >0 (k =12...n), then 3 (FA+ )08 +22,%28)) g5,
cyclic 2a1 +a, k=1

Solution.We have inequality
(2x + y)(Bx* + xy + 2y?)
2x% +y?

<3(x+Yy),x,y>0.

Indeed,
(2x+ y)(3x* + xy + 2y?)
2x% +y?

<3(x+Y)

& 6X° +2X°y +4xy® +3x°y + xy® +2y® <6x® +3xy? +6x°y +3y°
o Y+ xPy > 2xy? < y(x—y)? >0, true.
Hence
2 2 n
> (28, +8,)(38, +2,3, +28;) > 3(a, +a,)=6> a, , and we are done.
=1

2 2
cyclic 2a1 + az cyclic k

3 2 o a2, 43 on
PP. 22346 If 8, >0 (k=12,..,n), then 2 *24 “2% +3; , s,
cyclic (al + az)(zal + az) k=1

Solution. The inequality is not true; if we take a, =1, k =1,2,...,n yields the 2—3” >n.

PP. 22347. If X, >0 (k =12,..,n), then " /x (¥, +2x,) </3> .
k=1

cyclic

Solution. Using AM-GM inequality we have
P06 +2%,) = %\/(ssxl)(x1 Tox) < KN 2% HK oo then

J3 2 NE
2%, + X 3 < .
X, (X, +2X,) < L7272 = = %%, =+/3) %, , and we are done.
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PP. 22348. If a,b >0, then
(3a* + ab+2b*)(2a® + ab +3b?) - 9(2a* +b?)(2b* +a?)

(a+Db)? ~ (2a+b)(2b+a)

Solution 1. After some algebra
(3a” +ab+2b”)(2a” +ab+3b*) _9(2a° +b*)(2b” +a’)
(a+Db)? ~ (2a+b)(2b+a)
< 3a® -2a°b—a’b* —a’b* —2ab® +3b* >0
< (a—b)*(3a* +4a’b+4a’b® + 4ab® +30*) > 0, true.
Solution 2. By AM-GM inequality we have
2a+b+2b+aj2 _9(a+h)?

5 and then it remains to prove that

(3a” +ab+2b%)(2a” + ab+3b%) < 4(2a’ +b?)(2b* + a?)
< (a—b)?*(2a® —ab+2b?) >0, true because

2 2
2a’—ab+2b*=a%+b? +(a—gj +%>O

(2a+b)(2b+a) < (

We are done.

2 2
PP. 22349. If a, >0 (k =1,2,...,n), then 2" Ha Ty _rpla -3, +33;
cyclic a + a cyclic 23.1 + 3.2

Solution. We have the inequality 20 +y7) < 4 —xy +3y° Xy >0.
X+Yy 2X+y
Indeed,
2(x* +y®) _ 4x* —xy+3y’
X+y  2X+y
< (X2 +y2)(Bx+2y) < (X+ Y)(4x* —xy +3y?) & y(x-Yy)* >0.
Hence

21 a’ + a2 <11 4al —a,a, +3a’
cyclic a + az cyclic 2a1 + az
The proof is complete.

PP, 22350, If a, >0 (k =12,..,n), then 3~ ali*@) N
Cycl,04a +aa, +a; 3

Solution. The inequality yields by
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a(a+a,) _1

2 2 2 2
> > <-<da) +aa, +a; >3a; +33,a, < (8, —a,)" 0.
4a; +a,a, +a,

2., 3a’

: a R T
Remark. Since 4a’ +a,a, +a’ =3a’ +(a, +72)2 = >0, the given inequality is true for

a, eR,a, #0.
The proof is complete.

PP.22351. If A4,a, >0 (k=12,..,n), then
Z (Aaf +al)(1aZ +a?)

n
> (A +1)(aa, + 8,8 +...+a,a,) + 24 a; .
cyclic alaz k=1

Solution. We use the inequality

2 2 2 2
(AX"+y")(Ay” +X )2(22 +D)xy + A(x* +y%),x,y>0, (1).

Indeed (1) is written successively
A+ YD)+ (P +D)XPy? > (A2 +DX°Y? + Axy (X +y?)
SxPryt2xy(x* +y?) o (X3 -y (x-y) =0, true.
Writing (1) for the pairs of numbers (a,,a,),(a,,a;), ...,(a;,a,) and adding we obtain the
desired result.

PP. 22353, If a, >0 (k =12,...,n), then H(azala +2a?2j2@j |
1+ 2 1

cyclic

Solution. We have the inequality

2x +l2§,VX,y>O.
X+y 2x 2
Indeed,
2X +l2§<:>4x2+xy+y223x2+3xy<:>(x—y)220.
X+y 2X
Hence,

H[iJr o ]z Hg=@J , and we are done.

cyclic al + az 23.1 cyclic

PP. 22359. If x e (o,fj, then (1+ 2tg2x)(L+ 2ctg 2x)(1+ %) <1
2 sin° xcos“x,) 4

Solution. The given inequality is false.
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For x=%,we have tgx = ctgx =1, sin® x = cos® x=% and then

=9. 1+g =81>%, and we are done.

sin® xcos® xj 1
4

abc + Zas JS abc

2abc+ Y ab(a+h) = (a+b)(b+c)c+a)’

(1+ 2tg*x)(1+ 2ctg? x)[l +

PP. 22375. If a,b,c >0, then %{LL

Solution. Since 2) a®=>"(a’+b*)>> ab(a+b), we have
3 3
abc+) a _ 2abc+ 2> a N 2abc+ ) ab(a+h)
2abc+> ab(a+b) 2(2abc+ Y ab(a+b)) 2(2abc+> ab(a+b))
and then it suffices to show that

_1
2 1

1 ( 1)3 abc
—|1+=| = =
27 2 (a+b)(b+c)(c+a)
< (a+b)(b+c)(c+a)>8abc, which is the inequality of Cesaro.
The proof is complete.

PP. 22376. If a,b,c >0, then Z b 2 c =1+ 2abc gt;([;g(a b)
+ + +

Solution. Since Zbi zg (Nesbitt) it suffices to prove that
+C

1 S 4abc
2 2abc+ Y ab(a+b)

a’b+ab® +b*c+bc® +a’c+ac® >6%a’b’c® =6abc, and the proof is complete.

< > ab(a+b) > 6abc, which yields by AM-GM inequality

1 S 36
m.m, 5s?-3r? —12Rr

a

PP. 22404. In all triangle ABC holds >

Solution. By Bergstrom’s inequality and the point (1) from PP.22197, we obtain

1 9 36
2

> > — 5 , and we are done.
m,m, > m,m, 5s’—3r*—12Rr

n 2
PP. 22414, Prove that 3 >% *7¥+3 1 1 .
1 (K“+5k+6)(k“ +k)* 6 (n°+5n+6)(n+1)
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Solution. Since

5k? +7k +3 1 1

(k? +5k +6)(k* +k)* - k*(k +1)(k +2) - (k+1)°%(k +2)(k +3)
we have a telescopic sum

Zn: 5k? +7k +3 _Zn: 1 B 1 ~
(k2 +5k +6) (k2 +k)°® Sl KK+DK+2) (K+D3(k+2)(k+3))
1 1 1 1

== _ =_— , and we are done.
6 (N+D°(n+2)(n+3) 6 (nN*+5n+6)(n+1)°

PP. 22416. Evaluate > (k* + 3k + 2)(k? + k —1)k!.

k=1

Solution. Since (k? + 3k + 2)k!= (k +1)(k + 2)k!= (k + 2)!, we have
(k* +3k +2)(k* +k —Dkl= (K +2)(-k +2+k* +2k —3) =
=—(k=2)(k+2)H+(k+ 21k —D(k +3) =—(k —2)(k + 2)H-(k =) (k +3)!.
Hence
Zn:(k2 +3k+2)(k* +k —=Dk! = —(=1)-340-41-0-44+1-5-1-5142 . 61—... +
+...;(n—3)(n +DH+(n-2)(n+2)-(n—-2)(n+2)+(n—-D(n+3)!= (n—-D(n+3)H6,
and we are done.

PP. 22419= PP. 22422. If &, >0 (i =12,..,n)and k e {L.2,...,n}, then

> 1 K
°Y°"°a1+a2+...+ak+i+i+...+i+2k 4k
al a‘2 a'k

: . 1 1 1
Solution. Since a, + —>2,a,+—>2,...,a, +— > 2, we have

a‘l a'2 a'k
2 1l 1 T 222 1+2+2k:ﬁ'
odcq +a, +..+a, +—+— +..+—+2k e — 5

al a2 a'k X

The proof is complete.

PP. 22420. If x,y,z >0, then Zﬁﬁ%
+2)+

Solution. We denotea = yz,b = zx,c = xy and we have to prove that
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a 3
Yooy

2a+b+c

1/1 1

Solution 1. We use the inequality < —(— + —] , and we have
X+y 4 y

Z2a+b+c_Z(ajtb)jt(aJrc)

1( a a b b c c 3
<= + + + + + =—.
4\a+b a+c b+c b+a c+a c+b) 4

Solution 2. In the solution of PP. 21958 we prove the identity

3 a 3 (a—b)?

2a+b+c 4 “~4(2a+b+c)@a+2b+c)’
which yields the conclusion.

PP. 22421. If a,b,c >0 and abc=1, then Z(a o 1a » 4_3.
+C)bp+a+b+

Solution. Since abc =1 there exists x,y,z >0 suchthat a=—,b=

N <

X z
- ,C=—.
y X
We have

@+cbratb+d="4Y X Yy

Z Xy z

=X+y+{§+lJ+421iliEE_
z y X z

Then we have to prove that

We can write

Z(;_%]:Z ZoX Ly 2oy

X+Yy+62 8(x+y+62) 8(x+y+62):

1 1
_Z( - )(8(6x+y+z)_8(x+y+62)j:
_Z(x—z)(x+y+6z—6x—y—z)__Z 5(x—12)°
- 8(6X+Yy+2z)(X+Yy+6z) 8(6x+y+2)(X+y+627)

8(x+ y+62) 8(6x+ y+z)

0 Z;s§ . and we are done.
X+y+6z 8

(s®> +r? +4Rr)?

PP. 22425. In all triangle ABC holds 24rRs+ > a(b—c) >
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Solution. Since 4Rrs = abc,s® +r? +4Rr = ab+bc+ ca, the given inequality is written as

2
6abc+ Y a’b+ ) ab® —6abc> Z(Z—ab)

<Y a’h+ ) ab’+2> a’hc+2) a’h® >2> a*h’ +4) a’bc

<> a’h+ ) ab®>2) a’be

< Y a’h>> a’bc, true by Muirhead’s inequality (because [3,1,0] - [2,11]).
sym sym

The proof is complete.

PP. 22432. If a,b,c € C such that

a b ¢ b c a) c a b)) 1
_t— | | —+———| 4| —=+———| =———, then
40 24 15 40 24 15 40 24 15 14400

(3a+5b—8c)(3b +5c—8a)(3c+5a—-8b) =40.

Solution. Using the identity > x* —3xyz = (ZXXZ x? —ny) we deduce that

If > x=0,then D> x*=3xyz.
. 1 1 1 3+5-8
Since —+——-—=

40 24 15 120

a b ¢ b ¢ a c a b
—+———|+| —=+———|+| —+———|=0,then
40 24 15 40 24 15 40 24 15

a b c\b c ay\ec a b 1
- | "+ ———|=—
40 24 15)M40 24 15040 24 15) 14400

< (3a+5b—8c)(3b +5c —8a)(3c +5a—8b) =40, and we are done.

=0, yields

a12

PP. 22529. If a,b,c >0, then Zan b+ )a b >1
+(b” +

Solution. By Bergstrom’s inequality we obtain
12 al 2
Z a > (Z )
a? + (b +c®)a’v’c® > a? +a’h’c’) (a’+b%)
and remains to prove that
(Za6)2 >>"a +2a’h’%*> a’

oY a?+2)a%h’ = a? +2a%°c®Y a’ < 2) a°h® >2> a’h’c®, which is true by
Muirhead’ s inequality (because (6,6,0) > (6,3,3)).
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PP. 22550. Let KOLbe any triangle and P e KL. Let M be the symmetrical image of O
relative to P and N the symmetrical image of O relative to KL . Determine all points P for
which KLMN is cyclic.

Solution. Let K’ be a point on KL such that P is the midpoint of KK'. Because OP = PM and
PK = PK’ the quadrilateral OKMK" is the parallelogram, so

/K'OK = ZK'MK, (1)

On the other hand by symmetry we have

/K'0OK = ZK'NK, (2).

By (1) and (2) yields that MNK'K is cyclic, i.e. the circumscribed circle of AKMN passs
through K.

If the quadrilateral KLMN s cyclic, it must that the circumscribed circle of AKMN passs
through L.

Hence the point P is midpoint of side KL .

Remark. The implication >’ P is midpoint of side KL = KLMN s cyclic’’ is on the proposed
problems in the 16th Mathematical Olympiad from Macedonia (see e.g. Crux No. 5/2012,
Problem OC 24).

a® +b®
(a2 +b2)2

PP. 22551. If a,b,c >0, then f > +abc>Y'a’.
a

Solution. Using QM-AM inequality we have
(@®> +b?)? <2(@@* +b*),2(a® +b?) > (a* +b*)?
and then
_a’+b° . 2(a® +b®)
(@®>+b*?*  a*+b*
So it suffices to prove that
Y (@*+b*)+abc) a>> ad'a’
<2 a*+abcd a>>a+> a’h+) ab’
<> at+abc) a>d ah+ > ab’

= Zaz (a—b)(a—c) >0, which is Schur’s inequality, and we are done.

>a* +b*.

24(a® +b?)

1 4ab>3(a’+b?).
(2a +b)(a+ 2b)(a? + b?)

PP. 22554. If a,b >0, then

Solution. The given inequality is not true; e.g. for a =b we obtain that %+ 4>6, false.

PP. 22556. Solve the equation 8x® —17x" +8x°® +2x* +8x* —17x+8=0.

Solution. The given equation is written
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(x—=1)?(8x° — x> —2x* —3x> —-2x* —x+8) =0.
We obtain x, = x, =1 and it remains the equation
8x° —x° —2x* —=3x* - 2x* - x+8=0.
Becauase x =0 is not solution we can divide by x*and we obtain

8(x3+i3j—(x2+i2)—2(x+1)—3:0 (1)
X X X

We denote x+ 2 =t and we have x +i2 =t?-2, x° +i3 =1* -3t and then the equation (1)
X X X

becomes
8(t° -3t)-(t*-2)-2t-3=0
<> 8t® —t? —26t —1 =0, which can solved by Cardano’s formulas (exercices).

PP. 22579. The triangle ABC is equilateral if and only if
sin Asin BsinC = (cos A+ cosB)(cosB + cosC)(cosC +cos A) .

Solution. If the triangle ABC is equilateral, we have cos A= cosB =cosC :% and

sinA=sinB=sinC = % then the relation from enunciation is not true.

2 2
PP. 22599. In all scalene triangle ABC holds zw > 9
(a-b) 4
. . . a’—ab+b* _9
Solution. We shall prove the stronger inequality ZW > rE
a_
We have
2 _h)2 _h)2
a’—ab+b*= (a+b) +3(a4b) > 3@-h) and then
Z:az —ab+b? v 3 (a-b)?® 9
(a-b)> ~“~4 (a-b)> 4

PP. 22614. The roots of equation x* +ax® +bx+c=0 are in arithmetical progression if and
only if 4a® =9ab+ 27c.

Solution. The condition 4a® =9ab+ 27c is wrong; e.g. for a=—-6,b=11,c=-6 the equation

has the roots 1,2,3 but 4a® = 9ab + 27c.
The correct condition is 2a® = 9ab— 27c.
If the roots X, X,, X, are in arithmetical progression, then

10
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3
<:>——+a—=a—b—c<:>2a3 =9ab-27c.
27 9 3

PP. 22645. Prove that
n

Z (k _|_1)§/|09§+1k|09k+1(k+2) < n(n ""1)(”;‘ 2)(” + 3)
k=1

Solution. By AM-GM inequality we have

%Kmmﬂkxmmﬂkxmmﬂ«+z»s'“%ﬂk+“%ﬂ;+m%uﬂ+2>:

= log, ., {k* (k+2),

then
n 5 n
2 :(k _|_1)§/|09k+1k|09k+1(k+2) < 2 :3/k2(k i 2) <
0 _n(n+1)(n+2)(n+3)
< k:1k(k +D(k+2)= 2 ,

and the proof is complete.

PP.22702. If a,b,c >0, then 2(3>"a%)Y a‘ - > a??)> (a—b)*(b—c)?(c —a)>.

Solution. Since Z(ZaZXZa“ —Zazbz): Y a®-3a’’c? and
(a-h)*(b—c)’(c—a)* =D a’b?*+ > a’h* +2) a’h’c’ +2) a’bc? 2> a’h’ -
—2) a*bc—6a’b’c?, the given inequality is written as
2> a®+2> a’h’+2> a'hc>> a'h’ +> a’h*+2> a’b*c+2> a’hc?, (1).
Because [6,0,0] > [4,2,0]; [3,3,0] - [3,21] and [4,11] > [3,2,1] by Muirhead’s inequality we have

Zae > Za“b2 ;Zaﬁb3 > Za3bzc;2a4bcz Za3b2c,

sym sym sym sym sym sym
which by adding yields the desired inequality.
The proof is complete.

11
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2. NUMERE CELEBRE (PARTEA ADOUA)

George-Florin Serban, profesor, Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius” ,Braila

Numere perfecte.

1) Un numar se numeste perfect daca se scrie ca suma divizorilor sai mai putin el imsusi .
De exemplu 6=1+2+3 este numar perfect . Aflati toate numerele perfecte care au exact
6 divizori .

Solutie : Un numar natural cu 6 divizori naturali are formele n=p°® sau n=p?.q.
5

p° -1
p-1
Fals. Daca n=p?-q, p>-q=1+p+p>+pq+q, q-(p>°—p-1)=p?+p+1, deci
(p*—p-D|p*+p+1, (p>-p-YIp’-p-1, (p*-p-D|2p+2, dar
p?—p-1=p(p-1)-1 impar ,deci (p>-p-1)|p+1,rezulta p’—p-1<p+1
p2—2p—230 , p prim . Daca p=2 rezulta -2<0 (A).Daca p=>3 atunci
p?-2p-2=p(p-2)-2=>3-1-2=1 fals. Deci p=2,9=7, n=28.

Daca n=p°, p°=1+p+p?+p3+p*, p°= pP-p°=p°-1,p°(p-2)=-1

Numere palindromice .

2)Un numar se numeste palindrom daca este egal cu rasturnatul sau . Aflati numerele
palindromice de 3 cifre care au 9 divizori naturali .

Solutie : abc=cba , numerele sunt de forma aba , aba=p2-g2, p si q prime sau aba=p®.
Daca aba=p?-g? , n este patrat perfect u(aba)e{1,4,56,9} .Se gaseste

aba=11% .22 =121.4 =484 palindrom . Daca aba=p®, p=2, aba=2% =256 (F), daca p>3
, aba>3% =6561 (F).

Numere Brown.

3)Perechile de numere intregi [m,n] cu proprietatea n!+1= m? . Aratati ca ecuatia are cel
putin trei solutii .
Solutie: Se gasesc solutiile : Se dau valori lui m, (m,n)e{(5,4),(115),(71,7)}

Numere Euclid.

12
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4) Numerele naturale de forma p,+1 , unde p, este produsul primilor n numere

naturale prime , se numesc numere Euclid . Aratati ca un numar Euclid nu poate fi patrat
perfect.

Solutie : p,, este de forma 4k+2 , deci p,+1 vafideforma 4k+3 , fals deoarece un
patrat perfect nu poate avea forma 4k+3.

Numere Lucas-Carmichael .

5)Un numar natural n se numeste Lucas-Carmichael daca p este un factor prim din
descompunerea lui natunci p+1jn+1.

a)Aratati ca 2015 este numar Lucas-Carmichael .
b) Aflati cel mai mic numar n, Lucas-Carmichael de forma n=19-p-q, psiq numere

prime.

Solutie: a) 2015=5-13-31, 6]2016 , 14|2016 , 32|2016 (A)

b) Daca p sau g sunt 2, atunci n este par, rezulta 19|n, 20| n+1 fals deoarece n+1
este impar.

Daca p=3 si q=5 ,n=285 , 4|286 (F). Daca p=3 siq=7 ,n=399, 4|400 , 8]400 ,
20|400 (A).

Cel mai mic numar Lucas-Carmichael este 399.

Numere Kaprekar .

6) Un numar ab se numeste numar Kaprekar daca ab =xyzt si ab=xy+zt . (Cu
conventia ca Ot=t, adica z poate fi si 0).Aflati toate numerele Kaprekar de doua cifre .
Solutie: ab = xy00+ zt =100- Xy + 2t = 99- Xy + Xy + 2t =99- xy + ab , rezulta
ab-(ab—1)=99-xy .Daca ab:3, rezulta (ab—1)}3. Daca (ab—1):3, rezulta ab\3
Rezulta ab‘9 sau (ab-1):9 .Dar 99=9-11 , ab-(ab—1)}11 , ab‘1l sau (ab—1)}11.
Numerele divizibile cu 11 de doua cifre sunt de forma aa .Avem de analizat 4 cazuri.
-Daca abillsi ab:9, ab:[11,9]1=99 , ab=99, 99> =9801, 99=98+01 (A).

-Daca abll si (ab-1)!9, (aa—1):9,deci a=5 , ab=55, 55? =3025,55=30+25 (A).
-Daca ab:9 si (ab—1):11,din ab:9 rezulta abe{l8,27,36,45,54,63,72,81}, singurul
numar care verifica cele doua conditiile este ab=45, 457 =2025 , 45=20+25 (A).
-Daca (ab-1):9 si (ab-1):11 ,din (ab-1):9 rezulta abe{10,19,28,37,46,55,64,73,82,91}
Nici un numar din aceata multime nu verifica conditia (%—1)511.

In concluzie , am gasit numerele Kaprekar 45,55 si 99.
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Produsul divizorilor unui numar natural 7z(n)

7)Aflati numerele naturale care au produsul divizorilor naturali egal cu 2015

Solutie: Aplic formula (z(n))? =n®™eD@&D " q_pa. p...p&  7(n)=2015",
(20151029)2 — n(a1+l)(a2 +1)(a3+1) — 52058 .132058 . 312058 — (p131 . p2a2 . psaB)(a1+1)(az+1)(a3+1)

52058 ‘132058 ) 312058 _ (plal . pzaz ) p3a3 )(a1+1)(az+1)(83+1) _ 5a1(ﬂ1+1)(ﬂz+1)(63+1) .13a2(al+1)(a2 +1)(az+1) | 31::13(a1-¢—1)(a2 +1)(ag+1)
a-(a,+)-(a,+))-(a,+) =a,-(a, +1)-(a,+1)-(a, +1) =a,-(a, +1) - (a, +1)- (a, +1) = 2058
a=a=a,=X, X-(x+1)°=6-7° , x=6 , n=5°.13".31° =2015° . Deci n=2015°".

Bibliografie : “Enciclopedia matematica a claselor de numere intregi “ , Marius Coman.
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3. CUM ARATAM CA DOUA DREPTE SUNT PARALELE

Prof. MIHAELA MOLODET, Scoala Gimnaziala Berghin, Judetul Alba

“A Invata matematica, inseamna a invata sa gandesti.” Grigore Moisil

1. Aritam ca o pereche de unghiuri alterne-interne ( sau alterne- externe sau
corespondente) sunt congruente. (V1)

APLICATIE:

Prin varful O al triunghiului AOAB isoscel ([OA]=[OB] ) se duce dreapta XY astfel incat O

e(XY) si <XOA=<YOB. Aritati ci XY ||AB.

»Probleme de matematica pentru clasele V-VIII” L. NICULESCU, I. NANU s.a.
Solutie:
m(<OAB) +m(<OBA) + m(<AOB) = 180°
m(<XOA) + m(<YOB) +m(<AOB) = 180° =

m(< OAB)= m(< OBA) (AAOB isoscel) X °o ¥
m(<XOA) =m(=<YOB)

= m(=<OAB) = m(<X0A) } = XY || AB

<OAB si < XOA sunt alterne interne A B

2. Aratam ca dreptele sunt drepte- suport pentru laturile opuse ale unui paralelogram.

(VI
APLICATIE:
In triunghiul AABC, cu 2¢AC= AB, avem (CM) median, iar D este simetricul lui A fati de
[CM].
Ardtati ca CD || AB si DM || AC.

Etapa locali, VALCEA 2009

Solutie:

M mijlocul lui [AB] si AB=2°AC = [AM] =[AC] = AAMC isoscel.}: A
Daci AO -1 MC
= A, O, D coliniare si O este mijlocul lui [MC] = M

Dar O este si mijlocul lui [AD]
= diagonalele lui AMDC se injumatitesc =
= AMDC paralelogram (chiar romb) 5
15 5 /
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= CD ||ABsi DM | AC.

3. Folosim Reciproca teoremei lui Thales. (VII)
APLICATIE:
Fie ABCD trapez, cu AB || CD. Pe latura AD se ia punctul P, iar pe latura BC se ia punctul Q,
astfel Incat AQ ||PC. Aratati ca PB || DQ.

Concurs elevi, OLANDA, 1971
Solutie: Fie { M} =AD (1 BC
MC _ MD

in AMAB, CD || AB. Din teorema lui Thales = —— = —— (1) M
MB MA
in AMAQ, PC || AQ. Din teorema lui Thales = MP_ MC (2
MA MQ D c
Din (1) = MD= M = MD: MA-MC . MQ — MQ — aQ
MB MP MB MA-MC MB P
Din (2) = Mp= MA-MC )

MQ
Din reciproca teoremei lui Thales =PB || DQ.

4. Folosim proprietatea liniei mijlocii (Caz particular pentru Reciproca teoremei lui
Thales). (VII)

APLICATIE:

Se dau cercurile C1(O, R) si C2(O’, 1), tangente exterior, ca in figura. [AB] este diametrul
perpendicular pe OO, iar punctele M si N pe AB astfel incit AM= BN=r. Daca P si Q sunt
picioarele perpendicularelor din O pe MO’, respectiv NO’, aratati ca PQ || AB.

Prof. MIHAELA MOLODET

Solutie:

00’=0OM=ON=R+r =

00’ LAB

=AMOO’ s1 ANOQO’ sunt dreptunghice, isoscele =

= P si Q sunt mijloacele laturilor [MO’] respectiv [NO’] =

= [PQ] este linie mijlocie= M 0 g
= PQ |MN = PQ || AB. v
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5. Prin reducere la absurd. (VI)
APLICATIE:
a || b, b || c =>a || ¢ ( metoda prezentata la punctul 6)

Solutie: \, M
Tranzitivitatea relatiei de paralelism I -
este adevarata si in plan, si In spatiu.
In plan: Presupunem, prin absurd, cia()c # ®
(‘adica a si ¢ nu sunt paralele) T
Fie { M}=a()c. Daca Meb = af) b= ®.Contradictie.
= Presupunerea e falsa.
Daca M ¢ b= prin M trec doua drepte diferite, paralele cu b. Contradictie.
In spatiu: Analog.

6. Doua drepte perpendiculare pe o a treia dreapta sunt paralele. (Cele trei drepte
trebuie sa fie coplanare!). (VI)

7.

APLICATIE:

Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A si fie AD Tnaltimea din A a triunghiului. Fie F

€ AD. Se duce perpendiculara in F pe CF care taie pe AB in E. Paralela din A la EF

intersecteazd pe BC in H. Aratati cd AE || HF.

Concurs admitere Institutul Politehnic, 1986
Solutie:
CF_LEF, iar EF || AH =CF L Aer =in AAHC, F este ortocentru c
Dar AD L BC
=HF LAC
Dar AB L AC }:AB |HF <
Dreptele AB, HF si AC sunt coplanare
< AE ||HF.

A B

8. Folosim tranzitivitatea relatiei de paralelism (in plan si in spatiu). (VI / VIII)
APLICATIE:
Fie AABC si punctele M e (AB) si P e (AC) astfel incat [BM]= [CP]. Daca punctul Q este
simetricul lui P fatd de mijlocul E al segmentului [BC], aratati cd dreapta determinata de
mijloacele segmentelor [BC] si [MP] este paralela cu bisectoarea unghiului BAC.

Olimpiada Judeteana, SUCEAVA 2011
Solutie:
Fie R mijlocul lui [MP] si Ne BC, a.i. (AN este bisectoarea <BAC
[ER] este linie mijlocie in AMPQ =ER ||PQ (1)
E mijlocul segmentelor [BC] si [MQ] = MBQC paralelogram =
=[BM] | [QC] (2) si BM]=[QC] (3)
Din (2) = AM ||QC (4)
Din (3) si [BM]= [CP] = [CQ]= [CP] (5)
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Din (5) = ACPQ este isoscel = <CPQ= < CQP (fie x masura lor)
<MAN= < CAN (fie y masura lor

Din (5) =2y+m(<PCQ) = 180° )T:x:y = <NAC= <QPC =
Dar 2x+m(=<PCQ) = 180°

=AN [[PQ (6)

Din (1) si (6) =ER ||AN.

9. Folosim teorema ,fierastraului”:
»Daca un plan intersecteaza doua plane paralele, atunci intersectiile sunt drepte
paralele”. (VIII)
APLICATIE:
Se da sfera de diametru AB si M un punct variabil pe sfera, diferit de A si B. Daca N si P
sunt punctele in care AM si MB, respectiv, intersecteaza planele tangente la sferd in B si A, sa se
arate ca produsul AP*BN nu depinde de pozitia punctului M.

Problema lunii lanuarie, Prof. ANDREI OCTAVIAN DOBRE

Solutie:
Fie a si B cele doua plane tangente sferei in A respectiv B.
Avem: ABL o, ABLf= «a ||B (1)
Fie y = (AN, BP)
Evident,a (1 y=APsi B (1y=BN (2)
Din (1) i (2) = AP || BN (3)
Din (3) avem doua cazuri:
a) PN | AB = ABNP patrat,
= AB=PN= AP=BN=2R
= AP<BN = (2R)’= constant
b) PNAAB = ABNP trapez
Evident, m(<AMB) = m(< PAB) = m(<ABN)=90°
= ABNP trapez dreptunghic, ortodiagonal
— AP+ BN = AB? = (2R)%= constant

10. Folosim teorema de paralelism :

“Daca o dreapta este paralela cu un plan, iar un al doiea plan care contine
dreapta, se intersecteaza cu primul plan, o va face dupa o dreapta paralela cu dreapta
data. (VIII)

APLICATIE:

Se sectioneaza un tetraedru regulat ABCD cu un plan paralel cu muchiile opuse AB si CD.
Fie M, N, P, Q punctele de intersectie ale acestui plan respectiv cu muchiile AD, BD, BC,
AC. Sa se arate ca MNPQ este dreptunghi.

“Probleme alese de matematica”, C. IONESCU TIU, M. POPESCU
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Solutie:

CD || (MNP)

CD < (ACD) = QM ||CcD (1)
(MNP) ~ (ACD) = QM

Analog, PN ||CD (2)

Din (1) si 2) =QM ||PN (3)

Analog, PQ || MN (4)

ABCD tetraedru regulat = AB L CD (5)
Din (1) si (5) = AB LQM = PQ L QM (6)
PQ ||AB (analogcu (1)) T

Din (3), (4) si (6) = MNPQ dreptunghi.

11. Folosim teorema de paralelism :

“Doua drepte perpendiculare pe un plan, sunt paralele”. (VIII)
APLICATIE:
Fie paralelipipedul dreptunghic ALGORITM, cu AL # AR, iar U piciorul perpendicularei
din A pe RL. Daca Z este piciorul perpendicularei din I pe planul (RLG), aratati ca ZIUA este
paralelogram.

Prof. MIHAELA MOLODET
Solutie:
GL L (ALI) — GL LAU = AU L GL (1)
AU c (ALI
Dar AU LRL (2) M T
RL, GL = (RLG) (3) 2
RL NGL={L}(4)
Din (1), (2), (3), (4) =AU L (RLG) = AU |12 Y ! )
Cum 1Z L (RLG) 0 N7 b
Mai mult, Z este un punct pe dreapta RL. L= o NG > G
(Ducand perpendiculara IN din | pe RL, avem A L
IN L (RLG), deci Z= N)
Evident, AARU = AILZ ( cazul 1U.) = [AU] =[1Z] |
= ZIUA paralelogram.
(Conditia AL # AR conduce la U # Z, necesara pentru ca ZIUA sa fie patrulater)

12. Folosim teorema ,,Acoperisului”:
»Dacd doua drepte paralele sunt incluse in doua plane diferite, care se intersecteaza
in 0 a treia dreapta, atunci cele trei drepte sunt paralele”. (VIII)
APLICATIE:
Pe trei semidrepte in spatiu cu originea in O se iau punctele A, B, C, iar pe segmentele [AB]
si [AC], punctele M si N asa incat MN || BC. Un plan care trece prin MN si e paralel cu OA
taie pe OB in P si pe OC in Q. Aratati ca MNQP este paralelogram.

GH. POPESCU, Lugoj, 1968
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Solutie:

Fie a planul dat.

a |OA =MP ||OA,NQ |[0A = MP ||NQ
MN ca = MNQP paralelogram.
BC — (OBC) =BC || QP |[MN
A N(OBC)=QP

MN ||BC

13. Folosim calculul vectorial (1X)

APLICATIE:
Fie ABCD un patrulater convex, E mijlocul diagonalei [AC], iar F mijlocul diagonalei [BD].
Demonstrati ca daca

@EF = AD- BC, cua eR\ {2}, atunci AD || BC.

Etapa locala, TIMIS 2008
Solutie:

EF= ED+ c+ﬁ:%<m+ﬁ)+ﬁ+%@@)= .
1l = =1 = oo
—E(AD+CB)—E(AD- BC) 5

as EF=2EF < (a-2)*EF =0 .
a#2 = EF =0 =E=F = ABCD paralelogram=> AD || BC ’A

14. Folosim teorema pantelor dreptelor:
» Doua drepte sunt paralele daca si numai daca au pantele egale”. (X)

APLICATIE:
Tntr-un trapez, linia mijlocie este paraleli cu bazele.
Solutie:
In reperul cartezian xQOy, consideram trapezul ABCD, cu . L
AB "CD, (Propne(.-:tatea liniei mijlocii)
Iar M si N respectiv mijloacele laturilor [AD] si [BC]. A N
Daca A(xa, Y), B(Xs, &), C(Xc, Yc), D(Xo, Yo), vom "D B
avea: M
M( (XatXpy/2, (Yatyo)}2) =
N( (xe+xc)'2, (ye+yc)f2) A

v
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= mun=[ (Ya+Yc)/2 - (yatyp)/2)] | [ (Xe+Xc)/2 - (Xa+Xp)/2)] =
=[ (YetYc) - (Yatyp)]/ [ (Xe+Xc) - (XatXp)]=
= [(Ye-Ya) - (Yo-Yc)] / [ (Xe-Xa) - (Xo-Xc)] (1)
Cum AB [|CD = mag= mcp,
adicd (yg-Ya)! (Xg-Xa)= (Yp-Yc)/ (Xp-Xc) =
(Ye-Ya)= (Yp-Yc) (Xg-Xa)! (Xp-Xc)
Introducénd aceasta relatie in (1), =
= Mun= {(Yo-Yc)[ (Xe-Xa) - (Xo-Xc)I} / {[(Xp-Xc)] [ (Xe-Xa) - (Xo-Xc)]}=
=(Yp-Yc)/ (Xo-Xc)= Mcp
— MN “ CD] MN || AB =>linia mijlocie este paraleli cu bazele.
Dar AB ||CD

15. Folosim metode combinate

Sunt probleme care necesita o singura metoda pentru rezolvare - de exemplu aplicatiile de

la
punctele 1) sau 2) , iar altele care folosesc doud sau mai multe metode - de exemplu aplicatiile de
la punctele 3) sau 11). Avem alte situatii cand am folosit rezultatul de la o metoda, pentru a
demonstra enuntul altei metode - de exemplu am aratat la punctul 5) proprietatea folosita la
punctul 7). Uneori una sau mai multe metode sunt folosite ca parte componenta a altei
demonstratii- de exemplu aplicatiile de la punctele 8) sau 10).

Cu sigurantd, problemele propuse- de la cele mai simple pana la cele complexe - pot avea
si alte solutii. Inventivitatea, creativitatea si ingeniozitatea rezolvitorului sunt ,,ingredientele” de
baza pentru descoperirea celei mai interesante dintre solutii. Propria imaginatie - singura limita!

As propune, pentru final, TEOREMA LUI TITEICA, a cérei demonstratie este bine-
cunoscuta, ca exemplu de
rezolvare cu metode combinate.
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4. MATEMATICA, O LUME A CONTRASTELOR

Prof. MIHAELA MOLODET, Scoala Gimnaziala Berghin, Judetul Alba

Riamane matematica un stigmat al abstractului? Multi ar fi tentati sa spuna DA. Insi, mai
raman suficienti de putini care sa raspundd NU, cat sa fie o exceptie care intareste regula.
incerte? Cifrele au sensul lor, cuvintele sunt sensul semnificatiei cifrelor, prin care, sub o forma
sau alta, existd reactii, existd trairi, adica sunt sentimente. Ei, nu de la minus infint pana la plus
infinit. Dar undeva pe o scald intre minus si plus infinit ele exista.

Emmanuel Kant spunea: “Cuget, deci exist! latd luminarea.” Apreciezi distante,
estimezi suprafete, evaluezi timpul, te analizezi pe tine...si nu Inseamna
“a cugeta” si este o cultura?

Ca totul se intdmpla in interesul gospodariei tale, ori sub forma respectului unei meserii
ce innobileaza profesiunea ta, in realitate este esenta unei culturi civice a matematicii. Dovada-
insasi simplitatea termenilor de comparatie, fizici ori intelectuali, intre un subiect si un predicat.

Da, pentru patru ani, a fi cu ,,ghiozdan si fite de vedetda” este si ea o culturd, prin care “sa
stii mai mult, sa fii mai bun”, este grija gimnazistului de zi cu zi, ceas de ceas, si este parte a
copildriei si vietii de elev. Iar scopul celor patru ani, este acela de a reusi pe o cale aleasa de ei, in
interesul lor si din dorinta lor.

A discerne Tntre bine si bun si intre bun si rau, este un fapt al stiintei si ratiunii lor de a fi
scolar. Discerndmantul intre bine si bun, da semnificatia si sensul educatiei. Doar o simpla
viziune, ori o simpld asemdnare, fara o certitudine a realitdtii vietii, nu inseamna respect fatd de
cultura, fata de parinti si fata de dreptul de a alege al copilului. Ei au nevoie de exemple. Idolii
si-1 fac singuri, care sigur, niciodatd nu sunt buni. lar prin a explica acest intreg, poti educa
speranta in viitor a copilului.

Ce vad si simt acum, este vedeta care reuseste In tot si toate si totul 1i std in putere sd o
facd. Tocmai de aceea alegerea facutd de ei nu este intotdeuna cea mai buna, dar este singura
cale prin care educand copilul, ii oferi sansa sa decida intre a fi “vedetd”, ori un “om cu scaun la
cap”. Aicl este clipa cand matematica, dezvaluie universul cultural al entitatii diferentei dintre
realitate si adevar. Deoarece micile diferente fac marile desebiri ale vietii, asemeni cum
“buturuga mica rastoarna carul mare”. lar diferenta intre realitate si adevar, pentru ei, este
provocarea pe tot restul vietii si limitele Intre care trebuie sa discearna.

A discerne intre bun si bine, este calea de a face diferenta intre realitate si adevar.
Adevarul este absolut si realitatea este abstractd, dar nici una nu are capacitatea de a fi un intreg,
deoarece sunt cele doua jumatiti ale aceluiasi intreg: viata cea de toate zilele, care desi evidentd,
nimeni nu a cunoscut-o vreodata in totalitate. Diferenta intre realitate si adevar este 0 permanenta
comparatie intre absolut, abstract si intreg, in care Intregul, intotdeuna se compune din adevar si
realitate.

Un exemplu elocvent este paralelismul intre cele trei figuri geometrice: triunghiul,
cercul si patratul care sunt realitati, din care se desprind piramida, sfera si cubul, ce sunt
adeviruri. Intregul acestui paralelism il regasiti de jur- imprejurul dvs. si mai aproape in tot ce ati
construit ori ati realizat singuri ori impreund cu semenii, ce intr-o forma sau alta este esenta
oricarei mosteniri: cele doua jumatati ale Intregului matematic, cifrele si cuvintele.

De obiciei:
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- triunghiul este simbolul credintelor, iar piramida este templul prin care exista;

- cercul este simbolul stiintei si universului, iar sfera este semnificatia miscarii;

- patratul este secretul vointei de a acumula, deoarece cubul este simbolul unui volum si
indiviziunea unei cantitati.

Dar, cel mai important, este sd descoperiti diferenta dintre adevar si realitate, in
creativitatea ,,celui mai iubit dintre pamanteni”: COPILUL.

Ascultati visuri si imaginatii, descoperiti templul si credinta realitdtii pentru care lupta si
vrea sd invinga. De aici Incepe cultura si universul de constructii si realizari ale intregului uman,
printre cifre, numere si cuvinte. lata MATEMATICA si fiinta sa in universul culturii.

Cea mai importantd descoperire nu este calculatorul ori alte aplicatii electronice ale
tehnologiilor de inaltd fidelitate si comunicare, este tot omul, creativ si inventiv. Orice tehnologie
vine si pleacd, ceea ce ramane este viata, iar simbolul ei este Tn esenta acelasi - OMUL.

In realitate, computerul nu este decat un miraj al tehnicii si o sumad de instrumente
inteligent puse la un loc, destinate unor utilitati de muncd ori comunicare si nicidecum o
realizare a vietii.

Calitatea umana, intotdeuna conteaza !
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5. PROBLEMA LUNII IANUARIE 2016 - MATEINFO.RO

Se da sfera de diametru AB si M un punct variabil pe sferi , diferit de A si B. Daca N si P
sunt punctele in care AM si MB, respectiv, intersecteazi planele tangente la sfera in B si A,
sa se arate ca produsul AP-BN nu depinde de pozitia punctului M.

Propusa de Dobre Andrei

1. Prof. Constantin Telteu

(ABM)

o
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Problema se reduce la o problema in planul (ABM) (vezi figurile de mai sus), care ar avea
urmatorul enunt:

Sa se demonstreze ca intr-un trapez dreptunghic ortodiagonal, cu inaltimea constanta, produsul
bazelor nu depinde de punctul de intersectie al diagonalelor.

Sa demonstram acest enunt:

o ol \ N C

Fie C intersectia paralelei prin P la AN cu BN. Tn triunghiul dreptunghic BPC, cu teorema
inaltimii obtinem PD? =BD-DC, care, tindnd cont ci PD=AB, BD=AP si DC=BN, arati astfel:
AB’ = AP-BN , adici produsul AP-BN = pdtratul diametrului sferei , deci nu depinde de
intersectia diagonalelor trapezului, care este punctul M de pe sfera.

2. Prof. Marius Antonescu

AB — diametru = AMAB — dreptunghic in unghiul M.

Cele doua plane tangente la S (O; OA) sunt perpendiculare pe
AB = AP | ABsiNB L AB.

AN si BP — concurente = punctele A, P, N si B — coplanare.

Deoarece: AP L AB si NB L AB = ABNP trapez dreptunghic si
ortodiagonal.

Fie BT // NA = (1) <TBP = <AMP ( m<TBP = 90°)

(2) BNAT - paralelogram = [BN] = [TA]
AP - BN = AP - TA = AB? (teorema inaltimii in triunghiul dreptunghic TBP) = AP - BN =
constant = AP - BN nu depinde de pozitia punctului M. (q. e. d.)

3. Prof. Chiritescu Cristina, Scoala Gimnaziala "lorgu Radu" Barlad, Jud.Vaslui
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Fie AB=2R = constanta

M € S(O,R)

N=AMnN a, a n S(O,R) = {B}

P=BMng,BnSOR)={A}

demonstrez ca AP * BN = constantd (nu depinde de pozitia punctului M pe sfera data)
Rezolvare

in A APB, m(BAP) = 1dr,

m(BQM ) = 1dr, unde Q este piciorul perpendicularei din M pe AB = diametrul sferei
AP _ AB

din MQ II AP rezulti =2 (1
MQ BQ

din MQ I BN rezulti  —==22 (2)
MQ AQ

inmultim relatiile  (1)* (2) si conform teoremei iniltimii in A AMB, m(BMA) = 1dr, MQ? =
BQ * AQ,

obtinem conform primei conditii din ipotezi AP * BN = AB? = constanti, qed.

4. Prof. Mihaela Molodet- Scoala Gimnaziala Berghin, Jud. Alba
SOLUTIAL

Fie a si B cele doua plane tangente sferei in A respectiv B.
Avem: ABL o, ABLp= a"ﬁ (1)
Fie y = (AN, BP)
Evident,a (1 y=APsi B (1y=BN (2)
Din (1) si (2) = AP || BN (3)
Din (3) avem doua cazuri:
a) PN | AB = ABNP patrat,
= AB=PN= AP=BN=2R
= AP<BN = (2R)’= constant
b) PNAAB = ABNP trapez
Evident, m(<AMB) = m(< PAB) = m(<ABN)= 90°
= ABNP trapez dreptunghic, ortodiagonal
= AP+ BN = AB? = (2R)?= constant

SOLUTIAall a.

Evident, m(<AMB) = m(< PAB) = m(<ABN)=90°
= A ABN~ A PAB,
_, AB_BN . AB-AB=AP-BN
PA AB
= AP « BN = AB? = (2R)?= constant

5. Prof. Rusu Maria, Scoala Gimnaziala Buznea, Iasi
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Deoarece tangentele la sferd sunt perpendiculare pe raza in punctul de tangenta, avem
AP L ABsiBN L AB. Cum dreptele AP si BN sunt perpendiculare pe aceeasi dreapta, rezulta

cd AP||BN.

m(AB) _180°
2

unghiuri opuse la varf. Prin urmare patrulaterul ABNP este trapez dreptunghic ortodiagonal si se

arati cu usurinti ci iniltimea sa este media geometrici a bazelor, adica : AP-BN = AB?, produs

constant care nu depinde de pozitia punctului M .
l. Se constata ca unghiul <tBAN si unghiul <tAPB sunt congruente deoarece au acelasi

complement. Triunghiurile dreptunghice aBAP si aNBA fiind asemenea (cazul ]
UuU.)avem:

Se observi cd m(«xAMB) = =90°si m(<AMB) = m(«<PMN) fiind

N

1

7
AP AB PB ‘a
N

AB BN AN’ /
din prima proportie obtinandu-se: A " =

AP-BN = AB?

|~

. Construim punctul E pe latura AB , astfel incat EAPB si fie paralelogram. in
particular EB = AP, iar unghiul «<EAN este drept ca si cel corespondent din punctul
O. Aplicand teorema indltimii in AEAN , obfinem EB-BN = AP-BN = AB”.

A P
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6. Prof.Pacurar Cornel Cosmin,BLAJ

AB_Lpe planul tangent la sferd in A,cum AP este inclusa in acest plan deducem ca ABLAP.
Analog deducem AB_LBN.

Cum M apartine sferei de diametru AB si e diferit de A si B deducem ca triunghiul AMB este
dreptunghic in M.

Din £AMB=2ABN,&MAB=%BAN rezulti AAMB~AABN de unde deducem 22 = X8 rezulta

B MEB AB ~ BN
BN=2222
AM BM MA
Din «BMA=xBAP,xMBA=<xABP rezulti ABMA~ABAP de unde deducem B AP rezulta
AB-MA
AP=
AP‘BN—AZ\I\:B : A];;I]:[A—AB-ABZAB2 ,care nu depinde de pozitia punctului M.
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6.CONCURS PROBLEMA LUNII FEBRUARIE 2016 —
WWW.MATEINFO.RO

Un cub gol ABCDEFGH, cu muchia de lungime a , este intersectat de o sfera care trece
prin varfurile fetei EFGH si prin centrul cubului. Se inldturd toate punctele cubului ce apartin
interiorului sferei si sfera, se aseaza corpul obtinut cu fata ABCD pe un plan orizontal si se
umple cu apa. Sa se determine valoarea minima a muchiei cubului, pentru ca in acest vas sa
incapa un litru de apa.

Prof. Constantin Telteu

Asteptam solutiile pe adresa de e-mail: revista@mateinfo.ro
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7. SIMULARE BAC MATEMATICA

PROFIL MATE-INFO
FEBRUARIE 2016

¢ Toate subiectele (I, II, IIT) sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
¢ Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
¢ Latoate subiectele se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
(5p) 1. Sa se arate ca numarul a=(2+ \/5)72 — (4x/§— 7)2 este intreg.

(5p) 2. Determind X€R astfel incat urmitoarele numere x> —6,3x,4x+3si fie termenii
consecutivi ai unei progresii aritmetice.

(5p) 3. Fie f:R >R, f(x)=mx*+(m+3)x—(m+1). Si se determine m < R astfel incat
maximul lui f sa fie egal cu 1.

(5p) 4. Si se rezolve in R ecuatia 3/ x> +3X+5=Xx+2.

(5p) 5. Sa se determine valoarea parametrului real ““a “ pentru care vectorii \71 =(a— 2)7—4] s
V: =-3i+(a+2)]j si fie coliniari.

(5p) 6. Se considera punctele A(-1;2), B(0;1), C(4;3). Sa se calculeze distanta de la punctul C
la dreapta AB.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

X+y+z=1
1. Se considerd sistemul {3x +ay +2z =1 ,unde ae€R sisenoteazd cu A matricea
Ix+a’y+4z=1
sistemului.
(5p) a) Calculati determinantul matricei A .
(5p) b) Determinati valorile reale ale numarului a pentru care matricea A este inversabila.
(5p) c) Pentru a =1, rezolvati sistemul.

2. Se considera multimea G = (—g , oo) si legea de compozitie "" pe G definita prin
Xoy=axy+bx+by+c, a,b,ceR .

(5p) @) Determinati a, b si ¢ stiind ca legea ">" admite pe —1 ca element neutru iar simetricul lui

1 11
— este ——
2 8

30



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - FEBRUARIE 2016 RWANEU1gi{sR o)

(5p) b) Pentru a=2 , b =c =3 rezolvati pe multimea G ecuatia X oXoX =X
(5p) ¢) Pentru a=2 , b=c=3 demonstrati ci functia f :G >R , f(x)=In(mx+n) , unde m

si n sunt convenabil alese , este izomorfism de la grupul (G, ) la grupul (R,+).

4

1. Se da functia f :[-2,2] Rf()(X\/é_Z)

. Se di functia f :[-2,2] > R, f (Xx)=—+".
43

(5p) a) Sa se studieze monotonia functiei f ;

(5p) b) Sa se demonstreze ca tangentele la graficul functiei f n punctele A[g, f (?J]

si B(\B f (ﬁ))sunt perpendiculare.
1

(5p) c) Sa se calculeze lim ( f (X))m

X—>+/3

2. Fie sirul (Z, )n21’ definit prin Z, = Iol(l+ X)n 2*dx, oricarearfi neN" .
(5p) a) Calculati Z, .

(5p) b) Studiati monotonia sirului (Zn )n ey

(5p) ¢) Ardtati cd Z, -In2=2""-1-nZ_, pentru orice neN" .

31



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - FEBRUARIE 2016 RWANEU1gi{sR o)

BAREM DE NOTARE

SIMULARE BAC MATEMATICA MATE-INFO FEBRUARIE 2016

SUBIECTUL I (30 de puncte)

-2
= (2+43) =7-43, gg
2 1
(4J§—7) =7-443. P
a=0eZ;
2. | . a_ +a Ip
Dln —_n- n+1
=" 7 gp
- p
wzsx:xz—zxﬁ:o:m{—xs}.
3. A 1p
e |
aa 2p
5m? +10m+9
_ Y 2
4dm P
:>5m2+14m+9=0:>me{—§,—1}
4. | Ecuatia dati este echivalenti cu 2x* +3x+1=0. 2p
X K=o
> | Vectorii v,,v, sunt coliniari < 2=2 - —4 gp
-8  a+2 p

Din a*-4=32=a«e{-6;6}.
6. - - 1
Se scrie mai intai ecuatia dreptei (AB), dupa formula X=4 _ Y~ h . P
=% Yo=Y
X+1 y-2

Rezultd, — ==——=x+y-1=0. 2
1 1-2 y P

Distanta de la punctul C(4;3)la dreapta AB este datda de formula
_ |ax, +by, +¢|

d(C, AB) = VA 2

44+3-
si este egald cu u =3J2.

N1+1

SUBIECTUL 11 (30 de puncte)

1. | Folosind Regula triunghiului: 2p
a) | detA=4a+3a’+18-9a—2a’-12= 2p
—a’-5a+6
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Ip
b) | Matricea este inversabila pentru det A= 0 2p
detA=0<=ac{2,3} 1p
A este inversabild pentru x e R —{2,3} 5
p
c) | det A=2+#0= Sistem Cramer 2p
Sistemul are solutia unica x=0,y=1,z=0 .
3p
) Xo(—l):x:>x(—a+b—l)+c—b:O:>{ c—b P
%{_%}j=—1:>11a+14b—16c=16 1p
se obtin valorile a=2 , b=3,c=3 2p
b) 3\ 3) 3 3P 3 2p
XoYy=2| X+—=||Y+—= |-— = XoXoX=4| X+—| ——
2 2) 2 2 2
notand t = x +g ecuatia devine 43 =t cu solutiile t e {0, i%} 2p
stiind cd X € G = solutia ecuatiei este X =-1 Ip
¢) | f morfism =f(xoy)="F(x)+f(y) 1p
m? =2m
m=2
In(2mxy +3mx +3my+3m-+n)=In(mx+n)+In(my+n) =< 3m=mn = s 2p
3m+n=n?
f:G—>R, f(x)=In(2x+3) functie bijectiva 2p
SUBIECTUL |11 (30 de puncte)
PN 3 1p
3 f'(x) _<XJ§—2)
. 2.3
f =0 =——
(x)=0<x 3 2
= f strict descrescatoare pe [—2,?} si strict crescitoare pe [Zf ,2} 2p
b) | Fie pantele celor doua tangente 1p
(A
m, = f (? =-1 1p
m, = f(x/ﬁ) =1 1p
m, - m, = —1=> cele doua tangente sunt perpendiculare 2p
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2p
N I R ] 2
lim 0 lim
— ex%«.ﬁ X—\/g ex» 3 X—\/§ _
I (O R D 1p
2. 1 X 1 1 X 3
a) | L= '|.1+x2dx 1+x)2 (2 X p
0 In2]0 ¢1In2
.3 1 2
N2 In*2
b 1 3
: In+1—In=I(1+x)"~x-2de p
0
(1+x)"-x-2°20, (V)xe[0,1]=(Z,) , sir crescitor 2
C N x 1 1 2
) 7, =(1+x) 2 jn 2—d p
In2|0 ¢ In2
n:2-2_ 1 oo 7, 2
In2 In2 In2
Z In2=2""-1-nZ_,
1p
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- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordad 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.
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8. SAIMULARE EVALUARE NATIONALA MATEMATICA
PROFIL MATE-INFO
FEBRUARIE 2016

SUBIECTUL | — Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(p)
(p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

1. Rezultatul calculului 1054 + 1054 : 2 este

5. In figura aliturata este reprezentat un
cub ABCDA'B'C'D’. Unghiului format de

2. Multimea A= {X eR/-2<x-1< 3} scrisa ca interval este [...,...)

3. Daca un caiet si trei creioane costa 12 lei, atunci trei caiete si noua creioane costa

4. Tntr-un triunghi dreptunghic un unghi ascutit are masura de 30°, iar ipotenuza are
lungimea de 12 cm. Lungimea catetei care se opune unghiului cu misura de 30°

dreptele BD si A'C’are masura de ...... :

Dl
Cl

|
|

T B’

|

|

'D
J

\ c

\

B

6. Graficul de mai jos prezinta evolutia temperaturilor din prima saptamana a lunii
lanuarie a anului 2012.

Temperatura media inregistrata in aceasta perioada este de

WNPFPOPFRPNWMOOO
L ]

‘Temperaturi (°C)

7 ian.
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SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete. ( 30 de puncte)
(5p) 1. Desenati pe foaia de examen o prisma triunghiulara regulata ABCDEEF.

(5p) 2. Dupa o reducere cu 10% si pretul unui obiect devine 63 de lei . Aflati pretul initial
al obiectului .

(5p) 3.Daca a=+/3-1si b=1++/3, aritati ca 1 —% este numar natural.
a

4. Fie expresia E(X)=x*—3x—4
(5p) a). Descompuneti expresia in factori.

(5p) b).Determinati numerele reale a si b,astfel incat E(x)=(x— 2)2 +a(x—2)+b,(V)xeR.

(5p) 5. Aritati ci (2x+1)" —(3x—1)(2x+1)+(x—2)" =(2—x)(x+3).
SUBIECTUL Ill - Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete. ( 30 de puncte)
1. Fie cubul ABCDABCD (Fig 1.), AB=12cm.

(5p) a) Din varful A al cubului porneste o furnica si vrea si ajungi in punctul C', parcurgand
cel mai scurt drum posibil, pe suprafata cubului. Care va fi lungimea drumului?

(5p) b) Si se afle distanta d (C', AB);

(5p) c) Fie M €(BC'), N ¢(BB') si P e(AB) astfel incat MC' =9cm, NB =4cm si

AP = 6cm . Furnica se intoarce din varful C in varful A pe drumul [C'MNPA] (marcat cu rosu
pe desen). Aproximativ, cu cat este mai lung acest drum fata de drumul din puctul a) ?

Fig 1.
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8. Conturul bazinului de inot din figurd are forma unui dreptunghi completat la capete cu
cate un semicerc. Imprejurul bazinului este o banda de nisip cu lfimea constanta de 2 m.
Dreptunghiul are lungimea de 20 m si latimea de 10 m.

2m

(5p) a) Ce suprafata are bazinul?
(5p) b) Care este suprafata acoperita cu nisip?

(5p) c) Care este diferenta dintre perimetrul exterior al benzii de nisip si cel interior?
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BAREM DE NOTARE

SIMULARE EVALUARE NATIONALA IANUARIE 2016

SUBIECTUL I (30 de
puncte)
1. | 1054 + 1054 : 2 = 1054 + 527 = 1581 5p
2. | 2<x-1<3=>-1<x<4= A=[-1 4) 5p
3. | x =pret caiet; y = pret creion 5p
X +3y =12 =3x+9y =3(x+3y)=3-12=36
4. | 6cm 5p
5 | A'C'||AC=m(«x(A'C', BD))=m(<x(AC, BD))=m(<«AOD)=90° 5p
6. ¢ _—2+O+3+(—2)+4+5+(—1)_Z_1 5p
" 7 7
SUBIECTUL I (30 de
puncte)
1 Realizarea desenului 4ap
Notatia prismei 1p
2 Notam cu x — pretul initial al obiectului
x—20 y 63 2p
100
2p
9x=630
Ip
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x =70lei
3 1 1 3+1 1-3 3p
J3-1 1443 2 -2
J3+1+1-43 1 2p
2
4. ) E(x)=x"—4x+x-4 2p
=X(x—4)+(x—4)
1p
=(x—4)(x+1)
2p
b)E(x)=x*+x(a—4)+4+b-2a 2p | °P
a-4=-3=a=1 1p
4+b-2a=-4=b=-6 2p
5 (2x+1)° = 4x* +4x+1 1p
1
(3x—1)(2x+1)=6x"+x-1 P
1p
(x—2)2 =x*—4x+1
AX? +4X+1-6X" —X+1+X* —4x+1=—x*—X+6 1p
(2=x)(3+x)=-x*—x+6 1p
SUBIECTUL I (30 de
puncte)
1. a) dacd R e mijlocul muchiei A'B’, atunci lungimea drumului furnicii este
op
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AR+RC’=2AR =2 [122+6% = 2/5.67 =12./5cm.

—4.62

b) AB_L(BCCB’), C'Be(BCC'B')=> C'B L AB, de unde rezult ci 2p

3
d (c‘, AB) — C'B=+/122+12% =12/2cm. P

¢) MN =MB"? + B'N? =+/3? + 42 =25 =5cm 1p
1p

NP = +/NB? + BP? =+/82 +62 =~/100 =10cm

[CMNPA]:C'M +MN +NP+PA=9+5+10+6=230cm

2p
AR +RC' =12+/5cm ~ 26,83cm
30-12/5 ~30-26,83=3,17 -aproximativ, cu atat e mai lung drumul 1p
frunicii inapoi, fatad de drumul din a).
0 P, =2:20+27-7=(40+147)m 2p
2p
Py =(40+107)m
Ip

Diferenta= 4z m.
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