Elemente de analizd matematica

Operatii cu siruri
Fie (a ) si (b)) siruri convergente. Atunci:
n’n n’n
¢ (a +b) esteconvergent si lf}o(a" +b,)= lgri a,+limb,.

n—yo0

¢ Dacid a € R, atunci (o - a), e convergent si limoa, =alima,.

n—>o0 n—>o0
¢ (a b)), este convergent si lglolo (a,-b,)= lglolo a, lgl;lo b,.
a q lima,
4 Dacd b, #0,Vne Nsi limb, #0, atunci | - | e convergent si lim " =",
n—seo bn B n—eo bn lim bn
n—oo

Suma sirurilor care au limitd

Proprietatea cunoscutd: Suma a doud siruri convergente este un sir convergent si
limita sumei este egald cu suma limitelor se extinde, in cazul In care unul cel putin din
cele doua siruri are limita infinita, in felul urmator:

I) Dacia, > o, o € R si b — +oo, atunci a, + b — oo

Il) Daci a, < o, a € Rsi b — —oo, atunci a, + b — —oo.

Daca (a,) este convergent sau dacd a, — +oo, atunci existd oo € R astfel caa > a,
pentru orice n € N. De asemenea, dacd (a,) este convergent, sau dacd a, — —oo,
existd o0 € R astfel ca a, < o pentru orice n € N. Din cele doud proprietdti de mai
sus rezultd urmatoarele patru propozitii:

1) Dacia — +oosib — +oo, atunci a + b — +eo.

2)Dacaa,—asib — +eo, atunci a + b — +oo.

3)Dacda, —>asib — -, atunci a + b — —oo.

4) Dacd a, — -0 si b — —oo, atunci a, + b —> —oo.

Pentru a putea afirma si in aceste cazuri ca limita sumei este egald cu suma
limitelor, convenim ca:

o0 + 00 = oo

a+oo=oco+qg=oo oricare ar fia € R;

a+ (—0)=—0+qg=—o0 oricare ar fia € R;

—o0 + (~e0) = <o,

Nu se acorda nici un sens scrierii co — oo,

Pentru a putea afirma in general ca limita produsului a doud siruri este egald cu
produsul limitelor, convenim ca: co * oo = o0; oo(—o0) = (—oo)oo = —oo; (—o0)(—00) = oo,

Nu se acorda nici un sens scrierilor 0 - eo sau 0 - (—eo).

Daca sirurile (a,) si (b,) au limita (finitd sau infinita) si dacd produsul limitelor
are sens, atunci sirul produs (a b ) are limita si li_r)g(anbn) = llgn a,-limb, .

oo n—>oo
Cazuri exceptate: lima, =0 si limb, =+oo; lima, =0 si limb, =—co .

n—seo n—yeo n—seo n—yeo
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Fiecare din aceste doud cazuri va fi denumit mai departe ,,cazul 0 - oo,

Pentru a putea afirma in general ca limita raportului a doud siruri este egald cu

o ... a . a . :
raportul limitelor, convenim ca: o 0 si — =0, oricare ar fi a € R.
o0 —0Q
~ . . . . (o] !
Nu se acorda nici un sens scrierilor —, —, —, —, V0
—oco

Daca sirurile (a) si (b,) au limita si daca raportul limitelor are sens, atunci sirul

a L lima,

—2 | are limitd si lim -2 =22>—.

bn n—ee D, 11m bn
n—oo

Pentru a putea calcula limite de tip lim(a, Y, % n e N, convenim ca:
n—oo

= = oo, 0o~ = (), 0~ = 0. Nu se acorda nici un sens scrierilor: «°, 1=, 0°.

oo

Limita unui polinom P(n) avind gradul k = 1

) ‘ ol oo, a. >0
[=lim(an" +a,_n"" +..+an+aq))= .
n—yoo —oo, a, <0
Limita unui raport de polinoame
k
a
—, k=1
“va "+ ran+ b
.an ta_n ..tan+a
hmk[ kll_l 1 0 =70, k<l
nse bn' +b_n" +..+bn+b,
s
oo k>
b
Limita unui sir al cdrui termen general contine puteri
oo, a>1
. 1, a=1
lima" = .
n—yeo 0, —-l<axl

nu exista, a<—1

n
Sirul e, =(1+l) ,n = 1 este convergent. Limita sa, notata cu e, apartine
n

intervalului (2, 3).
Daci (a,), este un sir cu 1im|an| =oo, atunci lim 1+i =e.

n—oo n—oo a n
1

Daci (a,), este un sir nenul cu lima, =0, atunci lim(1+a,)" =e.

n—oo n—oo
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Limite de functii
Punctul @ € R este punct de acumulare la dreapta (la stdnga) pentru D CR
daca, V' Ve Ha), VNDN(a,+ee) #J (respectivV N DN (-0, a) # ). Un punct de
acumulare la stanga si la dreapta pentru D se numeste punct de acumulare (bilateral).
Fie f:D— R, a un punct de acumulare al lui D si [ € R. Functia f are limita | in
punctul a daca este Indeplinitd una dintre urmatoarele conditii echivalente:
1) (Definitia cu vecindtdti) Pentru orice vecinatate U a lui /, exista o vecindtate V a lui
a astfel incat, oricare ar fixe VN D, x # a, sa avem f(x)€ U.
2) (Definitii cu € si 9)
+incazul a eR5i [ = oo
Vee R,30>0,Vxe D\ {a}, Ix—al<d= f(x)>¢.
+Incazul a = o sil€R:
Ve>0,30€ R, Vxe D\ {a}, x<d=|f(x)-1|<e.
«incazulaeRsileR:
Vv e>0,3 6> 0,astfel incat Vx€ D\ {a} cu |x—al <8, rezulti \f(x)—l\<8.
« In cazul a = oo §i [ = oo
YV e>0,3 0 >0, astfel incat Vx € D, x > d, rezulta f(x) > €.
3) (Definitia cu siruri)
Va),a € D\{a}, a, >a= f(a,) 1.

Vom scrie lim f(x)=/.

Fie f:D— R o functie si a un punct de acumulare la stdnga pentru D.

Spunem cd [/ e R este limita la stdnga a functiei f in punctul a, daca pentru
orice vecinatate U a lui /, existd o vecinatate V a lui a astfel incat, oricare ar fi x < a din
VN Dsaavem f(x)e U.

Se folosesc urmatoarele notatii: /, = }(1;1’(11 f(x)= }cll)Tclz f(x)= )}Lr[rll_ f(x)=f(a-0).

x<a

Fie f:D—R o functie si a un punct de acumulare la dreapta pentru D.

Spunem ca /, € R este limita la dreapta a functiei f in punctul a, daca pentru
orice vecindtate U a lui [, existd o vecindtate V' a lui a, astfel incat, oricare ar fi x > a
din ¥ N D, sa avem f (x) € U. Se folosesc urmatoarele notatii:
[, =lim f(x)=1lim f(x)= lim f(x)= f(a+0).

x\a );:); x—a+

Fie f: D — R si @ un punct de acumulare bilateral pentru D. Functia f are limita
in a daca si numai dacd f are limitd la dreapta si la stdnga in a si aceste limite sunt
egale.
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Limitele functiilor elementare
*fTR>R,f(x)=c,ce R; limf(x)zc,Voce R.

*f:R->R, f(x)=ux hmf(x)—hmx o=f(a), Voe Rsilimx=co,

x—>o0

lim x = -0

R —(0,+0), f(x)=d",a€ (0, +o)\ {1}; lima"=a",V ae R,
X—0
. oo, dacd a>1 . 0, dacaa>1
lima* = silim a” = .
x>0 0, daca0<a<l = xo— oo, daci O<ax<l

e f: R — [-1, 1], f (x) = sinx; limsinx =sino, Vo €R; nu existd limsinx si
X—0

X—>o0

lim sinx.

X—y—o0

e f:R— [-1, 1], f(x) = cosx, hmcosx cosa, Vo ER; nu existd lim cosx si

X—>e0

lim cosx.

X——oo

x, dacd x>0 | | |
—x,daca x<0’ xl—r};f(x)_ 1m|x| |0‘| S(a);

. f:IR%[O,+00),f(x)={

hmf(x)—hmx oo; lim f(x)= lim (—x)=co.

* Functia putere cu exponent natural: f:R —>R, f(x)=x",neN,n=>2;
lim x" —(hmx) =a"=f(a),Voe R; hmx =(lim x)" = oo}

X—0 X—>o0
. . e, n par

lim x" =(lim x)" = , .

X3 X0 —co, n impar

* Functiile radical: f:[0,00) —[0,0), f(x)= ’{/;, keN,k>2, k par;
lim4/x =40,V o e [0,%); lim&/x =co.

f:RSR, f(x)=4x, keN, k=2, k impar;

lim&x =4a ,Vae R; lim&x=c; lim &x=—-c

X—0 X—>o0 X—>—o0
* Functia logaritmica: f :[0,+e) =R, f(x)=log,x, ae (0,+)\{1};
limlog, x =log, o,V o€ (0, +o0);

X—0
daca a > 1, atunci limlog, x =<0 si limlog, x =—co;
X—>o0 x—0
x>0

dacd 0 < a <1, atunci limlog, x =—co si hrnlog X =00,
xX—oo
x>0
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* Functia putere cu exponent real: f:(0,+o0)— (0,+00), f(x)=x", aec R*.

a>0 a>0

oo, 0,
lim f(x)=0" = (o) ; 1gm”f(X)={0 4<0° 1j{r(}f(X)={oo

a<0’
* Functia tangenta: f:IR\{kn+g | ke Z}—)IR , f(x) = tgx.

Pentru o € R\{kn+g|k62}, limtgx =tgo.;

lim tgx=co si lim tgx=—oco; nuexistd limtgx si lim tgx.

x/'kTH% x\/m+2 X—0o0 X——o00
* Functia cotangenta: f:R\ {kn ke Z} >R, f(x)=ctgx.

VYoeR\ {kn | ke Z}, limctgx =ctgo; limctgx =—co; lim ctgx = +eo; nu exista
x>0 x/km x Nk

lim ctgx si lim ctgx.

* Functia arcsinus: f:[-1, 1] — [—g, g}, f(x)=arcsinx.

limarcsinx = arcsino, Voe[-1,1].

» Functia arccosinus: f:[-1,1]—[0, ©t], f(x) =arccosx.

limarccosx = arccosa,, Vae[-1,1].

X—0

* Functia arctangenta: f:R — (—g, gj, f(x)=arctgx.

VaeR, 1igiarctgx =arctgol; limarctgx = g , lim arctgx = —g.
Operatii cu limite de functii
Fie f,g: D — R, a punct de acumulare pentru D. Presupunem ca f si g au limite in a.
1) Daca suma limitelor are sens, atunci f+ g are limita in a si
lim(f(x)+g(x))=lim f(x)+1limg(x)
x—a x—a x—a
Propozitia se pastreaza pentru p termeni, p € N*.
2) Daca produsul limitelor are sens, atunci fg are limita in a si
lim(f(x)- g(x)) =lim f(x)-limg(x).
xX—a xX—a xX—a
Propozitia se pastreaza pentru p factori, p € N*, prin urmare lim( /(x))? = (lim f(x))”.
xX—a xX—a

In particular, lim oy (x)=olim f(x), o€ R.
xX—a xX—a

/

3) Daca raportul limitelor nu este un caz de nedeterminare, atunci functia = are

f(x) lim f(x) g

— X—>a

limit3 2 L _ ‘
imita In a §1 xlIBZ g(x) _ limg(x)
xX—a


Dobre
Text Box


“ Do . li .
4) Daca f> 0 si daca puterea [hm f (x)]xf}zg(x) nu este un caz de nedeterminare,
x—a

lim g(x)
atunci functia 7€ are limitd in a si lim f(x)¢*) = [Iim f(x) JH
x—a x—a

Fie doua functiiu: 4 — B, f: B— R. Fie a€ R un punct de acumulare al multimii
Asi be R punct de acumulare al multimii B. Daca
1) limu(x)=5 si lin})f(y):ﬂ; 2) u(x)# b pentru x#a,
x—a y—

atunci functia compusa f ou are limita in punctul @ si lim f(u(x)) = lirri fO)="¢.
x—a y—>

Criteriul majordrii. Fie f, g : D — R si a un punct de acumulare pentru multimea D.
i) Daca limg(x)=0,3/€R,3 Ve (a)cu |f(x)-I|<g(x), VxeVND\{a},

atunci Ilim f(x)=1.

ii) Dacd lim f(x)=c0 sidVeE a),cu f(x)<g(x),Vxe VAD\{a}, atunci
x—a
Jlimg(x)=oo.

iii) Dacd limg(x)=—c si3 Ve #(a)cu f(x)<g(x), VxeVnD\{a}, atunci
Alim f(x) = —co.

x—a

Criteriul ,, clestelui”. Fie f, g, h : D — R, a un punct de acumulare pentru D si V o
f(x)Sg(x)Sh(x),Vxe V(\D\{a}

vecindtate a lui a. Dacd { ) — ,atunci limg(x)=/.
lim f(x)=limA(x)=/€eR x—a
Limitele functiilor polinomiale.

Fief:R—>R,f(x)=ax"+a_x"'+.+ax+a,a €R, k=0,n,a,#0 (functia
polinomiald).

. o 1 1 oo, dacda, >0
¢ lim f(x)=limx"| a,+a,_,—+ ... +a,— |= 5
X—00 X—00 X x" —oo, daca a, < 0

¢ lim f(x)=

X—y—o0

oo, daca n par si a, >0 sau n impar si a, <0
—co, dacd n impar si @, >0 sau n par si a, <0
Limitele functiilor rationale
Fief,f,:R=>R,f(x)=ax"+a _x"'+..+a, a #0si
fx)=bx"+b x"'+..+b, b #0.Functiaf:D—R, f= %, unde

2
D={xe R| f(x) # 0} se numeste functie rationald.
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oo, dacan>msia,-b,>0

p=t —oo, dacd n>msia,-b, <0
¢ lim f(x) = limy™™"
N0

X—>o0

a,+a, y+ .. +a,y"
b,+b, v+ .. +byy"

an
aa
0, dacin<m

Asemandtor se procedeaza pentru }i‘i f(x).
¢ Fie a € R cu proprietatea f,(a) = f,(a) = 0. Atunci existd g,g,: R—> R, g(a) # 0si
g,(a) # 0sii,j € N* astfel incat f,(x) = (x — a)'g (x) sif(x) = (x — ayg,(x). Astfel

lim £ (x) = $1(9)
x—a g2 a

Jim(x—a)"™ .
xX—a

Nedeterminarile care apar in studiul limitelor functiilor irationale se inlatura, de regula,
folosind ,,factorul comun fortat™ sau rationalizarea.

Limita functiilor de forma f(x)*™
Fie/:D— (0,+x),g:D—> R, a€D’, lxiflmlf(x):ll’lxglg(x):lr
Daca Jlimg(x)In f(x)=5b si IV e ¥ (a) astfel incat
e e’,daci beR
Vxe€ VND\ {a}, gx)Inf (x) # b, atunci lim f(x)*" =0, daci b=co
o 0, daca b=—

lim g (x)(f (x)-1)
1im X g(X) — ex'*)a .
x—)af( )

Functii continue

Fie D ¢ R, f: D— R o functie numerica si a € D. Daca a este punct izolat al
domeniului D, functia se numeste continud in a. Dacd a este punct de acumulare al
domeniului D, functia f se numeste continud in a, daca pentru orice sir (an) cu termeni
din D, convergent la a, sirul ( f (an))n este convergent la f(a).

Daca a este punct de acumulare pentru D, continuitatea lui f 1n a este echivalenta
cu oricare dintre urmatoarele propozitii:

1) 3lim f(x) = f(a);
2) Pentru orice € >0, exist588>0, Vx€E, |x-d<§, = ‘f(x)—f(a)‘ <g.

a se numeste punct de discontinuitate daca f nu e continud in a.

Punctele de discontinuitate ale unei functii f se impart in doua categorii (spete):
® a se numeste punct de discontinuitate de prima spetd al functiei f daca limitele
laterale ale functiei /' in punctul a exista si sunt ambele finite.
¢ « se numeste punct de discontinuitate de speta a doua daca nu este punct de
discontinuitate de prima speta.
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Spunem cd o functie f este continud pe o submultime a domeniului, dacd este
continud in fiecare punct al acesteia. Multimea punctelor din domeniul de definitie
pe care o functie este continud se numeste domeniul de continuitate al functiei.

Functiile elementare sunt functii continue pe intreg domeniul lor de definitie.

Daca functiile £, g : D — R (D < R) sunt continue in punctul a € D, atunci functiile
af + bg (cu a, b € R) si f- g sunt continue in a. Daca, in plus, g(a) # 0, atunci exista

f

Ve ¥ (a) astfel incat g(x)#0,Vxe VD si E este continua in a.

Fie f:E —-E sigtE — R (E.E c R) si h=go f:E, >R functia compusa.
Daca f'este continua in a € E si g este continud in f'(a) € E , atunci & este continua
in a.

Teorema de mdrginire a lui Weierstrass

Daca f: [a, b] = R este o functie continua, atunci:

1) f'este marginita;

2) f isi atinge marginile, adica 3 o, B€ [a,b] cu f ()= xg[]ait})] fx)sifB)= xrel[l?)z(a] f(x).

Daca f': [a, b] — R este functie continua si f (a) si f(b) au semne contrare, atunci
exista ¢ € [a, b] astfel incét f(c) = 0.

Daca o functie continud nu se anuleaza pe un interval, atunci functia pastreaza acelasi
semn pe acel interval.

Fie f'o functie continuad pe intervalul I si J = f(I). Functia f: I — J este bijectiva daca
si numai daca f este strict monotona si, in acest caz, functia inversa /' : J — I este
continua si strict monotona.

Daca f :[a; b)) >R, be Rsiexista li}%f(x)zlelR,amncifunc'gia g:la; b] >R,
f(x), x€[a; b)

; b se numeste prelungirea prin continuitate a lui f la [a; b].
> X =

gx)= {

Functii derivabile
Fie Dc R, f: D — R o functie si a un punct de acumulare din D. Se numeste

derivata functiei f'in a, limw , In cazul 1n care aceastd limita existd (finita

x—a xX—a
sau infinitd). In acest caz, notaim: f”(a) :lim%g(a)
xX—a -

. Spunem ca functia f este

derivabild in a daca, in plus, f'(@) € R.

Consideram functia f:D— R . Multimea punctelor in care functia f'este derivabila
se numeste domeniul de derivabilitate al functiei.


Dobre
Text Box


Fie f: D — R o functie si @ un punct de acumulare din D; atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) Elhrnf(x) f(“) = f"(a)eR.

x—a

Z)V(xn)nCD\{a}, lim”xn =a:>IimM_f( ).

Fie f: D — R o functie derivabila pe submultimea S a lui D. Se numeste derivata
functiei f functia care asociazaa€ Scu f’(a) € R.

. . . : I < d
Derivata unei functii /' pe domeniul de derivabilitate se noteaza cu f” sau d_J): sau cu Df.

Derivate laterale

Fie f:D—R siae D.

Spunem cé f are derivatd la stdnga in a, dacd a este punct de acumulare al
multimii D N (—eo, @) si exista lim

S@ 1@ _ e,
x/a xXxX—a

Spunem ca f are derivatd la dreapta in a, daca a este punct de acumulare al

SO 1@ _ iR
X—a

Fie I — R un interval, o functie f: I — R si @ € I un punct interior al lui I.
Atunci f are derivatd in a dacd si numai dacd are derivate laterale egale in a. In
acest caz, f’(a)=f/(a)=f/(a).

Operatii cu functii derivabile

Fie functiile £, g : D — R derivabile in a.

# Functia /' + g este derivabiliin a si (f+g)(a)=f"(a)+g'(a).

4 Functia ¢ - feste derivabild in a si (c-f)(a)=c- f(a).

4 Functiaf - g: D — R este derivabild in a si (f - 2)'(a) =f"(a) - ga) +f(a) - &(a).

multimii D N (a, o) si exista lim
xNoa

4 Daci g(a) # 0, functia ! este derivabild in x, si (f j (a)= S1(@)-g@ (J; (@) g(a)
g g’(a

4 Se considera functiile f: D — E, g : E > R, a punct de acumulare din D,

= f(a) punct de acumulare din E. Daca f este derivabild in a si g este derivabila

in y,, atunci functia go f:D— R este derivabild in a si (go ) (a)=g'(f(a))- f(a).

Derivabilitatea functiei inverse

Fie I,J cR doua intervale si f:/ —J o functie strict monotona cu f'(I) = J.
Daca f este derivabilainae Isi f ’(a) # 0, atunci functia inversa f T —1 este
derivabila in y, = f (a) si (" )(yo)— f( )

Fie f: D — R o functie si @ un punct de acumulare din D.
Functia f este derivabild de doud ori in a daca:
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1) feste derivabila pe o vecindtate V a lui a.

2) functia derivatd f” este derivabila in a, adic3 exista lim

x—a

si este finita.

/)= f(a)
xX—a

2
In acest caz, limita se noteazi cu f”(a) (sau d d{c ga) sau D’ f(a)) si se numeste

derivata a doua (sau derivata de ordinul 2) a functiei [ in punctul a.

Functia f: D — R este de (n + 1) ori derivabild in a, daca:
1) f este de n ori derivabild pe o vecindtate a lui a;

(n) (m
. . A L. xX)— a) .
2) functia derivata f @ este derivabild in a, adicd exista hmf () =/ (a) si
x—a X—da
este finita.

5 . y d"*' f(a .
In acest caz, limita se noteaza cu " (q) (sau % sau D' f(a)) si se

numeste derivata de ordin (n + 1) a functiei f in punctul a.
Prin conventie, f© =1

O functie f: D — R este indefinit derivabild pe D daca,V n€ N, feste derivabila de
n ori in orice punct al lui D.

Regula lui Leibniz. Fiind date functiile f,g: D —R de n ori derivabile,
()" =>Cr g,

Diferentiala

Fie I c R un interval six € 1.

Functia f: 1 — R este diferentiabild in x daca existd 4 € R si o: I — R o functie
continua si nuld in x, (adica }erxlo o(x)=0oux,)=0) astfel incat:

S ) —f(x)=A(x—x) +ax)(x-x), VxeE L

Cu notatiile anterioare, functia liniara # — A - h, ¥V h € R se numeste diferentiala
JSunctiei f in punctul x, si se noteaza df (x,).

Daci f este diferentiabild in x,, atunci df (x,)) : R— R, df (x, )(h) = f'(xy)-h,V he R.

O functie f: 1 — R este diferentiabild pe 1 daca este diferentiabila in orice punct din I.

Proprietdti generale ale functiilor derivabile

Fie f: D — R o functie; a € D se numeste punct de minim absolut (sau global) al
functiei f daca: f(a) < f(x),V x € D. a € D se numeste punct de maxim absolut (sau
global) al functiei f daca: f(x) < f(a),Vxe€ D.

Fie f: 1 — R o functiesia € L.
a se numeste punct de maxim relativ (sau local) al functiei f, daca exista o vecinatate
V a lui q astfel incat f(x) < f(a), Vx€ VNI f(a)se numeste maxim relativ al functiei.
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x, se numeste punct de minim relativ (sau local) al functiei f, daca exista V o
vecindtate a lui x astfel incat f(x) < f(x), Vx&€ VNI f(x,) se numeste minim
relativ al functiei.

x, € 1 este punct de extrem relativ (sau local) al lui f daca este punct de minim
sau de maxim relativ (sau local).

Teorema lui Fermat. Fie I C R un interval si f: I — R o functie derivabild intr-un
punct de extrem local x, din interiorul intervalului I (x, € I'si nu este capat al intervalului);
atunci f(x,) = 0.

Teorema lui Rolle. Fie £ [a, b] — R o functie cu urmatoarele proprietati:
1) feste continud pe [a, b].

2) f'este derivabila pe (a, b)

3)/ (@) =/ (b).

Atunci dc € (a, b) astfel incat f’(¢)=0.

Teorema lui Lagrange. Fie f:[a, b] = R o functie cu proprietatile:
1) f continua pe [a, b];
2) f derivabila pe (a, D).

Atunci exista ¢ € (a, b) astfel Incat

b)y—f(a ,

SO=S@ _ e
b—-a

Teorema lui Cauchy. Daca functiile f; g : [a, b] — R indeplinesc conditiile:
1) f'si g sunt continue pe intervalul inchis [a, b] ;
2) f'si g sunt derivabile pe intervalul deschis (a, b) ;
3) g'(x)#0, Vxe (a, b);
fb)-f(a) _ (o)
gb)-g(@) g

Teorema ['Hospital. Fie a, be R, a<b si ICR un interval cu (a, b)c1C|a, b].

atunci g(a) # g(b) si existd ¢ € (a, b) astfel incat

Dacd x € [a, b] si fg: 1\ {x,} — R sunt functii cu propriettile:
1) lim f(x) =lim g(x) =0 (respectiv lim |g(x)| = +o0) ;
2) f'si g sunt derivabile si g’(x)#0, Vxe I\ {x,};
) =

3) exista lim “———=€ R finita sau infinita;
X=X g (x)

atunci existd o vecindtate V a lui x, astfel incat g(x) # 0,V x € 1NV \ {x }) si exista
lim /(x) = lim f,(x) .
X=Xy g(x) X=Xy g (x)

Consecintd a teoremei lui Lagrange. Fie f: 1 — R o functie derivabila pe intervalul I.
a) Daci f’(x) > 0, V x € 1, atunci f este strict crescatoare pe I.
b) Daca f'(x) <0, ¥V x € 1, atunci f este strict descrescétoare pe 1.
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Convexitate
Fie functia f: I — R, unde I € R este un interval.
Functia f se numeste convexd pe I, daca V x, x, € IsiV A € [0, 1]
S =25, + h) < (=2 () + A-f ().
Functia f se numeste concavd pe 1 dacd, V x, x, € IsiV A € [0, 1]

S =Mx, +Ax) = (1= A)f (x) +A-f(x)

Fie x, punct interior intervalului I. Spunem ca x, este punct de inflexiune al functiei /
dacd fare derivata in x, (finita sau infinita) si daca pe o vecinatate a lui x, functia isi
schimba convexitatea in x, adica, de o parte a lui x, functia este convexa, iar de cealalta
parte a lui x, functia este concava.

Asimptote
Fie Dc Rsix; € R un punct de acumulare al lui D; fie /: D — R o functie.

Dreapta de ecuatie x = x, este asimptota verticald la graficul functiei f, dacd cel putin
una dintre limitele laterale: lim f(x) sau lim f(x) exista si este infinita.
x/'Xq xNXg

Fie o functie /: D — R. Daca D este 0 multime nemarginita la dreapta (e este punct
de acumulare al multimii D), atunci dreapta de ecuatie y = mx + n este asimptotd oblicd

spre +oo a graficului dacd lim[ f(x) —mx —n]=0, m, ne R fixate.
X—>Foo

Daca D este o multime nemarginita la stinga (—eo este punct de acumulare al multimii D),
atunci dreapta de ecuatie y = m’x + n’ este asimptotd oblicd spre — oo a graficului daca
im[f(x)-m'x—n"]=0, m’, n’ € R fixate.

Dreapta de ecuatie y = a este asimptotd orizontald spre oo la graficul functiei f
dacd exista lim f(x) sieste egald cu a.

x—>too
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