Ministerul Educatiei, Cercetirii sj I novirii Solutii oficiale
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein |nvatamantul Preuniversitar \VARIANTE BAC

Solutii M1
- : —oap- (AN+2)(N+D) _ o, 2 —0 n= -
1 x=4n+11+5+9 +... +(4n +)) —ZBl,f—Bl,Zn +3n-230=0; n=10, x =41 pag. 1-100 |
) 3 3 pag 101 - 200 Il
2. X1_1'X2_E ,XD{:LE} pag 201 - 300 IlI

3. y>Ly=x?+L f (L) - (0,m), f (x) =v/x -1

4. Submultimile cerute sunt de forma {1,a,b}, a,b[{2,3....,10} , adica C& =36 submultimi cu trei elemente

5. J(2-m)? +(2+m)? =4 ; mO 2}

23r . T 23 m. m71. w1l
6. coOs——sSin—=cos| 2T——— | =c0S—SNh— =—sin— =—.
12 12 12 2 6 4
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Solutii

=

. [(l—i)sz =(-2)? =22 OR..

2. x*-6x+5=0; x0{1,5} .
3. f E(Lew) o R, f () =In(x-1).
81
4. p=—-=0,9.
"~
5. M (4,3) este mijlocul Iui (BC); AM =5.

o

m(m-2)+3[{-1) =0; dar m>0, deci m=3.
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Solutii

(V2] =25 (Y] =t (45 =% 20 <5 <t /2 45,

2. minf :—4A;minf =-3

a
3. xO(%0 ); Ig(x~-1)(6x-5) =1g100 ;x=5
_6_1
90 15

5. ecuatia perpendicularei din A pe d :3x+2y-26 =0

6. cos2a =1-sin’a =g
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Solutii

2
1. i—i :iZ:—l
1-1 1+i

2. V[—g,—%lj;xv,yv <0=VOC,

3. 3=t>0=3t*-10t +3=0, deci tm{%ﬁ},adica x0f 1.
4. 99 numere aab; 99 numere aba, 9@ numere baa; p = 0,27

5. —a(5a-1) +2(a+1) =0;a0 % é}

6. 63025'“”'0‘:15\/5; SinA:% ; cosA:% ; BC =2/19
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Solutii

1

alln

2. x0[5 13,5 13];x0{2,3 456,78

y

3 f(x)=y = 3log,x=y = x=23 = x=32Y >1 y >0 (adevirat), deci
F71:(000) - (Leo), £ (x) = F2%.

4. Numarul cautat e dat de numarul functiilor g:{1,2,3 - {1,2,3,4} 43 = 64 functii

XB ;XD =3, Y8 ;yD =3 : D(‘l,lO)

5. E centrul paraelogramului E(3,3) ;

6. °C _or.ac=43
snB
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Solutii

1. 495
2. f()=ax+bx+cia-b+c=l,c=l,a+b+ B;f R R, f(x)=x*+x+1
3. cos2xsinx=0;x0 7—7,3—”
4’ 4
4. Aj=24
5. AB:x/ﬁ,BCZZ\/ﬁ,AC:S;cosB:g

R=—C -R=6
2sinC
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Solutii

1.1

2. max f :—%;maxf =0

3. x:(—l)k arcsin(—%j +kn;arcsin[—%j = —I—T; XD{EH}

4.C2=120; n=16

5. ABDC paralelogram; AB + AC = AD, AB - AC =CB ; AD =CB: ABDC dreptunghi: A:’—ZT
6. Triunghiul este dreptunghic; S=6, p=6;r =1
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Solutii
1 2%=-4 = (z+2))(z-2))=0=7 =-2i, 2 =2i.
2. f()=2, f(0)=3;c=3,a=-2
3 Y7x+1=x+1; x> +3x%2 -4x =0 xOf 41,0}
4. A?=120
5 AF =AE+EF: FC=FD +DC ;FC =2AF ; A F,C coliniare
6. p=21, S=84: 2.
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Solutie
n(1+x)
2
2. A=m”+8m>0si [x —X%| =3 = s* -4p=9 « m’ +8m-9 =0=mO{ 9,3} .

=n? =225=>n=15=> x=29.

1 a=Lla,=a+(n-Ur=2n-1=x. §,=

X — =X+l 2'=t>0 — —
3.2°=2 +1l = t=2=x=1.

4. Cj7 =Cfy <C.
5. |AC + BD| =| AB +2BC +CD| =|AD +BC| 438C| =3 @ =12.

6. Avem sin’1° +sin?2° +... +sin>90° :(sin21o +c0321°) +... +(sin244o +cosz44°) +cos? 45° 4 :%l
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Solutii
. 1 1 Z2+1
1. 22+z+1=0:>23=1:z4=z, z#20. Deci z4+—4=z+—= =-.
Z z V4

2. f(x)=ax+b,az0; f(f(x))=a’x+ab+b;2f (x)+1=2ax+2b +1; f(x)=2x+1.

4 T =ClBO*@30Q- 31 @ ki3, cum k0{0,1,2,..,10} rezultd k(0{0,3,6,9} , deci 4 termeni
rationali.

5 G 11
. [é,gj.
6. Ul¥=2; cos(U, V) = ——— —

VA3
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Solutii

1. a?=2b;a+2=2M17;a=32,b=512.

2. -3(-3x+2) +2 :o;ng.

T 517

3. tg(—x) =—tgx;tgx=1; xO3 —,— .

g(-x) =-tgx;tg {4 4}
4. 9 functii.

5. AD =2DB; AE :2EC:>£:E =2= DE||BC.
DB EC

Y/ (T \/6+\/§ c
6. C=—:;snC=sin| —+— | =  R= i R=3(vV6 —+2].
12 (3 4) (I \/7)

4 ' 2snC’
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Solutii

1.1

2
02X *EXHT_T, xm{ E,o}
X° +5x+6 6 5

3. 2x:iarccos£+2kﬂ,kDZ;xD EZTU&
2 6 6 6 6

4.T,=C}H/a;a=4

5. my =§,de =§;M(Ll)Dd,M': sA(M):>M'(—7,7);y—7=§(x+7);d':2x—3y+35:0
6.2
3
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Solutii

1 (1+iV3) +(1-iV3) =4z

2. %,y sunt radacinile ecuatiei a®-4a+3=0,a0{1,3 ;(x, y)0{(1.3)., (3 1)}
3. 6Jx—-2 =x+6; x* —24x+108 =0; x[1{ 6,18}

4. Ty =CEXE3% T, =84

5.d'0d,d :4% 3y- 12= 0;d'Nd ={A} ,A'(Qﬁ

5§j;d(Ad):2

6. cosB =% ,cosC =‘§1 ,c0s2C =% ; cosB = cos2C = m(<«B) = 2m«(C)
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Solutii

119 10 =gt -2
2 3 100 100
alfw ;3) 1o
2. a-3<0si A<O0=> 12), deci aD(O;—J
al| o, 5

5. Mpg :—%;y—3:—%(x—2);x+7y—23:0

6.~ =2R:B=2
3
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Solutii

1.10g3(5-/7)(5+4/7) =log18 =2 +logs 2 ; deci rezultatul este 2

2. f(x)=ax? +bx+c, f(0) =2, f(1)=0,A=0; f :R - R, f(X) =2x% —4x +2
3T 7
3. tgx=-1 xO{—,—
= -1 x0] 7.1
4. Numarul cerut este dat de numarul functiilor f :{1,2,3,4} - {1,3,5,7,9} ;5 =625
5. Mep =§;y—2=g(x+2);4x—3y+14=0

6. Sin20’+cosza' =1:;sina = _;'-_g
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Solutii
1.1
2. X2 +ax+220,00 R;AsO;aDE 2&,2&]
1T 1
3. arcsin—=—; X=—.
2 2

4. 8!(n-8)!=10!(n -10)!;n* ~17n-18 =0; n=18
5. AB=5, BC =4, CA:M;B:’_ZT

6. sina +cos’a =1; cosa = —g ‘sin2aq = —2—2
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Solutii

1 (1+i@)3 = 8017

2. X2 =x+2-y=0;A>0; Imf =E,+ooj

3. x=-12
4. p:i:i
90 45

5. my =;;d’:y—1=—g(x -1);4x+5y -1=0

6. AC=6«/§;BC:3(\/§+\/6);P:3(2+3\/§+\/6)
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Solutii

=

x0{x V3]

. 1
2. A=1minf=-=
L 4

N

1 . Vi
3. arccos—:z;arcsmxzz;x:

2
4. C? =C77 =1 C% =C$ =7, C72 =C$’ =21, C? =C? =35; doar 7 este prim, deci 2 cazuri favorabile; p=%

- - ... a 3
5. usi v coliniari « —=——=al{ 6;
’ 4 a+4 te3

6. AB(7,-7); AC(4,-2);BC(-3,5); -14
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Solutii

1. (32 =3 (¥5)2 =5%; (¥8)2 =8%: 48 < I5 </3.
2.9 =0;f(x)=ax+b, f(1) =0;9(0)=3=1(2)=3; f:R - R, f(x) =3x-3.
3. 3 =y,3y? -30y +27 =0; y{1,9} ; x{0,2} .

4. 9[100=900 cazuri posibile; 455 =100 cazuri favorabile; p=?19.

5. A(2,-1);mpy =-3;m, 1 y-2=-3(x-1);3x+y-5=0.
1

ctgl-tgl _ El _1—tgzl _cos2

"2 2 2tgl sn2

~tgl
6

ctg2.
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Solutii

1.2<+/5,log;4<2
2. xO{% i}

3. sin® x+cos® X + 2siN XCoSX :1;sinxcosx:0,xD[0,2ﬂ) :xD{O,g,H,g?ﬂ}; XD{H,%T}

4.21
CAM_AN e =5Ac:>6|ﬁ=—lﬂé,deci m= -1
MB NC 5 5 5

6. OA=+/5: AB=+2: OB=13= P =2 +/13 +/5
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Solutii

1x,=4%3
2. A>0, A=5a°-8a +13; allfw ,l)U(%gqo )\{L 3

3[Vx-1-3=1; x0{517

4.0

5.d:y-2=1(x-1);d":x-y+1=0
7

6. —
9
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Li
- 9()=y; f(y)=0,y* -3y +2 =0; y{1,2} ;xD{Lg}

N

w

x> —;; Ig(x +9)(7x +3) :|g[1o(x2 +9)J = 3x% —66x +63=0, deci x[{1:21}

4. n(n-1)<20;n0{2,3 4}

1 5 -
5. A[E,OJDdZyd(dladz): d(A’dl)’d(A’dl):%,d(dl,dz): %
6. 9”750=@;sin150=@;§
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Solutii

Lr=2a=2Sy =_20(a12+_19r) =400

2. X2 -2x-4=0: xD{&t JE}

T 1 1 1
3. tg| ——arctg— | =ctg| arctg— |; ctg| arctg— | =2
o -t | ot s g e

4. Probabilitateaeste p =% -

s.[2.2)
3'3

1
>
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1 -1
2. f()=ax? +bx+c= f(1)=f(-1) =0, f(2)=6=>a=2=—;b=0,deci f(x)=2x*-2.

1 1 11
3. log, x+=log, x +=log, x =—; log, x=1;x=2
U2 5 Jd> 3 J2 6 02
4. (1+x) +(1-%)? =2 +26%; [21= X2 21=2+2x% 24

12 5 5
5. Mpe = ——, =—; h:y+l1=—(x-2); h:5x-12y-22=0
ac =g Mh=p Y 12( ) Y

o

(2 +57)far -47) =14
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Solutii

1. -3+4i
2. Segjunge laecuatia ax? +(a-3)x -3 =0, si cum A=(a+3)* 20, 0d] R”
3. 2%=y,y? -6y +8=0;y0{2,4 ;x0{12}

10

4. ab{10,11,12,...,40} si (a+b):3= P73

5. M, N, Psunt mijloacele laturilor triunghiului, HM 0O BAsi analoagele; HM mediatoarea| BA| si
analoagele; H este centrul cercului circumscris aABC

6. Zsinl—TcosiT:Q
6 4 2
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Solutie

1. A<0=2,0C R siconjugate. 7 (%, =2 7 :|zl|2 ,dar 7 [, =25= 7| +|z,| =10.

2, f(f(f(x)))=—8x+3, (%] R, deci f este strict descrescitoare.

3. Ecuatia dati se scrie 32X +3* -2 =0. Notand 3* =y obtinem ecuatia y® +y -2 =0 cu solutiile -2 si 1.
Cum 3* >0, convinedoar 3" =1, deci x=0.

4. f bijectiva = f surjectiva = Im(f)=A.Atunci f(-2)+f(-1)+f(0) +f (1) +f(2) =0.

5. Mijlocul segmentului [ AB] este M (0; 1) . Punctul P(x,y) apartine mediatoarei segmentului [ AB] daci si
numai daci ABMP=0.Avem AB=2i —4] iar MP=xi +(y-1)].
Ecuatia mediatoarei lui [ AB] vafi: 2x-4(y-1)=0 < x-2y+2=0.

6. Avem aD(%T; nj:cosa<0: cosa = - /1—% :—&.

3
sna _ 2

tga =
g cosa 4
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Solutie

3

L oz=1+i+i?+i%+. 4% =14 44 44 4 4=|7=1.

2. f estefunctiedegradul 2 cu A =1. Vaoareamaxima afunctiei f este —4A :%.
a

3. Noténd Igx =y obtinem ecuatia y2 +5y -6 =0 cu solutiile -6 si 1.

lgx=-6 = x=i iar lgx=1 < x=10.

105’
4. Ofunctie f:{0,1,2,3} - {0,1,2,3} cu proprietatea f (0)= f (1) =2 este unic determinati de un tabel de tipul
X | o | 1 | 2 | 3 | undeabo{o123.
f (x) ‘ 2 ‘ 2 ‘ a ‘ b ‘ Vor fi 4% =16 functii cu proprietatea ceruta.

5. OA=i+2] si OB=3+], rezultici “O—A”=x@ “O—B“=@ si OA[DB=5. cos€=§ = 9:721.

6. (sina +cosa)’ :é = sin’a +cos’a +2sina cosy :é: sin2a:—g.
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Solutie
5 5
L @i+ (@10 = @) ] A (@A) ] H2)° o 2)° .
2. Functia f este strict descrescitoare peintervalul [1 + ). V2<y3<2 = f(\/E) > f (\/5) >f(2).
3. Seimpune conditia XZ%. Prinridicare la patrat, ecuatiadevine 2x—1=9 « Xx=5.

4. (0)0{1;3 . Daca f(0)=1= 4°=64defunctii. Daca f(0)=3= 128 defunctii.

M L BM 1AM =AB+BM =AB + " BC ; AM = AB +~( AC ~AB) == AB += AC.
MC 2 BC 3 BC 3 3 3
6. al I—T;n = cosa<0; cosa =- 1—3=—£; tga:sna:—i
2 25 5 cosa 4
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Solutie

1. J7+4J3=2+/3,deci a=4.

2. f(2x)<0=4x* -5x+1<0= xDE;l}

3. x0[0,2], x= 0 [02], %~ 2 [0,2].

4. Multimea A are 2° -1 submultimi nevide dintre care 2> -1 au toate elementele impare.

3 _
Probabilitatea ceruta este 26—1 =l =1 .

5. sinC:i.

65

6. Avem x+l22, % 0, cu egalitate numai pentru x=1.
X

Cum a ] 0; I—Tj = tga >0 si atunci tgcr+i =2 tga=1=> a:E = sin2a:sin£:1.
2 tga 4 2
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Solutie
1 1 _vk-+k+1
CJk+Vk+1 -1

Fie a numarul din enunt. Avem a=

22 8 e V30 IO -+ 150 =9, ces a0,
2. Graficul functiei f intersecteazi axa Ox Tn doua puncte distincte daci si numai daca ecuatia f (x) =0 are

doud solutii redle = A>0 = m>-8>0 - meoo = 2\/§)U(2\/§;+oo).

3. Seimpune conditia xOf % ). Ecuatiadati este echivalenta cu logs[ (x+1)(x +3)]=logs3 -
x? +4x =0cu solutiileOsi —4. Cum xOf 1p ), rezulti ci x=0 este unica solutie a ecuatiei date.
4. Multimea A are 2° -1 submultimi nevide.120=2 3[4 5 =12 3[4 [5, deci 2 cazuri favorabile.
Probabilitatea= 331 .

5.Fie G(Xs, Ys ) centrul degreutate al triunghiului ABC.

Xa ¥ Xgt%. _4 YatYetYe _5
Avem x, =—-2—B € = i =2A °B JC =
X5 3 3 sl Vs 3 3
6. Folosim relatia [sin x| = /i;szx
l—cos(ZEr—[J 2_\/5
Cum ED(O;E = sin—n>O.Atunci sin7—T: = .
8 2 8 8 2 2
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Solutie
1 1
3 3+~ 347
1 log 24-'°92(2 3) _3+10g,3_*Tiog,2 3, 1+
. 16 - - - - .
|092(24) 4 4 4  4a

a+b=1

2. Fieasi b numerele cautate. Avem .
ab=-1

Numerele asi b vor fi solutiile ecuatiei de gradul al doilea x> —x-1=0, adici

1+/5  1-+5
2 Yo

3. Ecuatiase sorie 2[2% +4[2 =160 - 2 +2[2* =80 « (2*+1)° =81 i cum 2*+1>0 obtinem
2°+1=9,deunde X =3.

4. Putem alege 3fetedincele 12 1n Cf’z moduri. Lafiecare degere afetelor putem aege 2 biieti din cei 10
in CZ moduri. Comitetul clasei poatefi alesin C3, [CZ =9900 moduri.

5.Avem AB=-3i +2].Ecuatiaparaelei prin C laAB estex—_lzyT_a,adicé 2x+3y -11=0.

6. Deoarece GD(%’T ; 271) , rezulta ca numarul real 6 se reprezinta pe cercul trigonometric in cadranul 1V.

Tn concluzie sin6<0.
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Solutie
11 1 1 N . . 1

1. Numerdle lz,?,?, ,W sunt in progregegeometrICa Cu raﬂaz.

2§10 -1

. _2 _ 1 . .

Rezultaca s= =2- sideaici 1<s<2.

1_1 2009

2

1 . . 1 1

2. f(x)=g(x) = 2x-1=-4x+1l = x=§.PunctuI deintersectie cerut este M §; 3

3. Utilizand relatia sin® x + cos® x =1, ecuatiadevine sin® x+sinx -2 =0.
Notim sinx =y si obtinem ecuatia y? +y -2 =0 cu solutiile 1si —2.

Ecuatia Sinx = -2 nu are solutii (pentru ca —1<sinx<1), iar Sinx=1 = X, =g+2kn, kOZ.

4. sunt 5° moduri de alegere avaorilor (0), f (1), f(2), deci 125 de functii.
5. Patrulaterul convex ABCD este paralelogram daca si numai daca diagonalele sale au acelasi mijloc.

Mijlocul lui [AC] este M (glj Fie D(x,y). Mijlocul lui [BD] este M'(—l;X;“Tyj.

1+

M=M" - :g$iT:1:> D(4,1).

ol

2

6. Deoarece XD( %T; 7T| = cosx<0 si atunci cosx=—yJ1-sin?x = -
’_T
4

T = sin§>0,deci sin§:+ L7RgSX :—3@.
2 2 2 10
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Solutie

1. 10g416+10g39+327 =2 +2 +3 =7 [IN.
2. Functiaf este functie de gradul al doileacu A =-8 si a=3>0.
Valoareaminima afunctiei f este —A:E:E.

4a 12 3
3.Notand 4* =y obtinem ecuatia y2 +3y -4 =0 cu solutiile -4 si 1.
Cum 4* >0, convinedoar 4* =1, deci x=0.
4. Daci nON, atunci VnOQ=  n este pitrat perfect.

inmultimea{0,1 2, ..., 99} sunt 100 de elemente dintre care 10 sunt patrate perfecte: 07,12, 22, ..., 9°.

Probabilitatea ceruta este £ = i =0,1.
100 10
—_— — - . == - . a-— 1 1
5.Avem AB=-3i +2] si CD=(a-1)i +.Atunci AB|ICD = S, At

_2 -
= = =8+53.
1—tgx[ﬂgE 1_£
3 2

i tgx+tg” 13
6. tg(x+—)— 3
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Solutie

L Avem [3+ 4| =/9+16 =25 =5 si aundi |7|=|(3+4i)| =[3 +4i[* =5 =625.
b _ 1 A

. . 1 .
2. FieV , arful parabolei =——=- =—— == Evident X, +V, =0.
ieV(x,,y ) vafu p =X T T o % T = Bvident X, +y,

3. Ecuatiadevine sinx(1-2cosx) =0 = sinx=0saul-2cosx =0.

Cum x0[0, 2m1), avem sinx=0 <« x=0six=77,iar cosx=% = x=g§'x=5?n, deci 4 solutii.

4. Numarul functiilor bijectiveg:{2,3,4,5 - {1,34,5 este 4!=1[2[3[4 =24.

5.Avem AB=-3i +2] si CD=(a-1)i +j.

Atunci ABOCD « ABICD= 0= - 3(a 1f 2= 0~ & g
. . (T LT

6. Avem sinx+cosx=sinx +sin| = —x | =2sin—cos| X — | =J/2cos| x — |.

2 4 4 4
Atunci SinB+cosB =sinC +cosC = ﬁcos(B—gja/icos(C —g}.

Cum B,C D(O; 7—27) obtinem B=C, adica triunghiul ABC este isoscel.
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Solutie

1 z=(2+i)° +(2-i)° =2° +3 2% 43 @% +° +2° 3 2Fi 3 @2 4° =, deci |4=4.
2. f(x)=ad +bx+c=c=Tb=-3a=-,desi f(x)=-x -3 +1=> f (2)=-9.

2x X
3. Ecuatia se scrie 232 + 2% 3* -3 [2%* =0 si impartind prin 22* se obtine 2[@%} +(—j -3=0.

X
Notam y:(gj = 2y2+y—3:0 = yl:lsi Yo =—

N w

X

3\* . 3
Cum E >0, convine doar E =1 - x=0.

4. Multimea A are 2010 elemente, iar numarul celor divizibile cu 402. Probabilitatea ceruta este % .

5. Triunghiul AOB este dreptunghic in O. Avem AO =3, BO =4, AB =5.
AO[DB 12
= = X=—.
AB 5

Fiex distantade la O ladreapta AB. Atunci AO[DB =x[AB = X
6. m(«<ADC)=135" = m(«BAD)=45".
Ariaparaelogramului este ABCAD [&in BAD = 242 .
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Solutie

1. Prin impartire se obtine ca

2. Avem (fog)(x)=f(g(x))=2-g(x) =-3x, iar (go f)(x)=g(f(x))=3f (x) +2 =8 -3x.
Atunci (fog)(x)=(gof)(x)=-3x-(8-3x) =8, GAR.
3.Fie f(x)=f(y) = 3x®+1=3y> +1= x=y. Rezulti ci functia f esteinjectiva.

4. Sunt 900 de numere detrei cifre, iar numarul celor divizibile cu 50 este dat de numarul k-urilor cu

proprietatea k ON, 10 50k 1000 adica X k< 20. Probabilitatea ceruta este % = 5—10 .

5. Ecuatiadreptel AB este: y=x—-3. Punctele A, B, Csunt coliniare = COAB~ & - 4.
: : _ AB*+AC?-BC* 1
6. Din teorema cosinusului obtinem cos A = =——.
2ABAC 2

=0,(142857) . Atunci ag, =7.

Nl
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Solutie
1. Numerele 1, 4, 7, ... ,100 sunt 34 termeni consecutivi al unei progresii aritmetice cu ratia 3.
(1+100) 34

Atunci 1+4+7 +... +100 = =1717.

2.Im(f)={yOR DX R estfelincatf (x)=y}.Avem f(x)=y = x*+x+1-y =0.Aceasti ecuaie are

solutii reale daca si numai daci A=0.A=1-4(1-y); A20 - yz%inconcluzie, Im(f)=E;ooj.

3. E=sn arcsin1 +sn arccosﬁ =1 +sin7—T =1 +1 =1.
2 2 2 6 2 2

5-k
1" =Csv2°*, k{0,1,2,3,4,5 . Devarece

4. Termenii dezvoltarii sunt T,,, = C& (\/E)
CiONavemT,0 @ 5 k pa= & {135 .Dezvoltareaaretrei termeni rationali.
5. ABCD pitrat = AB+ AD =AC = AB+ AC +AD =2AC . Atunci ”EHE +E” =2 [ﬂﬁ:” =2.2.

6. sin105° =sin(45° +60°) =sin60° [dos45° +cos60° [Sin45” = 7
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Solutie
1. Avem 2<3<4 = log, 2<log,3<log, 4= 1<log,3<2= log,30(12).

2. X2 +3x+m>0, oricarear fi xOR= A< 0= 9 4nx O= m %@ My (%, j

3. Avem sinx+cosx =sinx +sn 7—T—x =Zsin£cos X — | =J2c0S| X —
2 4 4 4
V2

Ecuatia devine cos x—’—T = = x—iT:J_r—ﬂ+2kﬂ, k OZ .
4)" 2 4 "4
Multimea solutiilor ecuatiei initiale este: { 2kz7/ k 0Z)0 {4’21 2k 771k Z}.

n n_ 3n+(n=2)n! ni(n+1) (n+1)!

2(n-2) 3(n-3)1  3(n-2)t  3(n-2)t A(n-2)y "™
5. Avem d; ndy ={A(L-1)}. Atunci ADds= * * & 0= & 0.

4.0 Nn 3aemGE G

6. Din teorema cosinusului, BC? = AB? + AC?2 -2AB [AC [@osA = BC =4/13.
Perimetrul triunghiului ABC este  AB + BC + AC =7 ++/13.
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Solutie

=z.
2 4 2

2
L 2 —1+i@J _1-2iY3-3_-1-i3

2. Considerim functia g:R — R, g(x) =-x? +4x 3. Tabelul de semn al lui g este:
X —00 1 3 ©

g(x)z0 = x0O[1 3.

g(x) - — = —-0++++0 - - - -
X2 +1_y*+1
X y
X yD(le )
((x)=1()
4. Ofunctie f:{1,2,3} - {0,1,2,3} pentrucare f (1) este numar par este unic determinata de un tabel de tipul

X | 1 | 2 | 3 | undeanfo 2 iabe {0123,

3. Avem f(x)=f(y)= = (x-y)(xy-1)=0= x=ysauxy =1.

Dar X,y (e ):>xy>1.Avem{ = x=y,deci f esteinjectiva.

f (x) ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Vor fi 2[#2 =32 functii cu proprietatea ceruta.

5. Din teorema cosinusului, avem BC? = AB? + AC? -2AB [AC [GosA.
Atunci 7B AC = AB (ACcosA =B * Agz ~BC® :g.
6. sinl5’ :sin(45° —30°) =sin45’ [60s30° —-cos45” [€in30°
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Solutie

4a 4-3a°
+

4+a’> 4+a

2X+3=y

x2—4x+12:y

1. Avem z=

i.Atunci zOR-= Im(zF 0= 4 a= 0= &=+ 2.

2. Rezolvam sistemul { si obtinem o singura solutie: {

3. Seimpun conditiile 2x-1=>0si x=0, adica xDE,oo j

Prinridicare la pitrat ecuatiadevine 2x-1=x* - (x-1)° =0 < x=1.

4. Produsul cartezian Ax A are 36 de elemente: AxA={(1,1), (L 2),...(6,6)} .

Cazurile favorabile sunt (1,5), (5,1), (2,4), (4, 2) si (3,3). Probabilitatea ceruta eﬂeS—Z.
5. MA=- +3j, MB=2i +2] = MA+MB=i +5] = ”W+W3”=\/%

6. Avem succesiv: sin(a+b) [@in(a-b) =(sinacosb +cosasinb)(sinacosb - cosasinb) =

=sin® acos® b —cos® asin? b =sin® a(l —sin® b) —(1 -sin? a)sinzb =sin’a -sin’b .
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Solutie

1. Avem 10092 + 3/-27 :(10'92)2 (0P =22 «(9) 4.

2. Im(f)={yOR /OX Rasaincaf (x) v}.

Pentru y=0 avem f (0)=0, iar pentru y#0 avem: f (x)=y = yx* - 2x+y =0. Aceasti ecuatie are

solutii resle daca si numai daci A20 ~ 4-4y”20,adici yOF 1 1]. Inconcluzie, Im(f)=[-11].

3.Notand 3 =y ecuatiadevine: 3y = -y +8 deundeobtinem y=2.Avem 3* =2 < x=log,2.

4. £(1)=3, f(3)=4= exista 16 functii g:{2,3} - {1,2,34}. f(1)=4, f(3)=3= inca 16 functii, deci in total 32

functii.
5.Fied dreptacetrece prin O(0, 0) si este paralela cu dreapta AB.

Un vector director al dreptei d este AB=-3i +2 ] . Ecuatiadreptei d este 13:% = 2x+3y=0.

6. Ridicand la patrat cele doua egalititi din ipoteza, se obtin relatiile :

1 . . . . . A
cos’ a+cos’ b +2cosacosb = s sina +sin’b +2sinasinb =1. Adunand membru cu membru aceste
. T . . 5 L 5 .
doua egalitati obtinem 2+2(cosacosb +sinasinb) = adica 2+2cos(a-b) =, de unde rezulta

cos(a-b) = —g.
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Solutie

' . . . 20
1. Fie a1:1—%+i ~ L princalcul direct obtinem as_ = [4] =0.

¥ 3P
2. Scizand cele doud ecuatii obtinem x% +4x +3=0 deunde x=-1 sau x=-3.

: . [x=-1  [x=-3
Sistemul are doua solutii: si

y=5 y=19"
Vg 1 v/ 1 1 1
3. Avem arctgx=—-arcctg—= ,deunde x=tg| ——arcctg— | = x=ctg| arcctg— | = xX=—.
g 5 93 9(2 93j 9( 93j 3
100k
4. T =Cly B 4 =ki4=k0{0,4,..,10¢ . Deci sunt 26 termeni rationali.
5.Avem AB=2i -4, AC=4i -8] = AC=2AB = A B,C sunt coliniare.
o o ' a+b+c
6. Ariatriunghiului dat este S:\/p(p—a)(p—b)(p—c) unde a=4,b=5c¢c=7sip=———.
Obtinem p=8$iS=4\/6.Atunci r=§ = r=§.
p
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Solutie

1. Fie a=+/2 si b=—J2.Avem a,b0OR\Q si a+b=00Q . Afirmatiadin enunt este falsi.
2. f (f (x))= f2(x) = x+4=x* +4x +4= x0Of 3,0}.

3. Notam 2" =y si obtinem ecuatia y* —y —12 =0 cu solutiile y, = -3si y, =4.

2" = -3 nuaresolutii, iar 2*=4 = x=2.

4. Produsul cartezian Ax A are 36 de elemente: Ax A={(1 1), (L 2),.....,(6, 6)} .

Fie (a,b)0A A. Produsul alb esteimpar daci si numai daci asi b sunt impare.

Cazurile favorabile sunt: (1,1), (13), (15), (31), (3.3), (35), (51), (5.3) si (55).

Probabilitatea ceruta este 3 = 1 =0,25.
36 4

5. AC = 24/2 = latura patratului este 2, deci aria este 4.

6. Avem sin105° +sin75° =2sin75° :2sin(45° +30°) :2%@9}% [—I\/—éj :\/6;

I

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Solutie

(i)Y _1-2i+it _
Z_(1+i)(1—i)_ 2 =-i = Re(z)=0.

2.Avem X* +mx+120, 00 R- A< 6- ¥ 4 6 @[ 22].

. o : . 1.1
3. arcsm2x=—% = 2x0F 1,1 si sm(— %): 2x. Solutia ecuatiei este x=-csdn-.
4. Multimea A contine 5 elemente pare si 5 impare. Daca o submultime cu 5 elemente a lui A contine doua
elemente pare, rezulta ca celelate trei elemente sunt impare. Putem alege 2 elemente pare din cele 5n C52
moduri, iar 3 elemente impare din cele 5 pot fi alese in Cg’. Numarul cerut Tn enunt este C52 IZC§ =100.
_|[4m+30-2] 2

NZE

5. Ecuatia dreptei BC este 4x+3y -2 =0. Atunci d (O, BC)

6. aO E;n = cosa <0 si atunci cosa = - l—i :—f.
2 25 5
aga =7 - cga=-2.
sina 3
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Solutie
7 _7(5V2+1) 5341 7 .
1. sl oL 7 D(l,Z):[Sﬁ_l}—l.

2 2
2. ﬁ_’_ﬁzxf-}-xg =(X1+X2) _2X1X2:(_1) _2(_)2—3|:|Z.
X X XX XX -1

3. Ecuatiaeste echivalenti cu 2[3* + % =7 . Facand substitutia y =3* obtinem ecuatia 2y? - 7y +3=0
3

cu solutiile 3 si %.Avem =3 « x=1,iar 3 :% = Xx=-log;2.

4. Functia f estestrict crescatoare = f (1)< f (2)< f(3)< f (4).
Orice submultime alui B poate fi ordonata crescator Tntr-un singur mod. Numarul functiilor strict crescatoare
f:A - B esteega cunumarul submultimilor cu 4 elemente ale multimii B, adica Cg1 =15.
5. Ecuatiadreptel BC este 2x— Yy +5 =0. Lungimeainaltimii duse din varful Ain triunghiul ABC este
20-3+5 45

2?+(-1)" °

d(A BC)=

6. E=2(sin75°—sin15°)=4§n75 ;15 s> ;15 = 4sin30° cos45° =4%E—|‘§=ﬁ.
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Solutie

1. Fier ratiaprogresiei. Avem ag =ag +3r si ayg =ayg —3r,deci ag +ag =ag +ag = a5 + a5 =10.

A>0 o mD(oo -2 2\5)%2 2&,+w).

3. Facand substitutia lgx =y, ecuatia devine y2 +y—6=0 deundeobtinem y; =2, y, =-3.
1

Avem lgx=2 = x=100,iar Igx=-3 = x=—.
1000

4. f(1)> f(2) > f (3) =1= numarul functiilor f este egal cu numarul functiilor g:{1,2} - {2,3,4,5} strict
descrescitoare, adici CZ =6.

5. Fie Q(a,b). Avem MQ=(a-2)i +(b+1)] si NP =i +2].

MNPQ este paralelogram = MQ=NP « a-2=1sib+1=2.Punctul ciutat este Q(3, 1).

6. Fie M mijlocul lui [BC]. Avem m:%(ﬁ +A—C) — AM’ :%(ﬁ +F:)2 de unde obtinem
AM 2 =3(AB2 +AC2 +2AB uT\é) =1(AB2 +AC? +2| AB| iac]| osA). Din teorema cosinusului
4 4

avem BC? = AB? + AC? —2AB [AC [GosA = 2AB[AC [tosA= AB? + AC® -BC? .

2(AB2 +Ac:2)—|3c2 Jio

Atunci AM? = n , deunde AM 37> X
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Solutie

1 (2+i)*+(2-i)* :((2 +i)2)2 +((2 —i)2)2 =(3 +4i)’ 3 4i)° =7 R4 T 24 =14,

y=x2 +x+1

2. Sistemul
y=2x+1

. {x=0 . [x=1 , :
are doua solutii: { 1 si { 3" Dreaptade ecuatie y = 2x +1 intersecteaza
y= y=

parabola de ecuatie y = x? +x +1 in punctele A(0, 1) si B(L, 3).

3. xsl—zl; V16 + x* =11-2x, prinridicare la patrat, rezultd 3x* —44x+105=0=x =3, X, =3—§ ,infinal x = 3.
4, Sunt 9000 de numere naturale cu 4 cifre. Numarul celor divizibile cu 9 este dat de numarul k-urilor cu

1000<9k <9999 = 111,(1)< k<1111, deci exista 1000 astfel de numere. Probabilitatea ceruti este % :

5. Centrul de greutate a triunghiului ABC este G(XA ! X;‘ T Yt y; TYe J ,adici G(1, 2).

Ecuatiadreptel OG este

N <

= y=2X.

| X

6. 2(cos75° + 00515°) :400575 ;15 cos75 ;15 =4c0s30° cos4s’ =4 G\/z—é E—l\/zg =6.
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Solutie

Y31

6 6
1. Fie z numarul din enunt. Avem z=25 EE7 +§ij =26 [écosl—g +isingj . Folosind formula lui Moivre,

obtinem: z=2° [fcosr+isin 77) = 2° = Re(z) = -64.

2. (fof)(512)=f(f (512))=T\/%2)=@ =¥2° =2.

3. Utilizand formula cos2x =1 - 2sin? X, ecuatia devine 2sin? x—sinx-1=0 . Notim y=sinx si

obtinem ecuatia 2y? - y —-1=0 cu solutiile == si 1.

o x=(-)"*Z 4k, kOZ.
6

Nl N

sinx=1 X:%T+2kﬂ, kOZ,iar sinx=-—

4. Fiecare submultime cu trei elementealui M poate fi ordonata strict crescator Tntr-un singur mod.
Numarul tripletelor (a,b,c) cu proprietateaca a,b,c0M si a<b<c esteega cu numarul submultimilor cu
trei elemente ale multimii M, adici C; = 20.

5. Punctul A(0, 3) seafla pe dreapta d, . Atunci distanta ceruta este

_|em+4m-1] 1 5

J2+4# V20 10

6. Avem AD” :“muz =4, iar AB(AD =|[AB| fjAD] wos60" =1.

d(dy, d,)=d(A d,)

Atunci AC [AD =(AB + AD) [AD =AB (AD +AD~ = AC[AD=5.
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Solutie
11 5
1. lo 3+lo \/_——+———.
99\/7 04 6 12
2. m<O si AsO,rezuIta mOfw ;0).
3. 22X+ 2y X o5 2X(1+2+%j =56 < 2X =16 - x=4.

4. Daci nON, atunci ¥n0Q=  neste cub perfect. Tn multimea A sunt 10 cuburi perfecte: 12, 23, ..., 1

Probabilitatea ceruta este ﬂ = i =0,01.

1000~ 100
5. Cum MC = -3MB , rezuita ca M 0J(BC) si —a= = AM =AB +BM =AB + % BC.
MC 3 BC

AM =AB += (AC AB) —§AB+ AC :—AB CA
4 4 4 4
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Solutie
22=t>0
1. 2(2‘a+2 +1) —palyoat 11" LU B2 ot 16=0=t=2=a=1.

1
X, =—a+=
2 . 1
2. .Deci x, +y ==.
—a_l Xt W )
W 4
3_
3. 22+22+4:O‘[Oz—Z):>z3:8.Asadar 2. 8-278_4
— z  z
#

4. Multimea datd are 40de elemente, dintre care divizibile cu 2 si cu 5, deci cu 10, sunt numerele
10,20,30 si 40. Probabilitatea este egala cu %
5. Fie {O} = AC n BD si MN 1 AB, @) (MN),M (DC)(N  (AB). Atunci |AC +BD| =
:‘(A_o' +B0) +(C +ﬁ)’)‘ =|2NG +20M| =2NM =8.
12 2tga _ 120

6. al 0,7—T = cosa > 0; cosa :E:tga:—;tgm: .
2 13 5 1_tgza 119
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Solutie

=

. A-B=(-3; 1= (A-B)nz={-2;-1;0;} = card((A-B) nZ)=4.
2. 2x+1=x* —x+3= X" -3x+2=0=x0{ 1; 2} = (x;y)0{(1: 3).(2;5)} , deci
punctelesunt A(1; 3),B(2;5) .
{x—lzo
3.
2-x20
x!<7,xON= x0{0,1,23}
[pa+1201-4
d="—F0rn—rnwn—=

5 d(Ad) NEaeT

=x0[1;2) = x-1+2-x+2,/(x -1)(2 -x) =1= xO{1; 2}.

>

d(Ad)=1.

(Y

+

gl

2
1_

6. tga:%,tgb =%:>tg(a+b) =

olH-
©|~

NI~
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Solutie

=

[4x-8=4|x-2,|4-2x=2]x-2 = f(x)=0,00 R.
2. x> -2x+a-1=2x +3= X’ -4x+a-4=0=A>0= alfw ,8) .

3 Yx-1=x-1= x—lz(x—l)3:> (x—l)(x2 —2x) =0=x0{0;1; 2.
a (V3 +1)9 =(1+J§)9, Tk+1=c:g';(\6)k DQ:%DN

Numarul termenilor irationali este 10—@%} +1] =5.

m+1 8
5. =—=m==.
m-1 -4 3
2 2 o2
6. COsA= AB” + AC” ~BC :>cosA:1:> m(<«A) =60° .
2CABAC 2
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Solutie

=

| [M]:M,{—é}=§:[m]+3i{—%}=46.

2. )(V:-Zﬁa:zm[z;s’],f(l):f(s):o,f(z):—lzsf([2;3]):[—1;o].
3 {i iZO:xD[Opo ) x+8=2+x= x+8=4+4/x +x= x=1.
4 1
4. Dy ={12,4,7,814,28,56} = P=g=5"
e - - = -z p+r=6 . _ .
s 6v2i=pfi+i)rfi-i)= {51 3= ()=(2)
5+7+8 abc 3

6. S=\/p(p—a)(p—b)(p—c),p: =10,S=10/3= R:E:R:

3
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Solutie

1. (V3++/7)2 =3+221 +7 =10 +24/21;4,5</21 < 4,6 = 9< 2,/21 <9, 2 deci [(J§+ﬁ)2] =19.

2.1-x#201-2x#20=> XDR\{ZLE}

"1-x  1-2x 20= (x-1)(2x -1) <0=x0

3. $2-x=2-x=2-x=(2-x)° = (2-x)(x? -4x+3) =0= x0{1:23 .

2x-1 3x+2 x? —3x +3 (1 j
2 P =1].

,\49K
= K 2(a9-k
4. Tk+1:Cz|1(g[X3] y2;%=g:>k:28:>T29:C§98X14y14.

5 r-=la*tfe*lc
3

J3 a

6. snA=""_% =2R=R=4/3.
2 snA

=r5=2+2j.
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Solutie

1[-8]=3{-28=02=-32.

2 {525 {3:5 = (xy)0{(2.3).(3.2} -

sZ—Zp:13:> p=6
3. 2°=t,t°-10t+16 =0=t0{2,§ = x0O{13} .

4. C2= X(Xz_l),Af =x(x-1),x 22, X(Xz_l) +x(x-1) =30=> x=5.
- - _ _ -3
5. O—A:2?+],O—B:—2T+]:>O—A@:@@cos(@,@),ms(ﬁ,@):M’COS(OAOB):_'
22 11222 412 5
2}

1-

s

Nlow

6. ctgx=3:>tgx=%:>tg 2X =

Ol
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Solutie

1. 2(a-bi)+a+bi =3 +4i=z=1-4i.
2. s(sz—3p):—18.
3 55=t>0=1+t-2t> =0=>t=1=x=0.

4, Tk+l:Cg(a2)9_k(%]k,2(9—k)—% =4=k=6=>T, .
5. 0" -V =(u-v)(u+v), (3 +2]) (2+3]) =32 +2B=12.

6. BC=+AC?+AB? =13= R=B—2C=1—23.
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Solutie

=

A7+4/3-3= (\/§+2)2 -J/3 =20N.

2. X2 +4x+5=(x+2)° +121, BORX® 2% 2 (x )% ¢ Lk R=
= (X2 +ax+5)(x2 +2x+2) 21, A R .

3. x>0, log, (4x) =log, 4 +log, x =2 +log, X , log, x =t ,t* +t-2=0=t0{1; -3 ; xD{Z; %}
K
200-k (2 200-k k
4. Ty =Choo(Ix = kO{0612..;20¢ , -~ =0=>k=80= Ty =C5 2% .
4 1 1
5 m=——=== y-1=-(x-2)= x-2y=0.
-8 2 y 2( ) y
2(b% +c?)-a?
6. nﬁ:%,azzb2+cz—2bccosA:a2:12,ma:ﬁ.
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Solutie

1+4i 32+09i 32
z=——=——=Rez=—
4+7i 65 65

b
2. =——= x=1.
X 2a

F=tt >0,3t+§ =10:>tD{%;3}:> xOf 11 .

w

. Numarul cazurilor posibile este 2010:2=1005. Numarul cazurilor favorabile = 335, deci p= % ::—13 '

N

5. my :—2:>m:—i2,y—2:%(x—3):> X-2y+1=0.

M mijlocul Iui [BC]. GM =%AM , AM esteiniltime  AM? = AB® -BM? = AM =4.

o

Deci GM :ﬂ.
3
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Solutie

1 1g EGZ—DEl% =Igi=—2.
2 3 100 100

2. Xx<3=-x+3-x+4 =1= xM ,x0[34)= x-3-x+4=1=x0[3,4),
x24= x-3+x-4=1=x=4. Deci x0[3,4].

1 5 1
3.1 =t,t+-=—=t{2= x4 9;+/3
g3 X t 2: { 2}: { \/_}

4. Numarul cazurilor posibile 2010:2 =1005. Numarul cazurilor favorabile 251. p :%.

5. J(m-2)? +(2-m)® =4.m0f 2.3} .

COSX 1-sin?x
6. Cth:6:>_—=6:>7
sinx

=36:>sin2x=i.
sin“ X 37
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Solutie

_ 9 _ 9 _
1. 1+3+3% +.. +3F _¥-1.3 1 81 9 1.
3-1 2 2

2. x2+% =s(32 —3p) ,S=5,p=T= x> +X5 = —5(25 -3( _7)) =230 [TZ.

1 5 1
3 1 =t,t+-=—=tl2,— x[K 25;/5¢ .
ogs x=t 41 =2 {2}: {2545}

(2x-3)(2x-4)

4, 2x-322,
2

=3=x=3. CZ=3.Deci x=3.
5 M [—%%) este mijlocul segmentului AB. myg =1= my = -1, d fiind mediatoarea segmentului AB, deci
1 1
d:y—-—==—- x+= |=>d:x+y=0.
y-5={xe3 )= axey

6. UV = ‘G‘ [lil‘COS({(ﬂ;\?)) = cos(<:(ﬁ;\7)) = g .
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Solutie
1 2(1-X)=x+1+4= x=-1
2. f(0)=-6, f(x)=0= x0O{% 6} = A(0;-6),B(10),C(-6,0)
3. sinx:—l,xD{(- 1)karcsin(— 1} krkd Z} Jdar x0[0,271] = xD{E;y}.
2 2 6 6
4. Numarul cazurilor posibile este 2° . Numirul cazurilor favorabile este
15
2=15.p==—.
1P
5. E:m: o =6 +6] .
6. (20+v)rfv-u) =aiv -20° +2v" -Ov =3wv 20" v,

V-20" + 2 :3mm%—2m+z rzz,(za+(/)[@2(/-a) =9,
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Solutie

1. 6% =x(x-5)=x=9.
2. 1(-1)= 2= f(20{-2)) =10= f (2c{f (-1))) =10.
3, 2x+’—27:x-§+2kn,k 0z = x= {2k -1),k 0Z sau 2x+g=—x+g+2kﬂ,k Dszz%T,kDZ.

infina , xOf 77( 2k 1)| K1 7 {%lek Z}.

(2_n)2!

4. Cp =
()

ON= (n!) divide (2n)!.

5. 2Xy = Xa tXNi2Xy =Xg tXy = Xy =4 Xy =5

2Ym = YA +tYnN2YN =YB tYm = Ym =3.Yy =4 . deci M(4;3), N(5; 4) .

2+ (art) ~(a+2)
2a(a+1)

<0,a0N"=a=2. Doar pentru a = 2 se obtine triunghi .
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Solutie

4n+1) an _ 12
n+4 n+3 (n+3)(n+4)

1 a,—a,= = a1 — 8, > 0,0 N = sirul este crescator .

2. X% +x+1= X —2x +6= 2x* +3x-5=0= xm{ 2,1}: A(—g,l—jj, B(L3).

4Kk -1 T 2k +1

nkDZ,x—Z——3x —£+(2k +1)71,k Z = x=

Tk OZ.

3. x—l—T:3x+E+2kn,k 0Z = x=
4 4

Infinal , xD{4k4_1771 K Z% {2k4+lnpk Z}.

4 2"=32=n=5,T, :cg(zxz)z(—sy)3 = T, =-5000x"y°.

5 dindyz0- B3 m o6
3 1

6. ACIBD =0= AC 0 BD = AB? =0B? +0A?,CD? =0D? +0OC?,
AD? =0D? +0A?, BC? =0C? +OB? = AB?+CD? = AD? +BC?.
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Solutie

1. a1 —a, =(n +1)2 -(n+1) -n® +n,a,,, —a, =2n,
anq ~ 8, >0,0M0 N”= (a,) . o estestrict monoton.

2. (x)=(x+1),(f 0 g)(x) = (x-2009 +1)* =(x —2008)” 20, B0 R.
3. x+7—T=£—x +kmrk 0Z = x+7—T=£—x +k,k OZ ,deci x=£+ﬁ7,k 0z .
372 372 12 2

Cum xD(O,n):xD{E,E}.
12'12
4. x23, Ccit=cl=xciP =c2, =w,x2—x—16 <0= x0{34} .

oMo _mr2 1 ol 2L
m+2 4m -8 3

= - = :—tgA+th = :,_T
6. tgC =tg(77—(A+B)) = -tg(A +B) , tg(A+B) 1—tgAth:>th 1=C=7.
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Solutie
1. Ratiaeste: 17-13=4.a, =a3 —-4=9= a =a, -4 =5.
2. f(-x) :(—x)3 +2sin( ) =-f (x), O R = functiaf esteimpara .
3 k=B xm{- 2 i Z}.
3 6
4. Numarul cazurilor posibile este 900 . a+b +c =2= abc1{110;10%;20¢ = p:%o.
5. -Mh-2)-asm=22,
3 2 2
a
2tg—
6. sina:—zajsinacﬁ.
1+t925 2
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Solutie

1 (2+i)(3-2)=8~i,(1-2)(2-i) =5 = 8+4i.
2. f(x)=3x-[3x],

f(x+é):{3(x +%j} ={3x+} =3x +1 {3x #] =x 4 {34 4 3x [ 3} (¥, XOR=
:% este o perioada afunctie f .

3. x=nmverifica ecuatia. tggzt:sinx:i cosx=1— t=—== XD{—,H}.

Cj _ 20! 9y _11

cy 10101 20! 10

5. m+4=2+2,n+5=3+2= (mn)=(0;0).

: 2
6. _S|nx:4:>—1 cos )(:16:>coszx:i
COSX cos2 x 17
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Solutie
1 b =624=b;=12 q:%:2:> b =3.
2. 3-n? >0= mof V3:4/3).
3. sn£—£,5i 27 f sin3—ﬂ=0,sinﬂ=—£,
3 273 2 3 3 2

s 2m  3m. . A \/_
SnZ +sintl +sin= S +sin =Y
3 3 3 3 2

4. Numarul cazurilor posibile este: 3% Numirul cazurilor favorabile este 3/ =6= p= g .

5. A GP—EAB:> m—1
AB 3’ 3 3

6. cos2a =2cos’a —1=> CoS2a = —
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Solutie

25(4-3i) .\ 25(4+3) _g
25 25

2. mM-2<0= me \/E\/E)

1 Vs X T
3. arctg—=—= arctg—=—= Xx=+/3.
95376 79376 V3

4. Numarul cazurilor posibile este: 90:2=45. Numarul cazurilor favorabile se obtine din

413,404,...,4[24 , adica 22 . p=%.

5. AN+NC=AC, AN=3NC si AM =3MB = MN || BC.

T
1-cos—
6. Sin&”:sin ﬂ—j :sin_n-: 6 :\/6 \/5
12 2 4
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Solutie

1 z+7i =6z,z=x+yi;x,y OR,z=x~yi,x =i +7i =6(x +yi)= x=0,y =1=>z=i.

3+101)50

2. f(1)+f(2)+f(3)+..+f(50) X =2600.

3.Daca f arfi surjectiva, atunci ar exista x, ON astfel ncét f (xy)=0.3%, +1:0:>><0:—:—13 ON.

Deci f nuesurjectivi = f nuestebijectiva= f nu esteinversabila.
5
10
5. Punctul lor de intersectie este M (0,1) DOy .Punctele A(-1,-1) Ody, B(1- 13 d, sunt simetrice
fatd de Oy, deci dreptele sunt simetrice fata de Oy .
7 7m_J2-6

7 T T /Y
6. COS— =C0S| — +— | = C0OS—COS— —SiIn—Sih— , cOS— = .
12 3 4 3 4 3 4 12 4

4. x!(x+1-1) <100= X!k <100, O![D, 111, 2!(2,3!(3,4!# <100, X!k >100, (% 4,p= :%.
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Solutie
120 _ .210_.10_
L (L) =| (@) | =(2)° = 1024,
2. f(f (x))= f(%) =x,(-10) +(-9) +... +( 1) +1 +.. 410 =0.
3. Functia este strict crescitoare, fiind compunere de functii strict crescatoare, deci functiaf este injectiva.
E—6Bi =
2! 312!

5 |3m—4(m+1)
' /32 + 42

6. cos75 —cosl5’ =-2sn45'sn30°,sin45 =

o A mOf 10,0} .

oG
S

,sin30° =%:> cos75 —cosls’ = -
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Solutie

2. f(-x) :(—x)2 —%, (—x)2 1 =x2 L f(-x)=f(x), R"= functia f este para.

3. x#£0=x*>0=3-x"<3,f(0) =3= f(x)< f (0),0K R, deci valoareamaxima este f (0).

n(n-1)
4, 3n+ZT=8:> n=2.

5. A—C:2£=£% =§, LCBC,—BEE:ZBE[—Ezlz AA, BB'si CC' sunt concurente .
AB CA 3 BC 2 AB CA BC 32

2x+y—-2=0
6.{Xy

x =0
= , ECUatiaeste y=2 .
X-y+2=0 2

y:
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Solutie

100
1. cosl—T+isinE :cos100 ”+isin100 nz—lDR.
4 4 4 4

f(-x) =(~x)* _—ix (=%)° ~Loeals —[x3 —lj, f(-x) =-f(x), D0 R?= f impara.

N

—-X X X

w

x\,:%D[l; 4,1 (1F o,f(4F 12= f([14])=[012 = A=[01] .

2009 _

»

(5-4)"" =1

4 1 1
5. my=-—=>m=-_-,y-2=-—(X-1)= x+2y-5=0.
T 21 ym2= ) Y
6. SN75 @0515°:M,sin90°:ls'n60" :%: 2+4\@,
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Solutie

1. [5-12i =52 +(-12) =13, |12+5i| =y/122 +52 =13,|5-12i -[12 +5i| =0.
2. £(1)=0,f(0)=0,(fofofof)D=0.
3. 2=t>0 = t* +t -20=0=>t0f 54 = x=2

4, Numarul cazurilor posibile este 403. Dintre acesteadivizibile cu 25 sunt 81. Deci p=——

5. Directia bisectoarei estedatadeu—ﬁ+£—E & -M

AB AC ¢ b bc
Deci AD =bcu= semidreapta[AD este bisectoarea unghiului <BAC.

NE

cos2a = 2cos’ a —1,cosza:g:> aD(l—zT;n): cosar=—="=.

o
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Solutie

_T3-iNT BT
2 7 2
2. Fie g prelungireafunctiei f npunctul x, =0. Conditiaesteg(0) = -2m+2 20=> mOfeo ;1] .

3. 2-x20= x0fw ;2). V2-x=¥x-2.Notam §2-x =t 20=t*=t? = t0{0;} = x{1,2} .

1l z

+b)!
4. Ambii membri sunt egali cu u

alb!
5 2Mm-=2 872 5.
1-m-4 3-4
6. aD(%T,ﬂj:>sina>0,c052a:1—25in2a:> sinazg.
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Solutie
1. a=-3, b=-4, c=-2.Deci b<a<c.

A<O
2. = m*+8m<0=m0Of{ 80).
a>0

3. X2 +x-2>0. VX2 +x-2=2=x*+x-6=0=x0Of 3,3 , care verifica conditia de existenta.

4. Numirul triunghiurilor este egal cu 4CZ +3C3 =30.

5. Daci D este simetricul lui A fata de mijlocul lui (BC), atunci ABDC este paralelogram, deci
Xa+Xp =Xg +Xc sl Ya+Yp =Yg +Yc,deunde D(-1-7).

6. Ansc = 2Anyc =MC [AM [Ein150° =4.
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Rezolvare

1. Avem /3-22 =2 -1a+ bv2|a ] 7}, pentru a=-107 si b=10Z.
2. X2 +x3 =(x +%)° 2%, =3% -2 =7 [N,
1
3. .
V3
4. an =C£n—1 +C£]ril =2 ECDgn—l-

5. U+v=3 +3], deci ‘ﬁ +\7‘ =3/2.

6. Avem cosa:—ﬂ, deci tgﬂzﬂ: .
5 2 1l+cosa

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M 1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Rezolvare
1 23+52=8 = a=-1
2. 0-1-2-... -9 =45,
3. 2% =8, deci x=3.
4. 24-6-6=12.
5. @/Tz%ﬂé, de unde cerinta
6.

o
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Rezolvare

1. 7-7=0.
2 xDF,l}

2
3. f=x Iog32—1) este functie de grad 1, deci este injectiva.
4. C2-8=20
5. BP=2BD =~(BA+EC).

3
6. 1:tg’—T:tg(a +b) :M, de unde cerinta.

4 l1-tgaligb
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Rezolvare

3
1. g<log23 = 22<3 = 8<9(A).

2. 15i3,
3. x=0; x=1.
3
a SNl 3 ononnfag.

c® n-2 n-2
3
5 —.
V2
6. coszx:;zzi.
1+tg°x 7
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Rezolvare
. Al patruleafactor este 0, deci produsul este 0.

f(g(x))=1-g(x) = 2x +2 este descrescitoare.

xOF 11].

. Numarul cerut este egal cu numarul functiilor injective. g:{%2;3} - {1,2;3,4;5} minus numrul
functiilor injectiveh:{2;3} — {2;3,4;5} , adica AS - A7 =48.

5. x-2y-6=0.

N w N R

6. Ridicam lapatrat sinx —cosx =% = 1-sin2x =% = shn 2x=£§1.
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Rezolvare

8.

2 3
1=(% +%)" —4%X%, =4 -4m= m=z.
x=0.

2,

a=-3.

© gk w Db P

sin 2a+sin 2b =2sin(a +b)cos(a -b) :Zsin]—z-[cos(a -b) =2cos(a -b).
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Rezolvare
1. (1+i)* =(2i)? = -4, deci este radkicin aecuatiei z* +4=0.
2. Xy =2, % =5, deci x+y=7.
f (1), f (2), f (3) sunt distincte, deci sunt 4,5,6 -- eventual permutate. Suma este 4+5+6 =15.
25 5

4. M are 90 de elemente, cifre impare sunt 5, iar numere cu cifre impare 25. Probabilitatea e 0 = TS

AB =i +3j, AC =2 +4] = AB[AC =10.

a1

6. sin3a=3sn a—4sin3a:E.
16
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Rezolvare

1. V2<¥3 - 8<9; ¥3<2=log,4 <log,5.

2. A=9-4m=<0> mz%.

3. cos(l—T—xj:sin(x+£ — ecuatia devine sin| x+2~ =1 x0{ 2kn| K1 2 7 2k7k Zp.
3 6 6) 2 3

4., Sunt 7 patrate. Probabilitatea este % = %

5. UW=0 < 2m-12=0 - m=6.
6. P=tgl’ g2’ g3 [.. [@g89° =(tgl’ Mg89°) [{tg2° Hig88°) L. [{tg44° [ig46°) [ig45° =1.
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Rezolvare

1. Avem 3(z+E)D]R<DDc R, deci z=3z+32—(2z +3E) OR.

2. f(x)=-=x —gx +4,

3. Ecuatia f (x)=y,y0(13)= X::;;_D(O;o ) are solutie unica.

[

4. n=8.
5. A—C+ﬁB=(NB +E) +(ﬁ: +C—B) =AB +DC =0.

6. cosa=cos(b+77) = -cosa, deci cosaltosb= —cos® a <0.
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Rezolvare

Fie z=a-+bi, a,bOR. Avem i(z-z)=i(a+bi -a +bi) = 2b [R.

A=(m-1)2=0=m=1.
x = 3este unicasolutie.
Ta1 :Cé‘ 2X, k =16 sedivid cu2si 7, deci cu 14; iar primul si ultimul termen nu. Sunt 6 termeni.

a » wbd P

E%:AsmcmosAzzmmos’—;:z

6. sin2a-sin 2b=2sin(a-b)cos(a +b) =2sin(a —b)cos%ﬂ =0.
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Rezolvare
1. Prin calcul obtinem —g.
2,12 2
a+b
2. avem &0 _(a*h)” o 21
ab ab 2

Vi N/ (2T . 2 7 . .
3.Cum cos| X—— |=8in| ——=| X—— || =9in| — =X | =8in| T 1 — =X || =Sin| X +— [= ecuatiaeste
6 2 6 3 3 3 ’
verificata de orice xOR.
4. Sunt 4 elementein Asi 3 multipli de7.

5. AB+AC +AD =2AC, deci modulul este 2AC = 6+/5.
6. cosl’ +cos2’ +cos3’ +...+cosl79° =

(cosl° +c05179°) +(c032° +cosl78°) +... +(00389° +cos91°) +c0s90° =0
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Rezolvare
_ 53 _
C1+z+7° :1 z :u:O.
1-z 1-z
. xOf 3 2- 101,23,
Observamca Oy] (@ I Dxe(1, F,x +/y 1 astfelca f(x)=y.
Avem 4 numere divizibile cu 24, anume 24, 48, 72, 96.
a_a+l
—=——=a=—.
3 5 2
Semiperimetrul si aria sunt p:E, S:u: r :§ :ﬁ.
2 4 p 2
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Solutie
1. a=|gz%=|g%=—], b=-Cl=3c=%40 =2=b<c<a.
2.V(-La-1).Rezulta a=0 sau a=2.
3. arctgy:arctgiszyzl
4. A =6C3=n(n-1)(n-2)= 3| A’

_— — ——  ——  ——  ——

sin2x

6. Cum 2x[ 3—”,277 = c0s2x < 0. Deci cost:—\/l—sinZZX :—E:tgx:—:—
2 5 1+ cos2x
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Rezolvare

1. z:—Ei.
7

2. x=53si x=-1
3. Ecuaia f (x)=y = 4yx? - x +y =0 are solutii reale daca si numai daci

4. Sunt C3 = 4functii strict crescatoare si tot 4 strict descrescitoare. Tn total sunt 8 functii strict monotone.
5. MA+MC =MB +MD « MA-MB =-MC +MD - BA =CD, evident.
6. sin2a-sin2b =2sin(a-b)cos(a +b) =sin(a -b), de unde cerinta
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Rezolvare

2a1+9[3[1 3

1. 150= 0= =2,

2. Notdnd s=a+b, p=ab avem s*-2p=1s=2, deunde s=2, p=1si a=b=1=(a,b)=(12).

w

. Avem xD(O,%) iar ecuatia se scrie x(9-2x) =10. Obtinem solutiile x=2 si x=2,5.

. Sunt 100 de numere in multimeaM si 14 multiplii cu 7; probabilitatea este % =g—c3) .

[S2 B N

y=-2X+2.

(e}

. - , . o . T
. Este parteareala a sumei radacinilor de ordin 5 ae unitatii. Alternativ, Tnmultim suma cu smg.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M 1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Rezolvare
L [4=|2-1+i(V2 +1)‘2 =6.
2. (1-2y)? -6y? =1= -4y -2y? =0=> y=0sau y=-2. Obtinem x=1y=0 si X=5,y=-2.
3. Deexemplu, f(0)=1= f(-D).
4. C3-Cc3=cZ=36.
5. AB+AD =AC si AB-AD =DB, deci AC=BD, deunde cerinta.
6. Sn40° Eﬁn(lso" —140°) =§in240° =cos?50° =cos?130°
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Rezolvare

=

. Fieqratiaprogresiei. Avem a(q3 —1) =7, aq(q -1) =2,deunde q=2.

2. m+x-2<0,X] R m OA= 4 8m 0. Rezults ms—%.

1 Kk
3. 2+ 20l D arcsnl- Lh ke 2zl s xob B ) T Mg zh (08 (227
6 2 12 12 2 2" 6
4. n=Cjp —Cfy +Ci ~Cjp +Cip =Cpp "'(0120 ‘Cfo) ‘(0160 'C140) <1004
5 0=ul=a’-1+2a+2=a=-1.
6.

sina:—&:sinza :ZEQ—EJEE—Z—\/EJ :ﬂ.
3 3 3 9
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Rezolvare
1. z=1++/3 =|7=2.
2. f(x):ax+b,a>0:>f(f(x)):a2x+ab+b:>a:2,b:l.
3. x=2.
4. ﬂ:i
1000 100
Dreapta AB are ecuatia x — y +1=0. Distanta este i.

J2

6. Avem sina =0 sau cosa =1, deci x=1rr.
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Rezolvare
1 (1+i)*=-4.
1+ X 1-x
2. f(-x)=In—==-In—= =-f(X).
(=x) = Trx (x)

w

5457 =2« (5° —1)2 =0= x=0.

N

. Sunt 4 cifre prime, anume 2,3,5,7, deci sunt 400 de numere cu proprietatea ceruta. Probabilitatea este g .

&)

. Punctele B,C,0 sunt caliniaresi O este mijlocul segmentului BC. Rezulta ca BC este diametru
al cercului circumscris, deci A=90°.

o

(sna+cosa)’ =1=sin2o =0= tg 2 =0.
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Rezolvare

= 10(«/5 +1) [(24;25), deci partea intreaga este 24.

1 10
V2-1
2. Ecuatiase scrie 1=(1-x)[1+X|. Obtinem x=0 si x=—2.

3. Functiile g,h:(0,») - R, f (x) =2009%,g(X) =10gy009 X, Sunt strict crescitoare, deci functia f =g +h
este strict crescatoare.

4. Numarul numerelor abccu alb (e impar = a,b,c0{135,7,9} este 5° =125, dei p:3—56.

5. ulV=3+3a+a’ >0, (& R.
6. sin x+sin5x =2cos 2x [$in 3%, de unde cerinta
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Rezolvare

1. Avem b? = ac. Daci prin absurd nu toate numerele sunt pare, din a+b+c par rezulti ca un numar este
par si doua impare. Atunci unul din membrii relatiei b2 = ac este par si celalalt par, fals.
2. f(a)+f(a+1)=2(a+2)* =0,

3. Iogzx+log4x=glogzx>3:> X>4.

4. C;+C2 =120 = n(n+1) =240 = n=15.

5. uv=2-a<0 = a>2.

6. Avem B=90",A=30", deci BA=4/3 si ariatriunghiului este 8/3.
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Rezolvare

1. {100 <125 =5 =log, 32 <3! =6.
2. Privind catrinomin x avemA = 9y2 —12y2 = —3y2 <0, deunde cerinta.
k m

. . 1
3. sin2x=cos x = cos x =0 sau smx=§:>xD{izT+ k77| K Z% {( l)+€ k ik Z}.

4, @—4@5:5@3—4@2—[5:0.
5. OC=20B-OA=C(37).
4 BC _8

6. SNA=—~=>R=—— _=_2=5
5 2snA 8

5
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Rezolvare

1. Avem a+bi +2a-2bi =3+ = a=1b=-1=|7=+2.
2. x> -3=0.
3. IogX2+Iog&2=9:>3IogX2=9: x=32.

4. Sunt C2 =10 submultimi cu 3 elemente alelui A, iar singurafara elemente pare este {1,3,5}; raman 9

submultimi.
5. a=b=-1

6. cosa=—2 =tga= _§_
5 4
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Rezolvare

1. Avem n=+/3+20(3,4)=[n] =3.

. f este functie strict monotona, iar compunerea a doua functii de aceeasi monotonie este strict crescatoare
1
3 3=t>0=92+9%t-4=0=t =3=x=1

4. Exact doua vaori defunctiei sunt 1, celelate fiind O, deci sunt Cfo =45 defunctii.
5. MNMP =(i +3j)(2 +(m-2)]) =3m -4= m=3,

Functia cos este descrescitoare pe interval ul [O, 77] , deci cel mai mare este cos 1.
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Rezolvare

1. a=2b=1.
2. x=0.
3. [Xx-1=3-x=>x=2
4, Fiecaretermen sedividecu 11.
5. C(39).

2
6. sinla=_92 :i:>|sin31:i
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Solutii

1. a) Severifica prin calcul.
b) Se demonstreazi prin inductie dupi nON.

L 2 1 2 1 . . . A u v
c) Dinipoteza rezulta X = [X,iardin a), caexistda u,vOOR, astfel incat X = .
v

1 2 12 u
(u+v)% +(u —v)?’_2 J3+1 I3-1
. . 2 : . 2 2
Folosind b) gasim si solutiaa X = .
u+v)3 -(u-v)® 4 J3-1 Y3+1
2 2 2

2. a) Severifica prin calcul.
b) Calcul direct, -16=5 in Z.
¢) Pentru abZ,, a#0, 0% Z,, f(x)=6+alx. Avem f(a‘l)=f), deci f este reductibil.

Pentru a=0, f=(x3+21) [@x3 +:3,), deci f este reductibil.
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Solutii

1. a) Severifica prin cacul. Seobtine a=3.

b) B=A-A! =(_ci éj Seobtine B® =B

c) det(X)=0=>X>=t*IX,unde t=trX . Deci t° =3, tOR =t =33 si x:%A,careverifica.
2. @) Pentru a,b0OM, avem €®+€”-121, deci alk[G» F M.
b) Pentru a,b,c0O0M sedemonstreazici (alb)Je al (B ¢ In(e"21 e e 2).

€) Sedemonstreazi prininductieca alal.[] a In( e (m 1)).
denoria

Se obtin apoi solutiile a=0 si a=In(n-1).

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein Invatamantul Preuniver sitar

Solutii

1. a) A2-A=

I = )

11
2 1|-
1 2

S o)

11
0 1|=2l,.
10

b) Cum A(A-13)=(A-13)A=2I5 rezultica A_1=%(A—I3).

c) A°+A=2(A+1,)= AP+ A?=2%(A+13). Prininductie rezulta concluzia
2. a) Sefoloseste definitia elementului neutru.

f(3 =0
f(4)=1
f(X) =x—-3 esteizomorfismul cautat.

, obtinem { N si severifica apoi faptul ca functia f:Z - Z,

b) Deoarece {

c) Sedemonstreazi prininductieci Xo Xo...ox = (x-3)%%® +3.
%,—/
de 2009 ori x

Se obtin apoi solutia x=5.
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Solutie

1. a) Searatacia rang(A)=2.

b) Calcul direct, sau, decarece rang(A! [A) <rang(A) =2, rezulti ci det(A [A) =0
20

c) Deexemplu | -1 0.
2 0

2. a) 40506=9.

b) Sedemonstreazi ca functia f estebijectivasi Ox, ¥ (& ), f(xO/)=f(x)of(y).

o) Fie q0Q, g>3. Atundi, existi m,nON" astfel incit q=3+_.
n

08 N°, avem k=3+tOH si deoarece H este subgrup a lui G, rezulta ca si simetricul k'=%+3DH.

1
Z+

Deci m+3, = +30H , deundesi (m+3)o[
n n

3} =M y3=q0H .
n
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Solutii
1 1 1
1l.a) Searatacd |X, Xg Xc|=0,deci punctele A, B, C sunt coliniare.
Ya YB Yc
b) Tntrelinii exista relatia L, =6L, —2L,. Rangul este 2.

1 .
c) 1=1¢0, deci rang(M)=2.

Daca unul dintre minorii de ordinul trei ai lui M care contin ultima coloana este nul, atunci punctul D(a, b)
este coliniar cu doua dintre punctele A, B si C.

Din a) rezultd ca punctele A, B, C, D sunt coliniare, deci toti ceilalti minori de ordinul 3 a matricei M
sunt nuli. Asadar rang(M ) =2.

2. a) Severifica prin calcul.

b) Searata ca elementul neutru este e=-1.

Daca x(OZ , evident 5x+6#0.

ST 17, deci sx =6+
SX+6 SX+6
asadar 5x+60{ 1,1} . Seobtine ca unicul element simetrizabil in raport cu legea “ [T este elementul

neutru e=-1.
c) Dinecuatierezultd cd x esteinversabil si din b) rezulta x=-1, care verifica relatia

X estesimetrizabil « OxO Z, xX =xXx=-1 < X = 0z,
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Solutie
_ 12345

1. a) Deoarece 6® =e, rezultica 0® =g°=g1 = .
2315 4

12345

b) Alegem, de exemplu, 70 S astfel incéat 1o =
) Aleg P S [2 1345

j . Obtinem

12345, (12345
21345 13254
¢ cum rtr?,.rP'O0s,0y rceurd=r".Luam p=q-r.

1-iy3 1+iJ§}_

2.a) Searata ca solutiile ecuatiel sunt xD{L ,

j (sau alegem r:az).

2 2

b) Utilizand relatiile lui Viéte obtinem S=xZ +x2 +x3 =0.
Daca ecuatia ar avea mai mult de o radacina reald, deoarece ea are coeficienti reali, ea ar avea toate
radacinilereale. Deocarece S=0, obtinem x =X, =x3 =0, fals.

c) Utilizand relatiile lui Viéte, obtinem A =(x +X, +x3)((x1 +% +x3)2 =3(xXo +XoXg +x3xl)) =4,
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Solutie

1. a) Searataca rang(A)=3.

b) Searati usor ca multimea solutiilor este S={ (0,a,1-2a,a) |orD (C} :

x=0

2x+y=0
3x+2y+z=0 '
4x+3y+2z=1
Sistemul omogen format din primele trei ecuatii are doar solutia x=y=z=0, care nu verifici a patra
ecuatie asistemului, contradictie.

2. a) Severifica prin calcul.

b) Din a)rezultica ,-” estelege de compozitiepe H,.

Deoarece pentru t0Z, simetricadingrupul (G,0) amatricei A(k@-1) estematricea A(-kd-1),
rezulta ca A(hd-1) A(-k @-1) = A((h-k)t =1) OH,,0hK Z.

c) Fiefunctia f:G-7Z, f(AK))=k+1, 0K Z.

Se demonstreaza ca f este bijectiva si ca este un morfism de grupuri.

¢) Presupunem ca sistemul are solutia X =(x y z) M, 3(C). Se obtine sistemul
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Solutii
1. a) det(A)=-4
3 -1 -1
b) Pentru n=1, A?=| -1 3 -1|=A+2l5,deci P(1) este adevarata.
-1 -1 3
Daci P(n) este adevarata atunci

2n _ 2n
A2(n+l):A2n mz :[2 1A+2 +2|3](A+2|3)_ A + |3-
3 3

1 1 0 -1 1
) Searatici A'=Z(A-1,) deci At=Z[-1 0 -1].
2 2.1 1 o0
2.8) (x+1)(x +1)(x3+1) =~ ¢ 1)( % 2)( % 4) =P( ) =a sausefolosesc relaiilelui Viete.
b) =2 = a=-6. Celdateradicini sunt solutiile ecuatiei x*>+2x+3 =0, deci x2’3:—1i\/§[ﬂ.
c) a=0 estesolutie.
X+ X +x3 =0
XX + (X +%p) Bg = -1

Se obtine xlz+x1x2 +x§ -1=0.Din A, 20 si % #0 rezulta x% =1.

Pentru a#0, dinprimele doua relatii delui Viete rezulta {

Rezulta x3 =0, fas. Asadar a=0 esteunicasolutie.
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Solutie
Xp 2Xp
1 a) [xg 2xg 1=0.
X 2xc
b) det(M)=+2Syg = £1.
a b ¢
c) FieM™=la, b, c,|.Din MM =13, rezulta g +b +¢ =0, a, +b, +c, =0, a3 +b; +¢; =1, de unde

& b ¢
concluzia

m n P q u v
2.8 X= , Y= = X+Y= ,cuu=m+p0Z,v= nt J Z.
-3n m -39 p =3v u

b) XY =0,= det(X)@et(Y)=0 deci, luand X,Y ca ma sus, m?+3n°>=0 sau p?+39°=0, de unde
m=n=0 sau p=qg=0.

¢) Unitateainelului este |,. Dacd X, YOA si XY =1,, atunci det(X)Cglet(Y)=1si det(X),det(Y)OZ,
deci det(X)=+1. Rezulti X = *I,; aceste doud elemente sunt inversabile in inelul dat.
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Solutie
1. a) Searatici o’=e.

3 .o 20002 (123 ; ; 2 ; ;
b) Deoarece a” =e rezultica a =q° = . Ecuatia devine a“ [k = e, cu unica solutie

231
L (123
= :(3 1 2}0‘
c) Fie o=0, [0, [&; [b, (&5 (b 0 ordonare oarecare afactorilor.
£(0) =&(0y) B(0,) B(0s) 2( 0,) B( 1) (B ) =( )V rmee)emlos)sm{as) () o) _
2. 8) z=+/2(1+i).
b) Daci z=a+bi OZ[i] esteinversabil, atunci a® +b” =1, deci a=+1si b=0sa a=0 si b==1.
Rezulta ci zO¢ 2+ i} . Cum +15si +i suntinversabilein Z[i], rezulti concluzia
€) z=a+bicu ab0Z aparttineluiH = 2/(a+b).Daca a+bi, c+diOH rezultd
(a+bi)(c+di) OH deoarece 2/c(a+b)+d(a~-b).
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Solutie
1. a) det(A)=4.
b) Searata prin calcul direct.
c) Az0, < cd putinunul dintrenumerele a,b,c,dJR estenenul -

~ a=a’+b%+c?+d? #£0. Folosind unicitateainversei, deducem ci at=1mt
a

2.a) |a|=|-a|=|x +X +x3| <|x| x| +{x3| <3.
b) f(0)=c<0, lim f(x)=+c.
X — 00

Functia polinomiala asociatd lui f este continua pe [O,oo), deci ea (si polinomul f) arecel putin o
radacina in (0, ).

) XXX =1, deunderezultd |x|=|%|=|xs| =1.

Deoarece ¢=-1<0, din punctul b) rezulti ca f areradicina % O(Op ).

Cum |x|=1, obtinem x =1.

Folosind relatiile lui Viéte, obtinem x, =x3 =-1 siapoi b=-1.
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Solutii

1.a) Severifica princalcul.
b) Sedemonstreaza prin calcul direct, tindnd cont de faptul ca
0k {12}, x (% )=ab§ +b B¢ +c B =a +b B +c K si
X (%) =a bk +b O +c B¢ =a B +b +c B
c) Din b) seobtine det(A)=g(1) (%) H(%).
det(A):O < cdl putin unul dintre numerele 1, %, X, esteradicina si pentru g.
Obtinem a+b+c=0 sau a=b=c.
2. a) f(é):f(i):é.
b) Cum f nueinjectiva, iar domeniul siu este o multime finita si coincide cu codomeniul, rezulti ca f nu
este surjectiva.
¢) Singurele radacini ale polinomului sunt xl=6 sl X%, =1.

Descompunerea in factori ireductibili a polinomului peste Zg este X* +4X = X(X +21)(X2 +X +i).
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Solutie

1. a) Determinantul sistemului este A =2[{1-m).
Pentru mOR\{1} sistemul este compatibil determinat.

1 -11
l _
b) Pentru m=1, Ap:‘ z0 si A.=|1 1 3|=0, deci sistemul este compatibil.
1 1
1 13

¢) Daci m=1, sistemul are multimea solutiilor Sl:{(x,LZ—x)|xDR} si
X2 +12 +(2-x)? =2x% ~4x +5,
Functia g:R — R, g(x)=2x*-4x+5 areminimul g(x,)=g(1)=3.

2. a) Severifica prin calcul.
b) Daca X,YOG, det(XLY)=det(X)det(Y)=1, deci X YOG.

Seveificicidaci XOG, atuncisi X *0G.

1 1 01
c) C=AB= =-l, +D, unde D= .
0 -1 00

Deoarece D2 =0,,obtinem Ol N°, C"=(-1)" O, +n({-1)"" D #1,.
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Solutii
1. a) Searataca rang(A) =1.
b) Searata ca A2=d[A, cu d=a+2b+3.
1
c) Severificicipentru K=|2| si L=(a b c), avem A=KIL.
3

2. a) Severifici prin calcul.
b) Radacinile ecuatiei t? -4t +16=0 sunt t , =2+ 2J31.

Multimearadacinilor lui f este {\/§+i,\/§—i, -J3+i, =3 —i}.
¢) Singura descompunere in factori a polinomului, in R[X], este f :(x2 - 23X +4)(X2 +24/3X +4).
Nici unul dintre polinoamele X2 —24/3X +4 si X?+2y/3X +4 nu poate fi descompusin Q[ X].
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Solutie
111
1. a) det(A)=(a+b+c)lc a b :%(a +b +c)[(a -b)* Hb <)* Hc —a)z] saul
b c 4

det(A) =a> +b* +c® -3abc.
b) Deoarece det(A)=0 si a+b+c#0, rezulti a=b=c.
2a-1 2b 2c
¢) Determinantul matricel sistemului | 2c 2a-1 2b | este o sumi de 5 termeni pari si unul impar,
2b 2c 2a-

deci este un numar impar si, Tn consecinta, nenul.
. L . 1 1 1 1
2. a) Folosind relatiilelui Viéte, se obtine —+— +— +— =0.
X X0 X3 X

5+./5
2

b) Notdnd x* =t obtinem ecuatia t*-5t+5=0, cusolutiile t, , = >0, deci ecuatiainitiala are

toate radacinile reale.
9(x) g(x)
f(x) £ (%)

In consecingi, grad(g)<4. Din ipoteza deducem ca DK {123 4}, |g(xk)|s|f(xk)|:0, deci

c) Daca grad(g)>4, atunci lim

X - 00

=+oo, dar dinipoteza rezulta lim

X - 00

<1, contradictie.

|g(%)|=0, deunderezulti g(x)=0, adici g=alf, cu aDR. Tnlocuind in relatia din enunt,

obtinemca |a|<1. Asadar, solutiile sunt polinoamele g=alf , cu aOf 1,1].
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Solutie

ab

01

1. a) Daca A BOG, A=
0 1

a bp
], B:[ J cu a,a0(0p ) si bb'OR, atunci

al@ ald+b
AB:[ 0 1 j si al@'0(0p ), al' +bOR.

12 21
b) Deexemplu, pentru C:(O 1} si D:(O J, scarataci CD#DC.

a
C) Searaticil,-A+A? :(o

2. a) Utilizand eventual relatiilelui Viéte, seobtineci a=0, b=-3 si c=2.
b) Daci f areradicina /2, atunci 2a+c+(b+2) 4/2 =0, deunderezulta b=-2 si c=-2a.

ab 2
1 ,cu a=1l-a+a” >0.

Apoi, f=X3+ax?-2X -2a=(X +a)(X2 —2), curadacinarationala % = -a.

c) Presupunemca f areradacina kOZ. Rezultd ci existi qOQ[X], astfelincat f =(X —k) Q.

Mai mult, coeficientii Iui g sunt numere ntregi. Folosind ipoteza, obtinem ca numerele (—k)[@(0) si
(1-k)[@(1) suntimpare, ceeace estefals, decarece (—k)(1-k) esteun numar par.
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Solutie
1. a) Princalcul direct, rezulta A% -B? =0,.

5 6
5 AX 2 3 4 _ 2
b) Searatici |,+A+A%+A% +A —I2+2[@A+A):(o J,

Atunci, det(1,+ A+ A% + A% +A%) =5,

n

1
c) Pentru nOZ oarecare, fie Xn:E j Searatici XZ=1,.
0

2. a) Restul cautat este polinomul r =2X +3.

b) Avem f =(X —x) (X =x) {X =x3) [X =x,), deci (1-x)L~x;) [1—x5) {L~x,) =F (1) =5.
0 90%) (%) (%) (%) =(1-x) (1) (2 %) (2 —x4) (2 ) ( L ) ( L ) 2 ),
deci (%) 0 (%)B(xs) (%)= f(D)F(-D =5.
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Solutie
1. a) Princalcul direct, obtinem A% =0,.
111
b) 13+A+A'=|1 1 1|, deci rang(l;+A+A")=1
111
L (100
c) Searatici (I3+A) =/ -1 1 0], sauprincalcul direct, sau observand ca
0 11

=1, + A =(1, +A) (1, ~A+A%).
2. @) Searati ca multimearadacinilor lui f este {0,-4-2i, -4 +2i} .
D) S =X +X +X3=-4a si S, = XX + XX + XX =20.
Sumadin enunt este S=2S? -6S, =8(4a2 —15).
c) Deoarece x, =x3 =-a, dinprimarelatie alui Viéte obtinem X =-2a si inlocuind in a douarelatie a
lui Vieterezulta aOf 2,2}.
Pentru a=-2,obtinen b=2a’>=-16, iar pentru a=2, obtinem b=2a®=16.
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Solutie

1. a) Scidem primaliniedin celelatesi obtinem det(A)=-8.

b) Scadem perand prima ecuatie din celelaltesi obtinem y=1z=t =% si apoi x=—%.
-1 1 1 1
- 1 -1 0 O
o) Seobtine A=t
211 0 -1 0
1 0 0 -1

2.a) Seobtine i+i+i +i -3 =2
X X X3 X 0§

b) Severifica prin calcul.

c) Observamci x=0 nuesteradicina pentru f. Ecuatia f(x) =0 este echivalentd cu ecuatia

t>+2t+a+2 =0, unde t:x—l . Pentruorice tOR , ecuatia f(x)=0 aretoate radacinilereale.
X

Ecua;iat2 +2t +a+2 =0 areradacinilereale daca si numai dacd a<-1.
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Solutie
. . . . L 4 3

1. a) Determinantul sistemului este A =-120. Seobtine solutiaunica ng’ y:g, z=0.
b a0

b) Determinantul sistemului este A=|c 0 a|=-2abc #0, deci sistemul are solutie unica.
0 cbh

. . . A 2+c?-a?
c) Folosind formulele lui Cramer, obtinem xoz—xzbc—a:cosA.

A 2bc
A fiind unghi al triunghiului ABC, avem AD(Oft ), deci ¥, =cosADf 11).
Analog obtinem y,=cosBOf 11) si z =cosCOf 1,1).

2. a) Deoarece a si b iauindependent cétetrel vaori, exista 3C(B=9 matrice in multimea G.
b) Severifica prin calcul..

c) det(A)=(a-b)(a+b). (Zs,+ [ fiind corp, din (a—b)(a+b)=6 rezulti a=b sau a=-b.
Intotal, exista 5 matricein G care au determinantul nul.
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Solutie

1.a) Severifica prin calcul.

b) Tripletul (0,1,0) esolutieasistemului, Da,b,& R, deci acestaeste compatibil.
Daci a+b+c#0 si a’+b?+c? #ab+bc +ca, atunci solutia precedenti este unica.
c) Dinipotezarezultaci a=b=c.

z=1-x-y
z=1

o _ [ x+y+ ) ) 2
Cum a=b=c#0, rezulta ¢ , "~ , o 1 1) (V2] -
X+y - =z-1 x+E + y+E = —2

A doua ecuatie din sistem are o infinitate de solutii, care sunt coordonatele punctelor de pe cercul de centru

X :—%+%most
Q —E,—l si raza r=£.80|u‘;iilesistemului sunt 1. 42 . ,cutOfoz).
2 2 2 Yt :_E+7 [$int

z =1-% —

2. a) Deoarece a, b, ¢ pot luaarbitrar cite 4 valori, exista 4[4[4=64 matricen multimea G.

20
b) Deexemplu, matricea A:£A AJ are proprietatile cerute.
01

2 2

w>

aD{i
cD{(),

} , deci a+cD{i§}.

c) Fie X:(a b)DG. X2 = } 9 - b(a+c)=f) =
0 ¢ 00 e

NE\SEY

c =0

Rezulti b=0. Obtinem patru matrice.
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Solutie

1.a) Severifica princalcul.
c-b a-c b-a
, Y= , Z= .
det (A) det (A) det(A)
¢) Avem ci rangul matricei sistemului este 2 si rangul matricel extinse este 3, de unde rezulta concluzia.
2.a) Searatica f(1)=1si f(2)=2 siapoici f(5)=5.

b) Sistemul este compatibil determinat. Se obtine solutia x =

b) Folosind ipoteza, se deduce ci f(anﬂ):(f(an))2 +1, OM N siapoi, folosind aceasta relatie, se

demonstreaza prin inductie concluzia.
c) Seconsidera gOR[X], g=f-X. Din b) avemci g(a,)=0, O N, deci g este polinomul
nul, asadar f =X.
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Solutie
1. a) Severifica prin calcul.
a bb 2 2 _
b) Fie Y=(b ajDC(A), cu Y2 =0, .Obtinem sistemul {:bJer O,cu unicasolutie a=h =0, deci
Y =0;.
) _(a 5b
c) Fiez= b a OC(A), Z#0,,cu a,bdQ.

Presupunem ci det(Z) =0, deci a®-5b® =0.Daca b=0, atunci a=0, deci Z=0,, fals. Daci b#0,
rezulta ca \/EDQ,faJs.

2. a) f(f))+ f (i)+ f (é) =3a+1=1

b) f =x3+2X%+2 are singuraradacina x=2.

c) Deoarece grad(f)=3, f esteireductibil peste Z; < f nuareradacini in Z5. Asadar az0 si
1+a=#0,deci a=1.
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Solutie
1. a) Severifica prin calcul.

b) olet(A—A‘):o|et(A—At)t :o|et(At —A) :—det(A —At), deci det(A—At):O.

c) A-A'#£0;, siinconsecints, rang(A—At)zl.

a b c 0 b-d c-g
Daci A=|d e f |, aunci A-A'=|d-b 0 f-h|.
g h i g-¢ h-f 0
Daci am avea rang(A— A‘) =1, atunci toti minorii de ordinul doi a matricel ar fi nuli.
a b c
Obtinem b-d=h-f =c-g =0, deci A=|b e f |, adica A=A!, fds.
c f i

Asadar rang(A—At)zz si cum det(A—At):O, rezulta rang(A—At):Z.

2. a) Notand x?=t obtinem ecuatia t> -5t +4 =0, cusolutiile t; =1 si t,=4.

Radacinilelui f sunt x =-2, X =-1, X3=1, x,=2.

b) Dl Q astfel ca h:a(x +%)(x —%)(x +1)(X -1). Obtinem h=4X*-5X? +1.

¢) Din g(-2)=g(-1) =g(1) =g(2) =2 deducem ca existd polinomul cu coeficienti intregi ¢, astfel
incat g(X)=f(X)m@(X)+2. Presupunem contrariul, deci ci existi nOZ, astfel inca&t g(n)=0.
Obtinem (n-2)(n-1)(n+1)(n+2) @(n) =-2.

Egalitatea anterioara avand loc in multimea Z, divizorii intregi ai lui -2 fiind -2, -1,1,2, obtinem

cd doud dintrenumerele n-2,n-1,n+1n+2 coincid, fals.
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Solutie
1. a) (o) =(-1)") =()? =1.
2

b) Avem o =e, unde e este permutareaidentica. Evident, g comutd cu permutarile e, o, 0”.

Searata, prin calcul direct, cd o nucomuta cu celelalte 3 permutari din S;.

2

c) Daca x0S; esteo permutareimpara (deci o transpozitie), evident, x“=e# o

. . : > (1 2 3
Obtinem unicasolutie x=0“ = .
2 31
2. a) Severifica prin calcul.
b) Se arata ca inmultirea matricelor este lege de compozitie pe G. Se verifica axiomele grupului abelian.

Elementul neutru este matricea X (0), iar simetricalui X (a)JG este matricea X(—1+%J 0G.
a

¢) Sedemonstreaza prin inductie ca
O N, Oay,a,..ad RY 1}, X(a)X(a,)0.0X(a,) = X ((a +1) fa, +1) 0. [, +1) -1) .
Pentru n=2009 si a =k, OK {12,..,2009}, obtinem t=2010!
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Solutie
1. a) Severifica princalcul.
b) Se demonstreaz prin inductie dupi nON .

-b
¢) Fie X o solutie. Din punctul a) deducem ca X =[Z aj' Cum det(X2)=1:> det(X) =1, deci exista

cost -sint oo
to[o;27], X =| XZ=A - cos2t=0 si sn2t=1 - t0] 7527
sint  cost 4 4
2.a) Folosind relatiilelui Viéte, se obtine i+i+i +i =a.
XX X5 X

b) Din teoremaimpartirii curest, &t ,BOR si qOR[X], f =(X =1)* [ +0X +p.

o [ 10078
f'M=a

. a=a+ “ .
, se obtine { Restul impartirii este: r=(a+8)X -7.

4 2)? 2
0 > Xg = [—j -2 % = ) <0, deci ecuatianu aretoate radacinile reale
k=1
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Solutie

1. a) rang(A+1,)=2.
b) Se demonstreaza prin calcul direct.
c) Presupunem ca ecuatiaare solutia Y OM, (C). Atunci, ALY =Y [A sidin b) deducem ca exista

0
x, yOC, astfel incat Y:(X j Cum det(Y)=0, obtinem x=0 siapoi Y2=0,, fas.
y X

2. a) Severifica prin calcul.
b) Se verifica prin calcul.
¢) Searata prininductieci Ol N, 0%, %, ... X0 R, x D60.0 x5 (¢ 1) 1p.0(xt 1} 1.

Obtinem 10205 0 —2g = o, 28 2204 50,
2 3 2008 2009 2 3 2008 2009
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Solutie

1.a) Searataci det(A-xl,)=0 = x0O{18}.
b) Severifica prin calcul.
c) Fie YOM ,(C), osolutieaecuatiei. Atunci, ALY =Y [A.

. _ A x 0 _ X3 =1 . e
Din b) rezulta ca exista x, yOC, astfel incét Y = 0 . Obtinem 5 deci exista 9 solutii Tn

y y° =8

M,(C).
2. a.) Saaratécﬁ f_1'2° f_L2: fl,O
b) Se aratd ca operatia de compunere este lege de compozitie pe G. Se verifica axiomele grupului. Se
demonstreaza ca elementul neutru este functia identica, f; o, iar pentru functia f, , 0G, simetrica sa
este fy y G, unde a':l si b’:—B.
’ a a

c) Elementele f_; , auordin2, Ok R.
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Solutie

1.a) Searatici det(A)=0 - mO{12}.

b) Daca mO{1,2}, sistemul este detip Cramer, deci este compatibil

Searata cidaca mO{1, 2}, atunci sistemul este compatibil 1-nedeterminat.

c) Daca m{1 2}, solutia unica este (1,0;-1), ceea ce nu convine. Daci m=1, solufiile sunt
(1-2;4;-1), 2 OR, iar dacd m=2, solutiile sunt (L ,-1-4), £ OR. Deci m=2.

2. @) Daci x=y=0, aunci x>+ y?=0.

0% Zs, xzm{é,i} si daci x#0 sau y#0, searatici x2+yZD{i§}.

b) Daca X =A(a,b)OH si Y=A(c,d)OH, xw=A(ac+ébd,bc+ad)DH

Daca X =A(a,b)0H, atunci d=a +b? ({12} si x*=Afad™, 2d*) OH

2 ,8K2 3

+ =

o x2=z1, o JF AL
ab=0

Pentru a=0 ecuatia 2b% =1 nu are solutii.

. o faAy 10) . 2 0
Pentru b=0 rezulta aD{LZ} si solutiile Xy =] . | si Xo=|. ..
01 0 2
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Solutie

1.a) Severifica prin calcul.
1 1 1|1 11

b) B=A+|a b c|+/a b c|=A.
2a 2b 2c| |3 3 3
c) Fie A(a, f(a)), Ay(b, f(b)) si As(c. f(c)) celetrai puncte, cu asbsc.

S[AAA] =%| B|a=) (b—<’n\)(c—b)(c2_a)(a b +0)

Cel putin doua dintre cele trei numere a,b,c au aceessi paritate, deci cel putin unul dintre numerele
b-a,c-b,c-a estepar. Rezultica S[AAA|ON. Searaticif(a), f(b) si f(c) sunt multipli de 3,
deci B estedivizibil cu 3, adica S[AAA;| estedivizibila cu 3.

2. a) Severifica prin calcul.

b) Searatica OX(a), X(b|J H, cu a,bD]R\{%}, a+b—lOab¢%, deci X (a)X(b)OH .

o) Pentru X =X(a)0G, X?=1, = X(2a-10a%)=X(0).

Seobtin solutiile X; =1 i X _1g4 3
: : 1=12 % 27513 -4/
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Solutie

1.a) Severifica prin calcul.

b) Seobtine (8x3+2x)A(x):o2 si apoi XD{~ '—2'—20}
¢) Presupunem ca ecuatiaare solutia X :(2 g
Rezulta det(X)=0 si X2=t[X, unde t=a+d.
Sedemonstreazd ci X% =t3[X, deci X =0, sau t=0. Inambelecazuri rezulta X2=0,, fals.
2. @) ggp=2 sl agg=0.
b) Din teorema impartirii cu rest, existd si sunt unice qOC[X] si abOC, adtfe incat
f(1)-f(-2) b f(1)+f(-1)

2 - 2 '
Cum f(1)=f(-1)=-2°", restul impartirii polinomului f la X?-1 este r=-2".

jDMZ((C). Atunci X* =(A(0))* =0,.

f :(X2 —1)&[1+ax +b. Obtinem a=

C) Fie zOC radacina alui f. Atunci (z+i)100:—(z—i)100, de unde rezultd |z+i|=|z~i| si
inlocuindu-l pe z=a+bfl, cu a,bdR Tnrelatiaprecedenta, deducem b=0, deci zOR.
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Solutie

a 11 111 1 1 1
La) |1 a 1=(a+2)l a 1y=(a+2)|0 a-1 0 |=(a+2)(a 1)

1 1 a 11 a 0 0 a-

b) Cum sistemul este compatibil determinat rezulta aOR\{ 2,1} . Deoarece (0;0;1) este solutie pentru
orice alR, rezultd ca (0;0;1) este solutia unica a sistemului.
c) Sistemul este compatibil nedeterminat si are solutia (a;a;1+a ).

19 1006
2. a) Pentru a=190Q, b=60Q, avem a®-10b? =1, deci A:[ jDG.

6 19
b) Pentru X =[2 1006 & v=(& 196 em xy=[2 1997} nge
b a b & o] a
a'=al +100 B 0Q si b"=bE +ad OQ si det(XY)=det(X)det(Y) =1.
o . . . * - * A n a, 1O[bn
C) Searata inductiv ca pentruorice nON , exista a,, b, 0N , astfel incat A" = b, 0G.

Cum b, >0, rezulta ca O N, A" #1, si apoi ci puterile matricei A sunt o infinitate de elemente
distincte ale grupului (G, 0).
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Solutie

1. a) Searatica B3=I,
0 01

b) B1=B?=[1 0 0].

010

ta+b +c)? {{a -b)° +(b <)} Ac -a)?) 0.

c) Obtinem (a+b+c) det(A) =

N~

2. a) Severifica prin calcul.
b) 0=02+0%, 1=0?+1%, 2=12+12, 3=12+32, 4=02+2%, 5=12+2?, 6=2%+32.
c) Searatiinductivea Oml NY, {x2n xDZ7}= H, deunde rezulta concluzia.
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Solutie

1. a) Searata ca sumaelementelor matricei A este S=90.
b) Severifica prin calcul.

¢) Searatiinductivca A"=32"1[A, O NY. Rezultica rang(A”):1, Om N7
2. a) Severifica prin calcul.
b) eOR esteelementneutrua legii , = OX R, (ae-2)X=e-6 = e=6 si a:%.

c) 6060 [0,6] = 36a-60, = am[é;ﬂ.
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Solutie
X X+2y—-z2=2
1.a) Daci X =|y |OMSj4(C), ecuatiaeechivalenta cusistemul < 2x+2y=1 . Sistemul este
z X+4y-3z=5

compatibil nedeterminat, deoarece rangul matricei sistemului este egal cu 2, casi rangul matricei extinse.
b) Severifica prin calcul.

6 2 2
C) Searatici A =| 6 —2 -2|. Rezultd rang(A*):l.
6 —2 -2

2.d) 7°-20% =1, deci 7+5J/20A
b) Severifica prin calcul.
2n+l

¢ Avem f(7+5/2)=-1. Ma mut, f[(7+5\/§)2n+lj:(f(7+5\/§)) -4, 0@ N,

iar sirul (xn)nDN:((7+5\/§)2n+lj  avetemenii distine, n z[V2].
n
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Solutie
a?+bc=0
b(a+d)=0
c(a+d)=0
(a-d)(a+d) =0
si a=d. Dinprimasi din ultimaecuatie obtinem a=d =0, deci a+d =0, contradictie.

b) Searatici (I,+A)(I,~A)=1,, deci (I,+A) ™ =1, -A.

c) Matricdledeforma X =agA, aOR sunt solutii.

2. a) Searataca f(a)=0.

b) Notand x®=t obtinem ecuatia t* -2t +9 =0, aecarel solutii au |t;| =[t,| =3.

Rezulta | x| =[%| = /|| =v3. || =|x4| =V/3 si sumaciutats este egala cu 4v/3.

¢) Evident, BO A. Fie a:g(a)DA. Din teoremaimpartirii cu rest, existd si sunt unice q,hDQ[X],
cu grad(h)<3, astfel incét g=(x4—2x2 +9)E11+h. Rezulti o=g(a)=h(a)0B, deci ADB.

1. a) Din A?=0, obtinem sistemul: . Presupunemca a+d#0. Rezulta b=c=0
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Solutie
1. a) Severifica prin calcul.
b) det(A—At):det[(A—At)tj:det(At —A) :-det(A —A‘) deci det(A—At):O

: +1
¢) Minorul ‘:—l este nenul.

2. @) Pentruorice xO[Op ), avem f(x)=x%+p® +qX +r >0.

b) S =x+X +X3=-p, S=XX +XX3 +XX3 =0.

X +33+38 =-p ([S? -25,) - 18, 3 = 43pq 3.

¢) Fiepolinomul gOR[X], g=X3%-(a+b+c)X? +(ab +bc +ca) X -abc, curadacinile a,b,c.

ab,c delui g nusuntinintervalul [0,). Asadar, a,b,cOfe ,0).
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Solutii
1.a) Searataci A®=0;.
a d g
b) Daca x =|p e h OM,(C)> din AX =X[A rezulta g=0, d+g=0, a=e+h, d=h,
c f i
a+tb=f+i, d+e=i si g+h=0.Seobtine g=d=h=0, a=e=i si b=f.

c) Presupunemci existi X OMj3(C), astfel incat X* = A.

a 0 o0
Rezulta AX = X [A. Dinb), exista a,b,cOC,astfdlincdt x =|p a o]
c b a
0 00
Din X*=A, rezultici det(X)=0, deci a=0. Seobtine X*=| 0 0 0|#A
b> 0 0

2.a) f(3)-(1 =a(34 —1) +b(3 -1) si rezulta concluzia
b) Seobtine f(x)-f(y) :(x—y)(a(x +y)(x2 +y2) +b).

¢) Cum b-1 divide 1 rezults b0{0,2} . Daci b=0=a=1, ¢=3. Daci b=2=a=-— 7.
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Solutii
1. a) Secalculeaza det(A)=(a-b)(b-c)(c-a)
b) Searata ca unicasolutieeste x=y=z=0.
c) Seobtinsolutiile (a,-a,0), cu aOC.
2. a) 9407 si 9°-5M@% =1, deci zOM
b) Searatausorci 0z,z5 M, avem z[Z,0OM si zZ'0OM.
C) Sedemonstreaza ca pentru z=9+4/50M, Ok,m N, cu nzk, avem 2" #Z~.
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Solutie
l.a) Searatacd S=0;.
b) Secaculeazi A?=14[A, apoi BIC=1,+(15a+1) [A si seobtine a=—%.
) Sefolosesterelatia A% =14[A si se demonstreaza prin inductie matematica.
2.d) Deoarece 0=¢° —1=(£—1)(a2 +e+1) si eOC\R, rezulta concluzia
b) Determinantul sistemului este A=(8—1)(€2 —l)(82 —s) #0, deci sistemul are doar solutia nuli
x=y=z=0.
¢) Dinipoteza, exista gOC[X], astfel incat fl(X3)+Xf2(X3)+X2f3(X3):(X3—l)@(X).

2

Deoarece numerele 1, € si € sunt radacinile polinomului X3—l, Se obtine sistemul

& +ay,+ag=0
a +a, E+ag (82 =0, unde a = f, (1), 0K {123}.
a +a, [2° +ag [£=0
Folosind punctul b) sededuce ci f,(1)=0, 0Kl {1,2,3}, deunderezulta concluzia
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Solutii

1. a) Severifica prin calcul.
X = pgr
b) Prin calcul direct se obtine unica solutie y=—(pq +or +rp) .
Z=p+q+r
©) Numerele p, g, r verifici aceeasi ecuatiedegradtrei x* —x* —x+1=0, cusolutile x, =x, =1,
X, =-1, deci p=q=1 sau p=r=1 sau q=r =1.
2. a) Aare 25 de elemente.

a b 5 a’-b?>  2ab 1
b) Daca X=( jatuncix =, = = .
-b a 0

= O

—2ab a?-b?

_ (0 2) (0 3) (1 0) (40
Obtinemmatricele | . |, | . .||~ ~[i]~ =«
3 02 0)10 1) (0 4

. 1 2 . A . . .
c) MatriceaY :[A AJ # 0O, are determinantul 0, deci nu einversabila.
31

J - a?-b®=1si ab=0.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Solutie

1. a) rang(A)=1.
b) Severifica prin calcul.
¢) Pentruorice nON, n=2,
not -1 4 4\ 2P a0
Co = A"B-BA" =A™ (AB -BA) +(A™B -BA"?) A=A" B 4G, .

Folosind relatia anterioara, se demonstreaza prin inductie concluzia.
2. a) Avem f(-)=f(@ =0 siobtinem a=-4 si b=12.

b) Deoarece ecuatia are coeficienti reali, daca admite radacina x =i, vaaveasi radacina x_2=—i , deci
polinomul f sevadividecu (X -i)(X +i):X2 +1, adica a=4 si b=-12.

c) Radacinile X, X5, X3 sunt n progresie aritmetica, deci existda z rC astfel incdt % =z-r, X =2
si X3 =z+r. Obtinem x +X, +X3 =32 =3, deci z=1.

2+ +x& =(1-r)? +1+(1 +r)? =11, deci rOf 2,2}, iar radacinilesunt -1,1,3.

Infina, a=40xX +XX; +X%) =4 si b=-4xXx3 =12.
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Solutie

. . 10 01 00 00
1. Patru matrice, si anume , , , .
00 00 10 01

3 -2
b) det(A)=1#0, deci matricea A este inversabila. Se obtine A‘lz[ jDM :

-1 1
ax+bz=1
' (a b . - (XY -1_ ay + bt =0
¢) Fie B_(c d)DM inversabila,, cu B —(Z t)DM- BB =1, < cx+dz=0"
cy +dt =1

, . 1 0) . 01
Deoarece a,b,c,dON, seobtin solutiile Bl=|2=(O 1) i Bz=[1 OJ'

A TN a .
2. @) Adunand relatiile lui Viete, XX, + XXg + X Xq +XoXg +XoXq +X3%4 :I si

8 . A . .
XqXoXg + X Xo Xy + X XgXq +XoXgXy = = si grupand, obtinem concluzia

b) Avem x +X4 =%, +X3 =4. Folosind atreiarelatiealui Viéte, obtinem »x, + XoX3 = —2.
Dinadouarelatiealui Viete, obtinem a=14.

C) X, X, X3, X4 sunt in progresie aritmetica, deci exista z,rOC, astfelincdt X =z-3r, X =z-r,
Xg=Z+r si X, =z+3r. Avem X +X, =X, +X3 =4, deci z=2 si din b) obtinem a=14 si

X X4+ XoXg = —2. Rezulta r?=1 si b=-15.
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1. a) Searatici AB=BA=0,, deci AB+BA=0,
b) Searatica rang(A+B)=2 si rangA=rangB =1.
C) Sedemonstreaza folosind faptul ca AB =BA =0, si binomul [ui Newton.
2. a) Deoarece f(-1) =0, seobtine a=6.
b) Observamca x, =0 nuesteradicina pentru f.
1 1 1

Pentru 10{1,2,34}, x eradicinaalui f « x'+ax+4x’ +1=0 « l+aF+4—-+—=0 =

X XX
- 1 esteradacina alui g
%
41
c) Din » = =-8<0 rezulti concluzia

i=1 Xi2
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Solutii

20
1. a) Searatica AB=BA= :

5 2
b) Severifica prin calcul.

x 0
c) Daci X este o solutie a ecuatiei, obtinem ci X OC(A), deci existd x, yOR, astfel incat X =( J Rezulta
y X
2 2 _ _
X~ + X 0 X“+x-2=0 x=1 X=-2
=A, deci , adica { sau { . Se obtin solutile X, =B,
2xy+y X2 +X (2x+1)y =3 y=1 y=-1

([2 0
2l —2)
: _ _ (x+1)(y+1) >0
2. @) Fie x, yOG. Avem 1+xy[(0,2), deci 1+ xy >0.Atunci, xOyJ G = , adevirat.
(x=1)(y-1)>0
b) Severifica prin calcul.

Q) f(x)—f(lDEDD% f(l@f(%} (} Lad ol L pin 12Xt rqum x=22,
3 o] 345710 1+x 45 23

9 2 3 45
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Solutii
1. a) Severifica prin calcul.
a’+bc=0
o, , , b(a+d)=0 ,
b) Din A® =0, obtinem sistemul: . Presupunemci a+d #0. Rezulta b=c=0 si
c(a+d)=0

(a-d)(a+d) =0
a=d. Dinprimasi din ultimaecuatiedin sistemrezulta a=d =0, deci a+d =0, contradictie.
¢) Dinpunctul b) avemci a+d =0 sidin A*=0, deducem det(A-x0,)=x*.
Obtinem det(A+21,)=4.
2.8 (a150G - a”’-3015°=1. Seobtine alf 26,26}.
b) Pentru (a,b),(c,d)0G, avem ac+3bd,ad +bcOZ si
(ac+3bd)? -3(ad +hbc)? :(a2 —3b2)(c2 —3d2) =1.
c) Se verifica axiomele grupului. Se aratd ci elementul neutru este (1,0)0G si O(a, b)) G, simetricul
acestuiaeste (a,—b)OG.
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Solutie
1. a) det(A)=-2#0, deci rang(A)=2.
-3 -3

b) Searatica f(B)= [ 3)
) Daca X OM,(R) si f(X)=B atunci tr (AX — XA) =tr (B), deci 0=2 fals.
2. 8) X +x5+x5 =(x +% +x3) —2(x% XX HXoXg) =-2a°.

Xfio a2 a l
b) x eoradacind apolinomului f « f(x)=0 - X+a’-a=0 « 1+=-==0 - >

XX 1

este o radacina apolinomului g.

1 1 .1 . . .
¢) Notimcu —, — si — radacinile polinomului g. Deoarece X2 + X5 +x5 = 2a <0, rezulta ci f
X X X3

. 1 . . .
are o singura radacina reala, deexemplu x . Atunci, —OR esteunicaradacina reala alui g.
X

Presupunemca ¥ =—, decica % Of 1,1} .Daci % =-1 este radicinacomuna apolinoamelor, din
X

f(-1)=0 deducem a?+a+1=0, fas Daci % =1 este radacinacomuni apolinoamelor, din f (1)=0
deducem a®-a+1=0, fas.
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Solutie

1. a) Determinantul sistemului este A =-5a +20. Obtinem a=4.
b) Daca A#0, sistemul este detip Cramer, deci este compatibil.

1
Pentru A =0, deci pentru a=4, unminor principa este Ap=‘2 ‘ iar sistemul este incompatibil daca

1 21
sinumai daca A.=|2 -1 1]#0, adicapentru bz4.
7 -1 b

¢) Din x+z=2y sidinprimaecuatie rezulta y:%.Dinprimeledouéecua;iideducem x:% z:—%
si din ecuatiaatreia, singuraconditie este a+4b =20, verificata de o infinitate de perechi

(a b)0{ (26- 4b,b) |6 R}.

2. a) Severifica prin calcul.

b) Cum sint0Z, cost] Z si sint+cos’t =1 rezulta ci sint =0 si cost =+1 sau sint=+1 si cost=0.
Dei t:kg, KOZ .

c) Severifica axiomele grupului. Elementul neutrueste X(0)=1, si pentru X (t)0G, (X(t))_lz X(-t)0G.
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Solutie
1 a0
1.a) Determinantul este [0 1 a|=1+a’ #0.
1 0 1
. . 1 _a _al 5
b) Seobtinesolutia Xy =——, Yo=— Zp=———, CU Yy =% .
a%+1 a%+1 a
1 -a a?
a?+1 a’+1 a’+1
c) Dupa calcule, seobtine A= 2a 21 z—a .
ac+l a“+1 a“ +1
-1 a 1
a?+1 a’+1 a’+1

2. a) Seobtine e=6.
b) Searata ca corespondenta este 0 lege de compozitie pe G. Se verifica apoi axiomele grupului.

Se obtine ci elementul neutru este e=6, iar simetricul lui XxOG este X =5+ 15DG.
X_
x-5=a>0 ab=c
¢) Notaim < y—-5=b>0 si obtinemsistemul < bc=a, cuunicasolutie a=b=c=1.
z-5=c>0 ca=b

Singura solutie asistemului initial este x=y=z=6.
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Solutie
a b a’+al +a2 by +ab, +agh; 14 28
l.a) A'=|a, b,| si obtinem B= 273 22 23 , :[ J
a by ayby +agh, +aghy b +b +b5 ) (28 56

a,[° al |a, a

b) Seobtine det(B)= |t 2| 4% % % | 54
b by b by by by
& &

c) Punctele B, B, B;, O sunt coliniare -

=0, Ok O {123}.
b
Z(k Z‘zo, Ot k1 {1,2,3}, t#k sirezultd concluzia

2. @) Numarul elementelor multimii este |Zg |‘
b) Severifica prin calcul.

det(B)=0

L —52 =25 unde L={ab} OZs.

c) Severifica axiomele grupului. Pentru a,b0Zsg, notam A(a, b) =

O O
o
oy T

Elementul neutru este 1, = A(@, 6) ,lar simetricamatricei A(a,b) este matricea A(-a, —b) .
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Solutie

2 1
la) A’= =A+l,.
) #=[2 JJ=an,
a b a b
b) X = .Din ACX =X [A, rezulta b=c,d =a-bdeci X = .
cd b a-b
Dacidet(X)=0= a”-ab-b* =0.Daci b=0= a=0= X =0, contradictie.Dacib # 0,impartind prin

b=1t?-t-1=0,t :% 0Q, fals.Deci det X #0, adica X este inversabila.

F E 11
¢) F, =1.Demonstram prin inductie Verificare. n =1; A =( 2 1) =( j . Presupunem adevirata pentru nsi

F F) (1o
F F (1 1) (F F
demonstram pentru n+1.A”+1=[ n+l “][E jz[ n+2 n+l]_
F, F.,)1 0 \F, F,
12345 (123 45
2 135 4) 1325 4

b) Prin calcul direct se obtine ca ord( 77)=3 .Deci H :{e, T, 722} .

2a) o DT:( j Cum aceste permutéri nu comuta, rezulta concluzia.

o) Fie 7, 7 OH = 7/ OH .Cum H estefinita , rezulta H estesubgrup al lui S;.
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Solutie

a1 [1 2 3 45 6)

la) o = .
6 1 42 35

b) m(o)=7 m(a‘1)=7.
¢) £(0) =1 Daci ar exista o solutie x atunci g(x4) =&(0) sau 1= -1 contradictie.
2.a) x>1y>1= xy-x-y+2>1, deoarece(x -1) ffy -1) >0.
b) f(xy)=xy-1f(x)of(y)=(x+1)o(y +1) =xy 4.
c) Fie f ™:G - (0,0) care esteizomorfism, ™' =g si deci

xOx.0 % 1025=(g(x)" = g(1025) - (g(x))* =1024 - (x-1)"° =1024= xDf 1.3 .
10

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Solutie
La) AfX +Y) = AX +AY =X [A+Y A =(X +Y) B= X +YOC(A).

. ab .
b) Fie A=EC dJ.Dm ACE, =E A A[E, =E, A=a=d,c=b=0= A=al,.

c) Daci oricaretrei seafla in C(A) atunci exista a OC, A= a1, = apatramatrice seafla in C(A).

1 1 23 45/(1 2345 12345
2a) x=a [, x= = .
32145/){21453 2 3451

12345
b) alb= ; ord(ab) =5.
2 3451
c) ord(b) =6=b* =e echivalent cu 6|k .
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Solutie
1 - 10
la) AB= ; B[A= AB# BIA
0 1 11
b) Prin calcul direct.

o 2 1 . — . o - o n 1 —-n O
c) Notam C=A[B.C* = 0 1 apoi prininductie completa searatd ci C" = 0 1 , 0 N

deci raspunsul este negativ.
2a) X3 -2[X -1=(X +1) .

b) Q= X3 -2[X -1 aretrei radacini rede: x =-1,%, =% +§,x3 =% —%.
c) Prin inductie completa dupa n .Pentru n=2,Q, = P: P. Presupunem afirmatia adevarata pentru n si o
demonsram pentru n+1. Quy = X™ ~Fyy X =F, =X X" =F, X —F,) +F, (X2 -X -1, deunde

rezulta afirmatia .
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Solutie
1.3.) Xn+1 = al](n -b B’n ’ yn+1 =b |}n +a @'nDeCI X1§+1+ yr%+1 :(a2 +b2) [@Xf% +Y§)
b) Sirurile (x,) . (y,), sunt marginite = (d,) ,d,=x; +ya, 0 N este mérginit.

dn+1=(a2 +b2) m"deci d, :(a2 +b2)n [@xg +y02). Daci a® +b% <1= d, <X +y2, 0 N.

Daca a® +b? >1sirul (d,,) este nemarginit.

Xn n o %o n nr . nm
=A = X, =2 [dos— -y, [Sin—
Yn] [ﬁyoj & Eéxo 3 P 3J

gA=2m 3 3.
. IT Vi
Sn— COS—

3

cos” -snZ (
Deaici rezulta relatia ceruta.
20) 12=10" =12,52 =9 =4, 3 =82 =0, 2% =7 =5, 52 =62 B ecuarianu are solutii in Zy; .
b) Numrul este 10112 =1210.
¢) Daca polinomul are o solutie allZ44, atunci a’+a+1=0, deci (§a+i)2 =8, fals. Cum polinomul dat are gradul

doi si nu areradacini in Z,,, rezulta concluzia.
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Solutie
La) f (A)=A%=1,.
b) f(X+f(X))=AX +AX) =AX +A* X =AX + X =X +f(X).
c) Fie f(X,)=f(X,)= AX; = AIX, = X, = X,, decarece Aesteinversabila, deci f esteinjectiva. Fie
Y OM,(R).X =A™ [Y este o preimagine alui Y .Rezulti f estesurjectiva, deci f este bijectiva.
22a) X,YOM = AIX =X [A ALY =Y (A= AQX [Y) = (AX) IY = (X ) [Y = X {ALY) =
X Oy ) = (X OY) CA.
b) Fie X,YOG = det(X)#0,det(Y)#0,det(X [¥) #0si XYOM = XYOG.

1
— 0
i ab a o0 i a
XOM si X = =X = .Cum det(X)#0=a#0.X "= 0G
c d c a ~c 1
a’® a

a o -1 0
c)FieX:[C aj,xz:I2:>c:0,a:1rl.Deciexistéunelementdeordindoi XZ(O J.
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Solutie

X, Xo Xo 3)
1l.a =A =% =3y, =2 =A = X, =17,y, =12.
: (ylj [EYO) nTERES [YJ [EZ ? V2

b)Demonstram prin inductie. , + Y, 3/2 =1,% +y; &2 =3 +24/2 .Presupunem adevarat pentru nsi
demonstram pentru n+1.

Xat1+ Yo Q/2 = 3k, +40, +(2xn +3yn)x/§ = (3+ 2\/5) Eﬁxn + ynx/i) =(3 +2x/§)n+l.

=3 +4
C) Xn+2 D(n+1 Wnﬂ; Deci Xn+2_65(n+1+xn =0,0® 0.

Yez =241 +3 W04

28) 3x°=3=x2=1= xD{l,G}
b) ord(3}=6

—_ N —_ —_ —_ - AN 3 N N
¢) Presupunem ca f este un morfism de grupuri. f(OJ =1f (0] =f (2+2+2J :(SJ =6 =1, contradictie.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Solutie

a(x+bj
1a) d=2o f (=
a c(x+dj

c
b) Fie x,,%, >0al. f (%)= f(x,)= % (ad —bc) =x, (ad -bc), deci x =x,, adici f esteinjectiva.
_ax+b _ax+hb

cx+d c¢x+d;

pentru n+1.( f ofo...of)(x):‘fjl"f(x)-'-bn = a”+1X+b”+1,deoarece A= An = O B, A.
T wro Cnf(x)'|'dn Crea Xt Oyag ¢ dy

) 10 a 0) (0O b a+tl b
2a) Fie XUOG, X= =det X =a+1#0.
01 0 0) l0 O 0 1

b) A=A B?=0,,AB=B,B[A=0,.Fie X;,X,0G; X= |+ aA bB, X,= I+ aA+ bB
-1_ a b

oo

¢) Inductie dupa n.Pentru n=1= f (x) .Presupunem adevarata pentru nsi demonstram

X X :|2+(a+al +aa')A+(b +b +bb')B, a+a +aa #-1.(X;) =1, —A——lB,deci G este un grup.

Ca+l a+
0 X?=1,= X =1,-2A+bB,b OR.
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Solutie
la) A=14m-4#0= mDR\{%}.
b) m=2.
7

2
©) d;Ndy ={(7,-3} 5(7,-8) Odh = m==.

N

2.a) det A=mD% 1}. Cum (Zs, +, Jeste un corp comutativ , rezulti ca Aeste inversabila. Searata ci ABA=B.

m n m n mm mn +n
b)llelo.Fle Xl,X2DH:>X1: N N ,XZ: N N 'XlD(ZZ n n DH,da)areCe
0 1 0 1 0 1

mm'D% 1}.

m2 mn+n ;I\. 6 A A A A A
Q) X2=1,, X, Zl,=| . A= | = mP =l n(m+lj=O.Pentru m=1n=0= X, =1,,fas
0 1 01

n

Pentru m=-1,n0Zs = 5 solutii.
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Solutie
La) f (A)=A*=0,.
b) f(f(X))=f(AX)=A’X =0,.
¢) Presupunem f (X)+f(Y)=1,= A(X +Y) =1,si aplicimpe f = f (A(X +Y)) = (1,)= A*(X +Y) = A
=0, = A, contradictie.
2a)At=£2 éj:AAtzlz,deci AOP.

b)FieABOP, AIA= |, =>det( ADA' ) =1=> det(A) et A') =1 = det(A) # 0 = Ainversabil
= A'= A" = P=GL,(R) =grup.
0) X = A [B;det(X) =(det A™) [fdet B) #0= X OGL, (R} P.
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Solutie

1 cd
1a) Mgy Mg=l0 1 0|00 1 0[=[0 1 0 [=Mgcpig
0 01)(001 0 O 1

b) My, =I5 este elementul neutru .Pentru orice matrice M, , 0G, existd matriceaM _, _, G  al.
Map M _gp =Mgo =M_g oy Map. . Mcg Map =Mesa g =Maschid Map Meg.

0 ab
©) Myp,=-Mip, =M =l -a 0 0|=det(M)=0. Daci a=0,bOR"= rang(M)=2.

-b 0 O
Daci a=0,b=0=rang(M)=0.Daci aOR"=rang(M)=2.
2a) ord(e) =1, ord(a) =ord(b) =ord(c) =2.Deci x=e este unicasolutie.
b) 0% K,¥ e= K estecomutativ. Daciab=a=b=e, fas Daciab=b=a=g fals.
Daciab=e=b=a'=a,fas. Deciab=c.
¢) Nu sunt izomorfe deoarece K nu esteciclicsi Z, esteciclic fiind generat de 1.
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Solutie

6 2
la) B?= =2B.
-6 -2

b) A> =2A= a” +bc =2a;b(a+d) =2b; c(a+d) =2c;bc +d* =2d. Daca b# 0= a+d =2, contradictie. Deci
b=0. Andogc=0. a’=2a,d? =2d,a+d #2= A=0, sau A=2l,.

¢) d =2-a;det(A) =ad -bc =a(2 -a) -bc =0.

2.a) Aplicam agoritmul lui Eucid. x° —1:(x4 —1) re +(x2 —1). x* —l:(x2 —1) [@x2 +1) ,deci (f,g)=x*-L1.
b) 8 solutii distincte.

o) f(x)=(x-1) ifx+1) ((x® +1)
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Solutie
13, (13 0 2y, (0 -2
la) A= A= =A= AOP;B= :B' = =-B= BOQ.
31 31 -2 0 2 0
) 0 a 0 b -ab O t
b) Fie ABOQ= A= ,B= . AB= =(AB) = ABOP.
-a 0 b 0 0 -ab
b by (-a -b 0 b
o x=2 xt=x=|? %[ P|sazd=0c=b.x= .det(X) =b? 20.
c d c d -c —d -b 0

2a) f'(x)=3x"+4x+3>0,00 R = f estestrict crescatoare.
lim f(x)=—co,lim f (x) =0, f estecontinua deci are P.D.= f (x) =0are o unica solutie reala.

X — —00 X - 00

TORE

c) Daca f =gh,grad(h) 21 grad(h)21= f =gh, deci f este reductibil, contradictie.

N AN
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Solutie
) Xy
la) FieY = ¢ i AX =XA=t=Xy=32
z

2
b) Det(X)=x*-3y* =0;Daci y=0=x=0= X =0,. Daca y¢0:>[§j :3:>§D{t \@ , contradictie.
y y

9 pacs x=[2 ®|v=[® ¥ abcdnzs xy=[2rPd 3berad)
b a d c bctad ac+3bd -

Utilizand metoda inductiei matematice, rezulta concluzia.
2a) f(1)=0.

b) (g X T - Z[Jskzj;ss)(i X ] =-5,

c) f(x):(x—l)(x4 +3x% +2x +2); X +3x% +2x +2 :(x2 +1)2 +(x +1)2 >0.
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Solutie
la) a=2,b=0.
b) a=4,bz-2.
c) az4db=-a+2= x,y,z0Z .Pentru a=4,b=-2.
2.8) Cum a,b,c0Z, si variaza independent , rezulta ca A are 8 elemente.

a 0 0)(a00)(a 0 0
b)]0 a 0|00 a 0|=| 0 a® 0 |.Daci a=0=>X?=0,.Daci a=1= X2=1,.
b c a/lb ¢ a 0 0 a2
000
¢) In egalitatea X ? = 0,trecand la determinant se obtine a=0.Cum X =|0 0 0|,b,c0Z, verifica
b c 0

egalitatea X2 =0,, rezulti ca avem 4 solutii.
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Solutie
la m=7.

b) Ml(ll):l\/lz[m,3m+4j

2m-9 12 -m
25 ' 25 3

= TJ ,mOZ.Consideram m=25k +7,k 0Z .

0) s:%[]]A|,A:2i5(—m+7)(14 -2m);S =1 =m{213 .

2.a) f(-1)=0.
b) f(x)=(x +1)(2x2 -(a+2)x +2); radacinile sunt reale pentru alfe + 6]U[20 ).

1
0) % =-1Lx =X_;|X2 | +]%51=2 <|% |1 = alF 6,2].
2
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Solutie
1a) det A=(m-1)°.
b) Daca m#1=rangA=3.Dacia m=1=rangA=1.
¢) Caz de incompatibilitate m=1.

. .. 3 . _ -3 :
Daca mOZ\{} =X=1+——y=0;z=——. Ded m|3= mO{ 2,0,2,4}.

2a) Se verifica prin calcul.
b) a =[1234], 5 =[1342].

0 xBl=aX e ax=xpB. y=x
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Solutie
la) B'=A'+A=B,
1 x vy
b) Dinipoteza rezulta A=| -x 1 z|, X,y¥,zOR, deci det(A)=1+x2 +y? +7% 1.
-y -z 1

c) Daci x+y:0:y:—x:>B:x(A—At):detB:O.
2.a) x(x2+1):0:>x1:0,x2:i,x3 =-.
b) i(p+2)+p+q-2=0,p,q IR= p=-2,q=4.
S =X +x +x5,n0ON.§= - pS, ;- 05,38 3.
0 $=35=0S,=2p,S; =-34,S, =2p>, S =5pq.
S =-2p° +39%, S, = 7p’a.
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Solutie

1.a) A’ = . Se verifica relatia

oS O k-

11 1 2
1 0;A*=|0 O
01
b) A3 — A= A2 —I3;A5 —A3 = pf —A2;A7 A5 =p8 _A4;."'A2n+l_A2n—l — A2N _ p2nL
Prin insumare obtinem: A% — A= AZ" —| s AZ*2 A2 =AM A
A2n _A2 :AZn—l -A= A2n+l_A2n—l :AZ —A:|3; A2n+2 _A2n :A2 _|3
¢) Demonstram prin inductie. Verificam pentru n=1, n = 2. Presupunem adevarata pentru toate valorile
<n-1si demonstram pentru n. Utilizand relatia A" = A" + A -1, rezulti concluzia.
2.8) x* —1=0are solutiile complexe: x, =1,%, = 1, X3 =i,X, =
-1+i+/3
2
0) X°=1=(X ~1)(X +1) (X2 =X +1)(X2 +X +1).

b) P, =(x-1)(x~&)(x =&,) unde &, =
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Solutie
1.a) [A A’]= A - A° =0,
b) Fie A:(a bj;AD:( d _bj. ACA” = A [A.
c d -c a
¢) [A,BC - CB] = ABC — ACB —BCA +CBA. Prin permutari circulare se obtin celelalte doua relatii.Adunand
Se obtine egalitatea.

2.3) 0<a<1,0<b<l1=ab0(01),(+ a)(x bp (0,1)

b) f'(x) :( 1 ? >0, 0= f strict crescitoare, deci injectiva. f este continua deci are P.D.,
x+1

lim f (x)=0,lim f (x) =1=Imf =(0,1) = f surjectiva, deci bijectiva. Se verifica egalitatea

x-0 X - 00
x>0

0) f(l):%; Oy> 0, f(y)= x;f(y3): xoxox= f (1) = y*=1= y:1:>x:%.
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Solutie
la) D, =3 D;=4.
b) Se dezvolta determinantul dupa primalinie.
¢) Se demonstreaza prin inductie. Verificare pentru n=2,n =3. Daca este adevarata pentru

2<ks<n-1D,=2n-(n-1) =n +1.

2.8) Z,x7Z, :{(oo][MJ

b) (xy)* =ex%y? =ee=e.
0 x=x400 G &b G=(ab) =ab=bla™=ba.

{1, Oj ,(L 1}} .Se completeazi tabla operatiei de adunare .
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Solutie
1a) A2=3Ax=-

Ol

1
b e
VB ph

¢) Prin calcul direct.
28) X =2%3="-1 +i/2.

b) S, =x+X} +X§, Ok 0, S= 3,S= 0,S,= 2, $;,=18, S, =2.
) Sescriurelatile lui Viéte, se obtine m=0.
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Solutie
1.a) Ay (L2).
b) y =2x.
€) X =@ by, Y =0 Yy X = aX% + by, Y, =X+ ;X =@ +bys, Yg = O +dls.
Se utilizeaza proprietati ae determinantilor.
2.a) 16.

b) Se verifica prin calcul direct.
c) X=lzsau X=03.
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Solutie
la) detA=0
b) Se verifica prin calcul.

0) det(l;+xA?) =(1-6x)* 20,0 R.
2.8) X =-LXx, =i,% = 4.
b) p(1)=0,p (1) =0=a=-2b=0.

¢) Singurele radacini rationale ale polinomului p(x) = x> +ax® +x +1 sunt x=+1=a0f 373},

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Solutie
1.a) AB=0,
b) A% =3A, AB=BA=0,,B% =3B. Severifica relatia
¢) 0K R”= M, esteinversabila, deci det(M,)#0.
2.8) Aplicam relatiile lui Viete, Y % =a,XXXsX, =1, Y %X;% =a
i

i<j<k

b) Daca sedivide, atunci p(1) =0, p(-1) =0= a=1=-1, contradictie.

¢) Seimparte ecutiareciproca f (x)=0prin x°, se noteaza x+ 1ot ec
X
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Solutie

1.a) Se dezvolta determinantul; se obtine det A=1+a? +b? +c?.
b) AA" = det Arly = det Adet( A') = (det A)* = det Adet(A') = (et A)®.
Cumdet A% 0= det( A') = (det A)?.

a’> ab ac

c)Avem A-l;=| ba b® bc| siseobservi ca orice minor deordin 2 a matricei A este nul. Caurmare,
ca cb c?

rangul matricei A— 5 este cel mult 1.
2.8) Daca f(x)=f(y)>ax=ay=a'(ax)=a'(ay)= x=y, adici f esteinjectiva.
Pentru orice yIG , considerand x=a 'y G, rezulta f (x) =y, deci f este surjectiva.
b) (fae fu)(x) = fa(fo(x)) =a-fy (x) =a(bx) =(ab)x =fa (), BA G.
c) Compunereafunctiilor este asociativa. Elementul neutru este 15 = f, OF (G),undeeesteelementul neutru

din G. Daci a™* este simetricul lui alJG, atunci f-1 este simetricul elementului f,0F(G).
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Solutie

1. a) Princalcul direct rezulti det A:3(l—m2).
b) Daca mOR\{ 1,1} rezulta det Az 0, deci rang(A) =3.
Pentru m=1 sau m= -1, exista cel putin un minor de ordin doi nenul in A, deci rang(A) =2,
c) Daca mOR\{ 11}, sistemul este compatibil determinat.

1 -1 -1|1
Pentru m=1=A=|1 1 1|0 |, caeare rangul 2, egal cu rangul lui A, deci sistemul este compatibil
1 3 3|1
(nedeterminat).
1 -1 1)1
Pentru m=-1=A=|-1 1 -1|2 |, caeare rangul 3, si cum rang A=2, rezulta sistemul este
-1 3 3|1
incompatibil.

2. a) Severifica prin calcul direct ca xOyl GJL] Xl G,, adica operatia,, [I' este corect definita pe G,.
Folosind definitia se verifica si asociativitatea si comutativitatea operatiei. Elementul neutru este e:%, iar
simetricul oricarui element xOG, este x'=18x_35 =2+ 1 D(Z?o )= G,.

9(x-2) 9(x-2)
b) Searati ca f este bijectiva si ca f (x0Oy)= f(x)-f(y).Ox8¥ G,.
c) Daci x,yO(aee ) si a =2, atunci xOy= 3(x- 2)(y- 2)+ 6(a-2)+a za, deci G, este parte stabili a
lui R Tnraport cu operatia,, (1.
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Solutie

1. a) Din primele doua ecuatii rezulta ci daca (X,, Y,,0,0) este solutie, atunci X, =0, Y, :%. Dinatreia

ecuatierezulta p=-2.

b) Matricea sistemului, notata A, contine minorul

_:‘=21¢0,deci rangA=2, Omnl R.
¢) Daca rang A=2, orice minor de ordin 3 a matricei A este nul. Se obtine astfel m=2, n=-12. Alegand

2
minorul principal 1

_93‘ =21#£0, dinteorema Rouchérezulta p=-2.
2. a) Se verificd prin calcul direct asociativitatea si comutativitatea. Elementul neutru este (1,0) iar

simetricul unui element (q,k) este elementul (é,—k]DG.

b) (L1)0(12)0.0 (110} (L 2 .+ 10} (L55).
c) f morfism: f((ql,kl)*(qz,kz)) =, 24tk = f (k) f (ko). D0 k). (G ko |2 G

f injectiva: Fie (op,k;).(t ko) OG, oa=% si Oy =nﬂ, my, My, My, N, 07 impare astfel incét
2

f(cg.ky) = f(p.ky). Daca kg #k,, fara arestrange generalitatea, putem presupune k; <Kk,. Atunci, din

ql-zkl =q 2% | rezulta mn, = 2ok myny, contradictie, deoarece membrul sténg este impar, iar membrul
drept este par. Caurmare, k; =k, , deunde g, = 0s.

f surjectiva: pentru orice numar rationa r :m, m,n DZD, exista my,n UZ imparesi a,b0N astfel incat
n

m=2%m si n=2"n,. Notand q=E, k =a-b, rezulta f(q,k)=m.
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Solutie

1.a) Sistemul are solutie unici daci determinatul matricei A asistemului este nenul. Cumdet A=m? —6m +5,
sistemul are solutie unica pentru mOR\{1,5}.
b) Pentru mOR \{1,5} sistemul este compeatibil determinat. Pentru m=1, rang A=rang A =2, adici sistemul este
compatibil nedeterminat. Pentru m=5 rezulta rang A= 2si rangﬂ=3, deci sistemul este incompatibil.
c) Pentru m=1seobtine solutia x=1-a, y =a, z =0, undea OR. Inlocuind inrelatia 2xZ - y2 +32z =14,
rezulta o OF 2,6}. Solutiile cautate sunt (3,-2,0) si (-5,6,0).
2.a) ED§: 2+ § = E

34 |3 4 12
b) Comutativitatea este imediata. Asociativitatea: folosind relatia{x+n} ={x}, 00 R,@ Z, rezulta:
(xoyo=z {0y Z {{x Y z]: {)t ¥ [* v} z}: [ v 7 si
xO(yOzE (& Y0 {x{y ¥ ¢t v 2z [y g}= ¢ w 3.
Elementul neutru este e=0, simetricul ui O este O, iar simetricul oricarui element xD(O,l) este 1-x.

135

¢) Ecuatia se poate scrie sub forma { 3% :%. Cum 0<3x<3, rezultd 3xD{E,E,E}= X {%%g}
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Solutie

1.a) m(o)=4.

b) Prin calcul direct rezulta o° = e, deci A:{e,a,02,02,0‘3,a4}. A are5 elemente.
¢) Cum 102 =0’r =>10* =0, deci to " =0 7, adicito =or.

2.a) Trebuie demonstrat ca f (x-T)="f(x), 0xJ R

Pentru orice xOR avem f (x-T)=f ((x—T) +T) =f(x)=-TOH.

T,0H

TJ H
b) Fie T, T,0H = f (x+(T +T,)) = f ((x+T,) +T,) "= f(x+T) = f(x),dec T,+T, OH.
Daci TOH, atunci =T OH , deci H este subgrup al lui (R, +).
¢)Din f(T)=f(0)=TOZ.Apoi, f(x+T)="f(x), 00 Z. Astfel H=Z.
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Solutie

m 1
1a) det(M)=1-m 2
2m+1 2m+1

b) —4m? +m-1= —(4m2 -m +1) 20, (MR .

2
1 15 15 15

= —4m? +m-1.

§ a b o [a2-b?  2ab
c) Daca X = b a , aunci X“ =

. , 2]. az,bZD{f),iZl}. Cum a?2-b%2=2=a%=1si
-2ab a“-b

- . . 1 3 4 2
4, adica aD{L4} si bD{2,3}.Cum ab=3 rezulta solutiile xl{ X ] si xzz{ J
31
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Solutie

1.a) Curegulalui Sarrus sau prin aplicarea proprietatilor determinatilor rezulta det A=0.
b) Cum det A=0, sistemul admite solutii nenule.
¢) Scazand prima ecuatie a sistemului din adoua, rezulta (b-a)(y, —2) =0, deci Y, = ;. Rangul matricei

sistemului este egal cu 2; z este necunoscuta secundara, z=A, A OR. Obtinem y=A, x=—(a +b +c)A.
Cum (1,1,1) solutieimplica a+b+c = -1, solutiile sistemului sunt (4,4,4)A OR.

X iy X =ViY2 (Y2 %)) :
. = . =], . Inplus,
iy Xj A“lel A(z,yz (| (X1YZ + xzyl) XX = V1Yo j

2 2
(0 = ay2)” +(xy2 +3o3)” =3¢ +¥2)(: +¥3) 20= A, A, ,, 0G
b) Comutativitatea este consecinta a punctului a), iar asociativitatea este proprietate generala atnmultirii din

2.8) Notand A, :£

M ,(C) . Elementul neutru este matricea Ao = |, iar inversamatricei A, , este A =[i)3(/’ Ij(/j
y

X2+y2 X2 +yZ

cux'=

o) Evident f estefunctiebijectiva. f ¢ morfism: f(x1+iy1)-¢(x2+iy2):(i);1 '11 j-[i);z IilzJ:A(lyyl-A(zlyz -
1 1 2 2

= Aso-yiyaays +xoy; - CONCIUZiarezulta din faptul ¢ (x +ivy) (% +iY,) =X =1y, +i (%Y, +Xo¥1) -
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Solutie

1.8) Notand cu A matricea sistemului, rezulta det A=m?(m-1). Sistemul admite solutie unica daca si
numai daca det A% 0,adica mOR\{0,3}.

1 -1 1 1 -111
b) Daci m=Orezulti A=|1 -1 1|, A=|1 -1 1 2|, rangA=1si rangA=2.
2

2 2 2 -2 2 3
1 -1 1 1 -111

Pentru m=1rezulti A=|1 -1 2|, A=|1 -1 2 2|, rangA=2si rangA=3.
2 -2 4 2 -2 4 3

c) Fie (%, Yo.2) OR® o solutie asistemului; atunci mOR\{0,1}. Scizand a doua ecuatie asistemului din a
treia, rezulta ci X, — Yo +(m+1)z, =1. Din primaecuatie, conduce la mz, = 0 deci z, =0. Rezulta
Xo — Yo =1 deci x, -y, +2009z, =1.

2a) H ={6,ié,21}.

b) Din tabla adunarii elementelor din H, rezulta ca daca x, yOH astfel incét x+ y:f) atunci x=y =0.
¢) Severifica relatiaA-BOG pentru orice A BOG.

_ . N . 10
Asociativitatea este proprietate generala ainmultirii din M, (Z+) , iar elementul neutru este 1, =£A AJ.
01

a -b A n o
Daci A= [b a ] UG, conditia a# 0 sau b # 0 este echivalenta cu det A# 0, conform punctului anterior.

‘ j,cu c=(detA) Ma, d=(detA) (D).

a c
Inversamatricei A= 0G este A=
b a d
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Solutie

1.a) Seinlocuiesc X, =2, y, =2, 7, =1 Tn ecuatiile sistemului si seobtine m=3si n=2.

b) Sistemul admite solutie unica daca determinantul matricei sistemului este nenul. Cum det A=3-n,
rezulta nOR\{3}.

c) Daca nOR\{3}, sistemul este compatibil determinat. Dar sistemul trebuie si fie compatibil nedeterminat;

caurmare, n=3.Rangul matricei sistemului este 2 si deoarece sistemul este compatibil, rangul matricel
extinse trebuie si fie 2. Obtinem m=1.

2. a) Fiecare matrice din G este determinati de o pereche (a, b) 0Zx Z3, deci G are 9 elemente.

A

1 a b)(1l c d) (1 a+c b+d
b) Tnmultirea este corect definitipeG: |0 1 0[{0 1 0|=[0 1 0 |0G.
00 1/(0 0o 0 1

- ©

1
Tnmultirea matricelor este asociativa peM Z , deci si pe G. Elementul neutru este |5, iar inversa matricei

1 a 1 -a -b
A=|0 1 0|0G este A1=|0 i 6
00 1 0 0
1ahb 1 a+a b 1 a+a+a b+b+b 100
Daci X=/0 1 0|, Xx?=|0 1 siX3:6 1 0 |[=|0 1 0|=1,
00 1 0 0 i 0 0 1 001
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Solutie

1.8) det A=-5m

b) Sistemul admite solutii nenule daca determinantul matricel sistemului este nul, deci m=0

¢) Pentru m=0sistemul are solutii nebanale: x=A, y =34, z=-54, unde AOR. Tnlocuind, rezulta
2.2 .2

LH+tYotx 7

2% 8
2.9) f(i):b‘5+i(a+4) =0, deunde a=-4, b =5.
b)

4 4 4\ 4
2 2 2 2 N2
(% =1)" +(% —1)° +(xg 1) +(x4 1) =D x¢ 2> % ZXKJ 2 %X 2% ¥ D
k=1 k=1 k=1 1<k<j<4 k=1
c¢) Daca polinomul are toate radicinile reale, tindnd cont de relatia obtinuta la punctul anterior, rezulta

(3 ~1)* =(% -1)* =(x -1)% =(x, -1)° =0, deci % =%, =X; =X, =1. Obtinem a= -4, b =1.
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Solutie

1.a) Determinantul matricei sistemului este A =ab(b-a)(a-1)(b -1).
b) Sistemul este compatibil determinat daca A# 0. Rezulta a,bOR\{0,3}, & b.
c) Evidentrang A< rang,_A. Coloanatermenilor liberi este aceeasi cu atreiacoloana amatricel sistemului, deci
orice minor a matricei extinse este si minor a matricei sistemului. Caurmare, rang A< rang A, deci

rang A=rang A, adica sistemul este compatibil, Ca, i) R .
2.a) f2 =(§X +i)2 =1, polinom care are gradul O.
b) Cum f-f =1, f este element inversabil al inelului (Z,[X],+,0Isi =1
a’=0
¢) Fie g0Z4[X],g=ax+b, a#0,astfel incit g> =1Rezulti {2ab=0. Obtinem b=1 sau b=3 5i a=2.
b? =1

Obtinem doua polinoame cu proprietatea ceruta in enunt: g; =2X +1 si g, =2X +3
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Solutie

1.a) Se verifica prin calcul.

10 9 9
b) A=9A= 13+ A= 9 10 9 |=det(ly+A%)=28
9 9 10
a a a a+th+o a +h, +c; a3 +hy +G
c)FieB=|b b, b;|= AB=|g +b +c, a, +b, +c, a5 +h; +c5
G G G ath+g a +h, +c; a3 +hy +G

qtrtaytay a ta tag g tay +a

BA=| b +b, +by b +b, +b; by +b, +b; |. Egaland elementele aflate pe pozitii corespondente, obtinem
GtC+C G +C 4G G +C 4G

concluzia.

2.8) €2 =-1-£00Q(¢).
a-b b

a?—ab+b? a? —ab +b?
o) (a? ~ab+b?)(c? ~cd +d?) =|(a +be)(c +de)|" =x* ~xy +y?,unde x=ac~bd Z si y=ad +bc-bd OZ.

b) (a+ bg)(a+b£2) =a? —ab +b? #0, deci inversul lui a+be este £0Q(e).
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Solutie

1. @) det(A)=3m" +m-1.

b) det(A)#0 - mDR\{_liT;/E}.
c)A*:AD@da00:1©3m2+m—2:0c»mm{L%}.

2. a) Radacinilelui f sunt 0,1, 2.
b) g(f)) = g(i) :g(ﬁ) =2 0. Cum gradul Iui g este 3 rezulti concluzia.
o h(x)=g(x), 00 Zg (h g)i(x—3 X% + (X—3 ><lj+: g cu cD{ﬁ,i} deunde h=2X3+X +2

sau h=g.
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Solutie
1 1200

l.a) Fie Amatriceasistemului: A=|0 0 1 -1|=rangA=3.Avem rang_A=3=rangA, deci sistemul este
1 1 1 1

compatibil.

b) Rezolvand sistemul obtinem: x :l+a—2b—2/l , Xo :l—a _Zb 2 , X3 =b+ A, x, =4, A0OR.

A -~ . N L . 1
Punand conditiile ca X, X,, %3, X, si X, + X, sa fiein progresie aritmetica, rezulta a=b = BT

c) Dinx, >0=A>0.Apoi, X, >0=>1-a-b-24 >0,deci 1-a-b>21 >0=a+b<l
2.8) (1-%)(1-%)(1-%3) =1 (3 +% +X3) H X HXoXs +Xg%y) HXoXg .

b) Presupunédnd ca f are oradacina intreaga a, atunci a este divizor a termenului liber a polinomului, adica
aOf 11}, Cum f(-1)=-8, f(1) =4, nici 1, nici —1 nu sunt radacini alelui f, deci f nu are radacini intregi.

) 2 2 2 2 2, _ 2,2 .3 3 .3 .3
C) X Xp + X Xg + XX +XoXg + XX +X5% —(Xl X +X3)(X1 X5 +X3) ‘(Xl ™ *X3)-
Avem X, + X, +X3 =3 §i X + X5 + X2 =(% +X%o +x3)2 —2(xX +XoXg +Xg%) =
Avem X2 —3xZ +5%, +1=0, k =1,2,3 si adunand, rezulta % + X3 +>5 = -21.

Tn concluzie, X2x, + X2X3 + X5% +X5X3 +X3% +X3X%, =18.
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Solutie

3 3 3
L) ) (& +by)=Da +X by =0, [0 {123 .
=1 A1
b) Daca AOM => det(A) =0.
3
c) Fie A=(a,-j)DM si A2=(qj) undec; =" & a;. Pentru fiecare i 1{1,2,3 avem
k=1
3 3
G1+G2 +G3 =) (B +akde *akda) =, ak (aa +ae +as) 0.
k=1 k=1
2.8) %5 =i(1+\/§)DZ[\/§].
b) ZOZ[V2], T z[3]|=z0zZ[JV2]|\ Z[J3]. Fie
x=a+bv2 =c +d/3 cua,b,c,d0Z = b2 -d+/30Z si prinridicare la patrat rezulti bd\/6 0Z = bd =0.

Deci b=0 sau d =0, deunde xUZ.
c) Presupunem ca existd f : Z+/2 - Z+/3 morfism deinele. Cum f (1) =1 rezultica f(2)=f (1)+ f (1) =2.

Atunci 2=f (\/52) = fz(\/E), deci f(\/i):i\/é DZ[\@].
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Solutie

1 a) AZ=BA 1+2x 10 5 10 (=2
. =5A=> = = X=2.
5x  2x+16 5x 20

b) Pentru x =2, conform punctului anterior, rezulta A? =5A Prin inductie, rezulta A" = 51 A, pentru orice
nON’, deunde A% =528 A

0 A+A =(Xf2 X;;Zj:wang(A+ A') =1 deci si numai deci det( A+ A') =0, adica xOf 6,2}.
2.) f(-1)=a®-2a+7=10=a0f 13.

: Z+3
b) )2 +3E +35 +X2 =(x +X %, +%,)" 2 Y. XX . Cum X +X, +X +X, =L-asi > xX, =aT'

1si<j<4 1si<)<4
rezulti X7 + x5 +x5 +x; = —2a -2
2 v
oAvem > (x-x) =3 x° -2 > xx =-a’ -6a -9. Daci f aretoateradicinile reale
l<i<j<4 I<i<j<4 I<i<j<4
2
= (xi —xj) >0=-a’-6a-920=a=-3.
i<j<4
_XtXtXgtX, _1-a

Egalitateaareloc dacd X =X, =Xg =Xy = 2 7 =1. Obtinem a=-3,b=-8,¢ =2.
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Solutie
1a) AQX+Y)A'=AX-A +AY-A =0, = X +YOG.

: ab : ) 1 -
b) Fie X = 0G; atunci AX-A' =(a+b+c +d) :

cd -1 1

Este evident ci daca A-X-A' =0,, atunci a+b+c+d =0.
c) detX =0= X? =tX, unde t =tr(A). Prininductierezulta X" =t"'X, pentru orice nON, 1z 1.
Atunci AX"A =t"*(AX-A)=0,= X"0G.

2. a) Prin mpartire se obtine catul X2 —4X +5 si restul 0.
b) f =(X2 -2X +5)(X2 -4x +5). Radacinile polinomului sunt x , =1+ 2i, X34 =2 i, niciunanefiind reala.

¢) Prin calcul direct, folosind rezultatel e obtinute la punctul anterior, rezulta |xk| =5, k=123 4.
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Solutie

1.a) Prin calcul direct rezulta A3 = ((13 2)

b) A-At:[l ZJz(A-At)_lz[S —2}
2 5 2 1

a b - a o0
c) Fie X :[c dj' Cum X3 =AX = XA, rezultdi a=d si b=0. Tnlocuind apoi X :(c aj n ecuatia

1 -1 -1/
2.a) Restul Tmpartirii polinomului f 1a X +1 este f (1) =b -5, care nu depinde de a.
b) Fie g=f - X ; atunci X*-X|g.Rezulta g(0)=g(1) =0, deunde a=0,b=0.
09 (X-2)%f=f(1)=1'(1)=0.Avem f(1)=0=2a+b+1=0si f'(1)=0=11a-15=0; obtinem

L
11’ 11

5 oo . . (10 (-1 0
X< =A rezultd a“ =1si ac=1. Obtinem solutiile X; = , Xy =
1
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Solutie

1.a) Det(A)=abc#0.
b) Prininductie dupa n.
al atl-pt atl-p?
o Al=| 0 bt  bt-c?|.
0 0 ¢t
2.8) Pentru x=—1 rezulta f(-1)=f?(-1) +3f (1) +1, deci f(-1)=-1.
b) Restul imprtirii polinomului f la X -5 este f(5). Pentru x=0 rezulta f (1)= f?(0)+3f (0) +1=1.
Pentru x =1 rezulta f (5)= f?(1) +3f (1) +1=5.

c) Fiesirul denumererede (a,) ., definit prin ag =0 i a,,; =a7 +3a, +1, (& 0.

n=0
Prin inductie rezulta f (an) =a, si a, <a,y pentruorice NON, deci sirul are o infinitate de termeni diferiti.
Caurmare, polinomul h=f — X seanuleaza in fiecare dintre termenii sirului, adici de o infinitate de ori, deci
f-X =0, adica f=X.
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Solutie

12) (24
2+x 1 1
b)A+xlg=| 1 2+x 1 |=det(A+x;3)=(x+4)(x+1)’. Det(A+x3)=0=x0f 4 1.

1.a) 2A, :2-(2 1):(4 Zj:det(ZAz):u.

1 1 2+X
4 -1 -1 4
. : Ll 11-1 4 -1 41 , , .
c) det Ay =520, deci A, esteinversabila. Fie B== . Prin calcul direct se aratd ca
5/-1 -1 4 -
-1 -1 -1 4

AB=BA=1,, deci B= A%,

2.8) X, =1+i = X3 =1-i.Folosind relatiile [ui Viete, obtinem a=x + X, + X3, b=XXo +X X3 + Xo X3 i
C=XX,Xs, adici a=4,b=6,c=4.

b) Presupunem ci exista a,b,c R astfel caresturile impartirii polinomul fla (X =2)2 si (X —2)? sunt
egdecu r OR[X], gradis 1. Fie g = f —r; atunci gradg=3. Atunci (X —1)2|g si (X —2)2|g.
Rezulti (X -1)°(X -2)*| g = gradg > 4, contradictie

¢) Presupunem ci % <0. Perand, rezulta x’ <0, —ax’ <0, bx, <0, —¢ <0 . Adunand, obtinem

0= f(x) <0, contradictie.
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Solutii

, [a®+bc b(a+d)
laA =
c(a+d) d?+bc
b) tr(A)=0= A’ =—det Al,. Atunci A’[B=B[A* =—(detA)B
c) A* —tr(A) [A+det Al, =0, = A’B~tr(A) [AB +(det A) (B =0, (prin inmultire ladreaptacu B).
A?—tr(A)[A+det All, =0, = BA> —tr( A) (BA+(det A) (B =0, (prin inmultire lastanga cu B).
Scizand relatiile de mai susrezulta Tr(A) [{AB-BA) =0, = AB=BA.

2.a) x12+x§+x32

J . Severifica prin caleul ca A? —tr(A) [A+det All, =0,.

2 _ 2 —
+X5 =( X +Xg +%)7 2 D xx; =10.
lki<j<4

b) (X -1)(X -3)| f = f (1) = f(3) =0. Obtinem a=-14,b =6.

u? +v2 +4uv =13. Atunci uv=2: u=1, v=2,deunde a=-12,b =4.
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1.2) det( AR ) = det(A) det( A') =det? (A) 20,
b) ADA'=A'[A « ac+bd =ab+cd « (a-d)(c-b) =

c) A- Al :[c?b b;CJ =(b _C)(?l ;] Cum (A—A‘)2008 =(b-c )2008 0, , rezulta

(A—At)2009 =(b-c)”® (fA-A')= A- A' =0, sau (b-c)”® =1. Seobtine b-c[}{01- 1}, ded

lo-c0{0.1} .

2.a) x=2"13=5.

b) x*0{0,124 0x Z;, deci 2x*0{0,12,4}.

o f(x+y)= (x+y) =2x +2y =f (x) +f(y), YO Z7. f(x)=f(y)=2x=2y=x=y, deci fete
injectiva. Cum Z, este multime finita rezulta ca f este surjectiva.
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Solutii

1.a) Matricea sistemului A contine un minor nenul de ordin 2 (spre exemplu

_lj‘ =2),deci rangA=2.

Daca A arerangul 2, atunci det A=0(singurul minor de ordin 3). Avem det A= 2(m —1) , deci

det A=0=m=1.
b) Daca x, + Yy + 7y =4, dinatreiaecuatie asistemului rezulta Xy =2, y, +2z, =2. Folosind si adoua

ecuatie rezulta yg = z5 =1. Atunci, din primaecuatie a sistemului rezulta m:%

¢) Sistemul are solutie unica daca det AZ20= m#1.

Aplicand regulalui Cramer, rezulta x = _mi—l' y=1z= —mi_l.(xo,yo,zo) 07° = m-1|1= m{0,2}
2.8) X +1|f = f(-1)=0.Cum f(-1)=5+p= p=-5.

b) Daca a OR este radacina dubla, atunci f (@)= f'(a)=0.Dinf'(a)=0= 4(03—1) =0=a =1.
Din f(a)=0= p=3.

o) Cum X2 +3 +32 +x¢ =(x +X +¥; +%,)° -2 3 %x; =0, daca polinomul ar avea toate radacinile
I<i<j<4
reale, atunci acestea ar fi toate egale cu O, contradictie.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetérii si | novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar

Solutii

¢ [a b)(a cj a’+b®> ac+hd
1a) AA = J = .
¢ dj\b d) {ac+bd c*+d?
b) f(0)=det(AA +08)=det(AA') =det(A)det(A') =(det A)* 20.

2 2
gFiet(x)=|0 0 "X BTN (2 g2y 2.4 g2 - 2ac-20d) x+ (ad ~be)?.

ac+bd +x ¢ +d? +x

Afirmatia din enunt este adevarati: m=a? +b? +c? +d? —2ac -2bd, n =(ad —bc)z.
V4 m_1 J3

2.a) Pentru q=£:>cos—+isin— ==+i—0G.
3 3 2 2

b) Fie x=cosqrz+ising7; y =cosr 7e+isinr 77q,r Q. Atunci Xy =cos(q+r)m+isin(q +r) 70G.

¢) Radacinile polinomului f sunt numerele complexe z, = COS%TH sin&(sﬂzcos%?ﬂsin%]? k =0,%,...,5.

Cum EDQ, pentru orice k=0,1,...,5, rezultd ca f aretoate radacinilein G.
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Solutie

4 -1 4 -1
1.a) I2+A:[7 _3]: (I2+A)2:[7 ) ):l2 +A
b) A2=-A, A®=A?.A=-AA=-A? =A. Prininductie matematici rezulti ca A" =(-1)"" A O N, dec
{AnONE £ A4
©) X®= A= det(X?) = det(A) = det(X) =0. Daca t=tr (X)= X*=t>X. Din t2X = A=>1*= -1 deci t =1,
Deci X = A.
2.) f(1)+f(-2) =an(1+(—1)”) +an_1(l H —1)”‘1) .43y (14 4)) 2a.
Avem 1+(—1)k 0,3 , pentru orice k{1,2,...,n} , deci f (1) + f (-1) este numar par
b) Presupunem ci ecuatia f (x) =0 are o radacina intreaga k; atunci f (x) =(x~-k)g(x), unde g este un polinom

cu coeficienti Tntregi. f (2) =(2-k)g(2) esteimpar, deci 2-k esteimpar.
f (3)=(3-k)g(3) esteimpar, deci 3-k esteimpar. Atunci 2-k +3 -k =5 —2k este par, contradictie.
¢) Daca polinomul g= X3-X +3a+la putea fi descompus Tn produs de doui polinoame neconstante, cu

coeficienti intregi, unul dintre aceste polinoame ar fi de gradul 1, deci g ar avea o radacin rationalda Xy =—,
q

unde p,q0Z, @ 1(p,qF 1 astfel incat p|lsi q|l. Rezultd x,Of 1,1.

Pentru X, = -1= g(-1) =3a+1=0 daca si numai daci a= —%, care nu este numar intreg, contradictie.

Pentru X, =1=> g(1) =3a+1=0 daci si numai daci a= —%, care nu este numir fntreg, contradictie.
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Solutii
f(x
1.8) Cum lim [Lj:—a si_lim (f(x)+alX)=0, dreapta y = -a [X este asimptota oblica spre —c
X — —00 X X — —00

b) x=Inaeste punct de minim.
c) Dinipotezd avemca f (x)= f(0),0% R, deci x =0 este punct de minim pentru f . Din T. Fermat
deducemci f'(0)=0 = a=1; severifici faptul ca a=1 convine.

2.a) F este derivabilape(0;). F'(x) -1

T (inx-2) +2 R ﬂ; = £ (x),x >0.

b) G primitivd = G este derivabila. G'(x) = f (x) =20, 1= concluzia

0 Aria:mf (x)|dx=ﬁ—f (x)dx +Jff (x)dx =-F(x) 1} +F(x)

6
¢=2/e-— +8.
! Je

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetérii si |novarii

Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein Invitimantul Preuniversitar

Solutii
1.a) Se demonstreaza prin inductie matematica.
b) an. - a, = -a, Jfa, <0= sirul dat este strict descrescator.

¢) Cum af <ak\/§ =a —g, K N’ Tnsumand se deduce relatia ceruti.

23 1 2 f(x).

2.a) F estederivabilape R. F'(x) = = 0= =
) 3 (2x+1j2 NE
1+
V3
_ L 2x+1 » 1
b)Ariacerutd este A= [;—————dx =In{x" +x+1) =In3.
X +x+1 0
2@ TT 271/5
c)Limitaceruta este L = lim (F(n)—F(—n)) = | 4+ |= )
n- oo 3 \2 2 3
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Solutii

2 _
1.a) f'(x)=%1

,X>0= f estestrict descrescitoare pe (0%} si strict crescitoare pe Eoo}
. 5 1)1 . 1
b) Dina) avemca f (x) = f(gj:EHnG,D» 0, deci aDEoo ’§+ InG]

¢) Deoarece Iim f (x): lim f(x) = oo, utilizand a) avem ca pentru m<%+|n6=mo ecuatia are 0 radacini
X— 00

2.9 Funcya&ste continua, deci are primitive. Daca F este o primitiva pentru f,,aunci F' (x) =f, (x) >0, d R.
Asadar functia F este strict crescatoare pe R .
3
)j xzj ! dx+j ! =2
0|x-2+3 05-x 2x+1 9

C) Ilmj. dx-Ilm 4dx-llmln—3—0
©/0g-x+3 aso A
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Solutii
1l.a) y=0este asimptota orizontald la o si la —o .
Dreptele x =0, x = =1 sunt asimptote verticale.

—2(3x2 +3x +1)

b) f'(x) = X3(X+1)3

20, OxOR \{—L(} , de unde se obtine concluzia.

0 Zf(k)zzn:[—— le—(njl)z.Limitacerutziestel

e

C)ln:.[z[l— ! )dX:l—l2 L dx,iarOan:J'2 1 dxsj'lzidx:i

n n

1+x 11+%
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Solutii
_1\2
1.a) f'(x):l— 4 5= (x-1) 5. x>0
X (x+1)°  x[fx+1)
b) f'(x):s = 2x3-5x* +20x -9 =0 - (2x —1)(x2 -2x +9) =0 X :%_

Deoarece f (%) =-In2 +§ = A(%; -In2 +§j este punctul cautat.

¢) Din subpunctul a) deducem ca f’(x) >0, [ 1. Deoarecefunctiaf este strict crescitoare pe [l oo) si

f(2)=0, rezulta ca f (x) 2 0,00 [o]; ), de unde se deduce inegalitatea de demonstrat.

2.a) Se arati ci f este strict descrescatoare. Se aplica teorema de medie (sau teoremalui Lagrange pentru o
primitiva afunctiei f).

n
b) [ (x)ax =[x %o =711 =1 —% . Limita ceruts este egali cu 1.
N1 k41

¢) Deoarece jln f (x)dx = kZIk f (x)dx adunand inegalitatile de laa) obtinem:
=1

n
> (k) sjln f(X)dx=a, - f (1) s_[ln f (X)dx= a, sjln f (X)dx+1 - 2, deci sirul este marginit superior.
k=2

Sirul fiind si crescator , este convergent.
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Solutii
la) f'(x)=e gXInx (xlnx)' = f(x) {iInx +1),x >0.
b) Functiaf este descrescatoare pe (O;l} si crescitoare pe Foo) deci ea este marginita inferior de numarul
e e
-1

f(lj Minimul cerut este € € .
e

) f'(x)=f(x) [€(1+Inx)2 +§j >0, deci f este convexi pe (0,).

4
X

' dx=|n(x+1)‘l =In2.

-l
_jo 0

2.8) J39, (x)dx = Jo| 1= x +x* =x° o -
X X

2n
b) x0[0;1] :>0s1XTs x?" si integrand aceste inegalititi delaOla 1, obtinem inegalititile cerute.
X

c) Integrand functia g, obtinem:

. 2n 1 2n
j 1 x+x = o2 X g =gt L +[ Z—dx, utilizand si b)
01+x 1+x 2 3 4 01+x

giasimca limitaeste In2.
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Solutii
1l.a) x =0 este asmptota verticala. Functiaf nu admite alte asimptote, pentru ca f este continua,

IimM:O si lim f(x)=oo.
X - 00

X—-0 X

b) Aplicim T.Lagrange functiei f pe[k,k +1] si stabilim inegalitatile cerute.

¢) Adunand inegalittile delab) obtinem x, >In(n+1) -Inn >0,n ON*. Apoi, ¥y — %, :n—i'_:L—In(n +1) +Inn

si folosind b) se deduce ca sirul este descrescator.

2a) F(x)=F(x).00-1- s X e 2 Geo1e a-1b= Les1
x+1 x*+1 x°+1 (X+1)(x2+1) >
1 1 1 1
b) _[;f (X)dx: F(x)‘o :(—In(x +1) +2In(x2 +1) +arctg(x)j0 :_2|n2+Z.

c) F'(x)=f(x), x>-1. Observamca F'(x)<0,xOf 10) si F'(x)>0,x>0, de unde deducem monotonia.
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Solutii
1.a) f'(x)=1-sinx=0, deci areloc concluzia
b) Se demonstreaza prin inductie, folosind monotonia functiei.
¢) Sirul este crescator si folosind b), sirul este convergent. Concluziarezulta trecand lalimita in relatia de recurenta.
T
2.:4) |, =sin x|§:1.
T

b) I

5 n . .
ne1 "l = IO2 CoS x(oosx —1)dx <0, de unde se obtine concluzia.

s

T
0) 1n=[2(sinx) o™ xclx; I, = (n=1) [ 2(1-cos? x) ©os™ 2 xcbx; 1, = (n =) 1y, =(n -1,

deci nly = (N=1) 1 = nlylng = (N=1) 1l =... =1hlg :’ET.
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Solutii
1.a) f'(x) =1-cosx =20, xOR, deci functiaf este crescatoare pe R .

b) Din ipoteza rezulta ca x, =sinx, +n=n-1. Rezulta ca sirul (xn) este nemarginit.

-1l n+1| . . .
C) %D[n_nT} Limita ceruta este egala cu 1 (teorema clestelui).

n
1
TR 2 s
2.a) Iol—);dxzjoz(l+x)dx: X+— || =-=.
= 2 8
0

1 1 1
b) tO {O; } =0<g, (t) <49, (j deoarece functia g,, este crescatoare pe [O, ]
2 2 2

1 1
Rezulti ci 0< [2g, (t)dt < jOZ%dt :2—1n, nON'.

1, 1
S1-Xx
c) Avem: [

N

2 n
- B} X X
dx=I02(1+x+x2 o X 1)dx: X+t S S S

pa— 72 73 ...+7.
1-x 2 n 0 12 22¢ 32 n2"

1 1

Limita ceruti este —In(l—x)‘OE 12 g, (x)ox —In; =In2.
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Solutii

, X , 2%? . 5
la) f'(x)=arctgx ———; f*(x) =——— 20, deci f este convexa.

x“+1 (1+ x2)

b) f'(x)=0=> f'estecrescitoare. Cum lim f'(x)=-Z,lim f'(x) =%T,seob;ineconcluzia_
X —» —00 X — 00

c) f'(0)=0si ' crescitoarepe R = f'(x) <0 pentrux<0; f'(x) =0 pentrux >0. Deducem ci x=0
este punct de minim global pentru f, deci f (x)= f (0)=0,04 R.

2.a) |, =ﬁﬁdx =%In(l+x2)‘% =%In2.

n
Tl < x". Seintegreazi inegalitateasi se obtine cerinta problemei .
+ X

b) xO[0;]] =

c) I, =0, deoarece functiade integrat este pozitiva. Folosind b) si teorema clestelui se deduce ca limita
ceruta este egala cu 0.
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Solutii
1.a) Avemci fs’(O):—‘E1 si fq (O):%,deci f nu e derivabila inx = 0.
X
-8 (Xf’),xme ®,-2) 0f 2,0)
2
b) f'(x)= (x+ 1 ; Xx=-3 estemaximsi x =0 este minim.
e (x+l)’x (0 )
(x+2)°
c) Sirul lui Rolle:
X —00 -3 -2 0 +00
f(x)—m —00 —m—e3 —oo|+oo %—m +oo

. . 1 , 8 .
pentru m< —e% = 2 radacini; m=—€°> = o radacin, x= -3; mD[— e3,§j:>n|0|orédéuné;
1 . 1 .
m=§:>oradacma, x=0; m>§:>2radacm|.

13
2. =_ - )
a) | 2 cosl

b)g'(x) =

<0, @ (0,1] , deci are loc cerinta problemei.

. 2
sint t 2 3
c) Avem —— >1-—, pentru t >0, deci g(x)zjl 1-5 =20 X
t 6 X 6 1 6

17
Atunci , limitaceruta L > — >0,9.
18
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Solutii
3 n+1 .
La) x)In2+In=+... +In——= =In(n +1), deci lim x, =co.

n n-o
b) Folosind o regula alui L'Hospital, limita ceruta este egala cu 0.

0 f'(x)= X‘(’)‘(:(l))('fi)x +1)
g'(x)=-In(x +1) <0, D& 0, deci g(x)<g(0)=0, % Oadica f'(x)<0, D% O.
2

.Consideram g:[0,0) - R, g(x) =x—(x +1)In(x +1) si avem

2.a) Integrand prin parti se obtine f (2)=1-

e 41
b) (x)=loe " t" Mot < [3t* Tt =~
X

o) f(x+1)=}(—e‘t)' Bt = —e™t "
0

1 1 1
+J‘e't X B dt = —= +x [ (x), x>1.
o ? e
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Solutii
l.a) y=x+1 este asmptota oblica spre oo .

b) Deoarece x° +3x% -4 =(x -1)(x +2)° 20, DA RY 2,3 . Derivand relatia f3(x) = +3x% -4,
obtinem concluzia.
o) f'(x) :é, Ox#1,x#-2. Cumf continua in X, = -2 rezulta fs'(—2) = +oo, f (—2) = —oco.

17 (x+2)

22) Fy(x)=[(-e") =1~ (x+1) @™,
b) F, (X)=x"&*,x>0;F, (x)=x""@&™*(n-x), x>0, deci punctul deinflexiune este x=n.
2
-X  2X

- 2
o F, (x) =[ye ‘Pt = — T ~— T2, deunderezulti ca limita ceruta este egala cu 2.
e e e
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Solutii

1. @) f, (x)=nsin""xcosx, apoi se obtine relatia ceruta.

b) fn'(x)=nsin”'2x(n—1—nsin2x); fo (%) = Oan( 2j:n sn’x=n-1=sinx, = n-1
n

1 , Iim( i ]
] . _ N n
=e

1
o) L=lim(sinx,)" = lim (L+sinx, ~L)sng12C"0 Y, L 2
n- oo [ N

=e

(2x+a)(x2 +1) —(x3 +ax? +5x)
2.a) F este derivabilad peR si F'(x) = =f(x).

(x2 +1)\/x2 +1

2 13 8
AN AINCE
¢) Cu schimbarea de variabila t = —x, adouaintegrala devine J?ZF (x)dx = ng (—t)dt :
Relatia din ipoteza devine
2 \/54_1

Io( ~X))obx = 2‘:‘J.2 ZZX dx=2 = al/x’ +1| =1=>a=

X“+1 0 4

b) Ariazflzf W x X +2x+5

X2 +1
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Solutii

1a) f, (x)=n [@x”‘l —1), fo (x) <0, pentru x[0,1); f; (xp> O, pentrux> 1, deunde rezulta concluzia

b) f, estecontinua, strict descrescitoare pe [0,1] si f, (0) Cf, (1) <0= o radacina in (0,1).

f,, este continua, strict crescitoare pe [Leo), f,(1) <0, lim f,(x) =c = o radacina in (L ).
X — 00

c) fn(%j<0, f,(0) >0 ,deci aﬂD(O,EJ: lima,=0.

n-o
1 . T
2.a) ly=arctgx| ,deci lo=—.
) 1o 9x, 0=
. x2n-2 [éxz +1)
=\ J4x: - >0
b) 1on +12n2 =, 7 0 lon *+12n-2 _1,n>2
. 1 1 1 1 n1 1 . 1 1
c) Dinb) rezulta | -1)" 12 242 - .+ 4 BE— -l,.Din 0< 1, < | x"dx<—— rezulti
) ) ZnEG ) 1 3 5 ( ) 2n-1 0 n _[0 n+1

lim I, =0, deunde concluzia

n-oo
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Solutii

1.a) Functia este derivabilapeR -{0} si f'(0)=1lim xsin(ij =0.

x-0 x2

b) f'(x):2xE-kin(X—12j —% Ecos(x—lzj,xDR— {4 . Limitaceruta este egald cu 0.

¢ Stimca sint<t, O 0, deunde 0= f (x)<x2 B5 =1 08 R\{G .
X

2.a) Ié(l— x)zdx = ;

n tn+1 tn+2 1
b) Cu substitutia 1— x =t ,se obtine jéx(l— x) dx = Ié(t” —t”+l)dt = - , de unde rezulta
n+l n+2
cerinta
n+l
X
n 1-— 1 n+l

1 X n -n 1 V. . 1
) ol 1-— | dx=-n = 1-—— + , deunde rezulta ca limita ceruta este 1-—.
n n+1 o N +1 n n+1 e
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Solutii
1. a) Se demonstreaza prin inductie.
5 _

D) Xg1 =X, = X ”4 *n <0. Sirul fiind descrescator si marginit este convergent.

- Xt i X t3_3 L Xo - X Yot - -
c) Avem ca lim x, =0, lim = lim—"—==_.Din = D?(” si relatia anterioara, se deduce ca

- noo Xy nee 4 4 o % X

32

limita ceruta eﬂe(zj .

2. a) Din ipotezi avem ca x° [f (x) =xBinx, xOR. 1 = ['xsinxdx = —jo”(cosx) xdx .
| = —xcosx|n + Jgfcosxdx 7.
0

b) Functia g(x) = f(x), xO1- {¢, g(0)= 1 1= [0]] , este continua pe | deci integrabila.
Cum f difera de g doar in x = O, rezulta ca si f este integrabila pe | .
sinx sinx T U T
c)Avem —— <—— X1 | 1,— |. Rezulta j2 f (x)dx <IZgnxdx=cosl.
X 1 2 ! !
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Solutii
1.a) Functiaf este continua pe [0,), deci nu vaaveaasimptote verticale. Cum lim f (x) =2,

X — 0

dreaptay = 2 este asimptota orizontala spre o .

1-x3
X t+2
Astfel sirul este convergent si folosind recurenta rezulta concluzia.

b) Demonstram inductiv ca x, >1, Ui N. Apoi, X, — X, = <0deci sirul este descrescator.

1= _[xees =1
_1"n-1 <nl '

C) Ype1 — Yn = X4 —1, decisirul (yn)&ste crescator. Avem |Xn —]l :‘f (xn_l) —ﬂ = <

X1+ 2 2
- 1 n n 1
de unde |xn —1| < % =—_.Atunci y, <X, + X |xk —]l <2+ — < 3, deci sirul este si marginit superior.
2" 2" k=1 k=12
LT T
2

2.a) Avemci | = g

(1+cosx)dx =(x +sinx)|0E :%T +1.
b) F (x) = xj{)‘(l + cost)dt =x° +xsinx ,de unde rezulta ca F este o functie para.
c) Daci 0< X < Xp, atunci 0 < f(;(l f (t)dt <[ f (t)dt deoarece f este pozitiva, deci F este crescitoare

pe [0, oo) .Cum F este o functie para , rezultd ci F este descrescatoare pe (—oo,O] .
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Solutii
1.a) f este continua pe D, deci Tn aceste puncte nu avem asimptote verticale
fq (=2) = oo, 5 (2) = 0= x = =2,x =2 sunt asimptote verticale.

b) f'(x) :Lz ,deci x = 0 este punct de inflexiune.
(4-¢)

2+ 1 2+
¢) Limita cerut este L = lim x? {n| — % | = lim— =Y .
X 00 o1 yNoy2 o 2-y
X
. In[1+22y] , . [oa<t
L=lim—0 Y)g4Y —jim— ={1a=1.
y\0 y"’1 2y 2-y y\oO ya_l
2-y ©,a>1
2
1
2.a) I=j -X+2- X dx = —X—+2x—£[lfh(x2 +4) ‘% =§ —llng
0 X2 +4 2 2 2 2 4
2 ' 4
4 X -1, 1 1 -x 1 X
b) Avemaa | = [}~ dx=— [} — Dkdx. | == B———| += [arctg—
X°+4 2 x“+4)1 4

o]

. . -1 _ _ 2 -1 _ 1 ' v 1 1 _ 7 1 5
¢) Cu substitutia f 2(x) =t, | _jgf (¥)ebx= = £ O (E)ct =~ OF (1) + [ f (t)ct =15 5"
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Solutii
1.a) f estederivabila pe[0,»), f'(x)=2e*+6x-2. f'(x)=0,x20, cuegditate daci x=0, deunde
se obtine concluzia.
b) Pentru x<0, f'(x) <0, deci 0 este punct de minim global, deunde f (x)= f(0), 0K R.

f'(x) ~lim 265 +6x -2

c) Deoarece f'(x) = 2€* +6x —2, avem lim > =1.
x-o f(X) x-o2eX+3x% -2x+5
11 — 1 T
2.a) | _Iomdt —arctgt‘0 =7
S -l (1Y) L1 _rx1 1) . _rx3
b) Cusubsmutla;_y:J_jif(t)dt_jxf[;jtﬁ?]dy_jlt—ztf@dt =[, £ (t)dt.

&) A=[1f(t)dt=[1f (e)dt+ [ F (t)ot = [ (t)e+ [ F (ot = (2 +2) £ (¢) .

1 S T
A= JX dt =arctgx —arctgl, deci limita cerutaeste — .
11+t2 4
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Solutii
1. a) Limita ceruta este egala cu 1.
1. Inf(x)
. = lim 0
b) lim f(x)*=ex-~ x =¢’=1.
X — 00

c) f' estefunctie polinomiala de grad 3 deci ecuatiava avea cel mult 3 radacini reale. Aplicand T. lui Rolle functiel
f pe[1,3].[3,5].[5,7]. f'seanuleaza in cel putin in 3 puncte.

. - 1 1 T
2.8) Ariaceruti este A= [; f; (x) dx = arctg x|0 =,
4

1 1 ! -2 - 1
o) 1 =[[—* _ax=1] (1+22) (1+22) dx:—l‘ -1
et 2 o[-0 4
. . . n 1 1n 1 L ;1 T
c) Sirul care neintereseazd sescrie a, = n (X 5 =—272,de0| Ilmanzjo—zdx——.
k=1n" +k Nk=1 k n- o 1+ X 4
1+?
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3(1—x2)(1+ x2)
(-

b) x =1este punct de maxim, x = —Leste punct de minim; lim f(x)=0=lim f (x). Imaginealui f este

X — —00 X - 00
Imf :|:__1,l:|
4 4

c) Daci x =y avem egdlitate. Daci x # y, seaplici T.Lagrange, searata ci f'(c)<1si rezultd cerinta
3

Solutii

1l.a) f’(x): , XOR.

3 41

X
2.a) Avem: Ig’f (x)dx = jg(xz + X —2)dx =l —+— =2x || =—.
3 2 5 6

2 _
b) Se descompune in fractii simple functia de integrat si se obtine jolszlszdx =
TEXT-oXt

[°] 52—t - lx=-ain2-2.
-1 x-1 (X—l) X+2

) g'(x)=0 = 2xf (xz).e"2 =0 - 2xeX2(x2+2)(x2 —1)2 =0 = x{0,3 3 . Doar x = Oeste punct de extrem.
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Solutii
la) f'>0 X0 R= f estestrict crescatoare, deci f esteinjectiva.

lim f(x)=-o, lim f(x) =00, f continua=> f surjectiva; deoarece f este bijectiva, are loc cerinta problemei.

X —» —00 X — 00

1
(n+)(E +x,+2)  2(n+]

. 1 1 .
b) DinXC +x, +1=3+—— = x>+ -2=——,deci -1= , pentru ca
) DinX; +x, — 7 X % m 2= ded [, -] pentru c

X, >1, deunde rezulta concluzia.

on(x-)="ro 2t _1d-=

1
N+l x2+x, +2 4 4

1 a
2a) f(x)=[2—dt =In(t +1)| =In(a +1).
(=13~ x=m(c+3)] =in(a +1)
T
b) Cum sint <1,00& 0, cu egalitate pentru t = — + 2k, k ON, avem:
2

f(x) < Jgidt =In(t +1)‘X =In(x +1).

o f(2m)-f(n)= Izng—mdt<0 deoarece t0(77,271) = S'—m<0
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Solutii
1.8) f'(x) =1-cosx =0, cu egalitate doar in punctele 2n77, nON .
b) Functiaf este continua pe R , deci nu are asimptote verticale. lim f(x)=c, lim f(x) =~ deci functia f

X — 00 X — —00
| | () IR |
nu are asimptote orizontale. Deoarece lim =1, lim (f (x) —x) = lim (—smx) si aceasta nu exista,
X—-00 X X - 00 X — 00
functia nu are asimptota oblica la oo . Analog spre —.

—q 1
¢) Functia este derivabila pe R\{O} , deoarece x#0=> f (x) 0. Cum g’(O) = lim 3/XX53mX :%,

X-0

deducem ci g este derivabila si inx = 0.
2.a) f continua implica faptul ca f are primitive.

1
_ _ - 1 - 1 _ _

b) | :Ié(e “-e 2X)dx =l e X eZe® | == et le?

2 0 2 2
c) f(t)=0,00 [0;x x O:I;f(t)dtzo.Dinipotezé rezultici € X > -x+1l=1-€ *<sx=e X —eX <xe*

—-X _ 42X
deci = —<eX x>0= [ f(t)dt<[ et =1-e <1,
X 0 0
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Solutii
20, d ( 0, e] , de unde se obtine concluzia.

1-Inx

I
1a) f'(x)=—, f"(x) =
X X
b) Dreapta x = 0 este asimptota verticala. Nu exista alte asimptote, pentru ca functia este continua si

|imﬂ:o, lim f(x) =co.
X—-0 X X - 00
In(n+1
C) &y —ay :%—(f (n+1) =t (n)) =f'(n 1) -f'(c,) <0.
z b4
2.a) Ariacerutaeste A= |? cosdx =sinx|2 =1.
0
4 (1 s
b) V= nEJ'Zf X)dx = JTEchos xdx —E{x+§sin2xj§ =7.
2
1
sin—— .
¢) L =lim2sin (\fj( > cosj lim i\/ﬁ O X cos— ‘o1t Ejocosxdx-asml
il M= N
2Jn

n- oo
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Rezolvare
X — 00

1. a) lim f(x)=limarctgx - lim arcctgx:g: yzgesteasimptoté orizontald spre +oo.
X — 00 X — 00

b) f'(x)=

>0, d R= f estestrict crescatoare.

1+ X2

c) X, =f(0)= —g ~ % >X, si f estestrict crescitoare = (x,) , este strict descrescator. (x,) _, este

marginit inferior de _37111 deci conform Teoremei lui Weierstrass este convergent.

2. a) g este continua, deci are primitive, iar derivata oricarel primitive este pozitiva, deci orice primitiva
este crescatoare.
2 1 1 % T 12
b) [2f(x)dx=f(x)x]2-[2—2xu =— +\/1-X%|2 =—— +X= 1.
).[0 ( ) ( ) 0 J.O 1_X2 12 0 1

0) j;xf (x)dx < .[;% dx, de unde concluzia.
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Rezolvare
1. a) lim fz(x) = im &SN -y
X-0x“—=xX x-0 X
b) xOf 11~ f'(xE acsin¥ ——L= arcsinx X—_l.limf'(x):g: f'(1):12T.

N (1-x)(1+x) *

f nu este derivabila in —1.

i ~(x-ne 2L

1 1= x2 1 1-x

c) f'(x)= - = + >0 f esteconvexa.
Y 1-x2 1-x? 1-x2 (l—x2) 1-x?
TR _x-1
2. @) =)= x-1' ! = F'(x)>0, 0K R=F estestrict crescitoare pe R.
F'()=1(1)=5

XX xt 3 X2 . . N .
b) F(X)="+=—+"—+— +x deci lim F(x)=-co si lim F(x)=+c. F fiind continua, rezulta ca
5 3 2

X— —00 X - +00

F este surjectiva, deci conform punctului a) este bijectiva.

a__ 1 2 2t 5 t% 1
o) J, FH(x)dx=[ tf (t)ct :(E St ts +€j0
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Rezolvare

1

a) lim f (x) =0,
x<1

b) Functia este continua Tn punctele care nu sunt numere intregi, iar Intr-un punct ndZ avem
I|m f(x)=0, I|m f(x)=0si f(x)=0. Deci f estecontinua peintervalul [0, 3).
i x>n

0) Epr|C|tand functia observam ca 1 si 2 sunt puncte unghiularesi f este derivabila pe [0, 3]\{1, 2}.

I
2

T Mo _
) ﬂdx=—j2m(jx——ln(2 ~sinx)|? =In2.

0 2-sinx 0 2-sinXx 0
b) F’(x)= f (x) si f(x)>0 deoarece 2-sinx=1, OXJ R. Deci F estestrict crescitoare.
) = [0 (t)dt> ‘ =2= lim =+o,

2- smt 3 x-+e
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Rezolvare
2n+1 r
1 a f, (X): X +l:ig(x)1 e — 1= fn'(x): On (X) _ gn(X)ZI
X+1 X+l X+l (X+l)
2n 2n+1
(2n+1) [élj (1j +1
by lim £/ ] =1im 2) _\2 __4
n-o n 2 n— oo § g 9'
2 4
©) fa(x)= ( hixl))z ,cu h(x) = (x+1)g;,(X) =g, (x) =2nx*""* +(2n +1)x*" -1. Deoarece h' este negativa
X

pe (=1,0) si pozitiva pe (—c0,-1) O(0p0 ), iar h(-1) =0, h(0) = -1, limh(x) >0 reiese ca exista exact un

punct ald(Gp ), astfel incét f este strict descrescatoare pe (—o,a] si strict crescatoare pe [a,) .

_1pleer)
2. a) |2_§f0 o, k=52
1XM(x-1
b) |n+1_|n=IO%dX<O.

0 o<1, < [*X"dx=—1 dedi limI,=0.
0 n+1

Sl =
n - oo
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Rezolvare

o | x2 3

2

1 a) I|m f(x)= lim x (i_%_sinszm
b) f'(x)=l—x?—cosx; (

X) = =X +sinx.

c) f"(x)=-1+cosx <0= f" estestrict descrescitoare = f'(x)< f' (0), D=2 0- f (xk O-
~ f' estestrict descrescitoare — f'(x)< f'(0), Oz O.
f'(x)<0 - f estestrict descrescitoare peintervalul [0, + ) si f(0)=0 - f(x) <0, D& O.
] — 1 X —
2.aF (x)—m+x2—+l—f(x).
b) j(l)f(x)dx:F(x)ﬂ):’_thz.

n

C) a,= Z 2+||:2 1Zf( jreprezintésumeRiemannasociatefunc;iei f , diviziunilor
1N+ Nia

D, :(0,1,2 nj si punctelor intermediare X, (1,2 . ,Ej . Deoarece functia este
nn n nn n

integrabila, fiind continua, iar sirul normelor diviziunilor tindelao, sirul (a,), este convergent.
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Rezolvare
1. a lim w:—lzm; Iim( ‘xz—x‘+x)%:n:>y:—x+% este asimptota oblica spre — .
X—-=—c0 X X - —00

b) f estederivabila peintervalul R\{O,]} si Osi 1 sunt puncte de intoarcere ale graficului.
0 '(x)=—2"L . xOf @, 0)U(L+w) si f'(x)=—222; x0(0,1). Pentru xOfo ,0), f este
2/x2=x

2x%=x

strict descrescatoare, iar pentru XD(L+ 00 ) f estestrict crescatoare. f (%) =0, deci Osi 1 sunt puncte

de minim (si de Tntoarcere), iar % este punct de maxim.

2 41— 1
2. Q) IZ:'[lX—lldx:x0

1 T
=1-—.
0 x2+1 4

—arctgx
g 0

n+l

1_1

ney2
11X (X +l)dX_x _ .
0 n+l

b) |n+2+|n:J-0 X2+1 _n+l

1 1
+1) 2(n-1)

c) Din(b) =

<l, <

, folosind monotonialui (1,,) . Conform criteriului clestelui

N
=]

(

avem limnl, =

n- oo

N
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Rezolvare

, 1 1
1 a f'(x)= -
(x+2) +1 x°+1

b) x+2>x= arctg(x +2) >arctgx= f (x)>0.
f este strict crescitoare pe intervalul (—co, 1) si strict descrescitor are pe intervalul [~1,0) deci —1 este

maxim global. f (-1) =arctgl-arctg( -1) :; +£ :—;
c) Searataca g'(x)=0, O R.
X~ 2 X2 |2 31 _ 1
2. a).[ﬁdx:— =Inx ——In(x2+1) == ->In5+=In2
1 X 2 2 2
X om x xR om [ (1)t
) £(x)25 x5 = [y ()t > -7~ Deci lim 25— = 4
i (x® x*|1_1 1 _5
0) g(x)= f(x), 00 [0,1)= A= (g(x) - f(x))dx _(7 _E]o_i N 5
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Rezolvare
1. a) f’(x)=—L:> f"(x)=§[-)L>O:> f' este strict crescitoare.
2x/x 4 x2x

b) Se poate demonstra prin calcul sau aplicand Teorema lui Lagrange.
c) Seaduni relatiile dela (b) dela k =1 pani la k =n si astfel se obtine margineasirului (a,) _, . Sirul

este evident crescator, deci este convergent conform Teoremel lui Welerstrass.

1 t? X 1pxt?+1-1 X2 x 1
2. a) f (x)=| tlrctgt =—IMrctgt| ——| ———dx=—»[@rctgx——= +=M@rctgx.
) (9=, 92902f0t2+1 g TAIXTR TR
= [4n T g = gt
b) f, (1) =]t Brctgtdts4[jot ot = G
Caf MY o1 1 at™ 1 ™ N
0 f, (1)—jo[n+1J @rctgt dt =2 Dn ol +1j°t2+1dt' rllmn+1q0t2+1dt —O:rlwtrgann(l)—z.
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Rezolvare

L oa)f(x)=——t_ -1 +1 5000

(x+1)° x-3 x4l
2 2

b) Avem lim f (x) =0 si cum f estestrict crescitoare, rezulta ci f(x)<0, O O.

X — 00
C) a1 —a, = f(n) si, conformb), (a,) _, estestrict descrescitor.
2. a) f; (x)=x%arcsinx.

Vs
1) 2 L 1.7 X = 1.7 3
b) fl[zj—joz tlarcsintdt = [ 6 (sinx) xcosxdx —Ejofs Xsin 2xdx ——Zcoszx(gs +Zj06 COS2Ach =~ o+

1
c) Deoarece f, este derivabila, deci continua, limita cerutd este f, (1) = J.Ot2 arcsintdt :]—61, deoarece

3 3 3 3
jxtzarcsintdtzx—arcsinx—l g dt =X—arcsinx +} 1-%? —l —E (1 —x2) 'fi
0 3 9 9

30\/1_T 3 3 3
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Rezolvare
e —e*
1 a) f'(x)=1-——, f"(x)=——— <0= f' estestrict descrescitoare pe R.
e+l (eX+1)
o f(x) . f(x I e
b) Pentru a<0 esteevident, iar pentru a>0, lim ( )= lim (a)l = lim — 2> =0.

X - 00 X_a X—00 —gX 4

¢) lim f(x)=In1=0. lim M=1=m. lim (f (x)-mx) =0, deci y=0 este 0 asimptot orizontala

X — 00 X — —00 X X - —00
la +o0 i y=x este 0 asmptota oblica la —c0. Asimptotele verticale nu exista, deoarece functia este
continud pe R.
2 3

2. a) I1=J‘:(2x—x2)dx=x2 0

b I, =j02(2x—x2)n(x -1) dx =(2x —xz)n(x - )‘3 —njf(Zx —xz)n_l(z 2x)(x 4)dx =
= —ZnIOZ(Zx —xz)n_l( -x2 +2x —1) dx :—2nj§(2x —xz)ndx +2n.[02(2x —XZ)H: (2n+1)1, =2n1,_,.
c¢) Avem |, >0, O] N”si dinpunctul b) 1,4 =1, +2—1n|n >1,, Oe 2 (1) Astfel sirul (I,) . tinde

| >0, iar 1,21, O N". Adunand relatiile (1) avem |l:1|2+3|3+...+i|n S EE
4 6 2n 22 3 n

deundelsL. Deoarece lim l+l+...+1 = oo, deducemci | =0.
1 1 1 now\ 2 3 n
e
2 3 n
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Rezolvare
, 4
1 a) f'(x)=—- >0, O R\3.
(V3-x)
b) lim f(x)=—-V3, lim f(x)=-J3= y=-/3 esie asimptoti orizontali la +eo. x=+/3 este asimptota
X — 00 X — —00
verticala.

c) Avem ag, =2 si agyy3 = -2, O N, deci sirurile (ag,) . si (Bgnea) oy A limite diferite.
a) F(x)=f(x)=F(x)= e [{—2x) = 0 este punct de inflexiune.
1-¢t

b) j;><f (x)dx:—%f;e‘xz(—xz)' dx = >

o) JoF(x)(x) dx= F(x)

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Rezolvare

1 a) f'(x)=3 x2-1+_> LAY
1+ x? 1+x?
b) lim f(x)=+c; lim f(x)=-c0 si f este continu, deci este surjectiva. Conform (a) f este
X - 00 X — —00
injectiva.
) Singura valoare pentru a este 3 si limita este 1.

1 1
2. a)l,= jo xe“dx = xe* o —jo e‘dx =1.

1
by I .,—1, :IO e" (x””—x”)dx <0, deci (I,) , estedescrescitor si marginit inferior de 0.

1 ! . 1 e .
0 In+1=J x"*l(ex) dx=e-1_-nl_=limnl_ =e, deoarece Oslnse.[ x"dx=——= lim1,=0.
0 noo 0 n+l n-ow

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novirii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniver sitar

Rezolvare

1

2x+1 _ 2X°+4x+3
X+x+1  XP+x+1
b) lim f(x)=+co, lim f(x)=—-co, f estecontinua pe R, deci f estesurjectiva, iar conform

X — 00 X — —00

punctului a) este injectiva.

a) f'(x)=2+ >0, DO R.

0) im0 =5 lim ( () - 2x) = +oo,

X-0 X X— 00
1 1 1
a) IO f (x)dx —J.Ox(l—x) dx =
b) f estecontinui pe R (in fiecare numar punct intreg I =14 = f (a) =0).
c) Functia g:R - R, g(a) :I:+1f (x)dx estederivabilasi g'(a)=f(a+1) - f(a) =0, deci g este

constanta.
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Rezolvare

1. a) f'(x)=Inx+1. Peintervalul (OE} f este strict descrescatoare, iar intervalul F,+oo), f este
e e

strict crescatoare.
. _f(x) . . .
b) lim f (x)=+c0, lim—- =+oco, lim f (x) =0. Deci f nuareasimptote.

X — 00 X-0 X X-0
x>0

€) Din X4, =%, rezulta inductiv ca x, 0(0,),0m N-. Deaici obtinemsi X, >%,, O] N.

2
2. a |2:J'1X_ :E—E+§[[hg :—i +§ ﬂ]]g
04x+5 8 16 64 5 16 64 5
1X" (4x+5) 1
4] .,+51 = = .
b) 410+l =, ax+5 el
1 1

C) In+1_|nS0 —
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Rezolvare

1 a) f'(x)=

>0, < 0.

X X —x 1 1
\/x2+2 \/x2+1 \/x2+2 \/x2+1
) £(x)= 2 1 _ 2@/t - (t+1)Vt+1

(ev2)e+2) (esr)bes)  (tr)mah(iey
Se arata ca exista un singur t pentru care numaratorul este Osi t >1, deci doua valori pentru X.
c) lim f(x)=0= y=0 esteasimptoti la —.

X - —00

,unde t =x2+1.

T
2. a) R(m) :j;rxsinxdx = xcosx| +j0”cosx =m(se integreaza prin parti).

b) Frua (1) - R (1) = [t int {sint ~1)ct <0.

c) Deoarece sint<t, O<F, (l)sf;t”+ldt =ﬁ:> limF, (1) =0.
n- o
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rezolvare
1a) F'()=— -1=—X <0,06 0.
1+ X 1+ X

+ ~

b) Avem lim f(x)=lim X(M —1j=m(0—1)=—oo,lin%f(x)=|n1=0. In plus, f este
X — 00 X — 00 X X—

continud, deci are proprietatea lui Darboux. Astfel, multimeavalorilor functiei este (-, 0).

¢) Functia este continua, deci nu are asimptote verticale in punctele domeniului de definitie. Tn 0,

Iim f(X)=In1=0, deci nici aici nu exista asmptotd verticala. Din a) rezultd ca nu exista

asimptota orizontala. Tn sfarsit, lim —= f( )— —1si I|m(f(x)+x)_ I|mIn(1+x) =00, deci nu exista
X

X — 00

asimptota oblica spre o .

2a)j f (x)dx = xarctgx [ j—ldng_%ln(xz +1)|%)=1T—2In2.

02 4

b) lim= jf(lnt)dt— lim f(T X _ = lim arctg(Inx) = _E folosind regula lui I'Hospital pentru cazul

X—>°°X X - 00 X — 00

% i faptul ca functia g: (0,0) — R, g(x) =jlx f(Int)dt arederivata g'(x) = f(Inx).
(o]

9 sh=£{f(£j+f[g)+f(§j +...+f[DD ete sumd Riemann atasati functid  f
n n n n n

12

intervalului [0,1], diviziunii Dn=(0,—,—,...,EJ si_punctelor intermediare X, [1,2 DJ
nn n nn n

Astfel, lim s, = jf(x)d x=1=2In2,
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rezolvare
2
1) f'(x):arctgx+i,f"(x): 1 5+ 1 X2 5 = 22 > >0, DO R.
1+X 1+x° (1+x9)° ([@L+x9)
arctgx !
T 2
b) fim ~ X T im0+ Bx| = tim ———2 = jim 14X — 1 folosind regula lui
Xo—00 X 2 Xo-o 2 X - =00 } X - =00 i
X x2

I'Hospital pentru cazul % . Obtinem y = —T—2Tx -1, ecuatia asimptotel oblice spre — .

I . . . . . .
c) Avem X, :Z <1=x si demonstram inductiv ca sirul este strict descrescator. Cum €l este si cu
termeni pozitivi, rezulta ca este convergent.

2.8) I;(xz -2x3 +x*)dx :3—10 .
_2x=1 o n o n2, _o2xnlg, Nl 21, 2yn _n P
= (x=x9) %+I0§(2X D(x —x°) " dx —EIO((X X7) A(X —X°) )dx _Eln_l 2nl .

2

b)1,

c) Dinb), 1, <1|n_1. Deaici rezulta inductiv 1, <i|O =1 .Cum I, >0, limitaceruta este 0.
4 4n 4n

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetarii si | novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar
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la) f'(x)=1-e* >0, 0.
b) Derivata este pozitiva pe [0,0) si negativa pe (—,0], deci avem doar punctul de extrem O.
c) Din lim f(x) =, lim f(X) =«. Rezulta: daca mO(ko )= ecuatiaare 2 solutii reale diferite;

X—-> 00 X - —00
daci m=1=>ecuatiaare doar o solutie x=0; dacdi mO{o ;1) = ecuatiaare nu are solutie,

3
20) [ dt=Lina+2)[f =22,

1 1+t2 2 2
b) Daci F este o primitiva afunctiei h(t):lt—z,atunci f(x)=F(tgx) -F (1), deci
+t

f'(x) = (l+tg2 X)F'(tgx) =tgx.

c) Rationand camai sus, f'(x)+g'(x) =tgx _?glgx =0. Rezulta f(x)+g(x) =constant =0.
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2 2x+1
avx®+x+1l-(ax +b)—————
la) f'(x)= 2\/m _ (a—-2b)x+2a-b
X2+X+1 2(X2+X+1)\/X2 +x +1

b) Trebuieca f'(x) >0 pentru orice XxOOR , ceea ce seintdmpla daca si numai daca functialiniara
de lanumaratorul derivatei este constanta si pozitiva, adica a=2b >0.
c) Conform b), Tn acest caz functia este strict crescatoare. Cum functia este si continua, iar
lim f(x)=2, lim f(x) =-2, multimeavalorilor functiei este (-2,2).

X - —00

X-> 0
2.8) f'(x)=e¥S" >0, 0 11].
b) Cu schimbarea de variabila t =sinu,dt =cosudu obtinem f (x) = j;‘mxe“ cosudu .
n LI n LI ¢ T
0 f(l):jZe“ cosudu =€" sinu |2 —IZeusnudu =e2 +e" cosu |2 —jze“ cosudu =e2 -1 -f(1).
0 0 “o 0 “o

T

Rezulta f (1) :le2 —E.
2 2
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X 2
(2x+a)}Vx% +1 - (X% +ax +5)
1.a) f'(x)= bé +1 __X-3x+a
X% +1 O+ +1

2 xyx? +1 5 =X

. f(x) . X . .
b) lim—==211lim(f(xX)-x) =lim —————+Iim =lim +0=0,
X — 00 X X — 00 X — 0 /XZ +1 )(Hoo\/xz +1 Xaoo\/xz +1(X +\/X2 +1)

deci avem asimptota oblica spre « de ecuatie y = x.

c) Trebuie caecuatia x° —3x = —a si aiba trei solutii. Pentru functia g: R — R, g(X) =x° —3x avem
X —00 -1 1 ©
g'(x) + 0 - 0 +
9gx) | -0 /S 2 N 2 [ w
Astfel, ecuatia g(x) = —a aretrei solutii pentru all{ 2,2). Se verifica imediat, folosind semnul lui ',
ci, Tn acest caz, functia f aretrel puncte de extrem.

3

2.9) Elx 1-x%dx= —%(l—xz)2 |}1 =0 (sau observam ca este integrala unei functii impare).
_ (2 _ 1 3\p 4n

b) V —nj_lf (x)dx —r(x X j|_1 =

1 1
) Osjox”f (x)dxsjox”dx:%l, deci limita ceruta, conform teoremei clestelui, este 0.
n
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rezolvare
. L 2=-x 1 . . . X—2 1
la) fi@=limf'(X)=lim—===5si f:D=limf'(X)=lim—— =—-=.
) fa@ X\ () N1 X e’ <@ X1 9 X1 X e
b)
X —00 1 2 0
fo |- - 1 + 0 - -

f(X) 00 \ 0 / :I./e2 \4 0

Pentru m<0 nu avem solutii, pentru m=0 sau m>1/e® avem 0 solutie, pentru m=1/e® avem doua

solutii, iar pentru 0<m<1/e® avem trei solutii.

1 2 n-1 (1 1 1) (1 .1 1 1 1) .1
O S+gtet— S| Srgtet gty f o g vy Yy =
€ € e € € e € e e e e e

1 1 1 1
1- 1- 1-= 1-=
-1 -2 2
=i2 &t en++1_1€+i e—l(iz+i3+ 1) n 1 12
e 21 @ 1 eyl eyl e e ") -1 (e
e e e e e e

¢) Observamca f (x)<g(x), 0K (O,I—ZTj,adicé xsinx+x <7, 0 [O,%Tj.AvemA:JZ(g(x)—f(x))dx
0

5 3 Vid
7TX 2 . —
=| — —— +X°COSX —2XSINX —2C0SX || 2 =— —7T +2.
2 3 0 12
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rezolvare

. L T
1a) lim f (x)= )I(Lnlardgx =5

x>1
b) Dreapta y =0 este asimptota orizontala spre + co.
c) Deoarece arctg este functie strict crescatoare, functia data are aceleasi puncte de extrem loca

adica x=0.

casi functia g:R\{-1% - R,g(x) =— 1
2 _
2 =1_E +i_
0 2 48
: X3
1 -« SNX—X+—
b) lim |/ f(t)dt:anG:m.

XAOOX X - 00

c) f'(x)=-sinx+x; f"(x) =1-cosx= f estestrict crescatoare peintervalul [0, + «) =

2.9) _[Og f (x)dxz(sinx—x +X€j

4 4
— cosX2—1+ 2 >0=> cosxzzl—x—:jlcos(xz)dng.
2 2 0 10
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rezolvare
1.8) lim f(x)=arcsin0=0.

X - +o00

2X

b) Functia este derivabila pentru -1< <1, adica xOR\E 1,7} . Tn punctele +1, derivatele

1+ x2

laterale sunt diferite, deci functia nu este derivabila.
c) Deoarece arcsin este functie strict crescitoare, punctele de extrem ae functiei f coincid cu

celealefunctiel g:R - R,g(X) = 22X1.Aceﬂeasunt +1.
X~ +
1 1 3 1
—2dx = —=[1=x2)2 ==
2.8) Jox 1-x“dx 3(1 x) |% 3

b) V =1 (1 -x?)x :%".

n
c) a, =£Zf(EJ sunt sume Riemann pentru functia f , diviziunile D, =[O,E,E,...,D] si
nig \n nn n
punctele intermediare X, :(E,E,...,Ej. Deoarece functia este integrabila si sirul normelor
nn n

diviziunilor tinde a0, sirul sumelor Riemann este convergent.
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rezolvare
1.a) lim f(x) =0, deci avem asimptota orizontala y =0 spre +co.

X — 0

b) f'(x)=

valorilor funcglel este [T (2), f D] =[-11].
c) Functia este derivabila pe (2,0), deoarece, pe acest interval, —1< f(x) <0, f estederivabilasi arccos este

2
12 . . oo .
3 = functia este strict descrescitoare pe [1,2] si strict crescatoare pe [2,0). Multimea

@

derivabila. Tn punctul 2, g'(2) = Ii{h g'(x) = ——— . Tn concluzie, functia este derivabila pe [2,) .
X\2

N

2.a) F'(x)=1(x).

b) nj f2(x)dx = r(j 5 dxj :,E
X +

¢) F(x)<0, deci A= I x)dx = —xF ()

:In(11+5£)(3—2ﬁ) |

2

NP
N

-arctg 2) .

+I12xf (x)dx =F (1) -2F (2) +In(x x? +1)12
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Rezolvare
la) [ f()x= Iim f(x)=0.

b) f'(x)= sml—lcosl
X X X

c) lim f(x)-hmT =1= y =1 este asmptota orizontald spre +oco.
X - 00

_ Con2 Ay — 16

2.a) |2—I_1(1 2X° +X )dx—ls.

n+l
(l X ) + 1 J‘l (1 _X2)n+ldx —_ 1

b) In_|n+1_I X (L=x%)"dx = = 2n+D) F el m'nu-

( ) Ck 1 2\n — i R : - <
C) a,= i;) Tl j_l(l—x) dx =1, iarsirul (I,), tinde descrescator catre 0.
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Solutie
. . 1y _1
1.b) | -f(x)) =lim|1-=] ==.
0 fim s 1 ()" = im 1| =2
2 _
b) f'(x)=2 ! Deoarece f'(x)>0,06 [& ), rezulta ci functiaf este strict crescitoare.

—.

X

¢) Functiaf esteinjectiva fiind strict crescatoare. Cum f este continua pe [L o), f (1) =1si lim f (x) = o,
X — 00

iar f este strict crescatoare, rezulta ca imagineafunctiel f este [L oo) , deci f este surjectiva.

2. a) FunctiaF trebuie si fie derivabila. Din continuitateain 1 rezulta a+b =1,
iar din derivabilitateain 1 rezulta a=0. Deci a=0 si b=1.

e e 1
b) Utilizim schimbarea de variabila Inx=t. Rezulta | ! dx= L o= | lzdt
lXF(X) 1)((]_+|n2x) ol+t
1 1T ¢ 1 T
DarJ'—zdt:arctgtIO:—,deci ——dx==.
o1+t 4 1XF(x) 4
&) (x)" (x)ax= [ n(x) (1 (x)) dx=h(x)H (x)I ~f( (x)H (x))cix- Deoarece h(1) =h(r) =0
1 1 1

rezuita h(x) () [7=0. Ded :[h(x)h' (x)dx = —:[(h’(x))z ax <0,
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Solutie
1.a) f este continua pe (O, 1] deoarece, pe acest interval, se obtine prin operatii cu functii continue. Cum
.7 - L T - . o
Xxsin— s|x| si I|m|x| =0, rezultd limxsin—=0.Deci lim f (x) =0=f (O) Prin urmare f este continua si
X X-0 Xx-0 X x\0

in 0. Rezulta ca f este continua pe [0,1].

b) f este derivahila pe (O, 1] deoarece, pe acest interval, este produs de functii derivabile.

o f(x)=f(0) - o
Intrucét limita I{%—— imsin— nu exista, f nu este derivabila Tn 0.
X X

x-0 xN\0
c) Ecuatiase scrie g(x) =0, unde g[niﬂﬂ ~ R, g(x)=f(x)-cos’t. Cum g este continua,
X

g(ij =(-)"? i g[i) =(~1)™", rezulti ca functia g seanuleaza in cel putin un punct din [ilj

n+1 n i i n+ln
2.9) Ilf(&)dxz J'lln(1+ x)dx=x|n(1+x)1 —1de =In2 x| +n(1 +x)1 =2In2 .

0 0 0 {1+x 0 0
1 1 17 2V 1 9
X molp X m 1 1
b)J;g(x)dx:J;xarctgxdx :.([(7] arctgxdng —Eomdx =3 _E(X ~arctgx) 0°71
- : o X n 3 2x2
c) Consideram functia ¢ = f —g. Atunci: ¢'(x) =—— —arctgx i ¢"(x) =~ >
1+ X (l+ XZ)

Deoarece ¢' (x) <0, rezulti ca ¢’ este descrescatoare, deci x=0=>¢'(x)<¢'(0)=¢' (x)<0.
Prin urmare ¢ este descrescitoare, de unde x= 0= ¢(x)<¢(0) = ¢ (x)<0= f(x)< g(x).

1
Caatare aria cautati este A:I(g(x) - (x))dx ==
0
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Solutie
1. a) Avem f'(x) =3x* -3, f'(x) =0 = XD{- ZL]} si urmitorul tabel de variatie al functiei f:

X -1 1
f'(X) +++ 0 --- 0 +++
f(x) / Ny /

Din tabelul de variatie rezulta ca —1 si 1 sunt punctele de extrem ale functiei f.

b) Deoarece f este continua, f (1) =-2<m si lim f (x) = +co, rezulta ca ecuatiaare solutie in multimea

(1,00) . Cum f este strict crescatoare pe(1, o) , rezulta ca f esteinjectiva pe(L ), deci solutia este unica.

c) Deoarece g(x) = f2(x) =x° -6x* +9x%, rezulta g'(x) =6x> —24x> +18x, de undeg"(x) = 30x* - 72x* +18

Pentru arezolvaecua;iag’(x) =0, notim x? =t si rezulta 6(5t2 =12t +3) =0care are solutiile

12++/84
0

1
ca g are patru puncte de inflexiune.

2.9) lim f (x)=lim f (x) = f (0)= f continua i 0. Rezulta f este continua pe R . f continua pe R = f
x/'0 x\0

12 = . Deci ecua;iag'(x) =0 are solutiilex,/t ,i\/g . Tinand cont de semnul functiei g*, rezulta

admite primitivepe R .
b) [ xe*dx =" (x~1) +C , iar [ sinxc = ~cosx +C.
N . . e (x=1) +¢, x<0
Deci o primitiva afunctiei f vafi deforma F(x)= .
—cosx+c,, x>0
Din conditia de continuitate alui F rezulta ¢, =c, =F (0) +1=0.
c) Deoarece F este o primitiva alui f, rezulté_[ f (t)dt="F(x) ~F(0), deci limitade calculat este
0
imEX) ~F(0)

im _ “FO _imE X apoi timE ) 2 i LX) i S0X
X X

X xNO0  2X x\O0  2X xNO0  2X xNO0 2%

- Curegulalui I'Hospital: lim F(x)
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Solutie
la) f'(x)=1< e -1=1< x=In2.
b) f' estenegativa pe (—,0) si pozitivi pe (0,), deci valoareaminima este f (0)=1.

ey FO) e -1-x 1 o (X)L e -1-x 1
R B e B Rl et -4

2.q) (3) =j _lz(t +Lin t—1]‘3 14103

2 t+1l)2 " 2 2

_ J—F(O), unde F este o primitiva afunctiei t - +/3e' +1.

L x2-1) 2x
Rezulti g'(x)=V3e 3 +1 [Em ] =x3-—, D0 (& ).
3 X2 -1

c) Avem g'(x)=2f"(x), deci g(x)-2f (x)=constant=g(2)-2f (2) =0.
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Solutie
1.a) Succesiv rezulta:

f(x) . IxC-3x+2

lim =lim
x1x=-1 x"1 X-1
X+
b) Aplicand corect reguli de derivare, rezulti f'(X) = = .Tabelul de variatie a functiei f este:
J(x-1)(x+2)
-0 -2 -1 1 00
f '(X) +++++ | +++++ 0 ------ | ++++++

f0 |/ 0 /7 g2 ~ 0 /o

Din tabelul de variatie a functiei rezultd ca —1 si 1 sunt punctele de extrem ale functiei f.
c¢) Functiaf este derivabila Tn orice punct x care satisface conditia x2—3x+2#0. Deci domeniul de
derivabilitate al functiei f este R\{-2,3}.

A B 1 1

x(x+l)(x+2):; x+1 X+2° ()_5+x+1+2(x+2)

1 d JX(X+2) +C.

jf(x)dx:%j%dx—jxiﬂdx%jﬁz X =In¥=—

b) Deoarece t (ke )rezulta t >Lt +1>2,t +2 >3= t(t+1)(t +2) >6=

2. @) Descompunem in fractii smple:

11
t(t+1)(t+2) 6°

Atunci, pentru X>1 rezultéj

[

1
¢) Utilizam schimbarea de variabila: x3 =t . Rezulta I

X
j dt—XT1 Egalitateaareloc daca x=1.

dx——j

1+x 1+x __'[1+t2

=7—T. Rezulta —dx
4 o1+ x® 12°
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Solutie

. . 2 . .
1.a) Deoarece lim f(X) ::—i , rezulta ca dreapta de ecuatie y = 3 este asimptota orizontala spre .
X - —00

n-1
b) Avem f (1) =1si O<f(n)s%, Oz 2, deci 0<a, s[l—goj ,deunde lim a, =0.

N - oo
X 7€ (3e* -4
c) g’(x)=—(3;%4)2, g'(x)=ﬁ. punctul de inflexiune este In%.
3
23) j;f(ex)dx=j;\/§dx=2\é;2=§.

1=

e

b)V = rrjlnxdx =(xInx —x)
1

¢) Utilizam schimbarea de variabila+/Inx =t , apoi o integrare prin parti:

Tde= Jl'thetzdt =Jl'(e‘2)tdt =te" ‘é —jetzdt =e —jetzdt =e —Jl' e dx.
1 0 0 0 0 0

1 e 1 1
Prin urmare fexzdx+f f (x)dx =_[ex2dx +e —Iexzdx =e.
0 1 0 0

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetérii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1.8) AVem X,.q — %, =Xz =, +1 >0, > 1, deci sirul este strict crescator, de unde concluzia.
3x% +1, x<0
b) Functia g este derivabila pe fiecare din intervalele (o, 0) si (0, ) si g’'(x) = 1 .
x>0
X2 +1’

Cum g este continua Tn O si Ii%g'(x): Ii\n%g'(x) =1, rezultd ca g este derivabila in Osi g'(0) =1.
X X
¢) Numarul cerut este valoarea minima afunctiei h:(0,») — R, h(x) =x* +1-2Inx. Acestaeste h(1)=2.

! =l(1 —e‘l) :

0 2

t t -X 11 -t 1
228) [xf (Ydx= [xe™dx==[e"dt =—e
0 0 20 2

b) Aplicim regulalui 1"Hospital:

F(cosx)-F(1 —sinxF'(cosx i
jim F 2 D _ lim (005%) _jimm _SNX 4 cosx) | = —S £ 1) = e
X-0 X X 2X 2 2

-0 2X X0

0) g'(x)=F'(x) + ' (x) = f (x) —2xe™* =(1-2x)e™ , deci g are unicul punct de extrem x=%.
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Solutie
1) lim(f(x9() :o%:o.

_ 2
b) f este derivabilasi f'(x) = (1_)(2)2 [xJ R. Tinand cont de semnul derivatei, rezulta ca — 1 este punct de
1+x
minim local, iar 1 este punct de maxim local.
2
c) Consideram functia h: R - R, h(x) = f (x) —g(x) . Rezultd h'(x) = —(X—Z)z. Deoarece
1+x

h'(X)<0,0% (® ), rezultica hestedescrescitoare pe (0,) . Deci

<arctgx, 0K (8, )

h(x) <h(0),0%0 (8, )= h(x)<0,0% (& ):1+sz

2.a) Functiaf este continua pe [0,1], deci este integrabila pe acest interval. Functia g:[1,2] - R,g(x) =xInx
este continua, deci este integrabila pe [1,2] . Deoarece f (x)=g(x),0% [12]\{1}, rezultd ci f esteintegrabila
pe [1,2] . Fiind integrabila pe [0,1] si pe [12] , rezulta f integrabila pe[0,2].

b) Fie F o primitiva afunctiei ¢:[L) - R, ¢(t) =tInt. Atunci: Itlntdt:F(x)—F(l).
1

X
Itlntdt
Rezulti lim-2
xN\1

i FO-F@

= =F4(2) . Deoarece F4(1) =¢(1) =0 rezulta ca limitaeste egala cu O.
x-1 xa x-1

c) Aratim ci exista al[0,t) si bO(t,2] astfel incat

ot—0

f (x)x= [ 1 (x)ck=(b-a) f (1), ahca

b a Y
[ F(x)abc=bf (t) = [ £ (x)ax ~af (t). Consideram functia 9:[0,2] ~ &, g(y) = [ f (x)ax ~yf (t). Avem
0 0

0
9'(y)="f(y)-f(t), deoarece f estestrict crescitoare, deci g este strict descrescatoare pe [0,t] si strict

crescatoare pe [t,2]. Aceasta garanteaza existenta numerelor asi b.
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Solutie

f(x) i X3 +x

la) lim =
x-o f(X+1) x-o0(x+1)° +x+1

b) Deoarece f'(x) =3x* +1>0, rezultd cif este strict crescitoare , deci este injectiva.
Cum lim f(X) = —oo, I|m f(X)=o,iarf este strict crescitoare si continua rezulta Im f =R, deci

X — —00

f este surjectiva. Fiind inj ect|Va si surjectiva f este bijectiva, deci este inversabila.

c) Pentru x=1, f(%/;):x+3 X >X si f(%/?)—l:x—?ﬁ/;z +43x -2 =x —%/;(33/? -4 +ij <X, deci

Ix
. . 1 _f7(% (%)
solutiaecuatiel f X seafld intre -1si .Astfel 1- <1, deunde lim =1
i tiel f(y)= Ix-1si Ix EviT lim —

T
2.a) j f(x)dx =0, deoarece f este impara.

/i

3 3 3
b) J.ﬂdx:_[xzdx. Dar‘|'x2dx=2c2 o B2 Renulti c= |2 0(1,3).
1 SinX 3 3

c) F(x)= ( X +2)cosx+2xsnx Consideram sirul (%), , %, =207z Atunci- lim F () = —co.

n- o

Considerand sirul (x,) ., %, :2nﬂ+g rezultd lim F (x;) = co. Prin urmare functia F nu arelimita la o .
> o
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Solutie
la) f'(x)=1+ X —#0, 0K R si £'(0)>0, deci f' are semn constant pozitiv. Astfel f este strict
1+x
(x2+1)—x2 1
crescitoare, continua, lim f (x)=co si lim f(x)= lim = lim =0, deunde
2
X
concluzia
, 1 .
b) Cum g'(x) = rezultd relatia ceruta.
V1+x2

1
¢) Fiefunctia ¢:R -~ R, @(X) = g(X) —X. Rezulta ¢'(X) =(1+ XZ) 2 1. Deoarece ¢'(x)<0,0X R rezulta

@ strict descrescitoare pe R . Prin urmare, pentru orice X > 0rezultd ¢(x) <¢(0). Cum #(0) =0, se obtine
inegalitatea ceruta.

- 5 4 211
2.2) Tntr-adevar f este derivabila si f(0) = (1) =0, iar [ f (x)dx=X? -+l ;=0
0

2

1
b) Deoarece f(x) =ax’® +bx® +cx +d,a 20, rezults J. f(x)dX:%+g +% +d si
0

f(0)=d,f() =a+b+c +d . Prinurmare, conditia f [JM este echivalenti cu

a+b+c=0 3a a
a b c ,deunde: aR,& O,r- —, —,dJ] R . Rezulta
2737270 S

f(x) =ax —3—2ax2 +gx+d,aDR,a¢ 0, dJ R. Atunci f(%}=d=f(0).

1
¢) Aplicam teorema de medie: exista ¢(0,1) astfel incat If(x)dx= f (c) .Rezulti f (c) = f(0) si f(c) = f(1).
0

Conform teoremei Iui Rolle, exista a [0(0,c) si B0(c,1) astfel incdt f'(a)=0, f'(B) =0.
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Solutie
1.a) f este continua pe fiecare dintre intervalele (—c,1) si (1 0), deoarece f este cat de functii continue.
. . Inx _ . In(1+t
Deoarece lim f (X) =lim——-— =I|mg =1=f (1) rezultd ca f este continui Tn 1.
X-1 x-1x—1 t-0 t
. A _Inx=(x-1) = 1-x 1
b) Aplicam regulalui I'HOspital. Rezulta lim >— =1im =—=.
X1 (X—l) xa12X(X—l) 2
, x=1-xlnx . . - .
c) Avem f (X):ﬁ si avem de aratat ci g(x)=x-1-xInx <0, BA (& )\{1}.Cum g'(x)=-Inx,
X(x-1
rezulta tabelul de variatie urmator, din care rezulta concluzia.
X 0 1 0
g'(x) +++++++++0 -~ ————————
a(x) / 0 N

2.a) Fie F:R — Roprimitivi pe R alui f. Atunci F'(x)=InL+sin®x), 0 R.
Deoarece 1+sin® x 21 rezulta F'(x) =In(l+sin®x) 20,01 R.

b) Utilizam schimbarea de variabila sinx =t . Rezultajgf(x)cosdx=j3|n(1+t2)dt =0.

arcsinx
c) Functia f , fiind continua pe R , admite o primitiva. In plus, g(x) = J. f (t)dt = F (arcsinx) —F(’ZTJ,

m

4
! f (arcsinx) = ! In(1+x2).

de unde g'(X) =arcsin’ x [F' (arcsinx) =
1-x2 1-x2
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Solutie
1.a) fy(x)=2x +Ls0m0 (& ).
X
b) Cum f, (:—Lj 0, (1) = (in —1) <0 si festecontinui rezulti ca ecuatia f,(x) =0are cel putin o radacina
e e
reald, situata in intervalul (} ,1) .Cum f, estestrict crescatoare, radacina este unica.
e

¢) Folosind de doua ori regulalui I'Hospital:

_2+i
. ( 3 1] _ 3x-2-x%-Inx . X2 1
-—— |=lim =lim =-.
x-1{ fr(x) -1 x-1 X*1(x—1)(x2+lnx—1) X~16X+£_2+i2 6
X X

2. a) Consideram functiile, g:[-2/7,0] - R, g(x):x3si H:(0,0) -~ R, h:[0,277] - R,h(x)=1+sinx.
Deoarece f(x)=g(x),-{ 277,0]\{0} si g este integrabila pe [~277,0] rezulta f integrabila pe[-277,0] .
Analog, deoarece f (x)=h(x),0X] [0,27]si h esteintegrabila pe [0,27] rezulta f integrabila pe[0,27] .
Prin urmare f este integrabila pe [-2/7,0| 0[0,274 | 2 72 #.

b) J‘_T:[L f(X)dx = .[?l f (X)dx +I0nf (X)dx :If)lx3 dx +Ior(1 +sinx)dx =TT +£_

C) J'Ozn(1+sinx)” dxsj()zn(l+sinx) 2" Ldx :zn—l(x —COSX) STI -
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Solutie

1.a) |f (x)|smax(|x|,‘x3‘)s|x|, Ox0[-11] .

b) Din | f (x)|<[x, 0K~ 11] rezulta Iing)f (x)=0.Cum f(0)=0, rezulti ca f este continua in origine.
X

f(x)-f(0
C) Fie g(x)=M,x¢O. lim g(ljzl, lim g( 1 j:Iim ! =0, deci f nu este derivabila n 0.
x-0 n-oo n n-o n\/z n_.ooz\/éns

2.a) f trebuie si fie derivabili, deci continua. Din continuitatealui f rezulta b=0.

Apoi f'(x)=ae* +axe -1, < 0 si f'(x)=cosx-xsinx, O 0.

Cu o consecinta ateoremei lui Lagrange rezulta Ii\n&f'(x) = Ii/rrg) f'(x)=f(0) = a-1=1=a=2.
X X

2
b) J: f(x)dx = j_(i f (x)dx +J'0T[f (x)dx = —_[_ledx +jonxcosxdx = —X? 0

= -

+Xxsin x

" icosx| '
0 0

Tt .
c)Avem |, = -[o X" cosxdx = x" sinx

g—(n +1)I;Tx”sinxdx=—(n +l)j§x”sinxdx si

Tt
Tt . — . T . T . . .
_[0 x”snxdx=j()2 x"smxdx+jnx”smxdx 2jnx”smxdx =1,deci I, < —(n +1) , de unde concluzia.
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<0, DO = 2).

Solutii
X+2 1 1 1 1 ax+4

la) f(x)=In——=In|x+2 —=In|x|, f'(x) = - f'(x)==- =
(= ZE =t o, (0= -2 = e =

b) a, =|n(§g‘fﬁﬁm.d”ld”zj—ln”(”ﬂ) _ip(n*)(n+2) | n(n+1) | n+2.
12314 n-1 n 2 2 2 n

2

x
+
N

. : n+2
Rezulta lima, = limIn——=0.
n-oo n-oo n

c) Consideram functiah:[12] » R, h(x) =(x-1) f (x) . Aplicam teoremalui Lagrange functiei h:

existz c0(01) astfel incath (c) = 2" e undee 1 (c) +(c-1) 1/(c) = 1 (2).

1

1
X_dx =%arctg(x2)

1
1
2.a) | xf(x)dx= =—.
) .([ ( ) .([1_'_ X4 O 8
b) Se observa cé1+ 5 < 1+1 7 < 10X [01] . Aplicand proprietatea de monotonie aintegralei rezulta
X X

1 1 1 1 1 T 1
I dx < —4dxsj'ldx,deundezsjf(x)dxsl.
0 0

O1+X2 5 L+ X

"0 = (' ()’ 1[f'<x)}' HONRAC) , 28
©) ax=|| —— | dt =— = —— = =-2, deoarece f'(x)=-

£ (f(x)? { f(x) f(1) f(0) (x) (1+X4)2
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Solutie

1.a) Functiaf este strict crescatoare pe R, deci este injectiva. Deoarece lim f (x)=—co , lim f(x) = si
X > —00 X — 00

f este continua rezulta Im f =R, prin urmare f este surjectiva.

b) Fiefunctia h:R - R, h(x)=x+e*—(2x +1) =e* -x -1. h'(x) =€* -1, iar din tabelul de variatie

rezulta concluzia.

—00 0 00
h'(X) ————————————— O+++++++++++++++
h(X) o) N 0 / 0

c) Fiefunctia 8:R - R, 06(x)=x+e* =(mx +1) . Atunci 6(x)=6(0),0% R, adica 0 este punct de
minimalui 6. Conform teoremei lui Fermat, & (0) =0. Deoarece &' (x) =1+€* —m rezulta
g(0)=2-m=0, deundem=2.

2.a) Deoarece F este o primitiva peR afunctiei f, atunci F'(x) = f (x),00 R.

Deci (4F (x)) = 4f (x) =4sin® xcosx. Apoi (sin4 x)’ =4sin® xcosx. Deci exista cOR astfel incat
4F(x)=sin*x+c.Fie G:R - R, G(x) :%sin“x. Cum G'(x) = f (x), 00 R, exista d OR astfel incét
F(x)=G(x)+d, iar pentru c=4d , rezulta concluzia
Vg Vs
_[> _1 -4 __1
b) A—jozf(t)dt—zsn tz =7

0
¢) Utilizam schimbarea de variabila x = 77—t si obtinem

I :I;Idn6“+3 xcoszn+lxdx:fzsin6”+3(n—t)cosZ”ﬂ( mt)( 4)dt :f;sinenﬂt( €ost)”™ dt =+, deunde | =0.
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Solutie

18) f(x)=1-v1-x2si f'( X
\/l—x2

by m= lim ) = jim 7Y ‘1:“”{1‘ 1‘1J =-1.

X0 X X — 00 X X—oo| X X

od~ 11).

n=lim (f (x)—mx) = Iim(x— X2 -1 +1) :Iim{; +1j .
X - 00 X — 00 X—oo| vy XZ -1

Prin urmare, ecuatia asimptotei spre +oo lagraficul functiei f este y = -x +1.

w2
¢) Pentru x(0,1] avem | 12 . 1 0[0,]. Pentru xO[%o ) avem —x<1-x? <1, deci
X 1+1-x?
-1 f(zx) L deunde -1< f(x) <1, Oz 1 Asfel -1<g(x)<100 (& )
X X X X
3/4 2t+1 34 241 (.o 3/4 g
)_[ f(\/_) .[o —t2+t+1dt_|n(t +t+1)0 =In "
b) Utilizam schimbarea de variabila g(x)=t = x=f (t).
] , 1 1 1 1
Rezulta Ig(x)dx—jtf (t)dt =t O !f J(;f( X)dx = 3—J(;f x)dx, de unde concluzia

1 3 a 3
c) Folosind b) avem j f (x)dx +j g(x)ax=3 —j g(x)dx +j g(x)dx =3 —j g(x)dx, asaincét inegalitatea de
0 1 1

[y

a

3
demonstrat este echivalenta cufg(x)dxs3—a.Deoareceg:[L3] ~[0.1] rezulta g(x)<1043 [a,3]din
a
3

care prin integrare rezulti _[ g(x)dx<3-a.
a
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Solutie
1.a) Intr-adevar, u este o functie de doua ori derivabila, u'(x)=e*(sinx +cosx), deci u'(0) =1si f (0) =0.

()

1

1 — | X 1
x ) . T(x) _ , _ _
b) Avem (1+ f (x))" =| (1+f(x)) si )I(lirg)(1+f(x)) = e, deoarece )l(liTg)f(X)—f(O)—O.
apoi fim ) = i HX=FO) _ gy g
X— X X-0 x-0
s =x" L f(X)=x [ " (x) x"?(x) x"2f(x) x"L
©) )I(I_I:Tg] (Xn)+1 :)I(I_T) X2 EE Xn(l )+ Xn—l( )+ Xn—l( )+ n-1 ar
m f( )—x:Ii f’(x)—lzlimlf'(x)—f‘(o):f"(o)’
X-0 X x-0  2X x-02 x—0 2
) (-
y%%:yn& % =(1'(0))" =1, oko{o,1,2,...n 3.
_X _X 1 _
2 a)g(x)—J(;f(t)dt—.([l—Hdt =In(1+x)
1 Cean(i+x) a1 Y 1 101 _1-In2
b) IOfZ(X)g(X)dX_IO(x+1)2 dX__IO(x_ﬂj In(1+x)dx——Eln2+j0(x+l)2dx— >

k
n _ —
¢) Pentru k0{0,1.2,..., 1} cu teoremade medie | f(x)dxz[%—le)f(ck),cuck D[leﬂ
k-1
n
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Solutie

La) /()= +2 2 = L

(x+1? 2x+1 2x+3  (x+1)(2x+1)(2x+3)
b) Deoarece f'(x) >0 rezulta ca functiaf este strict crescatoare. Cum lim f (t) =0, rezulta f (x) <0,0% (8, ).

tooo

1 1 1 1 1 1 1
c -X,=1+=+...+= +—— —n|n 1 += 1+ +. + 4n|n + =(n) Q.
) X1 ™% 2 n n+l ( 2) { 2 n ( 2)] ()

-X X X
2. @) Utilizim schimbarea de variabila t = -u.. Rezulta f (-x) = I e dt :—J.euzdu :—J‘etzdt = (x).
0 0 0

1 X X X

b) Concluziarezulta din f(x):'[etzdt +'[et2dt >'|'et2dt >jetdt =e* —esi lim (ex —e) = oo,
0 1 1 1 X=e

o & <00 [0,4].

Rezultéj:etzdtsj:etdt,ﬂﬂ [0.1], deci f(x)<e*-1,06 [0,1].

Prin urmarej;f (X)dx < I;(ex —1)dx —e-2.
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Solutie
f(x)-f(0
1.a) f¢(0)=Ilim ()= *( ):Iim 3 =-oo, deci f nu este derivabila in 0.
x’0  Xx-0 x/'0 23/x
b) Deoarece functiaf este continua pemtervalul[k,k+1] si derivabila peintervalul (k,k+1),ap|icém teorema

lui Lagrange . Rezultd existentaunui punct cO(k, k- 1) astfel incat f (k+1) - f (k) = f'(c) =%.
c

1 1 1 .
€) a1 —a, =—f (n+1) +f(n) ‘1 Ini o cuc, (n,n+1),deci a,,, —a, <0, 0iJ N-.
2 3 4
2a)'f dx—[x——x— +X—Jl —(x +1)In(x +1)1 +x1 - n2.
2 6 120 0 12
b) Cum F(0) =0, aplicim regula lui I Hospital: lim F(SX) Ctim F ) i T oy
X-0 x x-0 Bx x-0 5)(
1
1-x+x% ——— 3
jim (9 =|im—1+x—l|mx——i.
x-0 5x*  x-0 2053 x-020x>(1+x) 20

, 1 _xX , , ) @ L
c) f'(x)=1-x+x? Trx Tax Sum pe (-1,0) derivata f' este negativa, iar pe (0, ) este pozitiva,
(x)= f( )

rezulta ca 0 este punct de minim absolut, deci f
2 3 1
>In(1+x), din care se obtine j ——+— x>j|n (1+x)d
0

Rezulta x—X— + X
2 3
1 2 3 1
Darj x—2 + X x :i,decij'ln(1+x)dxs£.
0 2 3 12 ° 12
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Solutie

1. a) Prin inductie demonstram ci, pentruoricenON", f,,;(x) =2""e® 0] R Intr-adevar

f1(x) = f§(x) =26** .Presupunem ca f,(x)=2"€** si rezultd c f,,4(x) = 2""e*. Pentru n =3rezulta
fo(x) =8>, 0K R

b) Decarece lim f,(x)= lim 2"e* =0rezulta ca axaOx este asimptota orizontal

X — —00 X — —00
. o ox (X)L 2ne s .
spre —eo. Cum lim f,(x)= lim 2" =wsi lim = lim = oo rezulti ca f,, nu are ate asimptote.
X — 00 X — 00 X—0 X X—00 X
- fi(a)+fy(a)+..+fi(a) _ . 2 +2%e®+  +2Me® . 142422+ 42" 2" 4
¢ lim 1(2)* f2(a) n ): lim =lim =lim =1.
n- o fn+1(a) n- oo 2”"'1e2a no o on noc 2N

2. @) Functiaf este continua pe intervalul (O, oo) deoarece pe acest interval f este produs de functii continue. Deoarece

2
lim f (x) = lim xIn®x = im0 X _o = ¢ (0), f este continua in 0. Rezulta f continua pe [0,e0) si prin urmare
X0 X0 o 1

X

este integrabila pe[0,1].
b) Deoarece functia F :[0,») - R, F(t) :Itlf (x)dx este continua, avem I;f (x)dx=F(0) =!i\n(1)F(t). Cum
1

1 2 2 2 2 2 >

1 1
'[xlnz sax=| X2 x =X inx+ X M= -Lin2t oL —t—, rezulti ca j f (x)dx =
) 2 2 4t 2 2 474 0

21

el, »1 el el 1 e
0) L;In2; x:L;(—Inx)zdx :L;In2 xdx :§In3x1
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Solutie
1 X
a f'(x)=1l-—=——.
18) (X) 1+x 1+x
b) Deoarece f'(x)>0,0 (®, ) rezultd ca f este strict crescatoare pe (0,).
Din x>0 si f este strict crescatoare pe (0,), rezulta f (x) > f (0) =0.
X

c) f(x)=Ine*-In(1+x) :Inli . Deci lim f(x) = oo.

X — 00

'[X+1 _ 2x+1 _

A +11, pentru x# -1, deci 1+(x +1)F(x) =21, 00 RY 3} ; pentru x=-1
X

2
a) F(x)=[t*dt =
2.a) F(x) J;t dt i1

relatia se verifica direct.
X+1

. L2 -1
b) lim F(x)= lim = lim 2" In2=In2.
X--1 x--1 X+1  x--1
c¢) Din teorema de existenta a primitivelor unel functii continue, rezulta ca F este primitiva functiei f pentru

care F(0) =1 (conditie care este Indeplinita). Deci F'(x)=f (x),0d+ & ).

X+l _ ' _ 1
Rezulti f(x):[z 1} :(xln2+ln2 1)2 +1.

x+1 (x+1)2
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Solutie
1. a) Ecuatia asimptotei spre +o lagraficul functiei f este y=mx +n, unde:
(X)L P exl N 1

M =M = Tt = im (f(x) =) = fim 225 =0.

)= (x2+x+1) [ix +1) (x +X +1) (X +4) 240y
b) '(x _ ,

(1 (1)
¢) Cum f'(x):ﬁ <0, 00— -, 1) functiaf este concava peintervalul (—co,-1).
x+1

2.4a) j”f (x)dx=J”|sin2x|dx=j "2 5in 2xdx —_[ 7 sin2xdx = 052X 712, cos2x| 1t
"o 2 0 0 772 0 2 |ml2 "

X |

i 21T | 2
b) Cum MS—,DE (27, rezultal, = dexsj%dlenz
m

¢) Utilizam schimbarea de variabila nx=t i obtinem

2nr smt on-1(k+1)m snt 2n—1 (k+1) 77 - 2n-1 2
nir k=n ki k n K7 k=n
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Solutie
X2 +(a+1)x
M x*-1 x2=1
La) (f (x))X :(1+X+2a+1j = (1+x+2a +1)X+a+l , deci limitaeste e.
x° -1 x° -1

2

X“+2(a+l)x+1 . o
b) Avem f'(x)=- (a+1) , X#+1.Daci X, =3 este punctul de extrem local si f este derivabila

2
(x*-1)
n 3, atunci f‘(3) =0, deci a= —% Pentru a= —g, dinsemnul lui f' rezulta ca X, =3 este punct de extrem.

c) Fie g:R » R, g(x)=x*+x+a Daci g(1)#0, g(-1) 20 = aOR\f 2,0} atunci f are doua asimptote verticale,

x=1si x=-1.Daci a=0 atunci f(x):il, x# *1, iar daca a=—2, atunci f(x):%,xiﬂ si In ambele
X— X

cazuri f are 0 singura asimptota verticala.

X X ' X X X2
2.8) f(x)= [ fo(t)dt = [1dt =x, iar fz(x)==jfl(t)dt=jtdt=?.
0 0 0 0
n
b) Sedemonstreaza prininductieca f,(x)= % . Prin urmare:
n+l
xf o (X) +1 :(n+1)x +(n +1)!_ Regulta lim Gn0O+L _
fraa(X) +2 x”+1+2(n +1)! x—o fr(X) +2
T 3 2 . . 4
9V =;TJ'”xzsin2xdx EIXZ(l—COSZX)dX=— X X SIN2X  XC0S2X +sm2x] T _i
0 2y 2| 3 2 2 4 Jo 6 4
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Solutie

: : + . : + : :
1.a) Deoarece lim f(x) = lim In2* % = g lim 1 (x) = imin2"* = o, rezults asimptotele verticale
X\=2 N2 2-X x/'2 X2 2-X

x=-2 si x=2; dteasmptote nu exista.

b) Deoarece f(x):glz(zti) :4_4)(2 >0,k 2,2), deci f este strict crescitoare pe (-2,2).

¢) Notam §=y.Atunci lim xf (EJ: limL ¢ (y)=f'(0)=1.

X 00 X y-0Yy
2 2 x 2 2 2|0 A_g2
2.9) f(t)=tzjidx—2tje—dx+jezxdx=At2—ZBt+C,undeC=je2de=e— =£ ¢
1X2 1 X 1 1 21 2

2
b) Deoarece A:J'izdx:%, rezulta f (t) :%t(4B -t) +C,deunde f(2B+t)="f (2B -t) :%(482 —t2) +C.
1 X

c) Deoarece f ()= At? -2Bt +C 20,0 R, rezultd 4B? -4AC <0,

X X

2
2 x 2 2
adici B2 < AC din carerezulta?{ j e—dx] s[ j erdXJ[ j izde
1 1 1
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Solutie

1.a) f'(x):a(1+x)a_l -a.

Daci x<0 rezulta 1+ x <1, deci rezulti (1+x)7 " <1, deundea (1+x)? " <a si infina f'(x)<0.
Daci x>0 rezulta 1+ x>1, deci rezulti (1+ x)7 " >1, deundea (1+x)* " >a si infina f'(x)>0
Rezulta f strict descrescitoare pe(~1,0] si strict crescitoare pe [0, ) .

b) f este strict descrescitoare pe(-1,0], deci x<0= f (x) > f (0) =1.

f este strict crescitoare pe [0,0) , deci x>0=> f (x) > f (0) =1.

Asadar f(x)>1,060+ & )\{0}, deunderezulti ceace trebuiademonstrat.

o) f"(x)=a(a -1)(1+x)"™ >0,00- & ). Rezulta f convex pe[0,) .Prin urmare

f(a;bjs f(a); f (b),Da,lm [® ). Pentru a=2xsib=2y rezulta inegalitatea din enunt.

2a)f f(x)dx = f—dx I(l——)dx (x—ln(1+x))(1):l—ln2.

b) [ dx= [ F2(0dx+2[ 2 £ 2k =[ x —2In(1+x) — ||Z +2 x 2In(1 +x) — |
).[1 (x)[x]x—_[1 (x)dx .[2 (x)dx =| x =2In(1 +x) Trelh "2 n(1 +x) el
=§—6In2+2In3.

3

0 an+l—an:f(n+1)—J. f (x)dx, |arj x)dx=(n+1-n)f(c,) =f(c,),cu c,0(n,w 1), deci

k+1
a,,; —a, >0 deoarece f este strict descrescitoare. Apoi, dinJ'l f(x)dx= f (g ), cu ¢ O(k k- 1).

o f(x)ax= ijﬂ x) dx = an(ck)>f(0)+f(1)+...+f(n—1),deundean<f(n)—f(0)<l deci

k=0
sirul este margi n|t

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, MT1, programa M1



Ministerul Educatiei, Cercetérii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein Invatamantul Preuniversitar

Solutie
0 In

la) lim —==Ilim|1+— lim =00,

)XLOO X XL( le‘xaoo(() X) *

b) Functia este strict crescitoare, este continua si f(ij=£—l<0, f (1) =1>0.

e) e
. A 0 _Looxef -1 . X _ o _
¢) Folosind regulalui I'Hospital pentru cazul — avem | = lim = lim (x +1)€* =(x, +1)e*,din f(x)=0
0 X=% X=Xy X=X
rezultd cd X, = -Inx, :Ini, deci €% = si 1=(x +1)i =1+L = (%)
X X X0 X

ln(x+1)d:c :%In2 (:c—|—1)2)

11
Z.a)llzf()xJrl

= lln2 2.
2

In(1+ x”) In(xn+1 +1)

b) Deoarece x(0,1) = x" > x™ i 1 >0, avem > , Ox0(0,1) de unde concluzia
x+1 x+1 x+1
1 n 1
c)Avem |, 203i I, I dx<J'x dx = concluziarezuita din teorema clestelui.
n

0
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Solutie

Layf(=S "1

daci x#0si f(0)=a; f(1)=e-1f (1) =1, deci y = x+e~2 este ecuatiatangentei.

b) lim f (x) =1, deci f este continua in x = 0daca si numai daca f (0) =a=1.

f(x)-f(0 X _ oy —
¢) Evident f este derivabila pe R\{0} i IingM gox-l_

=lim

2 T 322
2.a)11:j; (x—l)(?—m)dx:[_?+7_2x
2

b) I, =%J(2x—3)'(—x2 +3x -2) " dx :%(2x -3)( < +3x —2)”‘12 +gf(2x 2P ex 2" dx =
1

1

2

= ZnJ.(x2 -3x +%]( —x2 +3x —2)n_l dx =2n(1

=1, -l de unde concluzia ceruta.
4 n-1 n
1

1 2(1)" 1
c)OS(x—l)@—fU)SZ’ Vx €[1;2],deunde 0 < I, Sfl [Z] 1 n—00
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Solutie
la)ym = lim fz) =1, n= lim (f(z)—2) =0, deci y = x asimptotaoblici spre co.

b) Punctele de extrem sunt acelessi cu alefunctiei g:R - R, g(x)=x> —3x +2. Deoarece g'(X) :3(x2 —1),

punctele de extrem sunt £1.
2 z+1

- 1+ £2(2) 3z — 1) (x +2)°
c¢) Folosind regulalui I'Hospital pentru cazul 9: lim Zarctgf(z) — 7 = lim ( )\/(x )@ +2) =-2.

T—00 rz—1 T—00 1

372

n I 1 5 X NS
3 3 +t9°— 3

2.a)J' 1 dx:I 2 dx:j 21 dt :%arctgﬁ.
+ 3+00sX 02(2_”92 2) o 1242 2 6

b) Daci F este o primitiva, atunci F'(z) = o .Cum cosz € [~ 11|, F(z) > 0, Vx € R, deci F este
COoS ™

strict crescitoare.

X z X
R, deunde™ <z .
,Vz e R,deun e4<f0 f(t)dt_2 vz >0

c) Avem i < f(z) g%

Rezulta 1 < fof(t)dt < L, Yz > 0, deci limita este egala cu 0.
dr 2 J0 2z
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Solutie

1.a) f'(z) = 3¢3* +2, f(0) =2, f(0) =5, deci ecuatia ceruti este y —2 = 5z .

b) f'(x) > 0 = f strict crescatoare = f injectiva . lim f(z) = co, lim = —oo, f continua = f surjectiva .
T—00 T——00

Deci f este bijectiva = f inversabila .

& - y sl-e
c) Sumaesteegaicu e®+e® +...+e¥ =3 — si arelimita
-e

e3

1
1
2.a) a1=J.sinnxdx=—lcosnx‘ =E.
0 T 0 m

b) Aratam inductiv ca 0<a,,; <a,, Oe 0.Cum Osalzzslzao, presupunand cd 0<a,<a,;<..<a;=1
m
an ay
rezultd O<sinzx<1, 0K [0,a,], deci 0O<ay, = J.sinnxdxs j dx = a,. Deci (a,), este monoton si marginit.
0 0
¢) Daci (a,), ., convergent citre z= lim a,, , atunci obtinem, prin trecere lalimita, 2= fo * sin mtdt .

n—0o0

Fieg: R — R, g(z) = x—f(fsinmﬁdt.Avem 9(0)=0si ¢'(r)=1—sinmz > 0= 2 =0 estesolutie unica.
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Solutie
1.a) f este strict descrescitoare pe (~,0] si strict crescatoare pe [0, ).

b)Avem+/z? + 1f/(z) = z si derivénd%f’(x) ++2z* +1f"(z) =1, deunde (z* + l)f"(x) + af'(z) =

|
= \/1’2 +1.
com = lim f@) =—1,n= lim (f(z)+x)=0,deci y = —z este asimptotaoblica spre —oo.
r——00 I T——00
_ 1 _ 1 1 B _ 14

2a)1 = [ x—de_fO (1=—ds = (e —In(s + 1) |y =1~ In2.

I
n—1

b)[n:Lﬁ)lef_Fldx:j:x(ln(xn+1))dac:1n2—j;lln(ac"—|—1>da:

. 1 1
c) Stimcd In(1+¢) <t Wzo,deunde()gﬁ)1n(1+x”)d:c<j;x”dq;:

1
n+1"

1
Rezultd lim fo In (1 +z" )d:z =0, deunde lim I/, =In2.

n—oo n—od
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Solutie

—le—i-x—l 1 1
1a) f1)=0, flay=e + 7=, f'()) ==, deci ecuatiaeste y == (x-1).
x e e

. -1+x45 _. .
b) f'(x) =0 areradacinile x,, = —\/_ . Din semnul derivatei rezulta ca acestea sunt puncte de

extrem local.
1

¢ m= |im¥ =1, n=1im(f () =) = Limx(e'? -1) -e

x|

=-2,deci y =X—2 este asmptota

oblica spre + oo .
2.8) Cum f'(x)=x*Vx? +120, (K R, rezulta concluzia.

N
b) f (1) :it3 t2 +1dt = f(u4 —Uz)du :(u_s‘r’ —u—;’]f :@

fr(x
c) Deoarece lim 5(4) =%,dinteorema|ui I'Hospital rezulta ca limita ceruta este é
X— 00 X
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Solutie
la)a; >ag,iaray , >a, = a , >a_,deciprininductie (a ), ., este crescator.

b)Avem a; <2 s§i a; <2=>q, , <2,deciinductiv (an)n21 este marginit superior. Fiind si monoton (an)n21

este convergent.
¢) Avem lima, =2 si lim 202~ % — i, 1 =1
n-o n-o a,.q ~a, n~°<>\/2+anJrl +\/2+an 4

T 2 9 - , T 1
2. —|= | 4(tg"t + tgt)dt = | 4 ((tgt tgt —1)dt =1——+—=In2.
A f|Z)= [ttt tgne = [ 4 (egr) + tgt - it =1- T4 2

(sinz + cosz)sin z

COS2 x

>0, Vz €

b) f'(z) =

0; g] , deci f este strict crescatoare.

¢) Pentru cazul 9, aplicand regulalui I'Hospital, limita devine lim (sin + cos z)sin 2 = l.
0 N0 27 cos’ z 2
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Solutie
l.a). Iirr11 f (x) = +oodeci dreapta de ecuatie X =1este asimptota verticala la graficul functiei.
X—
b) m = lim M:1si n = lim :c[ vl —1]:1,deci y = x + 1 este asmptota oblica spre +o.
r—oo T r—00 r—1

c) Functia este derivabila Tn punctele in care este definita si expresiade sub radical nu se anuleaza, adica pe R \{ —LJ} .
Tn punctul -1, derivatele laterale nu sunt finite, deci functia nu este derivabila.

™

2
2.a)f(cosx +sinz)de =2.
0
b) Din F'(z) = f,(z) rezulta F"'(z) = 4 sin z cos z(cos” z — sin® z)f{ (z), deci F"(z) = fZ(x)sin 4z .

¢) Cu schimbarea de variabili y=g—x,
bg 3(77- j g
LA snd( 7 - 7
I:Jz' sin®x :j 2 Y (—)dy:JZ. cos’y o
sinx + cosx . (77 T siny +cosy ’
0 7sin| = -y |+cos| = -y 0
2 2 2
T 7
2 mo1% m 1
21=1+J :I(gnzx—snxcosx +coszx)dx == ——jsinz xdx =—— —=.
5 2 20 2 2
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Solutie

1a) f'(x) =

&2_1) , deci f este strict descrescitoare pe (—e0,0) si pe(0,1] si strict crescitoare pe [1,e) .
X

b)Ilmf(x) o, I|m (X)—oo,deci nu avem asimptota spre + o .

lim f(x)=0,deciy= 0 este asimptota orizontalda spre — oo,

X — —00

Iirr01f(x) = +o0, Iirr01f(x) = —oo, deci X = 0 este asimptota verticala.
X— X

x>0 x<0

¢) Cu teoremalui Lagrange, f(n+1)—f(n)—m, GO+ 1).Rezulta lim n 2(f(n) = f(n+1) =
C

n

= lim (1]2(1—%)& = lim (1-c, )€ =—co.

n-o | Cy n-oo
28) f(1) =] ;e_t (t2 -3t +2)dt = _[;e_t (t -1)(t -2)dt >0.

b) f'(X) =e'X(x2 —-3x +2). Dintabelul de variatie reiese ca x =1 este punct de maxim local si x = 2 este punct

de minim local.
c)L=Ilim o9+ (=) m 109 ~ () —I|m (x2—3x+2)—ex(x2 b +2) =-5

X0 X2 -0 2X x-0 2X
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Solutie
la) lim f(z) =1, y =1 este asmptotaorizontala spre +oc .
Tr— 00
lim f(z)=1, y =1 este asimptota orizontald spre —oo .
Tr——00
lim f(z) = —o0, lim f(z) = 400, x = 0 este asimptota verticala.
z,/0 z\,0
1
ex(2x+1 . . .
b) f"(x) :¥, deci x = — 0,5 este punct de inflexiune.
X
_ 1
IS LR — 12 alev))
0) lim z°(e"*! —ev) = lim ev2?|e *™) —1|= lim e® T =-1.
T—00 T—00 T—00 I(I+1) — Ty
(T
s Kl s E s -
2 2
2a) 1, :f04tg xdx:j;)4(1—|—tg x)da:—j;‘lld:c =tgz |} —z |61:1—Z
m m 2n+1 g
n n tg T 1
b) I,,, = [ 4tg® 2 ude = [ 4|tg® a(tg®z +1) —tg*" zde = =—" |4 — ;1 I, = :
)n+1 -j\O g zrax j;[g I(gI—F) g I}dl’ om+1 o ns n+1+n om+1

c) Cum 0<tg2™? <tg2", O« [0721 rezulta ca 0< 1,y <1, decisirul (1,) , estedescrescitor si marginit.

Daca | = lim |,,, atunci din punctul b) rezultad concluzia.

n-oo
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Solutie
2
18) fl(z) = (56#)2 £(0) = 0, f(0) = —1, deci ecuatiaeste y+1=0.
z° +1

b) lim f(z) =1, y=1 este asimptota orizontala spre +oco .

T—00
lim f(z) =1 y =1 este asimptotaorizontalda spre —co .

Tr——00
lim f(z) = —o0, lim f(z) = 400, z = —1 este asimptota verticala.
z,/—1 zN\,—1
2 2 w’
A0t geunde im |2
n=ool nt +n

k-1 (h—1)(k(k+1)+1) .3
c) Din Pl G (R =) 11 , rezulta 5f(2)f(3)...f(n) T

™ Vs ™
5 5 1 —cos2z z sin2zx|5 7
= [ 2gin%ede = | 2 S 21
2a) 1, fo sin“zdx j;] de [2 1 ]|0 e
T T T
b)I, = [ 2sin" ! a(—cosz)'dr = —sin" ' zcosz |2 +Hn - 1)f02 sin" 2 z cos? wd
o —(n—=1)I, , deunderezulta relatia

s
- T

=(n— 1)];)5 sin" 2 (1 — cos® z)dz = (n —1)I

m

T

3 3 n
C) Osjgn”xdxsjénngdng ﬁj , deci limita cautata este 0.
0 0
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Solutie

1a) f'(x)= >0, X R.

1
VX2 +1
b) %, = f (%) :In(1+\/§) 0(0,2) si, inductiv, 0< X,,4 <X,, O] N, deci sirul este descrescitor si marginit.

c) Cu teorema lui Lagrange, f (x+1)-f(x)=f"(c) = 1

J1+c2

N e
2.9) jlnxdx= Xin|, -

fldx =e—(e-1) =L

2 1
b) Cu schimbarea de variabila x =3, jf(x)dx_ S'”tt j'”—tdt _jg(x)dx
2

c) Pentru x(J(0,3) avem In(3=x), “:(2 deci jg dx>j—dx-|n2[@ Int). Concluziarezulta
t

din lim(=In2Int) = e
t\0
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Solutie

T 1 . . ™ 1
1a) f(1) = —, f'(1) = —, deci ecuatiaeste y — — = —(z — 1).
) S0 =T, = jaeste y~ 7 = (z 1)

x— f(x) im T f'(x) _1

b) lim
)x_>0 X X0 3)(2 3

x2—1 , 9"'(X) =M .Rezulti ci g' este strict crescitoare pe (—,1] si strict
X +1 (x*+D
decrescatoare pe [1,) . Din g'(1) >0, limg'(x) >0si lim g'(x) <0, reiese concluzia ceruta.

X — 00 X = —00

c) Avem g'(x) =arctgx +

1 1 1 )
2.a)11:f051:smx:—cosm‘0+fo coszdr = sinl — cos1.

descrescitor si marginit, rezulta (7, ),

n n+1 - .
b) 2" >3z"" =1 >1I  ;sinz>0=1,>0;(),, 1 COnvergent.

1 1
oI, = fo 22" (—cos z) dx = —2*" cos z |}] +2nf0 2" Ysin z)’

2n

=2nsinl—cos1—2n(2n — 1)-’2n_2 3

= —cosl+2nz*" sinz |(1] —2n(2n —1)I
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Solutie
' 1 X+a
la)f =ln|1+= |- .
) fa() [ xj xX(x+1)

b) f;(x)=%. f convexi = f (x)=0,0% 0 = 2a-1>0 si
X~ (x+1)
In(x+1) =Inx

a 1
>0, deunde alJ .
1 [qu }

c) lim f(x)=lim =1, folosind regulalui I’ Hépital.

X — X — 00 l
X+a
n n
2 2 21+ cos2x T
2a)l, = Icos Xdx = I—dx:—.
2 4
0 0
T T
2

b) I, = | cos™™ x(sinx)'dx =(n~1) [ cos"? xsin? xdx =(n~1) I, =(n ~1)I,, deunde nl, =(n=1)I_,.
0
c) cosx0[0;1] deundel g <1p;in

O =N |

lus |, =0, deci sirul este descrescator si marginit inferior.

°
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Solutie
1.a). Ii{g(x+ln X) = oo, deci x = 0 este asimptota verticala; lim f (x) = oo, deci nu avem asimptota orizontala;
X

X — 00

m=1dar n nu estefinit, deci nu avem asimptota oblica.

b) gn(x)=x"+x", g:] (x)=n(n-1)x""2 +n(n +1)x "2 >0, De 0, deci functiile sunt convexe.

c) Din f,(1)<2"si f,(2)>2", rezulti ci x,0(12), deci Inx, 0(0,2). Deci ¥2" -1 <x, <2= lim x,=2.

n- oo

e t? K 1 a®
2a)l, :.[—dt :J'(t —1+t—+1jdt ::7—a+ln(a +1)
0

t+1 0
agn 4 -1 a . nla n
D) Iy +lng = [o—dt = [t = =2
o t*l 0 no n
tn a a‘n+1
o——<t",08 [0a], 0<I, <jt”dt ==— 0, &0 [0;1] , deunderezultd lim I, =0.
t+1 0 n+1 n- oo
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Solutie

1.a) lim f (x) = o ,Iim¥:2:m, lim (f (x)-2x) =0 =n, deci y = 2x asimptota oblica spre o .
00 X — 00
b) f'(x)= M >0, deci f este strict crescatoare, adica injectiva. lim f (x)=—oo, lim f (X) = oo si
X — —00 X -

(@)
f continua, rezulta ca f este surjectiva. Deoarece f este bijectiva rezulta ci deci f este inversahila.

1 1 1
) lim (f (ex))x = lim 2 x@® [éezx +1) X =g

X — 00 X - 00
2a)F'(x)=¢ &M >0, deundeF este strict crescitoare

Vs Vs Vs

2 T 42 2 P KL
b) jcostF(x)dx=lsin2xF( )2 - jstxF = EJ' in2xe" Xy = - ein’x| 5 =17€

2 2 2 2
0 0 0
¢) Conform teoremei I’ Hopital, pentru cazul 0 1 ( ) n(1) (x)=1
X
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Solutie
1 1 . . 1

la)f'(z) = , f'(e)=—, f(e) =0, deci ecuatiaeste y = —(z —e).

rzlnz e e
b) f"(x)= _L+12 <0, b 1, deci f este concava

(xInx)
c) Conform teoremei Iui Lagrange exista ¢, O(x,% 1) ai. f(» 1} f(xE f'(c F Il )

c Inc,

<1 limita ciutati este 1.

. XIlnx xInx xlnx
Avemdecaculat lim———. Cum
x-=c_Inc, (x+1)In(x+1) c,Inc,

3 n
2.a) If(x)dx=arctg(sinx)5=%7
0 0
b) Fie F o primitiva alui f. Atunci F'(z) = ———> > 0,(V)z € [0,—], deci F este strict cresitoare pe [0,7—7} .
1+sin’z 2 2
2 2
¢) Cu substitutiax =277y obtinem | = I (2m-y)f(y)dy :ZITJ. f(y)dy -1, deundel =0.
0 0
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Solutie
La) f, (x) =3x* +t
b) f, (x) =3x? +t? >0 pentru oricex real, deci functia este strict crescatoare. lim f, (x) = oo, lim f, (x) = oo,
X - 00 X - —00
fy continua=> f; surjectiva. Cum functia este strict crescatoare, deci injectiva, inseamna ca ea este inversabila.

3 204\ — - i3 42 _a_
c) Avem g>(t)+t“g(t) =1, unde 1= g(t)=0, OO R,rezultatllﬁrrg)g(t)—tllﬁr%wll t“g(t) =1=g(0).
2a) f (1) = j( +1)xfdt—

23 2
b) f( X \/7 X\/7 ,deci f(-x)=~f(x), adica f este impar.
c) Conform teoremei |ui Lagrange exista cXD(x % 1) astfel incat f(x+1) - f(x)=f'(c,) =(c +D\/cy .

(x +l)f (Cx +1)\/7 ((x+1) +1)\/x+1
RN 2

, rezulta ca limita cautata este 1.
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Solutie
la) lim f(z) =+4oco0 si lim f@) = +o0, deci f nu admite asimptota spre +co .
n+2

=n

(n+2) =0, deci avem punctul de extrem unic z,, 1
n

b)f'(z) =0« (n+1)z" —

. 1 )"
o) lim x = lim (l+—1j =e.

n- o n— o n+
$ —|—1 1 1 1 1 7T'
2.a) 1 = 1— r =z, —arctglz)[.=1——.
)= f 1+ 27 f[ 1+x2]d o —aret(z) h=1-7
2n+2 1 1
byI, ,+1, —d:z:— 2*"dr = .
Mot 14 22 fo 2 +1
2n 1 ) 1
Q) < g™ Vxe[(),l]:>0<[n§f 2 dr = —0,deci lim I =0.
1_|_332 0 2n +1 n—oo
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Solutie

la) lim f(z)= g deciy = % este asimptota orizontala spre+oc .
T—0Q0
1 1 /
b)g'(z) = f'(z +1) = f'(z) - f’ : = 0= g =constani=g(0) =0
2 +r+1) 2 4241
1 L= 1 T .
c)arctg———— = arctg(k + 1) — arctgh , deci »  arctg———— = arctg(n +1) — —, iar
K k+1 P K4k +1 4

N s
lim (arctg(n +1) ——) = —.
i (aretg(n +1)~7) =T
1 1 1
2a)l; = fo e ‘xdr = j; z(e™™ dx = —ze " [j +j; e ldr=—e =" |(1]: —2¢7 141,
1 N . 1.,
b)I, = fo (—e™* )/ 2"de = —z"e ™" [} +nf0 e e My = —e 4l .

1n 1 .
c) Avem OslnsJ.Ox dX:Tl' deci liml,=0.
n

n-o
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Solutie

1.a) lim f(z) = oo si lim f(x) = —o0, k € {1,2,...,2009}, deci x=k este asimptota verticala pentru
Nk z,/'k

k e {1,2,...,2009}. lim f(z)=0= lim f(z)= y=0 esteasmptotaorizontald spre o« si spre —co.

r—00 Tr——00

b) f'(x) <0, deci f estestrict descrescitoare pefiecareinterval inclusin A. Din Ii\ngf(x)=oo, grlplf(x) = —00

reiese ca avem céte o solutie pe fiecareinterval (k,k +1) ,k[0{1,2,3,...,2008} , adica 2008 solutii. Apoi, din
lim f(x)=oo,lim f(X) :O,Ii;qf(x) = -0, lim f(x) =0, reiese ci, pentru a# 0, ma avemsi o solutie’in

x\y2009
(—00,1) 0 (20080 ).
c) f'(z)= 2 + 2 +... +; seanuleazi in (k,k +1) o singura dati, deci, avem 2008
(z—173 (z—2)° (z —2009)?

puncte de inflexiune.
2) f'(z) = e >0 , Vo € R = f estestrict crescitoare pe R .
b) f"(z) = e <0 , Vz € [0;00) = f este concavi pe [0;00) .
+1
0) f(n) = fone*tht si f(n+1)—f(n) = fﬂ et >0= (f,),, crescator. e < et pentru t21=
" >

f(n) gj:e‘tzdt +J'1ne‘tdt s1+(e_1 —e‘”) <2=( fn)nzleste marginit superior. Deci (fn)nZl este convergent.
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Solutie
Fix) = 1 won _ —2X
1.a) (X)—m,f (X)— ZZSO'DE [@{ )

(1+x%)

1 1

arctg(x+1) —arcigx _ im 1+(x+1)7 1+%° .

E de 2

X X3

3 4
c) Fie g:RHR,g(x)=f(x)—x+X—,atunci g'x= X
3 1+x

b) L= lim x?(f(x+1) - f(x) = lim

X— 00

>0, deci g este strict crescatoare. Cum g(0) =0,

rezultd g(x)<0 = xOfw ,0).
h 1 1
2.a)J-x(1+ x2) f (x)dx=§ln(1+x2)|%, = In2.
0
b) F'(x) = x*f(x) >0 pentru xOOR", deci F este strict crescitoare pe R .

a a
c) Fie A:J.f(x)dx. Daca a<1, atunci A<O<1, iar daci a=1, atunci Asj%dle—;z <1.
1 4 1 (1+X°) 4 21+a°) 4
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Solutie

1.8) f'(z) =na"' —n si f"(z)=n(n—1)2""2 >0, Vx>0, deci f este convexa.

b) Sirul lui Rolle atasat ecuatiei X" —nx-1=0, x 20 este:

X 0 1 0

f(x) - - +

de unde concluzia.
c) Avem f,(1)<0si f,(n)=n"-n?-1>0 pentru n>3, deci 1<x, <n.Din x, =Y1+nx, rezulta

1< x, <V1+n?, deunde lim x, =1.

n- o

1+e

2.a)j f(x)dx=|n(1+ex)tzln7.
0

b) g'(x) = f (x)cosx + f (—x)cosx =cosx, deci g este crescitoare pe [Og} si descrescitoare pe [7—2171}

¢) Din g'(x) =cosx si g(O): 0, rezultd g(x) =sinx, deci g(l—sz:l.
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Solutie

322 + 62 + 2 372 —1

3\/36 + 327 +2x—|—1 3\/
f(0)=0, f():l,demecua;lae;te y=X.

1.a)f(z) =

2
b) lim f(z)= lim v+ 3¢ — 1, deci

e IHOO%/(I3+3.T2+2I+1)2 \/(m + 327 +2m+1)(m —:zz—l—l) \/(xS—m—i—l)S

y = 1 este asimptota spre +o.

¢) Din f(k) = 3fk(k + 1)(k +2) + 1 — 3/(k — 1)k(k + 1) + 1 deducem fjf(k):%/n3+3n2+2n+1—1.

k=1
lim (\/n +3n%+2n+1—n—1) 0
Limita ceruta este detipul 1° si devine [ = en—x= =e =1.
!
2 2 2
el t 2t 1 pe e 3

2.a e) = —| Intdt = —— tdt = — 4+ —.

) fi(e) fi[g 1 in 4 402

(&

b) f/(z)=2"Inz,iar z € (0;1) = Inz < 0= f(z) <0

1 ol 1 1 .
) —-1<Int<0Vxe g;l,rezulta—flt gfn(l)go,adlm—n+1+(n+1) 7 < (1) <0, deci
e
lim f,(1)=0
n—odo
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Solutie
la) f'(x) =€ +3x* -2x +1 >0, (XJ R, de unde rezulta ci functia este strict crescitoare
b) Din punctul anterior rezultd cafunctiaeste injectiva lim f (x) = oo, lim f (x) = —oo, functia este
X 00 X - —00
continua, deci surjectiva, adica inversabila.
F200 y

¢) Cu substitutia X = f obtinem lim lim =
) ’ (y) ob x-= Inx  y-=In(e’ +y° —y® +y)

1 1
2a) |1:j2;dx:j( 2 jdx 2In3-3In2.
o X +3x+2 x+2 x+1
i 1
b) I..,+3l,,, +2l, = x"dx =——.
) n+2 n+l n Jo.x X n+1
¢ 2 1 l2x(x“)‘ x(x) Pox X
C) nln=.|'nx”[ ——jdx=.[ I I j dx,deunde
5 X+2 x+1 5 X+2 ° 2 x+2) o (x+
1

rezulta ca limnl, =—

N - o

(o3}
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