
         

 

Varianta 23 
 
Subiectul I. 
a)  2=AB  
b)  1. 
c)  5=z . 

d)  Exist  un singur punct de intersecie între dreapt i cerc. 
e)  Verificare direct. 
f)   0cossin =− CB . 
 
Subiectul II. 
1. 
a)  ( )+1f ( ) ...2 +f ( )10f+ 165= . 

b)  1
10C 9

10C+ 20= . 

c)  Probabilitatea cutat  este  
5
4=p . 

d)   Restul împr irii lui  f  la  g  este  1=r . 
e)  { }1,1−∈x . 
 
2.   
a)  ( ) xexf 22=′ ,  R∈∀ x . 

b)  ( )∫
1

0

dxxf
2

12 −= e
. 

c)  ( ) 0>′′ xf ,  R∈∀ x ,  deci funcia  f  este convex pe  R  . 

d)  
1

lim
→x

( ) ( ) 22
1

1
e

x

fxf =
−
−

. 

e)  
0

lim
→x

⋅
x

1 ( ) 1
0

=∫
x

dttf . 

 
Subiectul III. 
a)  Pentru  2=k  avem  2

2 OA = ,  deci  MA∈ . 
b)  Se demonstreaz prin calcul direct. 
c)  Se demonstreaz prin calcul direct. 

d)  Considerm  M
dc

ba
X ∈








=   ⇒   N∈∃ k ,  2≥k ,  astfel ca  2OX k =   ⇒   

( ) 0det =X . 

Din b)  obinem, prin inducie, c   *N∈∀ n ,  XtX nn ⋅= −1 .   

 

            

 



         

 

Pentru  kn =   avem  2
1 OXtX kk =⋅= − , deci  2OX =   sau  0=t . 

Dac   0=t , din  (1) deducem c  2
2 OX = ,  iar dac  2OX = ,  evident c i  2

2 OX = . 

e)  Se arat c  nu exist   ( )C2MZ ∈   astfel încât  AZ n = . 
f)  Din punctul  e)  deducem c  fA Im∉ ,  deci  f  nu este surjectiv. 
g)  Considerm  MB ∈ .   
Din punctele anterioare deducem c  ( ) ( ) 0det == BBtr  i exist   C∈cba ,,  astfel ca 










−
=

ac

ba
B .  Obinem  ( ) ( ) 11det...det 2

2
12

2 =−−=+=++++ − bcaBIBBBI n . 

 
Subiectul IV. 

a)  R d cinile funciei  nf   sunt:  0...21 ==== nxxx ,  
b

a
xxx nnn ==== ++ 221 ... . 

b)  ( )∫ ⋅=
b

a

dxxxfJ
0

11 sin
b

a
b

b

a
ab cos2sin2 ⋅−⋅−= . 

c)  Funcia  1f este continu, deci î i atinge marginile pe [ ]π,0 , 

a adar exist  0>M  astfel încât pentru orice [ ]π∈ ,0x ,  avem ( ) Mxf ≤1 . 

d)  Se folosete criteriul raportului. 

e)  Pentru  [ ]π∈ ,0x ,  ( ) ( )nn
n bxax

n
xxf −≤⋅

!
1

sin ( )( )nxf
n 1!
1=

b)

≤
!n

M n

. 

Mai mult,  ( ) ≤⋅∫
π

0

sin dxxxfn ( ) 0
!

sin
0

→⋅π≤⋅∫
π

n

M
dxxxf

n

n ,  deci  
∞→n

lim 0=nI . 

f)  Se arat prin calcul direct. 

g)  Presupunem c exist   *, Z∈ba   astfel încât  
b

a=π . 

Din  f)  rezult  c   nJ *N∈ ,  *N∈∀ n . 

Dar pentru  
b

a=π ,  avem c  nn IJ = ,  iar la punctul  e)  am demonstrat c  

∞→n
lim 0=nI ,  contradicie.  A adar  QR \∈π . 

 

            

 


