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BACALAUREAT 2009 – MATEMATICĂ – Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2 
 

Soluţie 

1.a) Avem ( )
1

1 ln1
lim 1

1 ln1x
f x

→

−= =
+

. 

b) ( ) ( )
( )2

2 ln 1ln
, 1

ln ln

xx x
f x x

x x x x

′ −− ′ = = ∀ ≥ +  +
. 

c) ( ) ( )
( )( )

[ )2 2

ln 1
, 1,

21

f x x
g x x

xf x

′ −= = ∀ ∈ + ∞
+

. Avem ( ) 2

ln 1
lim lim 0

2x x

x
g x

x→+∞ →+∞

−= = ⇒ dreapta de ecuaţie 

0y =   este asimptotă orizontală către +∞ la graficul funcţiei f. 

2. a) Au loc succesiv egalităţile ( ) ( )
1

1

0
0

f x dx f x′ =∫ ( ) ( )1 0 ln 2 ln1 ln 2f f= − = − = . 

b) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1
2 2

2 2 0

2
ln ln 1 ln 1 .

1

u x x

u x x

u xx
g x dx dx dx u x x x f x

u xx

= +

′ = >

′
= = = + = + + = + + = +

+∫ ∫ ∫ C� C� C� C� 

c) 
( )
( )

( ) ( ) ( )

22 2
2

2
1 1 1

1 1 1

ln 2 ln 5

g x
dx f x f x dx

f xf x
−′= ⋅ = − = −∫ ∫ . 
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 Soluţie 

1. a) ( )
( )

2

2 22

1 4
, .

1 1

x x
f x x

x x

′ −′ = = ∀ ∈  +  +
\  

b) Cum ( )
( )22

4
,

1

x
f x x

x
′ = ∀ ∈

+
\ . ( ) 0 0f x x′ = ⇒ = . Din tabelul de variaţie al funcţiei obţinem că  f  este 

crescătoare pentru [ )0;x ∈ ∞  şi descrescătoare pe ( ];0−∞ .  

c) Din ipoteză ( )
2 2

2

2

1
1

1
0, .

11 1

x xg x x
x

x

∗
−

−= + = ∀ ∈
+ +

\  Deci 
( ) ( ) ( ) ( )2 3 2009 2010

20090
lim
x

g x g x g x g x x

x→

+ + +…+ +
=   

2009
2010

20090 0

0 0 0
lim lim 0.

de ori

x x

x
x

x→ →

+ + + += = =


������������
…

 

2. a) 

2
4 2

0 2

e

e

e e
I x dx

−= =∫ . 

b) 2 1 2, 1 ln 2 ln ln , ,n nx e e x x x x x x e e+   ∈ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ⋅ ≤ ⋅ ∀ ∈     şi n∀ ∈ ` . Integrând obţinem 1n nI I +≤ . 

c) ( )
22 2 2 2

2 2 2 4 2
12

ln ln ln ln ln
2 2 2 2 2 2

ee e e en
n n n n n

n
e e e ee

x x x e e n
I x x dx x dx x x dx x x dx−

′  ⋅′= ⋅ = ⋅ = ⋅ − ⋅ = − − ⋅ =  
 

∫ ∫ ∫ ∫

( )2 2

1

2 1

2 2

n

n

e e n
I −

⋅ −
= − , oricare ar fi n ∗∈ ` . 

 



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

BACALAUREAT 2009 – MATEMATICĂ – Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2 
 

Soluţie 

1. a) ( ) ( ) 1
ln 1 1, 0f x x x x

x
′′ = − + = − ∀ > . 

b) ( ) ( )1
1 0 1 0,f x x

x
′ = − = ⇒ = ∈ +∞ . Din tabelul de variaţie al funcţiei obţinem că  f este crescătoare pentru 

( ]0;1x ∈  şi descrescătoare pe [ )1;∞ . Aşadar 1x =  este punctul de maxim al funcţiei f . 

c) Din tabelul de variaţie şi din ( ) ( )2 2 2 0f e e e f= − ⇒ − ≤ ≤ . 

2. a) ( ) ( )
22 2 2

1 1 1

1
1

2 2

x
f x dx x dx x

 
= − = − =  

 
∫ ∫ . 

b) Cum [ ],x a a∈ −  şi ( )0,1a ∈  rezultă că ( )1 1x f x x< ⇒ = − + . Deci ( ) ( )1 1 1
a a

a a

f x dx x dx
− −

= ⇒ − + =∫ ∫  

2

1
2

a

a

x
x

−

 
⇔ − + =  

 

( ) ( )
22

1
2 2

aa
a a

   −
 ⇔ − + − − + − = ⇔       

( )1
0,1

2
a = ∈ . 

c) [ ]0,1x∀ ∈  avem 1xe ≥ . Deci ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

1 1x x x x xf e e x f e dx x e dx x e dx x dx= − ⇒ ⋅ = ⋅ − = ⋅ − =∫ ∫ ∫ ∫
1

2
.  
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Soluţie 

1. a) ( ) 3

2
2 , 0f x x x

x
′ = + ∀ > . 

b) Ecuaţia tangentei la graficul unei funcţii în punctul ( )( )0 0,M x f x  este ( ) ( )( )0 0 0:d y f x f x x x′− = − . 

Pentru 0 1x = , ( )0 0f x =  şi ( )1 4f ′ = . Deci ecuaţia tangentei la fG  în punctul ( )1,0 fA G∈  este 

( ): 4 1 : 4 4 0d y x d x y= − ⇒ − − = . 

c) Avem 
3

4

1
2

( ) 1
lim lim 2 lim 1 2.

x x x

x
f x x

x x x→+∞ →+∞ →+∞

 + ′   = = + = 
   

2. a) ( ) ( ) ( )1
ln 1 , 0F x x x f x x

x
′′ = − = − = ∀ > F⇒  este o primitivă a funcţiei f . 

b) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2F primitivă 

1 1 1

2 ln 2 1

2 2F x f x

F x
F x f x dx F x F x dx

⇒

′ =

− −
′⋅ = ⋅ = =∫ ∫ . 

c) Pentru orice [ ]1,x e∈  rezultă că ln 1x x≤ ≤ . Deci ( ) [ ]ln 0, 1, .F x x x x e= − ≥ ∀ ∈  

Aria cerută va fi egală cu ( ) ( ) ( )
1 1

Aria ln
e e

F F x dx x x dxΓ = = −∫ ∫
2 3

2

e −= . 

 
 
. 
 



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

BACALAUREAT 2009 – MATEMATICĂ – Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2 
 

Soluţie 

1. a) ( )
( )2

2 1 1
, 1

1 1

x
f x x

x x

′− ′ = = − ∀ > −  −
. 

b) 
( ) ( ) ( )

( )22

2 1
lim 2 1

2 2 1x

f x f
f

x→

−
′= = − = −

− −
. 

c) Din ( )
( )2

1
0, 1,

1
f x x

x
′ = − < ∀ >

−
 rezultă că funcţia f  este descrescătoare pe ( )1,+ ∞ . 

2. a) ( )
4 4 4 4

1 1 1 1

1 1 1
2 ln 4

x
f x dx dx dx dx

x x x

+= = + = +∫ ∫ ∫ ∫ . 

b) ( )
4 4

1 1

1 3
ln ln 4

4 4
g x dx x x dx′= ⋅ = −∫ ∫ . 

c) 2
2 2

1 1

1 1 1 1 1 3 1
ln ln ln

1 12 4 2 42

e ee ex
xdx x x dx

x ex x

+ = − + = −∫ ∫ . 
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 Soluţie 

1. a) ( ) ( )2010 20092010 2010 2010 ln 2010,x xf x x x x
′′ = + = ⋅ + ∈ . 

b) ( ) ( )( ) 2008 2'' 2010 2009 2010 ln 2010xf x f x x′′= = ⋅ ⋅ +  şi cum 2008 20; 2010 0; ln 2008 0,xx x≥ > > ∀ ∈ , 

rezultă de aici că ( )'' 0,f x x> ∀ ∈ , deci f este convexă pe . 

c) 
( ) ( ) ( ) 2

0

0
lim 0 ln 2010
x

f x f
f

x→

′ ′−
′′= = . 

2. a) Avem ( )
1 1

1
ln ln1 1

e e

g x dx dx e
x

= = − =∫ ∫ . 

b) Integrând pe [ ]1,e  identitatea dată ( ) ( ) 2 1

x
f x g x

x
= −

+
 obţinem ( ) ( ) 2

1 1 1

e e
x

f x dx g x dx
x

 = − = + ∫ ∫  

21 1
1 ln

2 2

e += −   
 

. 

c) Integrând inegalitatea ( ) 2

1

2
f x

x
≤  pe [ ]1,e  obţinem ( )

cf. b)

2
1 1

1

2

e e

f x dx dx
x

≤ ⇒∫ ∫  

2 2 21 1 1 1 1 1 1 1
1 ln 1 ln ln

2 2 2 2 2 2 2

e e e e e e

e e e

     + − − + + +
⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤          

     
. 

. 
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 Soluţie 

1. a) Deoarece ( )
2

2

1
lim lim

1x x

x x
f x

x x→−∞ →−∞

− +=
+ +

1= ⇒ dreapta : 1d y =  este asimptotă orizontală la fG  spre −∞ . 

b) Avem ( )
( )

( )
22

2 22

2 11
,

1 1

xx x
f x x

x x x x

′ − − +′ = = ∀ ∈  + +  + +
. 

c) ( ) 1,20 1f x x′ = ⇒ = ± . Din tabelul de variaţie rezultă că ( ) [ ) ( )21 1
1, 0; 1

3 3
f x x f x≤ ≤ ∀ ∈ ∞ ⇒ ≤ ≤  şi 

( )41
1,

3
f x x≤ ≤ ∀ ∈ ( ) ( )4 22

2,
3

f x f x x⇒ ≤ + ≤ ∀ ∈ . 

2. a) Avem ( )
2

1 1

1 3

2

e e
e

f x dx x dx
x

− = − = 
 ∫ ∫ . 

b) O primitivă F  a funcţiei f  este convexă pe ( )0,+ ∞  ( ) ( ) 0, 0F x f x x′′ ′⇔ = ≥ ∀ > . Avem 

( ) ( ) 2

1
1 0, 0F x f x x

x
′′ ′= = + ≥ ∀ > . 

c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22 2

1 1 1

1 1 e e e

h gh x f x g x V C h x dx g x dx g x dx V C
x x

π π π = = − = − ⇒ = = − = = 
  ∫ ∫ ∫ .  

 



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

BACALAUREAT 2009 – MATEMATICĂ – Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2 
 

Soluţie 

1. a) Avem ( ) ( ) 02 , 0 2 0 1xf x x e x f e′ ′= + ∀ ∈ ⇒ = ⋅ + = . 

b) ( ) ( )( ) ( )'' 2 2 0,x xf x f x x e e x
′′′= = + = + ≥ ∀ ∈ . Deci f  este convexă pe . 

c) 
( ) 2

lim lim 1
x

x xx x

f x x e

e e→+∞ →+∞

′ += = . 

2. a) Avem ( ) ( )
1 1

0 0

3

2
xf x dx e x dx e= − = −∫ ∫ . 

b) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 1 13 1

2

0
0 0 0 00

1

3 3
x x x xx

x f x dx xe x dx x e dx x e e dx
 ′⋅ = − = ⋅ − = ⋅ − − =  
 

∫ ∫ ∫ ∫ ( ) 1

0

1 1 2
1

3 3 3
xe e− − = − = . 

c) 
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )( ) ( )

2 2 2ln

1

ln
ln ln

e e eu x x

e e eu x
x

f x
dx x f x dx f u x u x dx

x

=

′ =

′ ′= ⋅ ⋅ ==∫ ∫ ∫  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2primitivă

2

a funcţiei

ln ln 2 1
F e

e
f

F u x F e F e F F= − = −= . 
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Soluţie 

1. a) Avem ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 ,x x x xf x x e e x e xe g x x
′′ = − = + − = = ∀ ∈ . 

b) ( ) ( )lim lim 0x

x x
g x xe

→−∞ →−∞
= = ; deci dreapta : 0d y =  este asimptotă orizontală spre −∞  la gG . 

c) Din punctul a) avem relaţia ( ) ( ) ,f x g x x′ = ∀ ∈ . Prin derivare obţinem: 

( ) ( ) ,f x g x x′′ ′= ∀ ∈ . ( ) ( )'' 0 ' 0,f x g x≥ ⇔ ≥  deci f este convexă g⇔  crescătoare. 

2. a) ( ) ( )2

ln 1 lnx x
f x g x

x x

′ − ′ = = = ⇒ 
 

 f  este primitivă a lui g . 

b) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )1 2

2
1 0 1

1

2 2

ee f x g x f x
f x g x dx f x f x dx

e

′ =
′⋅ ⋅ = ==∫ ∫ . 

c) ( )
2

2

1 1 1

ln ln
2 ln ln 2 2 ln 4

2

aa a
x x

dx x x dx a
x

′= ⇒ ⋅ = ⇒ = ⇒ = ⇒∫ ∫  

[ )
[ )

2
1 2

2
2

ln 2 1,
ln 2 .  Deci 

ln 2 1,

a a e
a a e

a a e−

= ⇒ = ∈ +∞
⇒ = ± ⇒ =

= − ⇒ = ∉ +∞
. 
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Soluţie 

1. a) ( ) ( ) ( )1 1 1 1s dl l f= = = ⇒ f este continuă în 0 1x = . 

b)
( ) 1 ln

lim lim 0
x x

f x x

x x→∞ →∞

+= = .  

c) ( )
( )

[ )

2 1, 0;1
' ,1

, 1;

x x
f x

x
x

 − ∈
= 

∈ ∞

 ( ) 1
' 0 .

2
f x x= ⇒ =  Din tabelul de variaţie al funcţiei f ( ) ( )3

, 0;
4

f x x⇒ ≥ ∀ ∈ ∞ . 

2. a) ( )
2 2

2

1 1

2 7
2ln 2

3
f x dx x dx

x
 = + = + 
 ∫ ∫ . 

b) ( )
2 2

1 1

3
ln 2ln 2

4
g x dx x xdx= = −∫ ∫ . 

c) Dacă presupunem că ( ) ( ) ( )3, 1;2f x g x x≤ + ∀ ∈ , atunci ( ) ( )
2 2

1 1

7 11
3 2ln 2 2ln 2 ,

3 4
f x dx g x dx≤ + ⇒ + ≤ +∫ ∫  

fals, deci există ( )0 1;2x ∈  astfel încât ( ) ( )0 0f x g x> . 
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 Soluţie 

1.  a) ( ) ( ) 2
2ln , 1

x
f x x x x

x

−′′ = − = ∀ ≥ . 

b) ( ) [ )2
0 2 0 2 1,

x
f x x x

x

−′ = = ⇒ − = ⇒ = ∈ + ∞ . Din tabelul de variaţie rezultă că f  este 

descrescătoare pe intervalul [ ]1,2  şi crescătoare pe intervalul [ )2,+ ∞ . 

c) Din 21 2x x≤ ≤ ≤  şi monotonia funcţiei f obţinem ( ) ( )2 ,f x f x≥  adică 2 22ln 2ln .x x x x− ≥ −   

 Rezultă ( ) ( ) 2010 1
2009 2010 2009 2ln 2009 2010 2ln 2010 ln

2009 2
f f≤ ⇔ − ≤ − ⇔ ≤ . 

2. a) 
33

0 2 2
22

1 1 1 1 2 1 1 3
ln ln ln ln .

2 1 1 2 4 3 2 21

x
I dx

xx

−  = = = − = ⋅ +  −∫
 

b) 
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 33 3 31

1 2 2 2 22 2 2

1 2 1 1 1 8
ln ln .

2 2 2 2 31 1

u x x

u x x

u xx x
I dx dx dx u x

u xx x

= −

′ =

′
= = = = =

− −∫ ∫ ∫
 

c) 
( )23 3 32

2 2 2 2
2 2 2

1

1 1 1

nn n

n n

x xx x
I I dx dx dx

x x x

+

+

−
− = − = =

− − −∫ ∫ ∫
33 1 1 1

2 2

3 2
.

1 1

n n n
n x

x dx
n n

+ + +−= =
+ +∫
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 Soluţie 

1.a) ( )
( )2 2

1 1 1 1
, 0

1 1
f x x

x x xx

′ ′ = − = − ∀ > +  +
. 

b) ( ) ( ) ( )2 1
0, 0;

1

x
f x x f

x x

− −′ ≤ ∀ ∈ ∞ ⇒
+

este descrescătoare pe ( )0;∞ .  

Dacă ( ) ( ) ( )1; ,x x x f x f x∈ ∞ < ⇒ ≥ ⇔ ( )1 1
,

1
f x

x x
− ≥

+
 oricare ar fi ( )1;x ∈ +∞ . 

c) ( ) ( ) ( )

2

2

1 1 1
lim lim lim 1

1 11 11
x x x

x
x f x f x

x x x x
x x

→+∞ →+∞ →+∞

 
    = ⋅ ⋅ = =  +     ++    

. 

2. a) ( )
33 3

0 2 2 22 2
11 1

1 1 1 1 3 1
.

31 1
I I dx dx

xx xx x

  − + = + = = − = + + 
∫ ∫

 

b) ( )
3 3

1 22
1 1

1 1

11

x
I dx dx

x xx x

 = = − = + +∫ ∫
1 3

ln
2 2

. 

c) ( ) ( ) ( )
33 3 1

2 12 2 2
1 1 1

1 1 1 1 1
1 , , 2.

1 11 1 3

n

n n n nn n

x
I I dx dx n n

n nxx x x x

− +

− −−

  
  + = + = = = − ∀ ∈ ≥   − + − + +     

∫ ∫  
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 Soluţie 

1.  a) ( ) ( )( ) 2
2 ln ln , 0

x
f x x x x x

x

−′′ = − = + ∀ > . 

b) 
( ) ( ) ( )

1

1
lim 1 1

1x

f x f
f

x→

−
′= = −

−
. 

c) Funcţia f ′  este crescătoare pe ( ) ( )( )0, 0, 0f x x′′+ ∞ ⇔ ≥ ∀ > ⇔ ( ) 0, 0f x x′′ ≥ ∀ > . 

Cum ( ) ( )2 2

2 1 2 2
ln 0, 0 '  pe 0,+

x x
f x x x f

x x x x

′− + ′′ = + = + = > ∀ > ⇒ ∞ 
 

. 

2. a) Deoarece ( ) ( ) ( )1 1 2
ln , 0

22

x
f x x x g x x

x xx

+′′ = + = + = = ∀ > , 

 rezultă că funcţia f  este o primitivă a funcţiei g . 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 24 4 2

1 1 1

2 ln 4 1

2 2

f x
f x g x dx f x f x dx

+ −
′⋅ = ⋅ = =∫ ∫ . 

c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
44 4 2

1 1 1

1
2

g x
g x f x dx g x g x dx′′ ′⋅ = ⋅ = = −∫ ∫ . 

 



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

BACALAUREAT 2009 – MATEMATICĂ – Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2 
 

Soluţie 

1. a) Avem:    

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0 0
0 0

0 0
0 0

0 lim lim 1

0 lim lim 1 1

0 1 0 1

x
s

x x
x x

d
x x
x x

f f x e

f f x x

f

→ →
< <

→ →
> >

= = =


= = + = ⇒


= + =


funcţia f  este continuă în 0 0x = . 

b) ( )lim lim 0x

x x
f x e e−∞

→−∞ →−∞
= = = . Deci dreapta  : 0d y =  este asimptotă orizontală la fG  către −∞ . 

c) Funcţia f  este concavă pe ( )0,+ ∞  dacă ( )'' 0, 0f x x< ∀ > . ( ) ( )
pentru 0 1

1
2

x

f x x
x

> ′′ + ==  şi 

( )
pentru 0 1 1

0
2 4

x

f x
x x x

> ′ ′′ = − < 
 

= , pentru orice 0x > , rezultă că f  este concavă pe ( )0,+ ∞ . 

2. a) Deoarece ( ) ( ) ( )
2

, 0
x x x xf x e e x f x dx e dx e= = ∀ ≥ ⇒ = = +∫ ∫ C . 

b) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2
2

11 1 1

020 0 0

1 1 1

2 2 2

u x x
u x u xx

u x x

e
f x g x dx x e dx u x e dx e

=

′ =

−′⋅ = ⋅ ⋅ = ==∫ ∫ ∫ . 

c) ( ) ( ) ( )100 100
1 1

99

0 0

1 1
50 '

100 100
u xx x e

f e e x dx e u x dx
−= ⇒ ⋅ = ⋅ =∫ ∫ , unde ( ) 100u x x= . 
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 Soluţie 

       1. a) ( )1 5sl = , ( )1 0dl = f⇒  nu este continuă în 0 1x = . 

           b) 

1
ln

lim lim
1x x

x x
x→∞ →∞

= 1
0= =

∞
. 

           c) ( ) 2 2009

2009

...
ln lim 1.

n nx x n

x

x x x
f e e x

x→∞

+ + += = ⇒ =  

       2. a) F  funcţie derivabilă pe şi ( ) ( ) ( )2 2 ' ,xF x e x x F x f x x F′ = + + ⇒ = ∀ ∈ ⇒  primitivă. 

           b) ( ) ( )
1

0

1 3 1
0 3

e
f x dx F x

+= =∫ . 

           c) ( )
1

x

x

e
h x

e
=

+
 ; ( ) 0 oricare ar fi  0h x x> >  ; ( ) ( )

1

0

1 1
Aria ln 1 ln

0 21

x
x

f x

e e
dx e

e

+Γ = = + =
+∫ . 
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 Soluţie 
1. a) ( )4 4 6sl a= − ,  ( )4 2dl = şi ( )4 2 4 6 2 2f a a= ⇒ − = ⇒ = . 

b) Pentru ( ) 1
4,

2
x f x

x
′> = ( ) 1

9
6

f ′⇒ = . 

c) ( )9 3 ff A G= ⇒ ∈ ⇒  ecuaţia tangentei este: ( ) ( )( )9 9 9y f f x′− = −  adică ( )1
3 9

6
y x− = − . 

      2.   a)  ( )1
0

x

f x dt x= =∫ . 

             b) ( )
2 2 2

1
1 1

ln 1
ln ln .

12 4 4

e e ex x x e
f x x dx x x dx

  +⋅ = ⋅ = − =  
 

∫ ∫  

             c) ( ) ( ) ( )
12 4

2 1
0 0 0

2 4 20

x x
x x

g x f x f t dt t dt V dx
ππ= = = = ⇒ = =∫ ∫ ∫ . 
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 Soluţie: 

1.a) 
2

21

3 2 1
lim

3 4 1x

x x

x x→

− −
− +

=
1

6 2
lim

6 4x

x

x→

−
−

=
4

2
2

= . 

   b) ( )f x′ 34 12 18x x= − +  ;  ( ) 212 12f x x′′ = − ; ( ) 1 20 1 , 1f x x x′′ = ⇒ = = − . 

   Tabelul de variaţie pentru f ′′ ⇒  funcţia  f  este concavă pe intervalul ( )1,1−  şi  
   convexă pe intervalele ( ), 1−∞ −  şi  ( )1, ∞ . 

   c) ( ) ( )2 1 lng x x x= − ;  g  continuă pe ( )0, ∞ ; ( ) 0 1g x x= ⇒ = şi ( ) ( )21
0, 1 ln 0.g g e e e

e
  > = − ⋅ > 
 

    

  Din tabelul de variaţie pentru  g⇒  g  pozitivă pe tot domeniul de definiţie, cu excepţia ( )1 0g = . 

 2.a) ( ) ( ) ( )0 0 1 0s dl l f= = = f⇒  continuă în 0x f= ⇒  continuă pe f⇒  admite primitive pe . 

    b) ( ) ( )
1

0

12 2
ln 1 ln 2

03 3
f x dx x x x = + − = − 

 ∫  .  

    c) ( ) ( )
4 2

2 2

1
0

1 1

x x x
g x x x

x x

+ − = − ⋅ − = ≥ + + 
pentru ( )

2
2

2
1

1 Aria
1

g
x

x x dx
x

− ≥ ⇒ Γ = + = + ∫  

  ( )
3

2 2 21 7 1 5
ln 1 ln .

1 12 3 3 2 2

x
x= − + + = −  
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 Soluţie 

1.a) 
( ) ( ) ( )

2

2
lim ' 2

2x

g x g
g

x→

−
=

−
 şi ( ) ( )2

' ' 2 0
x

x
g x g

e

−= ⇒ = . 

   b) ( )
( )22

4
' ,

1

x
f x

x
=

+
( )' 0 0f x x= ⇒ =  şi din tabelul de variaţie al funcţiei f 0x⇒ =  este punct de minim al 

funcţiei f. 
   c) Din tabelul de variaţie al funcţiei f, ( ) ( )1, 1f x x f x≥ − ∀ ∈ ⇒ − ≤ .Din tabelul de variaţie al funcţiei g, 

( ) ( ) ( )2 2

1 1
, 1 .g x x g x f x

e e
≤ ∀ ∈ ⇒ − ≤ +  

2.a) ( )
1 1

0 0

1
ln 2

1
f x dx dx

x
= =

+∫ ∫ . 

   b) ( ) ( )
1

2

0

1
ln 1 1 ln 2.

0
g x dx x x= + + = +∫     

   c) Presupunem că nu există ( )0 0;1x ∈  astfel încât ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 0
0 0

2 1f x g x x f x dx g x dx≤ − ⇒ > − ⇔∫ ∫   

   ln 2 1 ln 2,⇔ > + fals, deci există ( )0 0;1x ∈  astfel încât ( ) ( )0 0 .f x g x≤  
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 Soluţie 

1.a) ( ) ( ) ( )
1

1

1 lim 3 1 4, 1 4,x
s x

x

l f
→
<

= + = =  ( ) ( )
1

1

1 lim 2 2d x

x

l ax a
→
>

= + = + ; ( )1 2 4 2.s dl l f a a= = ⇔ + = ⇒ =  

   b) ( )lim 1
x

f x
→−∞

= 1y⇒ =  asimptotă orizontală. 

   c) ( )lim 3x

x
x

→−∞
⋅ 0= . 

2.a) ( ) ( )F x f x′ = ( )
( ) ( )2 2

1 1

1 2
f x

x x

−
⇒ = +

+ +
. 

   b) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 2 3

1 2 1 2

x
F x

x x x x

− − −′ = + =
+ + + +

. Tabelul de variaţie pentru F ′ F⇒  descrescătoare. 

   c) ( ) ( )1 1
0 , 1

2 6
F F= = şi F descrescătoare ( )1 1

,
6 2

F x⇒ ≤ ≤ oricare ar fi [ ]0,1x ∈  

  ( )
1 1 1

0 0 0

1 1
.

6 2
dx F x dx dx⇒ ≤ ≤∫ ∫ ∫  
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Soluţie                                                                                 

1.a) ( ) 1xf x e′ = − . 

   b) ( ) xf x e′′ = ⇒
1

lim 1
x

xx

e

e→∞

− = . 

   c) ( )' 0 0.f x x= ⇒ =  Din tabelul de variaţie rezultă că  f  este crescătoare pe [ )1;∞ .     

  ( ) ( )2009 2010 2009 2010f f≤ ⇒ ≤  

2.a) ( ) ( )
2 2

3

0 0

1 4.x f x dx x dx+ = =∫ ∫  

   b) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1 1 13 2

2
0 0 0

1 2 3 5
;

0 41

x x
g x dx f x dx f x f x g x dx

x

+′′ ′ ′= = = ⇒ =
+∫ ∫ ∫ . 

   c) ( ) ( ) ( )
( )2

1
" ' 2 1 .

1
g x dx f x dx f x c x

x
= = + = − + +

+
∫ ∫ C  O primitivă este de forma 

   [ ) ( )
( )2

1
: 0 , , 2 1

1
G G x x c

x
∞ → = − + +

+
; ( ) ( )

lim ; lim 2
x x

G x
G x

x→+∞ →+∞
= ∞ = ; ( )( )lim 2 1

x
G x x c

→+∞
− = − + ⇒   

  1 0 1c c− + = ⇒ = ( )
( )

3 2

2

2 3
1

1

x x
G x

x

+
⇒ = +

+
. 
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 Soluţie 

1.a) ( ) xf x e e′ = − . 

  b) ( ) xf x e′′ = ; ( ) 0  oricare ar fi  f x x f′′ > ∈ ⇒  convexă pe . 

  c) Ecuaţia tangentei ( ) ( )( )0 0 0 ;y f f x′− = − ( ) ( )0 1 ; 1 ;f e y e x′ = − = − ( ) ( )1
1 1,1

1

y e x
y e A e

x

 = −
⇒ = − ⇒ − =

. 

2.a) ( ) ( ) ( )0 0 0 0s dl l f= = = continuă  în 0 continuă pe f x f⇒ = ⇒ admite primitive pe f⇒ . 

   b) ( ) ( )
1 0 1 4 2

3

1 1 0

0 12 11
1 04 2 3 12

x x
f x dx x dx x x dx x x

− −

 
= + + = + + =  −  

∫ ∫ ∫ . 

   c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b c

a b

f x dx f x dx F b F a F c F b= ⇔ − = −∫ ∫ ⇔ ( ) ( ) ( )2F b F c F a= + ( ) ( ) ( )
.

2

F c F a
F b

+
⇔ =  
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 Soluţie 

1.a) ( ) 1
1f x

x
′ = − . 

  b) ( ) 1
0 0 1

x
f x x

x

−′ = ⇔ = ⇔ = .Din tabelul de variaţie al funcţiei ( ]pe  intervalul 0;1 f⇒  este   

 descrescătoare, iar [ )pe  intervalul 1; este f∞ crescătoare. 

  c) Din punctul b) ( ) ( ) ( )1 1oricare ar fi 0,f x f x⇒ ≥ = ∈ ∞ ( )ln 1oricare ar fi 0,x x x⇔ − ≥ ∈ ∞ ⇔  

  ( )ln 1oricare ar fi 0,x x x≥ + ∈ ∞ pentru ( ) ( )0, 0, ln 1x x x x∈ ∞ ⇒ ∈ ∞ ⇒ ≥ + oricare ar fi ( )0,x ∈ ∞ . 

2.a) ( )
3 2

2

0

1
3 2

x
x x

t t dt x+ + = + +∫
( )2

0
3

1
1

lim
31

x

x

t t dt

x→+∞

+ +

⇒ =
+

∫
. 

   b) 
2

1 1
dx

xx

−= +∫ C�; ( ) ( ) 1
1 0 1 0 1

x
F F x

x

−= ⇔ − + = ⇔ = ⇒ =C C . 

   c) 
1 2

2 4

0

5
5

a
V a x dxπ π π= = =∫ ⇒ 5a = . 
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 Soluţie 

1.a) ( )
( )2

2

1
f x

x

−′ =
−

. 

   b) 
( ) ( ) ( )

1

1
lim 1

1x

f x f
f

x→−

− −
′= −

+
 ; ( ) 2 1

1
4 2

f
−′ − = = − . 

   c) ( )lim 1
x

f x
→+∞

= 1y⇒ =  asimptotă orizontală spre +∞ . 

2.a) 
1 1

0 0

1

2
x xe x e dx x dx− ⋅ ⋅ = =∫ ∫ . 

   b) 
1

1
0

xI xe dx= ∫ ( ) 1

0

x xxe e= − 1= . 

   c) 
1 11 1

1
0

0 0

n x n x n x
n nI x e dx x e n x e dx e n I−

−= = − = −∫ ∫ 1n nI nI e−⇒ + = . 
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Soluţie 
1.a) ( )

1

1

lim 0
x

x

f x
→
<

= ; ( )
1

1

lim 1
x

x

f x
→
>

= ⇒  f   nu este continuă în 1x = . 

   b) ( ) 2' 6 30 24g x x x= − + . 

   c) 
2 2 2

lim lim
1

2
x a x a

x a x

x a
x

→ →

− =
−

2 2 4a a a a= ⋅ = ; 34 32 8 64 4a a a a a a= ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

2.a) ( )
2 2

0
1 1

1
ln 2f x dx dx

x
= =∫ ∫ . 

b) ( ) [ ]0 oricare ar fi  1,2nf x x> ∈ ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1
1

Aria ln ln 1 ln
nf nf x dx x x x n ⇒ Γ = = + + + + + ∫ …  

( ) ( ) ( )ln 2 ln3 ln 4 ln 2 ln1 ln 2 ln 1 ln 2n n n= + + + + + − − − − + = +… … . 

c) ( ) ( )1
1 1

1
F x f x

x x
′ = = +

+
; ( ) ( ) ( )

25 5 7 6

6 6 1

x x
G x F x

x x

− + +′ ′= − =
+

. Din tabelul de variaţie ( ) 0G x′⇒ ≥ oricare 

ar fi [ ]1,2x ∈ G⇒ crescătoare. 
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 Soluţie 

1.a) ( ) 2 ln 2 ln 2xf x′ = − . 

   b) 
( ) ( ) ( )

3

3
lim 3

3x

f x f
f

x→

−
′=

−
7ln 2= . 

   c) ( ) 0 0f x x′ = ⇒ =  şi din tabelul de variaţie al funcţiei f ⇒ 0x = este punct de minim . 

2.a) ( ) xf x dx e= +∫ C . 

   b) 
1

1 0

ln

2

e
x

V dx t dt
x

ππ π= = =∫ ∫ . 

   c) ( ) ( )( )
3 3

1 1

31 1 1 1 1 1 9
ln ln 2 ln

12 2 2 2 2 5
dx dx x x

x x x x
 = − = − + = + + ∫ ∫ . 
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 Soluţie 

1.a) ( )
( )2

4

3
f x

x

−′ =
−

. 

   b) 
( ) ( ) ( )

4

4
lim 4 4

4x

f x f
f

x→

− ′= = −
−

. 

   c) ( )lim 1 1
x

f x y
→∞

= ⇒ = asimptotă orizontală. 

2.a) ( ) ( )
1

0

1
ln 1 ln 2

0
f x dx x= + =∫ . 

   b) 
( )

2

2
0

1

1
V dx

x
π=

+∫
2

0

1

1x
π −= ⋅

+
1 2

1
3 3

ππ − = + = 
 

. 

   c) 
1 1 1

1 1 1 2
2 1 1

a x a a x a
a x a

≤ ≤ + ⇔ + ≤ + ≤ + ⇔ ≤ ≤
+ + +

( )
1 1 1

1 1

2 1

a a a

a a a

dx f x dx dx
a a

+ + +
⇒ ≤ ≤

+ +∫ ∫ ∫  

   ( )
11 11 1

2 1

a

a

a a
x f x dx x

a aa a

++ +
⇔ ⋅ ≤ ≤ ⋅

+ +∫ . 
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 Soluţie 

1.a) ( ) 2

1xf x e
x

′ = + . 

   b) ( ) [ )0 oricare ar fi  1,f x x′ > ∈ ∞ f⇒  crescătoare pe [ )1, ∞ . 

   c) ( ) ( )1 1, ;ff e A e G= ⇒ ∈ ecuaţia tangentei este ( ) ( )( )1 1 1 ;y f f x′− = − ( ) ( )1 ; 1 1;f e f e′= = +  

   ( )( )1 1y e e x− = + − . 

2.a) ( ) ( ) ( )1 1 1 4s dl l f− = − = − =  continuă în 1f x⇒ = −   continuă pe f⇒    admite primitive pe f⇒ . 

b) ( )
2

3

5
5

2
x dx

−

−

+ =∫ . 

c) Pentru ( )1, 0x f x> − > ⇒ ( ) ( )
1

Aria
m

f
m

f x dx
+

Γ = ∫ ( )
1

2 23 1 3 3 2
m

m

x dx m m
+

= + = + +∫ ; aria minimă este 

15 5
.

4 12 4a

−∆= = =  
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 Soluţie 

1.a) ( )
2

2 1

x
h x

x
= ⇒

+
( )

( )22

2

1

x
h x

x
′ =

+
. 

   b) ( )lim 1.
x

f x
→+∞

=  Dreapta de ecuaţie 1y =   este asimptota către +∞ la graficul funcţiei f . 

   c) ( ) ( )
( )

[ )
2

2 22

2
; 0 oricare ar fi 0,

1 1

x x
h x h x x

x x
′= = ≥ ∈ ∞ ⇒

+ +
[ ) crescătoare pe intervalul 0, .h ∞  

2.a) 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
12

2
2

0

3 1 1 31 1 4 5 22
1 4 5 .

1 3 1 3 34 3

x x x x x x
f x x x dx

x x x x x x

+ − + + + + + +− + = = = ⇒ + + =
+ + + + + + ∫  

   b) ( )
1

0

f x dx∫
11 3

ln ln 1
03 2

x
x

x

+ = + = + + 
. 

   c) ( ) 0 oricare ar fi  0f x x> ≥ ⇒  Aria ( ) ( )
0

k

f f x dxΓ = ∫
1

ln
03

kx
x

x

+ = + = + 

1 3
ln ln

3 1

k
k k k

k

+ ⋅ + = + + 
 

   23 3
3 3 3 3

3

k
k k k k k

k

+
⇒ = ⇔ + = + ⇒ =

+
. 
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 Soluţie 

1.a) ( )
( )

2

22

2 2

1

x
f x

x

−′ =
+

. 

   b) Tabelul de variaţie al funcţiei  f ⇒ 1x = −  minim local , 1x =  maxim local. 

   c) Din tabelul de variaţie al funcţiei ( ) 1  pentru orice  f x x⇒ ≥ − ∈ . 

2.a) ( )
1 2

0

1 5
2

02 2

x
f x dx x

 
= + =  
 

∫ . 

   b) ( ) ( )
1 1

0 0

1
2 2

0
x x xe x dx e x e dx+ = + −∫ ∫ ( ) 1

1
0

xe x= + 2 1e= − . 

   c) ( )
1

2

0

2V px dxπ= +∫ ( )
1 3 2

2 2 2

0

1
4 4 4 4

03 2

x x
p x px dx p p xπ π

 
= + + = ⋅ + ⋅ + =  

 
∫

2

2 4 .
3

p
pπ

 
+ +  

 
    

   Volumul este minim pentru 
2

3
12 2
3

b
p

a

−= − = = −
⋅

. 
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 Soluţie 

1.a) ( ) ( ) ( )0 0 0s dl l f= = 3

2
f= ⇒ este continuă în 0 0.x =  

   b) 
2 3

lim 2 2
2x

x
y

x→∞

+ = ⇒ =
+

este ecuaţia asimptotei orizontale. 

   c) Pentru ( ) ( )
( )2

2 3 1
0, , ' 0

2 2

x
x f x f x f

x x

+≥ = = > ⇒
+ +

crescătoare; ( ) ( ) 3
lim 2 , 0

2x
f x f

→∞
= = . 

2.a) 
2

1 1 1 1

2 22 x xx x

 = − ++  
; 

2

2
1

1 1 3
ln

2 22
dx

x x
=

+∫ . 

   b) 1
1

x

x
≤

+
pentru [ ]

1 1

0 0

0,1 1.
1

x
x dx dx

x
∈ ⇒ ≤ =

+∫ ∫  

   c) 
1

1
ln

a

dx a
x

=∫ ⇒ ln , ln , lna b c în progresie aritmetică ln ln
ln

2

a c
b

+⇔ =  

   ( ) 22ln lnb a c b a c⇔ = ⋅ ⇔ = ⇔ , ,a b c în progresie geometrică. 
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 Soluţie 

1.a) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 6 3 10 8 4 8.f x g x x x x x x′ ′− = − − − + = −  

   b) 
( )
( )

2

22 2

3 6
lim lim

3 10 8x x

f x x x

g x x x→ →

−=
− +

0
0

L'H

2

6 6
lim 3

6 10x

x

x→

−= =
−

. 

   c) ( ) 2' 3 6f x x x= −  ,  ( ) ( )' 0 3 2 0f x x x= ⇒ − =  ,  de unde 0x = , 2.x = Din tabelul de variaţie al  funcţiei 

( ) ( )0 ,  oricare ar fi  0,f x x⇒ ≥ ∈ ∞ . 

2.a) ( ) ( )1 1
' 1 .x x x

F x e e f x
x x

−= + − = + = ( )derivabilă pe 0,F ∞ primitivăF⇒ . 

   b) ( )
2

2

1

2
.

1
x x xxe dx xe e e= − =∫  

   c) Pentru [ ] ( )1 , , 0x e f x∈ > ( ) ( ) ( )
1

1

Aria 2.
e

e e
f f x dx F x e⇒ Γ = = = −∫  2 2e me e m e− = − ⇔ = . 
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 Soluţie 

1.a) ( ) 23 3f x x′ = + . 

   b) ( )' 0f x > ⇒   f   crescătoare pe . 

   c) 
3

3

3
lim 1.

x

x x

x→−∞

+ =  

2.a) ( ) ( ) ( )1 2 1 1s dl l f= − = = ⇒  f   continuă în 1x = ⇒   f  continuă pe ⇒  f  admite primitive pe . 

   b) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

3
2 1 .

2
x f x dx x dx− = + =∫ ∫  

   c) ( )( ) ( )
1 1

2 ln ln 1 1
x x

f t dt t dt x x+ = = − +∫ ∫ ;
( )ln 1 1 1

lim lim ln 1
x x

x x
x

x x→+∞ →+∞

− +  = − + = +∞ 
 

. 
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  Soluţie 

1.a) ( ) 1
' .f x x

x
= +  

   b) 
( ) ( ) ( )

1

1
lim ' 1 2.

1x

f x f
f

x→

−
= =

−
 

   c) ( )
2

2

1
"

x
f x

x

− += ; ( ) ( )1 2" 0 1, 1 0;f x x x= ⇒ = = − ∉ +∞ .  Din tabelul de variaţie⇒ pentru ( )0 ,1x f∈  

este concavă; pentru ( )1,x f∈ ∞ este convexă. 

2.a) Pentru ( ) ( )32
2

1

21 19
2 1

13 3

x
n x dx

+
= ⇒ + = =∫ . 

   b) Pentru ( ) [ )1
1 2

0

1 1 ln 1 0 1 1 0, 2 0, .
0

a a
n x dx x a a a

−= − ⇒ + = + = ⇔ + = ⇒ = = − ∉ +∞∫ Deci 0.a =  

c) ( ) ( )
1

0

f x f x dx′ ⋅ =∫ ( )
2

2 11 2 1
1 .

02 2 2

n
n

x+ = −  
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 Soluţie 

1.a) ( ) 1
1

2
f x

x
′ = + . 

   b) ( )' 0  oricare ar fi  0f x x> > f⇒  crescătoare. 

   c) ( ) 3 1 3
' 1 1;

2 22
f x x

x
= ⇔ + = ⇒ = ( )1 2f = ( )1, 2A⇒ . 

2.a) ( )2

1 1 2 3

1 2 3 2

x
f x

x x x x

++ = = ⇒
+ + + +

( )( ) ( ) 21 2 3 .x x f x dx x x+ + = + +∫ C  

   b) ( ) ( ) ( )
1

0

1
ln 1 2 ln3

0
f x dx x x = + ⋅ + = ∫ . 

   c) ( )
( )

1

2
0

11 1 1
03 3 123

h x V dx
x xx

ππ π −= − ⇒ = = ⋅ =
+ ++∫ . 
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 Soluţie 

1.a) Avem ( ) ( )1 0
1

f x f x
x

′= = . 

   b) ( ) ( )2 1 2

1
f x f x

x
′= = − ;

2

1
lim 0 0
x

y
x→∞

 − = ⇒ = 
 

asimptotă orizontală. 

   c) ( ) ( )0
1

1
1f x

f x
≤ − ⇔ ln 1 ln 1.x x x x≤ − ⇔ − ≤ − Ataşăm funcţia ( ) ( )ln , 0, ;h x x x x= − ∈ ∞    

  ( ) ( )1 1
1 , 0 1.

x
h x h x x

x x

−′ ′= − = = ⇔ = Din tabelul de variaţie ( ) ( )1,  0, ln 1h x x x x⇒ ≤ − ∀ ∈ ∞ ⇔ − ≤ − .  

2.a) ( )
1

0

e

f x dx
−

∫ ( )2 1
ln 1

0

e
x

−= + 1= . 

   b) F  primitivă ( ) ( ) 2

2

1

x
F x f x

x
′⇒ = =

+
; ( ) ( )0 pentru orice  0,F x x F′ > ∈ ∞ ⇒ crescătoare pe ( )0 , ∞ . 

 c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 3 4 4

0 1 0 2 3 2

17
ln 5; ln

5
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx+ = = + = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 
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 Soluţie 

1.a) ( ) 2
2

3
' 3f x x

x
= − . 

   b) 
( ) ( ) ( )

1

1
lim ' 1 0.

1x

f x f
f

x→

−
= =

−
 

   c) ( ) 1 2' 0 1, 1.f x x x= ⇔ = = −  Din tabelul de variaţie rezultă ( ] [ ) crescătoare pe , 1 şi pe 1;f −∞ − ∞  

  şi [ ) ( ]descrescătoare pe 1;0 şi pe 0;1f − . 

2.a) ( )
1

2

0

V f x dxπ= ∫ ( )
1

2 2

0

2x x dxπ= −∫
3 5 12

03 5

x xπ
 

= −  
 

7

15

π= . 

   b) 
1 1 2

2

0 2 1

1 1 2 2 1
2 .

2 2 3
x x dx t dt t dt

−− = − = =∫ ∫ ∫  

   c) ( ) ( ) ( )
0

0 ,
x

f t dt F x F= −∫ unde F este o primitivă a funcţiei  f , 

   
( ) ( ) ( ) ( )

0
0

20 0 0

0 2
lim lim lim .

2 2 2x x x

F x F F x f x

x xx→ → →

′−
⇒ = = =  
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 Soluţie 

1.a) ( ) ( ) ( )1 1 1 ;s dl l f= = ( ) ( ) 2
1 2; 1

3s d
a

l l
+= =  şi ( )1 2f = 2

2 4
3

a
a

+
⇒ = ⇒ = . 

   b) ( )lim 1 1
x

f x y
→−∞

= ⇒ =  asimptotă orizontală. 

   c) ( )' 2 1 ;m f= = ( )
( )

2

22

2 2 4
' ;

2

x ax
f x

x

− − +=
+

( ) 4 4
' 2

36

a
f

− −= ; 
4 4

1 10
36

a
a

− − = ⇒ = − . 

2.a) ( )
1

0

1
1.

0
x x xf x e e dx e e= ⇒ = = −∫  

   b) 
2 2

1 1 1

0 0 0

1 1
2

2 2
x x txe dx xe dx e dt= =∫ ∫ ∫ ( )1

1
2

e= − . 

   c) [ ]2
1 , oricare ar fi  0 ,1xe e x≤ ≤ ∈ ( )2

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1xdx e dx e dx f x dx e⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫ . 
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 Soluţie 

1.a) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 1

1 2

x x
h x

x x

− + −
=

− −
1 1

1 2x x
= +

− −
. 

   b) ( )
( ) ( )2 2

1 1
' 0

1 2
h x

x x

− −= + < ⇒
− −

h este descrescătoare pe fiecare din intervalele ( );1−∞ , ( )1;2 , ( )2;∞ . 

   c) ( ) { }' 0, \ 1;2h x x< ∀ ∈ şi ( ) ( )
( )

( )
( ) 0

f x f x
h x

f x f x

′ ′ ′
= ⇒ < ⇒  

 
( )( ) ( ) ( )2
' ''f x f x f x≥ ⋅ . 

2.a) 

33 3
2

1 1
3

x
V x dxπ π= =∫

1 26
9

3 3
π π = − = ⋅ 
 

. 

   b) ( )
2010 2

;
2010 2

x x
f x dx x= + + +∫ C ( ) ( )

2010 2

0 1 1
2010 2

x x
F F x x= ⇔ = + + + . 

   c) ( )
2010 2

0
2010 2

x
x x

f t dt x= + +∫
( )

0
2010

1
lim

2010

x

x

f t dt

x→∞
⇒ =

∫
. 
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 Soluţie 

1.a) f continuă ( ) ( ) ( )0 0 0s dl l f⇔ = = ; ( ) ( ) ( )0 1 0 , 0 1s dl f l= = = este continuă în 0f x⇒ = . 

b) ( ] ( )
( )22

2
, 0 ; '

1

x
x f x

x

−∈ −∞ =
+

; ( ) ( ]' 0 oricare ar fi , 0f x x≥ ∈ −∞ ( ]crescătoare pe , 0f⇒ −∞ . 

c) ( ) 1
1

2 ff A G− = ⇒ ∈ ; ecuaţia tangentei: ( ) ( )( )1 ' 1 1y f f x− − = − + ; ( ) 1 1
' 1 1

2 2
f y x− = ⇒ = + . 

2.a) ( )1
1

1 1
1 ln ln ln1 1

1

e e
f x dx x e

x x
− = ⇒ = = − =∫ . 

            b) ( )
( )

( ) ( ) ( )
5 322 4 2

2 22

1 2
1 2 1; .

5 31

x x
f x g x x x x g x dx x

x
= ⇒ = + = + + = + + +

+
∫ C  O primitivă este      

            ( ) ( ) ( )
5 3 5 32 13 1 2 13 2

; 1 1 1 1.
5 3 15 5 3 15 5 3

x x x x
G x x k G k k G x x= + + + = ⇔ + + + = ⇔ = − ⇒ = + + −     

            c) ( )
( ) ( )

1 1 2 1

12
0 0 1

21 1 1 1 1
1 .

12 2 1 2 1 21

n

n n n n

x t
x f x dx dx dt

n ntx

− +

−
 = = ⋅ = ⋅ = − − + −  +

∫ ∫ ∫  
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 Soluţii 

1. a) ( )
( ) 1

1
12

2

x x
xxf x

x x x

− − ⋅
+′ = = . 

    b) ( ) ( )' 0, 0;f x x f≥ ∀ ∈ ∞ ⇒  crescătoare pe ( ) ( ) ( )0; 2010 2011f f∞ ⇒ ≤ ⇔ 2009 2011 2010 2010≤ .  

    c)  ( ) 1
lim lim

x x

x
f x

x→+∞ →+∞

−= = ∞ , deci nu există asimptotă orizontală spre +∞ . 

       
( ) 1

lim lim 0
x x

f x x

x x x→+∞ →+∞

−= = , deci nu există asimptotă oblică spre +∞ . 

2. a) f este continuă pe ( );1−∞  şi pe ( )1;∞ . ( ) ( ) ( )1 1 1 0s dl l f= = = , deci f este continuă şi în 0 1x = , adică f  
   este continuă pe  adică admite primitive. 

    b) ( ) ( )
1 1 3 2

2

0 0

1 7
2 2

03 2 6

x x
f x dx x x dx x

 
= + − = + − = −  

 
∫ ∫ . 

    c)  ( ) ( )2 2

1 1

ln ; ln ln 2ln 2
1

e ee
h x x V xdx x x xdx eπ π π π= = = − = −∫ ∫ . 
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 Soluţii 

1. a)  ( ) 3
ln

x
f x x

x

−′ = +  

    b) ( )
1

( ) (1)
lim 1 2

1x

f x f
f

x→

− ′= = −
−

 

    c) ( ) 2

1 3
0f x

x x
′′ = + > , pentru orice 0x > , deci  f  este convexă pe ( )0, .+∞  

2. a) ( ) ( )F x f x′ =  pentru orice x ∈ R , deci  F  este primitivă a lui f. 

    b) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
0, 0,1 Aria 1 1.

0
x x

FF x x F x dx x e dx x e≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = = ⋅ = − =∫ ∫  

    c) 
( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 2
ln 1 ln

0 11 1

x
x

x x

F x f x e
dx dx e

ee e

−  = − = − + =  + + +∫ ∫ . 
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Soluţii 

1. a) ( )
( )
( ) ( )

2 3

2 22 2

2 1 2 2

1 1

x x x x
f x

x x

+ −
′ = =

+ +
. 

    b)  ( )lim 1
x

f x
→+∞

= , deci 1y = este asimptotă orizontală  la +∞ . 

    c)  Derivata funcţiei f  este pozitivă pe intervalul ( )0,+∞  rezultă că  f  este crescătoare  pe ( )0,+∞  deci 

( ) ( )3 32008 2009f f≤ . 

2. a) ( ) 2

ln 2

x

f x dx = +∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( )
1

0

1
0, 0,1 Aria 1 1

0
x x

gg x x x e dx x e≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = ⋅ = − ⋅ =∫ . 

    c) ( )0

0 0

( )

lim lim 1

x

x x

f t dt

f x
x→ →

= =
∫

. 
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 Soluţii 

1. a) ( ) 2 ln 2 3 ln 3x xf x′ = + . 

    b) ( )lim 0
x

f x
→−∞

= , deci 0y =  este asimptotă orizontală la −∞ . 

    c) ( ) 2 22 ln 2 3 ln 3 0x xf x′′ = + > pentru orice x ∈ R , deci  f  este convexă pe R . 

2. a) ( ) ( )

1 1

2 2
2

2
0 0

1
1

24
x f x dx x dx+ = =∫ ∫ . 

   b) ( ) [ ] ( ) ( )( )
1

1

1
0

1
0, 0;1 Aria ln 1 1 ln 2

01f
x

f x x dx x x
x

≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = = − + = −
+∫ .  

  c) 
2009 1

1 1

x

x x
≤

+ +
, pentru orice [ ]0,1x ∈  deci ( )

1 1

2009
0 0

1
ln 2

1
f x dx dx

x
≤ =

+∫ ∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( )
( ) ( )

2

2 2

1 2
1

1 1

x x
f x

x x

−′ = − =
− −

, pentru orice { }1x ∈ \R . 

    b) 
( ) ( )( )lim 1,  lim 1

x x

f x
f x x

x→∞ →∞
= − = , deci 1y x= +  este asimptotă oblică la +∞ . 

    c) Din tabelul de variaţie ( ) ( )4, 1;f x x≥ ∀ ∈ ∞ . 

2. a) ( )0 2 2

x xe e
f x dx dx= = +∫ ∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( )1

1

1
0

1 1
0, 0;1 Aria ln 1 ln

0 21

x
x

f x

e e
f x x dx e

e

+ > ∀ ∈ ⇒ Γ = = + =  
 +∫ . 

    c) Din ( )1 0n x nxe e+ ≥ > , pentru orice [ ]0,1x ∈ , se obţine ( )1 11

x x

nxn x

e e

ee +
≤

++
 pentru orice [ ]0,1x ∈ , de  

     unde ( ) ( )
1 1

1
0 0

n nf x dx f x dx+ ≤∫ ∫  pentru orice n ∈ N . 
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 Soluţii  

1. a) ( )
3 32 2

1 1 1 1
2 3

2 3
f x

x xx x
′ = − = − , pentru orice 0x > . 

    b) Ecuaţia tangentei este ( ) ( )( )1 1 1y f f x′− = − , adică 1y = − . 

    c) Din studiul semnului derivatei funcţiei  f  se deduce că  f  este descrescătoare pe ( ]0,1  şi crescătoare pe  

   [ )1,+∞ , de unde rezultă că ( ) ( )1 1f x f≥ = − , pentru orice ( )0,x ∈ +∞ . 

2. a) ( ) 2 1F x x′ = + , x∀ ∈ R , de unde 2a = . 

    b)  ( )
1

1
0

1

0
x xe f x dx xe e⋅ = =∫ . 

    c) ( ) ( )
21 1 3

2 2 2 2 2

0 0

1 1 3 3 1
2 1

03 3 2 4 4a
x

f x dx a x ax dx a ax x a
    = + + = + + = + + ≥           

∫ ∫ , pentru orice a ∈ R . 
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 Soluţii  

1  a) ( ) 3 3 3

2 2

x x
f x x

x x

− −′ = + = . 

    b) ( ) ( )( ): 1 1 1d y f f x′− = − , : 2d y = − . 

    c) Din tabelul de variaţie ⇒ ( ) ( )1 2f x f≥ = −  pentru orice 0x > , de unde 
2

3x
x

− ≥ −  pentru orice 0x > ,  

    de unde concluzia. 

2. a) ( )1
x xf x dx e dx e= = +∫ ∫ C . 

    b) ( ) ( )
1 1

1
0 0

1
1 1

0
x xx f x dx x e dx x e⋅ = ⋅ = − =∫ ∫ . 

    c) 
( )3 3

21
2 2 2

0

11

06 6
x x

e
V x e dx e

πππ
−

= ⋅ = =∫ . 

 



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 
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 Soluţii 

1. a) ( ) 1 1
3 ln 3 ln

2 2

x
xf x

 ′ = − 
 

. 

    b) ( )
0

( ) (0)
lim 0 ln 6
x

f x f
f

x→

− ′= = . 

    c) ( ) 1
3 ln 3 ln 2 0

2

x
xf x

 ′ = + > 
 

 pentru orice x ∈ , deci  f  este crescătoare pe R . 

2. a) ( )
2

ln
2

x
f x dx x= + +∫ C . 

    b) 

22 3

1

21 1 29
2

13 6

x
V x dx x

x x

ππ π
  = + = + − =       

∫ . 

    c) ( )
2 2 2 2

1 1 1

1 ln 3
ln ln ln ln

1 12 4 2 4

e e e e ex x x e
f x xdx x xdx xdx x

x

  += + = − + =  
 

∫ ∫ ∫ . 
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 Soluţii  

1. a) ( )
( ) ( )2 2

2

2 1 1 3 2
x x

x x

x e x x e x x
f x

e e

− − − + − + −′ = = , pentru orice x ∈ R . 

    b) ( ) 2 1 2
lim lim lim 0

x xx x x

x
f x

e e→+∞ →+∞ →+∞

−= = = , deci 0y =  este asimptotă orizontală la +∞ . 

    c) Din semnul derivatei lui  f  obţinem că  f  este descrescătoare pe ( ],1−∞  şi crescătoare  pe [ ]1,2  deci 

( ) ( ) 1
1f x f

e
≥ = , pentru orice 2x ≤ . 

2.  a) ( ) ( )
2

2 2 2
2

x
f x dx x dx x= + = + +∫ ∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )31

0

2 3 3 2 22 2 1
2 0, 0;1 Aria 2

03 3f

x
f x x x x dx

−+
= + ≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = + = =∫ . 

    c) 
1 1

2009 2009

0 0

3
2 3

2010
x x dx x dx+ ≤ =∫ ∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( ) ( )2 2 2

2 2

2 1 1x x x
f x

x x

− + −′ = = , pentru orice 0x > . 

    b)
( )

lim 1
x

f x

x→+∞
= , ( )( )lim 0

x
f x x

→+∞
− = deci y x= este asimptotă oblică la +∞ . 

    c) ( ) 3

2
0f x

x
′′ = > , pentru orice 0x > , deci   f  este convexă pe ( )0,+∞ . 

2. a) ( ) xf x dx e= +∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( )
1

0

1
0, 0;1 Aria 1 1

0
x x x

hh x xe x xe dx x e= ≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = = − =∫ . 

    c) ( )
1 2 2 22

2
0

1 1
2 2

02 2 2 2

x x
x x e e e

V e e dx x
e

π π π
−

−    
= + = + − = + −      

   
∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( ) 2 2

1
ln 1 lnx x xxf x

x x

⋅ − −′ = = , pentru orice 0x >  

    b) Ecuaţia tangentei  este ( ) ( )( )y f e f e x e′− = − , adică 1
y

e
= . 

    c) Din studiul semnului derivatei lui  f  se obţine că  f  este crescătoare pe ( ]0,e  şi descrescătoare pe 

[ ),e +∞ , deci ( ) ( ) 1
f x f e

e
≤ = , pentru orice 0x > , de unde concluzia. 

2. a) ( ) 2

3

x x
f x dx x= − +∫ C . 

    b) ( )
1 2

2

0

14

03 2 6

x x x
V f x dx x

ππ π
 

= = − + =  
 

∫ .  

    c) ( ) ( ) ( )20101 1
20092009

0 0

11 1
1

02010 2010

x
f x dx x dx

− −
≤ − = =∫ ∫ . 
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 Soluţii 
1. a) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2 1 1 3 ,x x xf x x e x x e x x e x′ = + ⋅ + + + ⋅ = + + ⋅ ∈ . 

    b) ( )
2 2 1 2 2

lim lim lim 0 0
x xx x x

x x x
f x y

e e− −→−∞ →−∞ →−∞

+ + += = = ⇒ =
−

este ecuaţia asiptotei orizontale la fG  către −∞ .  

c) ( ) { }' 0 3; 1f x x= ⇒ ∈ − − . Din tabelul de variaţie al funcţiei obţinem ( ) ( ) 3

4
3 , 1.f x f x

e
≤ − = ∀ ≤ −  

 Deci ( ) ( ) 3

8
2 4 .f f

e
− + − ≤  

2. a) f continuă pe ( );1−∞  şi pe ( )1;∞ ; ( ) ( ) ( )1 1 1 0s dl l f f= = = ⇒  continuă şi în 0 1x = ⇒  f admite primitive. 

    b) Fie F o primitivă a funcţiei f. F este convexă pe ( ) ( ) ( ) 1
1; " ' 0, 1F x f x x

x
∞ ⇔ = = > ∀ > , inegalitate  

    adevărată. 

    c) ( ) ( )
1

2

0 0 1

11
3 2 ln .

6

e e

f x dx x x dx xdx= − + + =∫ ∫ ∫  
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 Soluţii 

1. a) ( ) 23 3f x x′ = −  , ( )1 0f ′ = . 

    b) ( ) 6f x x′′ =  şi atunci  f  este concavă pe ( ],0−∞  şi convexă  pe [ )0,+∞ . 

    c) Din studiul semnului derivatei lui  f  se obţine că  f  este crescătoare pe ( ], 1−∞ − , descrescătoare pe  

   [ ]1,1−  şi crescătoare pe [ ]1,2  şi cum ( ) ( )1 2 3f f− = =  rezultă ( ) 3f x ≤ , pentru orice 2x ≤ . 

2. a) ( ) ( )2

1
1F x f x

x
′ = − =  pentru orice 0x > . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )
2

1

2 1
0, 1;2 Aria

1 2ff x x f x dx F x> ∀ ∈ ⇒ Γ = = =∫ . 

    c) ( )
2 2 2 2

1 1

ln ln ln 3
ln ln

1 1 12 2 4 4

e e e e ex x x x x e
F x xdx x x dx

x

+ ⋅ = + = + − = 
 ∫ ∫ . 
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 Soluţii 
1. a) ( ) 26 6f x x x′ = −  , ( )1 0f ′ = . 

    b) ( ) 12 6f x x′′ = −  şi din semnul derivatei a doua se obţine că   f  este concavă pe 
1

,
2

 −∞  
 şi convexă pe 

1
,

2
 +∞ 

. 

    c) Din  studiul semnului derivatei funcţiei  f   se obţine că  f  este crescătoare pe 
1

,0
2

 −  
,  descrescătoare pe [ ]0;1  şi 

crescătoare pe [ )1,+∞  şi cum ( )1
1 0

2
f f
 − = = 
 

 rezultă ( ) 0f x ≥ , pentru orice 
1

2
x ≥ − . 

2. a) ( ) xf x dx e= +∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( )
1

0

1
0, 0;1 Aria 1 1

0
x x x

hh x xe x x e dx x e= ≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = ⋅ = − ⋅ =∫ . 

    c) 1 x x− ≥ , pentru orice
1

0,
2

x
 ∈   

 , deci 1 0x xe e− − ≥ , pentru orice
1

0,
2

x
 ∈   

, de unde ( ) ( )( )
1
2

0

0g x f x dx− ≥∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( ) 1 1 1x
f x

x xx

−′ = − = , pentru orice 0x > . 

    b) Ecuaţia tangentei este ( ) ( )( )1 1 1y f f x′− = − , adică  2y = . 

    c) Din studiul semnului derivatei  lui  f  se deduce că f  este  descrescătoare pe [ ]0,1  şi  crescătoare pe [ )1,+∞ ,    

    deci ( ) ( )1 2f x f≥ = , 0x∀ > , de unde concluzia. 

2. a) ( ) ( )
3

2 2
2

2
2 2 1

3

x
f x dx x x dx x x= − + = − + +∫ ∫ C .  

    b) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )
1

22 2 2
2

0

1
1 0, 0;1 Aria 2 2 1 2 6 7 3 7

0
x x x xe f x x x e x x x e dx x x e e = + − ⋅ ≥ ∀ ∈ ⇒ = − + = − + = −   ∫ . 

    c) 1n nx x +≥  şi  ( ) ( ) 11 1n n
x x

+− ≥ −  pentru orice [ ]0,1x ∈ , de unde, prin  însumare şi integrare se obţine că  

    ( ) ( )
1 1

1
0 0

n nf x dx f x dx+≥∫ ∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( ) 1
2 1f x x

x
′ = − − ,  pentru orice 0x > . 

    b) ( ) 2

1
2 0f x

x
′′ = + > , pentru orice 0x > , deci  f  este convexă pe ( )0,+∞ . 

    c) Din studiul semnului derivatei lui  f  se deduce că   f  este descrescătoare pe  ( ]0;1  şi  crescătoare pe  

[ )1,+∞ , deci ( ) ( )1 0f x f≥ = , pentru orice 0x > .  

2. a) ( ) ( )
2

1 2 2
2

x
f x dx x dx x += − = −∫ ∫ C . 

    b) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )
2

2

0

2
2 0, 0;2 Aria 2 3 3

0
x x x

gg x x e x x e dx x e e= − ⋅ ≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = − ⋅ = − = −∫ . 

    c) ( ) ( )112 11
10

0

22 2
2

011 11

x
V x dx

π ππ
−

= − = − =∫ . 
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 Soluţii  

1. a) ( ) ( )
2 2

1xx x e xe x e
f x

x x

−−′ = =  , pentru orice 0x > . 

    b) ( )
0

0

lim
x
x

f x
→
>

= +∞ , deci 0x = este asimptotă verticală. 

    c) Din studiul semnului derivatei lui  f   se obţine că  f  este descrescătoare pe ( ]0,1  şi  crescătoare pe  

[ )1,+∞ , deci  ( ) ( )1f x f e≥ = , pentru orice 0x > , de unde concluzia. 

2. a) ( )
2

2ln
2

x
f x dx x= + +∫ C . 

    b) 
22 3

1

22 4 25
4

13 3

x
V x dx x

x x

ππ π
  = + = + − =       

∫  

    c) ( )
2 2 2 2 2

2 2

1 1 1

22 3
ln ln ln ln ln ln 2 2ln 2

12 4 4

x x
f x xdx x xdx xdx x x

x

 
= ⋅ + = − + = + −  

 
∫ ∫ ∫ . 
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 Soluţii 
1. a) ( ) ( ) ( )222 1 1x x xf x xe x e x e′ = + + = + , pentru orice x ∈ R . 

    b) Ecuaţia tangentei ( ) ( )( )0 0 0y f f x′− = − , adică y x= . 

    c) ( )
2 1

lim 1 lim 1 1
xx x

x
f x y

e−→−∞ →−∞

+= − + = − ⇒ = −  este ecuaţia asimptotei orizontale la fG  spre −∞ . 

2. a) ( )
2

1 1
2

x
f x x dx x dx⋅ + = = +∫ ∫ C . 

    b) ( ) ( )1 2 2

0

1 2ln 2 1
ln 1

01 2 2

x x
V dx x x

x

π
π π

  −
= = − + + =  +  
∫ . 

    c) 
1 12009

2009

0 0

1

20101

x
dx x dx

x
≤ =

+∫ ∫ . 
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 Soluţii 
1. a) ( ) ( )1x x xf x e x e x e′ = + ⋅ = + ⋅ , pentru orice x ∈ R . 

    b) ( ) ( )2 xf x x e′′ = + ⋅ , pentru orice x ∈ R  şi din semnul derivatei a doua se obţine că  f  este concavă pe 

( ], 2−∞ −  şi convexă pe [ )2,− +∞ . 

    c) ( ) 1
lim lim lim 0

x xx x x

x
f x

e e− −→−∞ →−∞ →−∞

 = = − = 
 

, deci 0y =  este asimptotă orizontală  la −∞ . 

2. a) ( ) 2
1 2x f x dx xdx x⋅ = = +∫ ∫ C . 

    b) ( ) ( )
1 1 2

2
0 0

12 1
2ln 1 2ln 2

01 2 2

x
f x dx x dx x

x

  = + = + + = +    +   
∫ ∫ . 

    c) Din 
2009 2 2 2

0
1 1

x x x

x x

+ + +≤ ≤
+ +

, pentru orice [ ]0,1x ∈  se obţine ( ) ( )
2009

1 1

2009
0 0

Aria 2f f x dx dxΓ = ≤∫ ∫ ,  

    adică ( )2009
Aria 2.fΓ ≤  
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Soluţii 

1. a) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 1 2

1 1

x x x x x
f x

x x

− − −′ = =
− −

, pentru orice 1x > .  

    b) 
( )

lim 1
x

f x

x→+∞
= , ( )( )lim 1

x
f x x

→+∞
− = , deci  1y x= +  este asimptotă oblică la +∞ . 

    c) Din studiul semnului derivatei  lui  f  rezultă că  f este descrescătoare pe intervalul ( ]1,2  şi atunci  

   ( ) ( )3 32 3f f≥  . 

2. a) ( )
2

2

x
f x dx x= − +∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

3
2

0 0

12 2
0, 0;1 Aria 1 1 1 1

03 3gg x x xdx x x dx x′≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = − = − − ⋅ − = − − =∫ ∫ . 

    c) ( )
1 2 2 2

2
1

1
3 8 3

ln ln 1
2 4 4

e

x x e e
f x xdx x x x

e
e

   − + −⋅ = − − + =      
∫  . 
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 Soluţii 

1. a) ( ) 2 2

1
ln 1 lnx x xxf x

x x

⋅ − −′ = = , pentru orice 0x > . 

    b) ( )lim 0
x

f x
→+∞

= , deci 0y = este asimptotă orizontală la +∞  . 

    c) ( ) 0f x′ ≤ , pentru orice [ ),x e∈ +∞  şi atunci f este descrescătoare pe [ ),e +∞ , deci ( ) ( )2008 2009f f≥ . 

2. a) ( ) 2

3

x x
f x dx = +∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( )
1

2
2 2

0

11 ln 2
0, 0;1 Aria ln 1

02 21 1
g

x x
g x x dx x

x x
= ≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = = + =

+ +∫ . 

    c) ( )
1

0

1
1

0
x xV x e dx x eπ π π= ⋅ = − ⋅ =∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
2 2 2

2 22 2

2 1 1 1 2 1 2 2

1 1

x x x x x x x
f x

x x x x

− + + − − + + −′ = =
+ + + +

, pentru orice x ∈ R . 

    b)  ( )lim 1
x

f x
→∞

= , deci 1y =  este asimptotă orizontală către +∞  la graficul funcţiei f. 

c) Din studiul semnului derivatei  lui f se obţine că f este crescătoare pe [ )1,+∞  deci ( ) ( )3 32009 2010f f≤ . 

2. a) ( ) lnf x dx x′ = +∫ C . 

    b) ( ) [ ] ( ) ( )
1

0, 1; Aria ln ln 1
1

e

f
e

f x x e xdx x x x≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = = − =∫ . 

    c)  ln 1x ≤ , pentru orice [ ]1,x e∈ , deci lnx xe x e⋅ ≤ , pentru orice [ ]1,x e∈  şi atunci ( )
1 1

.
e e

x x ee f x dx e e e≤ = −∫ ∫  
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 Soluţii 

1. a) ( ) ( )
( )

( )
( )2 2

1 2

1 1

x x xe x e e x
f x

x x

− − −
′ = =

− −
 pentru orice 1x > . 

    b) Ecuaţia tangentei este ( ) ( )( )2 2 2y f f x′− = − , adică 2y e= .    

    c) Din studiul semnului derivatei lui  f  rezultă că  f  este descrescătoare pe ( ]1;2  şi crescătoare pe [ )2;+∞  

   deci ( ) ( ) 22f x f e≥ =  pentru orice 1x > . 

2. a) ( )
4

1
1

42 5 14 5

13 3
f x dx x x= =∫ . 

    b)
 ( ) ( )

4
2

2
21

42 1 1 32
ln 4 ln

12 2 5

x
dx x x

f x

+ = + =∫ .   

    c) ( )( )
4 4

2
1 1

41 1 1 5
ln ln 4 ln

14 4 4 4 24
V dx dx x x

x xx x

π π ππ  = = − = − + = + +∫ ∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( )
3 32 2

1 1
1 3 1

3
f x

x x
′ = − ⋅ = −  , pentru orice 0x > . 

    b) ( ) ( )( ): 1 1 1d y f f x′− = −  , ecuaţia tangentei este 0y = . 

    c) Din studiul semnului derivatei funcţiei  f  se obţine că  f  este descrescătoare pe ( ]0,1  şi crescătoare pe  

   [ )1,+∞ , deci ( ) ( )1 0f x f≥ = , pentru orice ( )0,x ∈ +∞  de unde concluzia. 

2. a) ( ) ( )
1 1 4

3

0 0

1 1
1

04 4

x
x f x dx x dx+ = = =∫ ∫ . 

    b) ( ) [ ]0, 0;1f x x≥ ∀ ∈ ⇒ ( ) ( ) ( )
1 1 3 2

2

0 0

11 5
Aria 1 ln 1 ln 2

01 3 2 6f
x x

f x dx x x dx x x
x

  Γ = = − + − = − + − + = −    +   
∫ ∫ . 

    c) Din ( )21 1 4x≤ + ≤   se obţine 
( )

6 6
6

24 1

x x
x

x
≤ ≤

+
, pentru orice [ ]0,1x ∈  şi atunci 

( )

1 6

2
0

,
28 71

x
V dx

x

π ππ  = ∈   +
∫ . 
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 Soluţii 

1. a) ( )
2 2 2

2 2

2 1 1x x x
f x

x x

− − −′ = = . 

   b) 
( )

lim 1
x

f x

x→+∞
= , ( )( )lim 0

x
f x x

→+∞
− =  deci  y x=  este asimptotă oblică la +∞ . 

    c) ( ) 3

2
0f x

x
′′ = > , pentru orice 0x > , deci  f  este convexă pe ( )0,+∞ . 

2. a) ( )
2

-
0 e  

2
x x

f x dx x⋅ = + +∫ C . 

    b) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )1

1
2 2 2

1
0

1
= 1 0, 0;1 Aria 1 2 3 2 3

0
x x x

ff x x e x x e dx x x e e+ ≥ ∀ ∈ ⇒ Γ = + ⋅ = − + ⋅ = −∫ . 

    c) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

2009 2 2009
2008 2010 2009

0 0 0 0 0

1 2 2 2 2x xf x dx f x dx x x e dx x x e dx f x dx+ = + + ⋅ ≥ ⋅ + ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 




