Elemente de algebra

Relatii de echivalentd. Partitii
Fie M # . Numim relatie binard pe M orice submultime nevida p a produsului
cartezian M X M. Daca (x; y) € p, notam x p y.
Fie p o relatie binara pe multimea M. Spunem ca p este:
* reflexivd, daca V' x € M, xpx ;
* simetricd, daca¥ x, y € M, xpy = ypx ;
* tranzitivd, daca ¥V x, y, z € M, xpy si ypz = xpz.

O relatie binara reflexiva, simetrica si tranzitiva se numeste relatie de echivalentd.
De multe ori, o relatie de echivalentd pe o multime M se va nota ~ ; scriem x ~ y (citim x
echivalent cu y), sau scriem x+ y (citim x nu este echivalent cu y).

Fie n € N* si x, y € Z. Spunem ca x este congruent cu y modulo n si scriem
x =y (mod n) daca n divide x - y.

Fie M o multime nevida inzestratd cu relatia de echivalenta ,, ~ “. Pentru a € M,
clasa de echivalentd a lui a este multimea &d;f{xe M|x~a}.

Multimea claselor de echivalentd se noteaza M (sau (M/~)) si se numeste
aeM}.

. . . - def ~
multimea factor a lui M prin relatia ,, ~“. M ={a

Fie ~ o relatie de echivalentd pe M. Clasele de echivalentd definite de ~ pe M, sunt
disjuncte doua cate doua.

Fie M o multime nevida. O familie {C} _, de parti nevide ale lui M se numeste partitie
a multimii M daca:
DVijeli#j=CNC=4J;
2)Vx€ M,3 i€ [astfel incatx € C.,.
Fie {C} _, partitie a multimii M. M =lg] C,.
Pentru o relatie de echivalenta pe M, clasele de echivalenta definite de aceasta relatie
formeaza o partitie a multimii M.

Legi de compozitie
Fie M o multime nevida. O aplicatie
O:MXM—>M,(x,y) > @x,),
se numeste lege de compozitie (internd) sau operatie (algebricd, binard) pe multimea M.
Elementul @(x; y) € M se numeste compusul lui x cu y prin ¢ (in aceasta ordine).
De obicei, in loc de @(x; y) notam x * y sau xoy sau xTy saux A y etc.
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Tabla lui Cayley asociatd legii de compozitie ¢ pe multimea ¢ |a, a, ... a; ...a,
M este un tabel cu linii si coloane corespunzatoare elementelor a :
multimii M obtinut astfel: la intersectia liniei @, cu coloana g, se al
afld compusul lui @, cu a, prin operatia @. :2
Ori de cate ori notdim (M, *) subintelegem ci * esteolege & - ®(a;, a,)
de compozitie internd pe multimea nevida M. :
an

Fie M o multime nevida si ,, *“ o lege de compozitie pe M. O submultime nevida H a
lui M se numeste parte stabild in raport cu legea de compozitie ,, * *“ daca:
Vx,ye H= x * y€ H.

O lege de comporzitie ,,* ““ se numeste asociativd daca:
(xxy)kz=x*(y*z), Vx,y,ze M.

O lege de compozitie M X M — M, (x; y)>x*y se numeste comutativda daca
xxy=y*x, Vx, ye M .

Un element e € M se numeste element neutru pentru legea de compozitie ,,* “, daca
VxeM exx=x*e=x.

Fie M o multime nevida inzestratd cu o lege de compozitie ,,* “ cu element neutru e.
Spunem ca un element x € M este simetrizabil in raport cu legea de compozitie ,, * ,
daci existd x’ € M astfel incat x”* x = x*x"=e . Elementul X’ cu aceasti proprietate se
numeste simetricul lui x.

In cazul in care legea de compozitie este o lege de adunare (de numere, de matrice, de
polinoame, de functii, de vectori, ...) folosim denumirea de opus in loc de simetric al
unui element. Daca legea de compozitie este o lege de inmultire (de numere, de matrice,
de polinoame, de functii, ...) folosim denumirea de invers in loc de simetric al unui
element. Aceeasi denumire se foloseste n cazul in care legea de compozitie este o lege
de compunere de functii.

Fie n € N, n > 2. Notdm Z multimea claselor de echivalentd pentru congruenta
modulo n. Avem Z, ={O; 1;2;..5n —1}. Pe Z definim operatiile numite adunarea si
inmultirea claselor de resturi modulo n astfel: a+P=0+p, ap=af, Va&,peZ,.

Grupuri

Un cuplu (G; *), format cu o multime nevida G si cu o lege de compozitie ,,** pe G,
se numeste grup daca legea de compozitie * este asociativa, are element neutru si orice

element din M este simetrizabil.
Daca, in plus, legea * este comutativa, atunci G se numeste grup comutativ sau abelian.

Un cuplu (M, *) format cu o multime nevida M si o lege de compozitie ,,* *“ pe M, se
numeste monoid daca legea * este asociativa si are elementul neutru.
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Regulile de simplificare intr-un grup. Fie (G, *) un grup. Pentru orice a, b, ce G
avem: axb=axc=b=c si bxa=c*a=b=c

Grupuri de matrice

GL,(R)={4e . 4(R) | det 4 #0} inzestrat cu inmultirea formeaza un grup numit
grupul general liniar de grad 2.

Submultimile SL,(R)={4€ GL,(R)||4|=1}, O(2)={4e GL,(R)| ‘4=4"},
SO(2) ={Ae O(2)|det A4 =1}, inzestrate cu inmultirea matricelor formeaza grupuri de
matrice, numite respectiv grupul special liniar de grad 2 peste R, grupul ortogonal
de grad 2 si grupul ortogonal special de grad 2.

Pentru n € N* pot fi definite grupurile SL (Q), SL (R) si SL (C), numite grupul spe-
cial liniar de grad n peste Q, R, respectiv C. De asemenea, pot fi introduse grupurile
O(n) si SO(n), numite respectiv grupul ortogonal de grad n si grupul ortogonal
special de grad n.

Morfisme de grupuri
Fie grupurile (G, o) si (G’, *). Functia f: G — G’ se numeste morfism de grupuri
daca: f(xeoy)=f(x)*f(y),Vx, yeG.

Fie (G, o) si (G’, *) doua grupuri. O functie f: G — G’ se numeste izomorfism de
grupuri daca: (1) f(xoy)= f(x)* f(y), Vx,ye G;  (2)feste bijectiva.

Spunem ci grupul G este izomorf cu grupul G’ si scriem G =G, dacd existd un
izomorfism f: G — G’. In caz contrar, spunem ci grupul G nu este izomorf cu grupul G’
si scriem G = G’

Daca G este grup, atunci un morfism (izomorfism) f: G — G se numeste endomorfism
(respectiv automorfism) al grupului G.

Grupuri de permutdri
Fie 4 o multime finitd cu n elemente, n € N*. O functie bijectiva 6 : 4 — A se numeste
permutare a multimii 4. Vom nota cu S, multimea tuturor permutarilor multimii 4.
Pentru 6, 1 € S, compunerea permutdrilor o si 7 este functia com:4— 4, cu
(com)(x)=0(m(x)), x € 4. Functia 6 o7 este de asemenea bijectiva, deci Gome S .
(S,,0) este grup. Grupul permutdrilor multimii {1, 2, ..., n} se noteaza (S,,°) .

Subgrupuri
Fie (G,*) un grup si H o parte stabild a lui G. (H,*) se numeste subgrup al lui G
daca (H,*) este grup.

Fie (G, -) un grup de element neutru e si @ € G. Spunem ca a este element de ordin
finit al grupului G daca existd m > 0 astfel incat a” = e.

Daca a este element de ordin finit, atunci cel mai mic numar m > 0 cu proprietatea
a™ = e se numeste ordinul lui a si notam ord a = m.
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Grupuri de transformdri geometrice
O aplicatie T': #— & se numeste transformare geometricd a planului /. Vom spune ca
T este izometrie daca T conserva distantele dintre puncte: d(7(4), T(B))=d(4, B),Y A,B€ .

Notam cu Izom(:#) multimea tuturor izometriilor planului .#. Daca T, si T, sunt
izometrii, atunci si 7, o7, este o izometrie. (Izom(:#), o) este un grup, numit grupul

izometriilor planului .

Fie Fo figurd pland, F C & siT: #— J o izometrie; notam cu 7(F) = {T(P) | Pe F}.
Spunem ca T invariazd (global) pe F daca T(F) = F.

Notam cu Sim(F) multimea tuturor izometriilor care invariaza pe F.
(Sim(F), o) este un subgrup al grupului (lzom(7), o), numit grupul de simetrie
al lui F.

Fie n € N, n > 3 si P, un poligon regulat cu n laturi din planul . Grupul de
simetrie al lui P se noteazd D = Sym(P)) si se numeste grupul diedral.

Inele

In cele ce urmeaza, se lucreazi numai cu inele unitare.

Un triplet (R, +, -), unde R este o multime nevida iar ,, + “ si ,,- “ sunt doua legi de
compozitie pe R (numite adunare si inmultire), se numeste inel daca:

(G) (R, +) este grup abelian

(M) (R, -) este monoid

(D) Inmultirea este distributiva fatd de adunare:

Vx,y,zER, x(y+z)=xy+xz, (y +z)x =yx + zx.
In inelul R, elementul neutru al legii de compozitie ,, - “ se numeste element unitate.

Spunem ca inelul R nu are divizori ai lui zero, daca x # 0,y # 0 = xy # 0 ; In caz
contrar spunem ca R este inel cu divizori ai lui zero.
Un inel R se numeste comutativ dacd satisface si axioma: (M,) xy = yx,V x,y € R.

Un inel comutativ, cu cel putin doua elemente si fara divizori ai lui zero, se numeste
domeniu de integritate (sau inel integru).

Morfisme de inele

Fie inelele (R, +, ) si (R’, ®, ©). O functie f: R — R’ se numeste morfism de inele
daca,Vx,y€ R:
DS+t =f@efo);
@ f -y =f®of®;
(3) (1) = 1", unde 1 este unitatea inelului R si 1" unitatea lui R’.

Un morfism de inele bijectiv se numeste izomorfism. Vom spune cé inelul R este
izomorf cu inelul R’, si scriem R = R’, daca exista cel putin un izomorfism f: R — R’.
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Grupul unitdtilor. Subinele
Elementele inversabile ale unui inel R se numesc unitdti ale lui R. Notam cu U(R)
multimea unitatilor inelului R.

Fie R un inel; U(R) este grup in raport cu operatia indusa de inmultirea lui R,
numit grupul unitdtilor inelului R.

Fie (R, +, -) un inel cu elementul unitate notat 1 si S C R ; S se numeste subinel al
lui R daca (S, +, -) este inel si 1 € S.

Exemple de inele

Numerele complexe a + bi, cu a, b € Z se numesc intregi ai lui Gauss (de exemplu:
2+3i,—1+2i,4=4+0i,i=0+ 1 - i sunt Intregi ai lui Gauss). Notam Z[{] = {a + bi ’ a,be Z}
multimea intregilor lui Gauss. (Z[i], +, -) este un inel integru.

Fie 7 o multime nevida si R un inel. Notam R’ = { f ’ f I — R} multimea tuturor
functiilor f: I > R..

Pentruf, g€ R'six € I, f(x) si g(x) sunt elemente ale inelului R. Putem defini astfel
functiile: f+g: />R, (f+2)x)=f(x)+g(x),x€ [si
fe:I—>R, (f2)(x)=f(x)-g(x) numite suma, respectiv produsul functiei f cu functia g.

Fie R inel comutativ. Notam R[X] multimea polinoamelor cu coeficientii in R.
(R[X], +, -) este inel.

Fie f€ R[X]. Functia f*: R — R definitd prin f*(x) =f(x) € R,V x € R, este
numita functia polinomiald asociata polinomului /. Vom nota functia f tot cu f .

Zerourile functiei polinomiale f, se numesc rdddcini (din R) ale polinomului . Asadar,
un element ot € R este rdddcind (din R) a polinomului f'€ R[X] dacad /(o) = 0.

Corpuri. Morfisme de corpuri
Un inel K se numeste corp daca 0 # 1 si orice element nenul din K este simetrizabil
in raport cu Tnmultirea. Daca inmultirea este comutativa, K se numeste corp comutativ.

O functie f: K — K’ de la un corp K la un corp K’ se numeste morfism (izomorfism)
de corpuri daca este morfism (izomorfism) de la K la K considerate ca inele.

Un izomorfism (morfism) f: R — R de la inelul (R, +, -) in el insdsi se numeste
automorfism (respectiv endomorfism) al inelului R. Aceeasi terminologie se foloseste si
pentru corpuri.

Inelul (Z,, +, -) este corp daca si numai dacd » este numar prim.

Aritmetica polinoamelor cu coeficienti intr-un corp comutativ

Teorema impdrtirii cu rest. Fie K un corp comutativ si f, g € K[X], g # 0. Exista unic
determinate polinoamele ¢, » € K[X] astfel incat f=gq +r ,unde grad r <grad g
daca r # 0.
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Polinoamele ¢ si r din teorema Tmpartirii ( /= gg + r) se numesc cdtul, respectiv
restul Tmpartirii polinomului f prin polinomul g.

Fie K corp comutativ si f, g € K[X]. Spunem ca [ este divizibil cu g si notam g |
f sau f:g,dacaexista h € K[X] cuf=g-h.

Fie K corp comutativ si f, g € K[X]. Spunem ca f'este asociat in divizibilitate cu g si
scriem f ~ g, daca f’g§ig’f.

Teorema restului. Restul impartirii polinomului f'€ K[X] prin X — o0 € K[X] este
egal cu valoarea in o a polinomului f.

Teorema lui Bézout. Polinomul f'€ K[X] se divide prin polinomul X — o0 € K[.X]
daca si numai daca f (o) = 0.

Fie K corp comutativ, f€ K[X],a€ Ksine€ N, n > 2. Spunem ca a este raddcind

fsi (X=ay" | f.
X"+ .. +aX+a,, din K[X]. Polinomul

f'=na,X""+(m-1a, X" +..+a se numeste derivata formald de ordinul I a

multipld de ordin n daca(X — a)"

Fie K corp comutativ si f=a X" +a,_,
polinomului f.

Derivata formald de ordinul Il a polinomului f este derivata formala de ordinul I a
polinomului f” si este notata f”.

Derivata formald de ordinul k a polinomului f este derivata formala de ordinul I a
polinomului f*™.

Fie Kun corp comutativ si f€ K[X] un polinom de grad = n > 0. Spunem ca polinomul
feste reductibil peste K daca exista polinoamele g, 4 € K[X], de grade strict mai mici ca
n, cu f=gh. In caz contrar, spunem ci f este ireductibil peste K.

Orice polinom f din K[X], grad f = 1, se descompune in mod unic in produs de
polinoame ireductibile peste K.
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