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Se considera trei cercuri C1(Oq, a), Co(Oy, b), C3(Os, ¢) ininteriorul unui cerc C(O, R)
tangente exterior ntre ele si tangente interior cercului C(O, R).

1 1 1 1 1
. .o i —_ + — + — - — — — =
Daca punctele Oy, O, O, sunt coliniare, atunci 2 2t = e 0.

Prof. luliana Trasca

Solutie autor:

Cu teoremalui Stewartin AO,0,0, avem:
0,0,*-00, +0,0,*-00, -00,*-0,0, =00, -00, -0,0, (1)

Se gaseste usor ca a+b=R=0,0,, 00O,=a, OO, =b,00,=R-c
Relatia (1) se transcrie: (a+ c)z-a+(b+c)2 -b—(R—c)2 ‘R-a-b-R=0
sau (a+c)2-a+(b+c)2~b—(a+b—c)2~(a+b)—a-b- (a+b)=0
Dupa efectuarea calculelor se obtine:

a’c+b’c+abc—a’b-ab®=0
Tmpértind aceasta egalitate cu a’b’c obtinem:

1 1 1 1 1 _

- - - = —
a’ b> ab ac bc


www.MateInfo.ro

Alte solutii:

1) Prof. Constantin Telteu, COLEGIUL NATIONAL DE ARTE ,,REGINA MARIA”,
Constanta

R=a+b
EO=2b-R=b-a

O1O=b

Cu notatiile si observatiile de pe figura, in AO,OO, avem:

00%+0,0°~00? b*+(a+b-c) ~(a+c)” b?+ab—hbc-2ac
2.00-00 2b(a+b-c) b@a+b-c)

lar in AOO,O, avem:

c0s0,00, =

00Z +007-0,0? (a+b-c)*+a?~(b+c) a?+ab—ac—2oc
2-00,-00, 2a(a+b-c) a(a+b-c)

Dar deoarece in general coso. = —cos(m —a. ), avem:

050,00, = —c0s0,00, =

b’+ab-bc-2ac _ a’+ab-—ac-2hc
b(a+b-c) a(a+b-c)

c0s0,00, =

= ab’+ a’b—abc- 2a’c = —a’b— ab®+ abc+ 2b’°c =

= ab® + a’b—abc—a’c—b’*c= 0 care impartitd la —a’b*c da relatia din enunt.



2. Profesor Laura Radu , Liceul cu Program Sportiv , Galati

OB=00, +0,B=00, +b
2a+2b=2R = a+b=R= =00, +b=R =
OB=R

= 00, +b=a+b=00, =a
O,A=D

? =b=a+0A= OA=b-a
0,A=00, + OA
O0,=R-c=a+b-c, OO=a+b-a=b
In AO,00,, aplicdm T. cosinusului :

0,0? +0,0; -00; b?+(a+c)®-(a+b-c)*
2-0,0-0,0, 2b(a + c)

cosO, =

b?+a®+2ac+c?—a’-b?-c®-2ab+2bc+2ac  4ac+2bc—2ab 2ac+bc—ab
2b(a+c) 2b(a+ c) b(a+ c)

(1)

In AO,0,0, , aplicdm T. cosinusului :

0,0; +0,0; -0,0; (a+b)*+(a+c)®>-(b+c)® _
2-0,0,-0,0, 2(a+b)(a+c)

cosO, =

_a’+2ab+b®+a’ +2ac+c” —b® —2bc-c® _2a’ +2ab+2ac - 2be _
2(a+b)(a+c) 2(a+b)(a+c)
a’+ab+ac-hc
2
(a+b)(a+c)




2ac+bc-ab_ a®+ab+ac-bc
b a+b

— 2a’c+ abc — a’b+ 2abc + b’c—ab?=a’b + ab? + abc - b’c =
= 2a’c+ 2b%c+2abc—2a’b-2ab®>=0 /:2a’b’c=>

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
>—+5+———-—7=0 & —S+—+———-—=0
b a ab bc ac a b ab ac bc

Din (1) si 2) =

3. Prof. Corneliu Manescu-Avram, Grupul Scolar de Transporturi Ploiesti

Prima solutie : Egalitatea din enunt poate fi scrisa sub forma

. 2
1 l) 1 1 1 1
—+ ) ===+ 7] + =
(.a+b c(ﬂ-l_bj ab’
care este echiva enta cu

Il
H

a+b

(1)

Demonstram egalitatea (1) in ipoteza R=a + b (2), care este echivalenta cu conditia ca
punctele O,, O, O, sa fie coliniare (3).

Se defineste curbura unui cerc prin k= & oy unde r este lungimearazei cercului. Semnul

+ se ia pentru un cerc tangent exterior la alte cercuri. Daca se dau pa tru cercuri tangente intre
ele ca n enuntul problemei, atunci intre curburile lor ki, 1 =i =4, are loc relatia lui
Descartes
(ky+ kp+ kg + k)" =2(ki+ K3+ kI+ k).
(4)
Aceasta egalitate poate fi rescrisa sub forma
ky= ky+ ky+ ky 220k ky + kokg + kgky,

()

unde semnul = reflectd faptul ca in general exista doud solutii, care se reduc la una singura,
1

1 1
dacd kqiky+ kykg + k3ky=0(6). Pentru by = — ko= — —— areloc

— a ko=— — = —
R a' T p 7 R a+b
(6), iar din (5), pentru ks = — ., se obine (1).
. 5 ) ab(a+b) _ )
A doua solutie : Demonstram egalitatea ¢ = P a——) (7), care este echivalenta cu

egalitatea din enunt, in ipoteza (2). Notam m (£0,003) = & si aplicam teorema cosinusului
in triunghiurile 0,005 si 0,005 : o

(a+c)=(a+b—c)+b*+opla+b —cleostt |
€S)

(9)

Elimindm cos & din (8) si (9) si obtinem :

(B+c)=(a+b —c)*+a*_2ala+b —c)costt .



ala+c)+p(b+c)=(atb)at+b —c)+ab®+ a’b.
(10)
Coeficientul lui ¢ din cei doi membri ai egalititii (10) este acelasi, deci dupa ce reducem
termenii asemenea obtinem o ecuatie liniard in c, cu solutia (7).
Note. Daca are loc (1), atunci din (5) se deduce (6), de unde rezulta (2), deci si (3). Se obtine
astfel propozitia reciproca : Daca este adevarata egalitatea din enunt, at unci punctele O, O,
O, sunt coliniare.

Problema are o istorie Tndelungata. Ea a fost formulata mai general si rezolvata de
Apollonius din Perga (sec. I11 1.Hr.) intr-o carte, din pacate pierduta. René Descartes (1643)
da o noua solutie, intr-o scrisoare catre printesa Elisabeta a Boemiei. Frederick Soddy (1936)
publica o solutie Tn versuri si extinde teorema la sfere. Thorold Gosset (1937) generalizeaza
teoremaladimensiuni arbitrare.

Alte demonstratii, Tmpreuna cu analiza unor cazuri particulare sau generalizari, au fost date
de Gergonne (1813), Larmor (1891), Lachlan (1893), Coxeter (1961), Altshiller-Court
(1964), Pedoe (1970), Boyd (1982), Gosper, Oldknow (1996), Eppstein (2001), Graham s.a.
(2004), Dergiades (2007).

Figura geometrica obtinuta cand centrul cercului exterior si centrele a doua cercuri
interioare sunt puncte coliniare se numeste arbelos (gr. “cutitul cizmarului”) si a fost studiata
de numerosi matematicieni, din antichitate pana in zilele noastre : Arhimede, Pappus,
Seiner, ..., Paul Yiu.

4. Prof. Viorica Ciocanaru, Grupul Scolar Industrial Energetic, Craiova

C (O @), C(Oz b), C(Os,0), C(O,R)
tangente, O;, O, O, coliniare conduc la
relatiile: CO= AB/ 2= R;

R=a+ b, 010,=a+ b; 0.03=b+ c;
5 ) L O0z=a+c 0:0=0Db 00, = a
OOz=a+b-c.

Cu teorema cosinusului aplicata in A 01030 respectiv in A 0,030 se obtin:
(a+c)>’=b’+ (a+ b-c)’-2b(a+ b-c)cos(£0,00s) [1]
(b+c)’=a’+ (a+b-c)>-2a(a+b-c)cos(£0,005) < (b+c)>=a’+ (a+b-c)
+2a(a+ b-c)cos(£0:003) [2]

Se Tnmulteste relatia [1] cu asi relatia [2] cu bsi se obtin:
(a+ c)’a=ab’+a(a+ b-c)®-2ab(a+ b-c)cos(£ 0,005 [3]
(b+c)’b=a’h+b(a+ b-c)*+2ab(a+ b-c)cos(£0,00s) [4].



Prin adunarea membru cu membru a relatiilor [3] si [4] se obtine:
(a+c)%a+ (b+c)’b=ab’+a(@a+b-c)’+a’b+b(@+b-c? <
(a+ c)’a+ (b+c)’b= (a+ b-c)’(a+ b) + aba+h) [5] relatia lui Stewart <>
(a+c)%a+ (b+c)’b-(a+b-c)*a+b)=ab@+h) <
(a+c)?a-a(@+b—-c)’+ (b+c)’’b-b(a+ b-c)®=ab’+ a’b.

Prin gruparea céte doi a termenilor din membrul stdng urmatda de descompunerea
diferentelor de patrate se obtine:
af@+tc)-(a+b-—c][(a+c)+ (@+b-c)] +b[(b+c)-(a+b-c)] [(b+c)+ (@a+b-
0]=ab’+a’h & a(c-b)(2a+b)+b(2c-a)a+2b)=ab’+a’b
4a’c+2abc-2a’h-ab’+ 2abc+ 4b%c-a’h-2ab’= ab’+ a’bh «
4a’c+4dabc-4a’h-4ab’+4b°%c=0|:4 < a’c+abc-a’h-ab’+bc=0«
c(@+bc+b?-ab@+b)=0:a’h’c < Ub*+lab+ Ua®>-(Ubc+ 1 ac)=0[6]
unde a,b,c>0.

[6] esterelatia cerutd in problema.
5. Prof. Silvia Musétoiu, Colegiul National Gheorghe Sincai, Bucuresti

Cum 01, O2 s O sunt coliniare, avem 2at+2b=2R,
adica a+b=R.
Vom exprima cos O, folosind teorema cosinusului Tn
triunghiurile 0,003 st 0;0,03.
00:;= R-a =b, 0OO0s;=R-c= atb-c, 0;0s=atc,
010,=atb, O,05=b+c. . . .
In triunghiul 01003, cos O;= 2 +LE+:?.;;:; 2c)
(a+e) *+ia+b)  (b+c)®

2lat+cl{ath) : R
Egaland cele doua rapoarte si efectudnd calculele
obtinem: a’c + b%c + abc — a’b — ab® = 0, de unde,
prin impértire cu a®b’c rezultd relatia din concluzie.

Tn triunghiul 0;0,03, cos O; =

6. Prof. Stefan Gatachiu, Liceul Teoretic ,,Nicolae Balcescu” Medgidia

Avem OO, =R-a, 00,=R-b, O0,=R-cC
00, =a+b, O0,=a+c, O,0,=b+c

si 2R=2a+2b= R=a+Db.

Aplicam teorema lui Stewart in triunghiul 0,0,0;:



00?%.00, =0,02-00, +0,0?-00, - 00, -00, - 00,
Sau

(R-c)’(a+b)=(a+c) (R-b)+ (b+c) (R-a)-
—(a+b)(R-a)(R-b)

Tnlocuind R obtinem:

(a+b-c)’(a+b)=a(a+c) +b(b+c) -ab(a+b)
Efectuand calculele, rezulta:

a’c+b’c+abc—-ab*-a*h=0

Tmpértim egalitatea prin a’v’c: —S+—5+-—-—-—=0

7. Prof. Cantemir lliescu, Pitesti

Este evident ca OO,=a+b, 0,0,=b+c, O0 =c+a. Pe de alta parte,
00, =R-a, 0O0,=R-b si cum O, O, O, sunt coliniare rezulta R=a+b. Aplicam
relatia lui Stewart in triunghiul 0,0,0, (OO, =R-c=a+b-c) si obtinem:
(c+a)2-a+(b+c)2-b:(a+b—c)2o(a+b)+ab-(a+b).
Desfacem parantezele si rezulta:
c-(a®+b”+ab)=ab-(a+b),
de unde concluzia.

8. PROF. LUNG IOAN, COLEGIUL NATIONAL , ARANY JANOS” SALONTA

1 1 1 1 1 . o o -
—t _+—— 0= becta‘ctabc—ab*—a*pb=0 (1)
a? bt ab ac bc



Fiec,nNc={M} c ,nc={N}, csnc=1{5}, c.nNCc.=1{P]
Din ip. = MN —diametruin C si a+b=R

. N 0,51d
— = -1
d-tang. laC si C3 InS s 1d

§| GHD:R—C:EI‘l‘b—C
Presupun cd a > b (in mod analog se trateazi cazurile a < b si a=b)
OP=2a—-R= El—h:}c?j_ﬂ: a—0P=b
Aplicdm teorema cosinusului n triunghiurile ©4030 $i 0,030, pentru unghiul Oy;
0,0,=b+c,0;0,=a+c,0,0,=a+b
. 0,0{4+0,0°_0,0° (a+c)*+b*—(a+b—c)?

‘ = 0,0,, S — coliniare

€050 = 20,0,-0,0 2b(a+c) 2
cosB. — 0,0; +0,0; - 0,0; (a+c)*+(a+b)’—(b+c) (3)
1= 20,0,-0,0, 2(a+c)(a+b) )

Din (2) si (3) =
[:a,+c]2+b2_[:a+b_c]z_ (a+c)*+(a+b)—(b+c)*

2b(a +c) B 2(a+c)lath)
dac — 2ab +2bc  a®+ 2ac +a® + 2ab — 2be
2b(a + c) N 2(a+ b)(a+ c)

Aducénd la acelasi numitor si facand calculele obtinem pe (1).



9. Prof. Chipaila Adrian, Scoala Smardan, jud. Galati.

Ab :.2»(_0(*5)
= _ AR
A0 =80 = E:a-#é).
O,o..,__: A0 -A0, = b
O30 = OC—"’CO ,_QHL =l

Aplican Feovewa L' Jewart ph.£0,0,05 b wviands0.
9,0,%

00 +0,05=00,-(00°+0,0. ﬂ«’f‘?
(gﬂz) £+(a+c_) % & Ca—}-c).[a-!-/a-—c) +aé>j
Effe,cfuouq’ calewbl, sbhuecu

7
“g +Qa+aéc_-::?é-—-a2£~0/: a,‘zéfc. =>

il :
a3+é*§g“i—ﬁ=° /‘z'.(.(a/é’c? cevuta |

Frof CHIPHILA ABRIAY 5 Jeoals VP4RIN , qud Cotar;
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