Functii generatoare

In matematica o functie generatoare este o serie de puteri
f(x)=2ax"=G(a, x)
n=0

ai carei coeficienti codificd informatia despre un sir a, care este indexat dupa
numerele naturale.

Sunt numeroase tipuri de functii generatoare cum ar fi: functia generatoare uzuala,
functia generatoare exponentiala, seriile Lambert, seriile Bell si seriile Dirichlet.

Functiile generatoare uzuale pot fi generalizate la secvente cu indecsi multipli.
Un exemplu de functie generatoare uzuald a unei secvente a,, , este:

G (am,n;x7 y): zam,nxmyn :

m,n=0

Functia generatoare exponentiala:
00 xl’l
EG (a,,x)= Zan—.
— n

Functia generatoare a lui Poisson:

n

PG (a,,x)= Zane_"x—

n=0 n' .
Seriile Lambert:

LG (a,,x)= Za
n=1

De observat ca in seriile Lambert indexarea incepe de la 1, nu de la 0.
Seriile Bell pentru o functie aritmetica f{z) si un numar prim p este:

f,0=X ()"

Seriile Dirichlet:

DG (a,,

n=1 1

Pentru un sir a, = n’ functia generatoare este:

2 oo X(x+]D)
G (n*, x) Z(;n x ST

n

EG (n*, x)= anx—|=x(x+1)ex ;
n=0 n.

i 1
x)= " = etc.
f0 =X =

Alte exemple:
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Functiile generatoare pot fi create prin extinderea unor functii generatoare simple.
De exemplu se incepe cu

G(l,x)= ix” :L
n=0

I-x
si inlocuind x cu 2x obtinem:

G(1,2x)=$=1+(2x)+(2x)2 Fot (20)" +...=G(2", X).

Operatii cu functii generatoare:

Functiile generatoare sunt una dintre cele mai surprinzdtoare si mai folositoare
inventii in Matematica Discreta.
1

1—-x

1. (1,0,1,0,1,0, ..) & 1+x* +x* +x° +...= ~.

Inmultind functia generatoare cu 2 obtinem:
2
I-x
care genereaza sirul (2,0, 2,0, 2,0, ...)

=24+ 2x +2x* +2x° +...

2

Daca (f,, f,» f5»--) > F(x),
atunci (cfy,cfis cfy,..) - F(x).

Ideea:
(cfyscfincfys..) <> cfy +cfix+cfyx” +...

:c-(f0+f1x+f2x2+...)
=c-F(x).

2. Adunarea:
A aduna doua functii generatoare inseamna a aduna doua siruri termen cu termen.
De exemplu:

(1, 1,1,1, 1, 1, )(—)L
1—x
+ (1,—1,1,—1,1,—1,...)<—>L
1+x
1 1
2,0,2,0,2,0,..) —+——.
1-x 1+x

Am gasit doud expresii diferite, ambele generand sirul (2, 0, 2, 0, 2, 0, ...). Ele
sunt, bineinteles, egale:



1 N I (+x)+(1-x) 2
l1-x 1+x (I-x)(1+x) 1-x>"

Daca (f,, 1> f5,--) <> F(x) si
(80> 815 &25--) € G(x)
atunci (fo+8g.fi+8g,/+8g,..) e F(x)+G(x).

Ideea:

s+ Zor fi 4 8o fo 4 8an ) © S (s 48,)"

(505
=F(x)+G(x).

3. Derivarea:

Exemplu: di(1+x+x2 +x+xt+) =i(Lj

X dx\1—x
1+2x+3x2+4x3+...:;2
(I-x)
(1,2,3,4,..) © ! =
(I-x)
Daca (fo: fp f2: f3,...)<—>F(x)
atunci (f1,2/5,3f5,...)  F'(x).
Ideea:

(f1, 212, 3f5s ) fi+21,x+3f,x7 + ...

=i(f0 + X+ foxt + fix +.)
dx
d

:EF(X)

4. Produsul:
Daca (a,,a,,a,,...) <> A(x) si
(by, b, b,,...) > B(x)
atunci (co» €5 Cyy-..) > A(X) - B(x), unde
c,:=ayb,+ab,  +ab ,+...+ab,.
Pentru a intelege aceasta regula vom face:

C(x):=A(x)-B(x) = icn x"

Putem efectua produsul A4(x)- B(x) utilizdnd un tabel:

n—1



a,x’ | a,byx’ a,b,x' a,b,x’ a,byx’
ax' | ab,x' a,b,x’ a,b,x’

a,x’ a,b,x’ a,b,x’

a,x’ a,b,x’

Se observa ca toti termenii care contin aceeasi putere a lui x se gasesc pe
diagonald. Luand acesti termeni impreund gasim coeficientul lui x” in produs, si anume,
este suma tuturor termenilor de pe a (n + 1) —a diagonala:

ab, +ab,  +ab, ,+...+a,b,

Pentru sirul lui Fibonacci functia generatoare este:

f(x)sznx"= 2:x+x2+2x3+3x4+...
n=0 1 —X—X
Functia generatoare pentru f,_, este xf'si pentru f,_, este x°f . Din relatia de recurentd

se observi ci seria de puteri xf+x” f se potriveste cu f cu exceptia primilor doi
coeficienti. Tindnd seama de aceasta se gaseste ca:

f=xf+x"f+x.
A < . . . X
Rezolvand aceasta ecuatie pentru frezultd ca f = P
-Xx—x
O alta forma pentru functia generatoare pentru numerele lui Fibonacci:
1-x—x*>=(1-a,x)(1-a,x), unde

a, = %(1 +\/§) sl a, = %(1 —\/g). Apoi gasim A, si 4, care indeplinesc conditia:

A Y|
a s=———+———siscafla 4 = ! =L$i
l-x—x" l-ax l-a,x a,—a, 5
-1 1
A4, = =——.
’ a, —a, \/g
Inlocuind obtinem:
o b ) nde
l-x—x> 5\l-ax l-ayx)
! =l+ax+alx’ +...
l-ax



=l+a,x+ax’ +...
l-a,x

1 1 1
= F(x)=—4 - =
) \/g(l—alx l—azxj
1

:—5((1+011x+afx2 +..)-(+a,x+a;x’ +...)),

poai-ar 1 [1+\/§]"_[1—\/§]"
s 5L 2 2 )]

Aceastd formuld pare complicata in schimb este foarte utila.

prin urmare
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