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1. Natura unui triunghi cu lungimile laturilor in progresie aritmetica
a) cu lungimile laturilor numere naturale consecutive:

Conditii de existenta: n+n+1>n+2 = n>1 1)
In ABAC aplicand teorema cosinusului obtinem:

n>+(M+D°>-(+2)> 2n*+2n+1-n*-4n-4 n>-2n-3

cos ZBAC = =
2n(n+1) 2n(n+1) 2n(n+1)
cos ZBAC = (n+1D(n=3) = n_3.
2n(n+1) 2n
Discutie:

1) Daca n<3 avem cos ZBAC <0 si cum n>1 = doar in cazul n =2 ABAC este
obtuzunghic (de laturi 2 — 3 — 4).

2) Dacan=3 avem cos ZBAC=0 = ABAC este dreptunghic (de laturi 3 —4 —5).

3) Daca n>3 avem cos ZBAC >0 = ABAC este ascutitunghic (intr-o infinitate de
cazuri).

b) cu lungimile laturilor numere naturale pare(impare) consecutive:
Conditii de existentd: n+n+2>n+4 = n>2 2)
In AEDF aplicand teorema cosinusului obtinem:
2 2 2 2 2 2
cosZEDF=n +(N+2)"=(n+4) =2n +4n+4-n"-8n 16=n 4n—-12
2n(n+2) 2n(n+2) 2n(n+2)
(n+2)(n-6) n-6

2n(n+2) n

cos ZEDF =

Discutie:

1) Daca n<6 avem cos ZEDF <0 si cum n>2 (2) = pentru n € {3, 4, 5} AEDF este
obtuzunghic. Obtinem doud cazuri in care lungimile laturilor sunt numere impare
consecutive (3 —5—7s15—7—9) si unul in care lungimile laturilor sunt numere
pare consecutive (4 — 6 — 8).

2) Dacan=6avem cos ZEDF = 0= AEDF este dreptunghic (de laturi 6 — 8 — 10).

3) Dacd n>6 avem cos ZEDF >0 = AEDF este ascutitunghic (intr-o infinitate de

cazuri).

¢) cu lungimea unei laturi fiind media aritmetica a celorlalte doua:
Presupunem fara a restrange generalitatea ca avem a<b.

Conditii de existenta: a + a+b >bh=3a>b=>a> g 3)

In AHGI aplicand teorema cosinusului obtinem:

a2 + (a+h)’ 2
cos /HGI = 4 _ 5a* +2ab—3b’ _(a+b)5a-3b) _5a-3b
Za(a+b) 4a(a+b) 4a(a+b) 4a
2
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Discutie:

1) Dacd 5a—3b<0 (= a< %b) avem cos ZHGI <0 si cum a >§ (3) = pentru
ae (g, %) AHGI este obtuzunghic.

2) DacaSa-3b=0(=a= %b) avem cos ZHGI =0 AHGI este dreptunghic (de
. 3b 4b . . . . .
laturi 55 b) si laturile vor fi numere naturale < ipotenuza : 5, be N .

3) Daca5a—-3b>0 (= a> %b) avem cos ZHGI >0 = pentru a e (%, +ooj,

AHGI este ascutitunghic (intr-o infinitate de cazuri).

d) cu lungimile laturilor in progresie aritmetica:
Presupunem fara a restrange generalitatea ca avem k>0.
Conditii de existenta: n + n + k>n + 2k = n>k. “)

In AKJL aplicand teorema cosinusului obtinem:

n’+(n+k)>—(n+2k)>  2n®+2nk+k*-n*-4nk—4k> n?—2nk -3k’ .

cos ZKJL =
2n(n+Kk) 2n(n+Kk) 2n(n+k)
cos /KIL = (n+ky(n-3k) _n-3k '
2n(n+Kk) 2n
Discutie:
1) Daca n<3k avem cos ZKJL <0 si cum n>k (4) = pentru n € (k, 3k) AKJL este
obtuzunghic.

2) Dacan =3k avem cos ZKJL=0 = AKJL este dreptunghic.
3) Daca n>3k avem cos ZKJL>0= pentru n € (3k, + ) AKJL este ascutitunghic

(intr-o infinitate de cazuri).
Observatii:

1) Daca ratia progresiei k = 0 obtinem un triunghi echilateral (deci ascutitunghic).

2) Pentru k e N*, k — fixat obtinem in primul caz n e (k, 3k) YN, adica , 2k — 17
triunghiuri obtuzunghice cu laturile in progresie aritmetica (de ratie k) exprimate
prin numere naturale.

Perimetrele acestor triunghiuri, considerate in ordinea lor numerica,
crescatoare, formeaza, de asemenea, o progresie aritmetica (de ratie 3).

3) Pentru k e N", k — fixat obtinem in al doilea caz o infinitate de triunghiuri
dreptunghice (de laturi 3k — 4k — 5k), cu laturile in progresie aritmetica
(de ratie k), exprimate prin numere naturale.

Perimetrele acestor triunghiuri, considerate in ordinea lor numerica,
crescatoare, formeaza, de asemenea, o progresie aritmetica (de ratie 12).

Totodata triunghiurile din aceastd multime sunt asemenea intre ele si ariile
lor, considerate in ordinea lor numerica, crescatoare, formeaza un sir dat de relatia



de recurenta: a, +a,,; =a,,, +a,,,

+ 24 (si reprezinta chiar sirul patratelor
perfecte nenule, marit de 6 ori).
4) Pentru k e N”, k — fixat obtinem in al treilea caz n e (3k, + 0) (YN ", adici, o

infinitate triunghiuri ascutitunghice cu laturile in progresie aritmetica (de ratie k),
exprimate prin numere naturale.
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