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Aplictii ale teoremei de medie pentru functii integrabile
Ilinca Sebastian, profesor Scoala cu clasele I-VIII nr. 4 Corabia

In acest articol vom prezenta cateva aplicatii ale teoremei de medie pentru functii
integrabile precum si cateva modalitati de calcul a unor limite folosind aceastd teorema.

Teorema (de medie) : Fie f:[a,b] >R o functie continua .Atunci exista c e[a,b] astfel
b

incat | f(x)dx=(b—a)f(c) .
a

Demonstratie : f fiind continud pe [a,b] rezulta conform teoremei lui Weierstrass ca f

este marginitd §i 1si atinge marginile . Notam m = infb f(X), M=sup f(x) .Existau,
xel[a,b] xe[a,b]

vela,b] astfel incat m= f(u),M = f(v).
Avem m< f(X) <M V xe[a,b], integram pe [a,b] si obtinem

b b
m(b—a)sj f(x)dx<M(b-a), deunde f(u)= msﬁj‘ f(x)dx <M = f(v) .Dar
a “%a
f este continua pe [a,b] , deci are proprietatea lui Darboux pe [a,b] : 3¢ €[a,b] astfel

incat Tf(x)dx:(b—a)f(c) .

Aplicatii:
1
1) Fie £:[0,1]— R functie continua cu proprictatea ca Ixf (x)dx > % . Sa se arate ca
0

exista ¢ €[0,1] astfel incat ¢’ f (c) +cf (¢) =1.

Solutie : Consideram functia auxiliara g :[0,1] > R , g(x) = xf (X) - 21 .
X" +
1
Alegerea functie g este sugeratd de faptul ca I 21 dx ="
o X +1 4
1 1 1 1 1 1 1 T
x)dx = | (xf (x) — dx = | xf (x)dx — dx =| xf (x)dx ——>0,
{9() g( (X) x2+1) g (X) £x2+1 g (X) 2

1
rezultd ca jg(x)dx > (). Conform teoremei de medie , exista un punct a €[0,1]

0
astfel incat g(a) > 0. Functia g este continuad , iar g(0)= -1<0 .Deoarece g(c)>0 si
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g(0)<0 rezulta ca exista ¢ € (0,a) astfel incat g(c) =0, echivalent cu

cf (c) = o c’fe)+cf(c)=1.

1+¢?

2) Fie f:[0,1]— R functie continuad . Sa se arate ca exista ¢ €[a,b] astfel incat

j f (x)dx = (b—c) f (c).

c
Solutie : Consideram functia auxiliard :  ¢:[a, b] > R , o(x)= (b —X) j f(t)dt .
a

¢ este derivabila pe [a,b], (a)=0, ¢(b)=0 , rezultd conform teoremei lui Rolle ca
existd ¢ €[a,b] astfel incat

¢'(c):0<:>—jf(t)dt+(b—c)f(c):0<:>if(t)dt:(b—c)f(c)

3) Fie abcReu O<a<b si f:R—R, f(x)=2X+D
X

bx
Calculati: a) 1imlf f(t)dt

x—0 X
x>0
le
b) lim+ [ f (Dt
x—0o A gy
(Bacalaureat 2007)
Solutie: Aplicam teorema de medie functiei f pe intervalul[ax, bx], rezultd ca

bx
exista ¢, e[ax,bx] astfel incat .f f (t)dt = (bx —ax) f(c,).Cand x— 0,c, — 0.
ax
a) Limita devine

lim (b-a)f(c,)= lim 2L+ C)

Cx—0 Cx— 0 C,
Cx>0 cx >0

(b-a)=Db-a

b) Cand X — o,c, — oo , limita devine

. 1 bx ) In(1 + Cx I'Hospital ) 1
hm;f f(t)dt = hm(—)(b—a) = (b-a)[im——=0

Cx —® X Cx—>°°1+ X



| —

sin X
3

n
4) Calculati |ijm I

n—owo 1

dx,ne N.

n+1

sin X
b
X3

) I 1 ) ) .
Solutie : Fie f : [—1,—] —> R, f(x)= evident f verifica ipotezele
n+1n

sin X
X3

: : 1 1
teoremei de medie , asadar 3c, [—1,—] astfel incat
n+

1 1
dx =(=-——)f(c,),
n n n+1

=}
+‘,_.!..3‘,_.
—

1
1 sinC
n(n+1) Cn3

n
relatie echivalenta cu j f(x)dx = ©..Cand n — oo,c, — 0, folosind
1

n-+1
criteriul clestelui limita este egald cu 1.

5) Fie f :[0,1]] > R o functie continua pentru care existad t e N" astfel incat

1
(t+ I)J f(x)dx =1. Sa se arate ci existd ¢ €[0,1]astfel incat f(c)=c'.
0

1 1 1
Solutie : J.Xtdx = % Avem : I f(x)dx = J.Xtdt,rela‘gie echivalenta cu
0 + 0 0

1

[(F()—x"dx=0.

0

Aplicim teorema de medie functiei g :[0,]] = R, g(X) = f(X) = X", rezulti ca
1

exista ¢ €[0,1]astfel incat J.g(X)dX = g(C), echivalent cu g(c) = 0,adica

0

f(c)=c.

) X
6) Se consideri functiile f,F:R >R, f(x)=™" *, F(Xx) = J' f (t)dt si sirul
0

(X”)neN* cu X, =F()+ F(%) + ...+ F(%),n eN" . Aritatici ]jmX, = .

n—o0



X
Solutie: Aplicim teorema de medie functiei F :[0,X] — R, F(X) = I f(t)dtsi
0
X
deducem ca exist ¢, e (0,x) astfel incat [ f (t)dt = xf (c,).
0

1 1 .2C
Dar F(—) = —g™ .
(k) ke

1 . . sin2 sin2 1 sin2 sin2 1
O<Ck<E:>O<smzck<s1n2%:>1<e <@ k:>%<%e Ck<%e K

n .21
Prin sumare obtinem : ) " k. Dar lim& = o051 deci Jjm X, = ©
k=1

nN—o0 n—oo

<Xy <D,

n
k=1

1
ke

|-
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