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V. 1. Masurare si masuri (lungime, arie, volum, masa, capacitate, timp)

Unitatea de masura pentru lungime este metrul (m). El are multiplii urmatori : decametrul
(dam), hectometrul (hm), kilometrul (km) si submultiplii urmatori: decimetrul (dm), centimetrul
(cm), milimetrul (mm).

Multiplii Unitatea Submultiplii
km hm dam prmi:lipala dm cm mm
0,001 | 0,01 0,1 1 10 100 1000
1 10 10° 10° 10* 10° 10°

Ex. de transformari:
321,15 dm=32,115 m=3211,5 cm = 32115 mm,;
9485 m=948,5 dam= 94,85 hm=9,485 km.
Perimetrul patratului P = 4l ; perimetrul dreptunghiului P= 21 +2L.
Unitatea principald pentru masurarea suprafetelor este metrul patrat (m?), care reprezinti
aria unui patrat cu latura de 1m. Multiplii sunt :dam?, hm?, km?. Submultiplii sunt : dm?, cm*, mm®.

Multiplii Unitatea Submultiplii
km? hm? dam? prml;l%) ala dm? m> mm’
100 | 10 10° 1 10 10* 10°

Ex. de transformari :

2,75 hm* =275 dam” =0,0275 km®
15,25 dm* =152500 mm”* =1525 cm’
1 hectar =1 ha =1 hm?

1 ar=1 dam®

Aria patratului A =I*; Aria dreptunghiului A =I -L.
Unitatea principald pentru masurarea volumului este metrul cub (m’), care reprezinti
volumul unui cub cu latura de 1 m.

Multiplii Unitatea Submultiplii
km® hm? dam’ prln:;l? ala dm’® cm’ mm’
107 | 10° 10° 1 10° 10° 10°

Ex. 0,021 dm® =21 em® =21000 mm®
49 dam’® =0,049 hm® =49000 m’
Volumul cubului V =1
39
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Volumul paralelipipedului dreptunghic : V =I -L -h.
Unitatea de masura a capacitatii (volumul ocupat de un lichid) este litrul (1) .
11=1 dm’.

Multiplii Unitatea Submultiplii
Kl hl | dal p“ncllpala dl o | ml
0,001 | 0,01 0,1 1 10 100 | 1000

Ex. 145 1= 1,45 h1 =14500 cl
4,18 h1 =0,418 k1 =418 1 =41800 cl.

Unitatea principald de masura pentru masa este gramul (g) care are submultiplii : dg, cg, mg
si multiplii :dag, hg, kg.

Multiplii Unitatea Submultiplii
kg hg dag prlnzpala dg cg mg
0,001 | 0,01 0,1 1 10 100 | 1000

Ex. 25,3 hg =253 dag =2,53 kg =2530 g
Unitatea principald de masura pentru timp este secunda (s).
1 ora (h) =60 minute (min) =3600 secunde (s)
Ex. 372 s =60 min 12 s
0,4 h =0,4x60 min =24 min =24x60 s = 1440 s
48 min 27 s + 5h 56 s = 5h 48 min 83 s = 5h 49 min 23 s

V. 2. Dreapta

Punctul, dreapta si planul sunt notiuni geometrice fundamentale care nu se definesc.

X A < punct

—dreapta

—plan

Axioma dreptei: prin doud puncte distincte trece o dreapta si numai una.

d A B
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Vom scrie A, B ed, C&d.
Doua drepte pot fi: concurente (cand au un singur punct comun), paralele (daca nu au nici
un punct comun, dar fac parte din acelasi plan), necoplanare (daca nu sunt situate in acelasi plan).
Semidreapta este o parte dintr-o dreapta, limitata de un punct numit origine.

Segmentul este multimea punctelor de pe o dreapta aflate intre doud puncte ale
dreptei, numite capete. Lungimea segmentului este distanta dintre capetele segmentului. Doua
segmente se numesc congruente dacd au aceeasi lungime. Mijlocul unui segment este punctul care
imparte segmentul in doud segmente congruente.

Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare daca apartin aceleiasi drepte. Se numesc
puncte coplanare punctele care se afla in acelasi plan.

O dreapta poate fi: continuta intr-un plan (daca cel putin 2 puncte ale ei apartin planului),
paralela cu planul (dacad ea nu are puncte comune cu planul), incidenta ( daca are un singur punct
comun cu planul).

V. 3. Unghiul

Figura geometrica formatd din doud semidrepte care au originea comuna se numeste unghi.

exteriorul vnglinlu

latura

mteriorul unghiuli
(varf) O

latura B

Unghiul poate fi: nul (cand laturile sale coincid), alungit (cand laturile sunt semidrepte
opuse), propriu (cand nu e nici nul, nici alungit).

Masura unui unghi este datd de deschiderea dintre laturile sale. Unitatea de masura a
unghiului se numeste grad (sexagesimal) cu multiplii : minutul (1° =60) si secunda (1°=60°").
Instrumentul de masura este raportorul.

Unghiul poate fi : ascutit (cAnd misura sa este mai mica de 90°), obtuz (cand misura sa este
mai mare de 90°) sau drept (cand are 90°).

Ex. a) 62°45°57"" +18%29°36°°= 80"74°93"’= 81°14°93>’= =81°15°33"
b) 135°18°12”" — 42°36°25°°=134°77°72"" - 42°36°25"°= 92°41°47"

c) 3 -14°53°=42"159""=42"2"39"’

d) 125°: 4=124%0" : 4=31°15

Doud unghiuri care au masurile egale se numesc unghiuri congruente. Doud unghiuri
proprii care au varful comun si o laturd comuna situata in interiorul unghiului format de cele doua
unghiuri se numesc unghiuri adiacente.

A

41



GEOMETRIE-Evaluare Nationali 2010 Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU

Bisectoarea unui unghi propriu este semidreapta cu originea in varful unghiului, situatd in
interiorul acestuia, care formeaza cu laturile unghiului initial doua unghiuri congruente.

Doui unghiuri se numesc suplementare daci suma misurilor lor este de 180°. Doua
unghiuri se numesc complementare daci suma masurilor lor este de 90°.
Ex. Suplementul unghiului de 75°29°17"" este
180°-75°29°177°=179"59°60">-75"29°17°°=104"30°43"’
Complementul sau este
90°-75°29°17°°=8959°60""-75"29°17°"=14"30°43"’

Doud unghiuri cu acelasi varf care au laturile unuia in prelungirea laturilor celuilalt se
numesc unghiuri opuse la varf. Doud unghiuri opuse la varf sunt congruente. Suma masurilor
unghiurilor formate in jurul unui punct este de 360°.

V. 4. Congruenta triunghiurilor ; perpendicularitate in plan : paralelism

Figura geometrica formatd din cele trei segmente determinate de trei puncte necoliniare se
numeste triunghi. Suma lungimilor laturilor unui triunghi se numeste perimetrul triunghiului (P),
iar jumatatea acestuia este semiperimetrul (p). Dupa laturi triunghiul poate fi: scalen (laturile au
masuri diferite), isoscel (doud laturi sunt congruente), echilateral (toate laturile sunt congruente).
Dupa unghiuri triunghiul poate fi: ascutitunghic (toate unghiurile sunt ascutite), dreptunghic (un
unghi este drept), obtuzunghic (un unghi este obtuz). Suma masurilor unghiurilor in orice triunghi
este de 180°. Unghiul care este adiacent si suplementar cu un unghi al unui triunghi se numeste
unghi exterior al triunghiului.

C D

Doua triunghiuri sunt congruente daca laturile triunghiurilor sunt respectiv congruente si
unghiurile sunt respectiv congruente. Cazurile de congruenta pentru triunghiuri oarecare:
-L.U.L. (latura-unghi-latura)
-U.L.U. (unghi-latura-unghi)
-L.L.L. (latura-latura-laturd)
Datorit criteriului 2 si faptului ci suma masurilor unghiurilor in triunghi este 180°, se poate enunta
-L.U.U. (latura-unghi-unghi)

Metoda triunghiurilor congruente ajutd la demonstrarea congruentei a doud laturi sau
doua unghiuri pe care trebuie sa le incadram 1n triunghiri despre care se va arata ca sunt congruente
(conform unuia din cazurile de congruenta).

Ex. In figura urmatoare <ABC =<DCB si ¥ACB = <DBC. Demonstrim ¢ ¥BAC =<BDC si
[AC]= [BD].

D
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Privim AABC si ADCB. Avem <ACB = <DBC (ipotezd), [BC]=[BC] (lat. comuna) si <ABC
=4DCB (ipotezd) = (conform U.L.U.) AABC = ADCB = <BAC =<xBDC si

[AC]= [BD].
Doua drepte concurente sunt perpendiculare daca unul din unghiurile ce se formeaza in

jurul punctului lor comun este unghi drept (d L g).

Fiind dat un punct A exterior dreptei d, atunci punctul B € d a. 1. AB L d se numeste
piciorul perpendicularei din A pe d.

=

Distanta de la un punct exterior unei drepte la dreaptd este distanta dintre punct si piciorul
perpendicularei duse din acel punct pe dreaptd d( A, d) = AB.

Criteriile de congruenta ale triunghiurilor dreptunghice :
-C. C. (cateta-cateta)
-C. U. ( cateta-unghi)
-1. U. (ipotenuza-unghi)
I. C. (ipotenuza-catetd)

Proprietatea bisectoarei: un punct din interiorul unui unghi propriu apartine bisectoarei
unghiului daca si numai daca
Distantele de la punct la laturile unghiului sunt egale.

Concurenta bisectoarelor intr-un triunghi: in orice triunghi cele trei bisectoare sunt
concurente ( punctul lor de intersectie este centrul cercului inscris in triunghi).

Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculara pe segment in mijlocul acestuia.

Proprietatea mediatoarei : un punct apartine mediatoarei unui segment daca si numai daca
are distantele egale fata de extremitatile segmentului.

Concurenta mediatoarelor : in orice triunghi mediatoarele celor trei laturi sunt concurente
( punctul lor de intersectie este centrul cercului circumscris triunghiului).

Doua drepte sunt paralele daca sunt coplanare i nu au nici un punct comun.

Axioma paralelelor (Euclid) : printr-un punct exterior unei drepte date, trece o singurd
paraleld la dreapta data.

Doua drepte intersectate cu o secantd formeazd o pereche de unghiuri alterne interne
congruente, daca si numai daca dreptele sunt paralele.

a\ dr
1

2 43
d" \
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dd’ e x1=32

Intr-un triunghi, segmentul care uneste mijloacele a doua laturi se numeste linie mijlocie a
triunghiului si ea are proprietatea ca e paraleld cu cea de-a treia laturd si jumdtate din lungimea
acesteia.

M MN linie mijlocie<
MN/||BC si 2MN=BC

V. 5. Proprietati ale triunghiurilor

Suma misurilor unghiurilor unui triunghi este 180°.

Masura unui unghi exterior unui triunghi este egald cu suma masurilor celor doud unghiuri
ale triunghiului neadiacente cu el.

O inaltime a unui triunghi este segmental determinat de un varf al triunghiului si piciorul
perpendicularei dusa din acel varf pe latura opusa.

Inaltimile in orice triunghi sunt concurente, iar punctul lor comun se numeste ortocentrul
triunghiului (H).

Segmentul determinat de un varf al unui triunghi si mijlocul laturii opuse se numeste
mediana.

Medianele in orice triunghi sunt concurente; punctul lor comun se numeste centrul de
greutate al triunghiului si se afla la 2 treimi de varf si o treime de baza.

GB=2/3 BM ;
GM=1/3 BM.

Proprietatile triunghiului isoscel :
-Intr-un triunghi isoscel unghiurile alaturate bazei sunt congruente
-Intr-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului din varf, indltimea $i mediana corespunzatoare bazei
coincid si sunt incluse in mediatoarea bazei
-medianele laturilor congruente sunt congruente (analog pentru inaltimi, bisectoare)
Proprietatile triunghiului echilateral :
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-intr-un triunghi echilateral toate unghiurile sunt congruente (au 60°)
-Intr-un triunghi echilateral mediana, bisectoarea si ndltimea fiecarei laturi coincid si sunt incluse in
mediatoarea laturii respective.

Proprietatile triunghiului dreptunghic :
-intr-un triunghi dreptunghic isoscel unghiurile alaturate bazei au fiecare 45°
-Intr-un triunghi dreptunghic lungimea medianei corespunzétoare ipotenuzei este egala cu jumatate
din lungimea ipotenuzei
-intr-un triunghi dreptunghic cateta care se opune unghiului de 30° este jumitatea ipotenuzei
-centrul cercului circumscris triunghiului dreptunghic ( intersectia mediatoarelor) se afla la
mijlocul ipotenuzei
-ortocentrul unui triunghi dreptunghic este varful triunghiului drept.

V. 6. Patrulatere. Arii

Suma misurilor unui patrulater convex este este egali cu 360°.
Paralelogramul este patrulaterul convex cu laturile opuse paralele.

B

Dreptunghiul este paralelogramul cu un unghi drept.

Rombul este paralelogramul cu doua laturi consecutive congruente.

Patratul este dreptunghiul cu doud laturi consecutive congruente (sau este rombul cu un
unghi drept).

45
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Trapezul este patrulaterul convex cu doua laturi paralele numite baze si doua neparalele.

Segmentul care uneste mijloacele laturilor neparalele se numeste linie mijlocie in trapez;

este paralela cu bazele si egald cu semisuma lor.
Proprietatile paralelogramului :

-laturile opuse sunt congruente

-unghiurile opuse sunt congruente

-unghiurile alaturate sunt suplementare

-diagonalele au acelasi mijloc
Proprietatile dreptunghiului :

-are toate proprietdtile paralelogramului

-toate unghiurile au 90°

-diagonalele sunt congruente
Proprietatile rombului :

-are toate proprietdtile paralelogramului

-are toate laturile congruente

-diagonalele sunt perpendiculare si sunt bisectoarele unghiurilor
Proprietatile patratului :

-are toate proprietatile dreptunghiului si ale rombului
Arii :

B-h

-aria triunghiului A= T

-aria triunghiului dreptunghic A= GGy '2C2

-aria paralelogramului A=B -h
-aria dreptunghiului A=l -L
-aria rombului A= B -h =d'TD
-aria patratului A=I*

(B+b)-h

-aria trapezului A=

V. 7. Asemanarea triunghiurilor

Teorema paralelelor echidistante : Daca dreptele paralele d;, d,
secantd segmente congruente, atunci ele determina pe orice altd secantd segmente congruente.

..., dn determind pe o

Teorema lui Thales : O paralela dusa la una din laturile unui triunghi determina pe celelalte

doua laturi segmente proportionale.

5/ .
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MB NC
Teorema paralelelor neechidistante : Dreptele paralele d;, d,, ..., d, determind pe doua

secante oarecare segmente proportionale.
Teorema bisectoarei :Intr-un triunghi bisectoarea unui unghi determind pe latura opusa
doua segmente proportionale cu laturile unghiului.

A

BD AB
DC AC

Teorema fundamentald a asemdinarii: O paraleld la una din laturile unui triunghi
formeaza cu celelalte doua laturi un triunghi asemenea cu cel dat.

[AD bisectoarea ¥BAC <

A

M

5/ .

MN || BC < A ABC -~ A AMN
Criteriile de aseméanare :
-cazul I : doua triunghiri sunt asemenea daca au doud unghiuri respectiv congruente ;
-cazul II : doua triunghiri sunt asemenea dacd au 2 laturi respecriv proportionale si unghiurile dintre
aceste laturi congruente ;
-cazul III : doua triunghiuri sunt asemenea daca au laturile respectiv proportionale.

V. 8. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Teorema inaltimii: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea indltimii corespunzatoare
ipotenuzei este media geometrica a lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

A
D

BD’ = AD -DC
Teorema catetei: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea unei catete este media geometrica a
lungimii proiectiilor sale pe ipotenuza si a lungimii ipotenuzei.
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AB’=AD -DC; BC’=DC -AC

Teorema lui Pitagora: Intr-un triunghi dreptunghic patratul lungimii ipotenuzei este egal cu
suma patratelor lungimilor catetelor.
AC® = AB* +BC’

Definirea functiilor trigonometrice:
sinus(sin) = cateta opusa / ipotenuza
cosinus(cos)= cateta aldturata / ipotenuza
tangenta(tg) = cateta opusa /cateta alaturata
cotangenta(ctg) = cateta alaturata / cateta opusa

Formula fundamentala a trigonometriei:
sin’x +cos’x =1

Valori ale functiilor trigonometrice pentru cateva unghiuri:

sin cos tg ctg

30° 1 3 3 N

2 2 3

45° V2 V2 1 1
2 2

o’ | 3 1 5| b
2 2 3

Cateva formule de trigonometrie:
cos X =sin ( 90-x); tg X = sin X / cos X;
ctgx=1/tgx; ctgX=tg(90-x)

Aria unui triunghi:

_ AB-BC-sinB ; A= AB-BC-sinEcosE;
2 2 2

A

A= \/ p(p—a)(p-Db)(p-c),unde a, b, c sunt laturile triunghiului, iar p = a%bﬂ: .
1243
4

A:

(pentru triunghiul echilateral)

Raza cercului inscris intr-un triunghi: r = —

. . o : abc
Raza cercului circumscris unui triunghi : R =——

4S
V. 9. Cercul. Poligoane regulate

1=centrul cercului

48
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2=diametrul

3=raza

4=coarda

Unghiuri in cerc:
-unghi la centru (varful este centrul cercului, iar laturile sunt raze) : masura este egald cu masura
arcului cuprins intre laturi.
-unghi inscris 1n cerc (varful este pe cerc, iar laturile sunt coarde) : masura este egald cu jumatatea
masurii arcului cuprins intre laturi.
-unghi cu varful in interior (varful este in interiorul cercului, iar laturile sunt coarde) : masura este
egala cu semisuma masurilor arcelor cuprinse intre laturi si prelungirile lor.
-unghi cu varful in exterior (varful este in exteriorul cercului, iar laturile sunt coarde) : masura este
egald cu semidiferenta masurilor arcelor cuprinse intre laturi.

Pozitiile unei drepte fatd de cerc :
-secantd : are doud puncte comune cu cercul
-tangenta : are un punct comun cu cercul ( raza si tangenta intr-un punct sunt perpendiculare)
-exterioard : nu are puncte comune cu cercul.

Patrulatere inscriptibile (cu varfurile pe un cerc) ; proprietati :
-un patrulater este inscriptibil daca si numai daca unghiurile sale opuse sunt suplementare
-un patrulater este inscriptibil daca si numai daca unghiul format de o diagonald cu o laturd este
congruent cu unghiul format de cealalta diagonala cu latura opusa.

Un poligon regulat este poligonul convex cu toate laturile si toate unghiurile congruente.
Ex : triunghiul echilateral, patratul, hexagonul regulat.

Calculul elementelor in poligoane regulate:

latura apotema(=r) | aria
triunghi RA3 R 3R2./3
echilateral P 1
patrat R2 R2 2R’
2
hexagon R R/3 3R2./3
regulat 5 T,

unde R=raza cercului circumscris, iar r= raza cercului Inscris.

Lungimea cercului : L =2n-R
Aria discului : A= 1t R%.

V. 10. Puncte, drepte, plane.Paralelism in spatiu

Un plan poate fi determinat de:
-trei puncte necoliniare
-0 dreaptd si un punct care nu-i apartine
-doua drepte paralele
-doua drepte concurente
Axioma lui Euclid : Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o paraleld si numai
una la dreapta dataa.
Teoreme de paralelism :
-daca o dreapta este paralela cu un plan, atunci orice plan care contine dreapta si-l intersecteaza pe
primul o face dupa o dreapta paraleld cu cea data.
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-dandu-se doud plane paralele, orice dreapta dintr-unul este paralela cu celalalt.

-dacd un plan intersecteaza doua plane paralele, atunci dreptele de intersectie sunt paralele.

-daca un plan contine doud drepte concurente care sunt paralele cu un alt plan, atunci planele sunt
paralele.

- doua plane paralele cu un al treilea plan sunt paralele intre ele.

- mai multe plane paralele determina pe doua drepte oarecare pe care le intersecteazd segmente
proportionale.

V. 11. Perpendicularitate in spatiu

Se numesc drepte perpendiculare doua drepte care formeaza un unghi drept.

Daca o dreapta este perpendiculara pe doua drepte concurente din plan, atunci ea este
perpendiculara pe plan.

Teoreme :
-doua plane perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt paralele
-doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt paralele
-teorema celor trei perpendiculare: dacd dintr-un punct exterior unui plan se duce o
perpendiculara pe acel plan, iar din piciorul acesteia se duce o perpendiculara pe o dreapta continuta
in plan, atunci dreapta ce uneste punctul cu piciorul celei de a doua perpendiculare este
perpendiculard pe dreapta continuta in plan.

Unghiuri in spatiu:

Prin unghiul a doua drepte in spatiu intelegem orice unghi ascutit sau drept cu varful in
orice punct al spatiului si cu laturile paralele cu dreptele date.

Numim unghi al unei drepte cu un plan unghiul pe care acea dreapta il face cu proiectia ei
pe plan.

Se numeste unghi diedru figura geometrica formata de doud semiplane delimitate de
aceeasi dreapta.

Se numeste unghi plan asociat unui unghi diedru unghiul determinat de doud semidrepte
continute respectiv in semiplanele ce formeaza diedrul avand originea pe muchia diedrului si fiind
perpendiculard pe acestea.

V. 12. Poliedre

-cubul:
A=6l* i .
v=I*

=13 |

\
-paralelipipedul dreptunghic: |
A =2(L+)-h }
A =2(IL+hL+hl) e A
V=1-L-h V7
=P+
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-prisma regulata (prisma dreapta cu baza poligon regulat):

A =Pg -h (Pg= perimetrul bazei)
Aot = Arat T2Ab (Ap=aria bazet)

V=~Ay-h

N

Prisma triunghiulara regulata:

Prisma patrulatard regulata:

Prisma hexagonala regulata:

-tetraedrul regulat (toate muchiile sunt congruente)
3
_We , ang, A=PY3, V=" *2/5

3 1

h
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-piramida regulata (are baza poligon regulat, iar piciorul perpendicularei din varf este centrul
bazei)

Pb 'ap

A= (ap,=apotema piramidei)

Ao=AptAla
ap2 =h’+ay” (ap =apotema bazei)

y=Soh

3

Piramida triunghiulara regulata

Piramida hexagonala regulata
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-trunchiul de piramida (regulata)

_(PB+Pb)'ap U . . . C e
lat_f (Pg=perimetrul bazei mari, Py =perimetrul bazei mici)

Aot =AB TAp HAj
v =2(AB + Ay ++/As Ay ) (As=aria bazei mari, A, =aria bazei mici)

a|[,2=h2+(ag-ab)2 (ag=apotema bazei mari, a, = apotema bazei mici)
Trunchi de piramida triunghiulara regulata

Trunchi de piramida patrulatera regulata
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Trunchi de piramida hexagonala regulata

V. 13. Corpuri rotunde

-cilindrul circular drept:
Alat =27RG

Atot :2T[R(R+G)

V=nR’h

-conul circular drept:
G2 =h2 +R?
Alat =nRG
Atot :T[R(R+G)
R* -h
3

V:

Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU
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N
_Z

-trunchiul de con:

Ap=ng(R+r)
Atot :T[R2 +7tl’2 +Alat

A =?(R2 +r% +Rr)

-sfera:
A=47R?

47R?
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