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DIVIZIUNI SI FASCICULE ANARMONICE
NECULAI STANCIU'

“Geometria proiectiva este toata geometria”
Arthur Cayley

I. DIVIZIUNI ANARMONICE

Aceast articol, este dedicat geometriei sintetice (fundamentelor geometriei si
geometriei proiective), $i se adreseaza studentilor, elevilor, profesorilor de matematica, si
in general, oricui este interesat de geometrie.

In prezent, geometria din liceu este introdusa via algebra liniard (adica vectorial
nu sintetic).Articolul, vine sd detalieze notiunea de diviziune §i fascicul armonic definita
in articolul -“Aplicatii ale teoremei lui La Hire” - G.M. - 3 /2008 ; notiuni care pot fi
intelease de orice elev din clasaa VI-a.

Diviziunea si fasciculul armonic, sunt tratate in capitole de fundamentele
geometriei, s$i in geometria proiectiva, unde metoda utilizatd este cea axiomatica
sintetica.Alte notiuni legate de acestea sunt:polaritate, dualitate, etc.

Consideram punctele coliniare 4, B si C cain fig.1 .

x' A B C X

»
|

Fig.1

Avem relatiile: (1) 4B=-BA si (2)AB+ BC = AC; AB+ BC + CA =0.Fie acum patru

puncte coliniare A, B, C si D cain fig. 2, astfel Incat (3)% = —D—A.
CB DB
x' A C B D x |Spunem ca perechea (CD) este armonic

»
>

conjugata cu perechea (AB) si reciproc
Fig.2 | deoarece:

AC BC _CA CB _CA DA
AD BD DA DB CB DB
lui B inraport cu C si Dsau, B este conjugatul armonic al lui 4 inraportcu C si D

sau, C este conjugatul armonic al lui D in raport cu 4 si Bsau, D este conjugatul
armonic al lui C Inraportcu 4 si B.

=—1.Se mai spune cd A este conjugatul armonic al
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In continuare vom numi biraport sau, raport anarmonic sau, diviziune anarmonica

raportul (4) %3—; Z(ABCD)Zr.Se observd cd daca r =1 atunci (ABCD)este

diviziune armonica.

Teorema I.1. Raportarea la o origine de pe axa.

x' O A B x | Dacd avem axa x'x cu originea O si punctele
X A O B X A si B pe axa atunci (5) AB=0B—-0A.
x' A B O x | Demonstratie.Avem cazurile din fig. 3.
Fig.37 Cazul O-A-B.OA+ AB+BO=0=>

AB=-BO—-0A=0B-0A4.
Cazul A—O - B .Din relatia (2) avem AO+OB+ BA=0—=AB=0B+ A0 =0B—-04.
Cazul A—B-0.AB+BO+0A4A=0= AB=-BO—-0A=0B-04.
Cuarte de punte coliniare.
x' A B C D x | Avem configuratia din fig. 4:
» | ABsi CD sunt segmente care se separd;
AD si BC sunt segmente care se includ iar;

Fig.4 AC si BD sunt segmente care se incaleca.

Teorema 1.2. Echipolenta lui Euler.

(6)AB-CD+ AD-BC = AC-BD

Demonstratie.

AB-CD+ AD-BC - AC-BD = AB(AD — AC)+ AD(AC — AB)— AC(AD — AB) =

= AB(AD - AC — AD+ AC)+ AD(AC — AC)=0.

Teorema 1.3.Punctul care imparte un segment intr-un raport dat.

Fie segmentul AB, M € AB, O € AB origine aleasa arbitrar si k = IZ—A;

Avem (7) OM = (1-k)OA+ kOB .

Demonstratie.Presupunem ordonarea O—A4—-M —B,cu AM =k - AB .Rezultd imediat din
teorema 1,0M — OA =k - OB — k - OA4 .Celelalte ordonari se trateaza analog.

04+ OB

. : : 1 .
Consecinta.Daca M este mijlocul segmentului 4B, atunci k =3 si OM = 5

Teorema 1.4.Unicitatea punctului care imparte un segment intr-un raport dat.
Fie pe axa x'x, segmentul AB si punctele C, D in interiorul sau in exteriorul segmentului

AB dar de aceeasi parte a lui.Daca A = b4 atunci D=C.
CB DB

Demonstratie.Consideram ordonarea 4 —C—-D —B.
Din ipoteza rezultd AC - DB = AD-CB .Din (6) avem AD-CB = AC-DB+ AB-CD .Rezulta
AB-CD =0, de unde, deoarece AB # 0 obtinem CD =0, adicda C=D.



In cazul in care C si D sunt ambele exterioare si situate de aceeasi parte a segmentului 4B,
se procedeaza analog.Cazul in care C si1 D sunt separate de segmentul 4B, adicd ordonarea
C—-—A—-B—-D sau D—A—B-C se exclude deoarece AB #0.

Teorema L.5.Diviziuni anarmonice egale, cu trei perechi de puncte comune.

Dacad (ABCD) = (ABCD'"), atunci D=D".

def "' T4
Demonstratie.(4BCD) = (ABCD")= (4. DA _CA D4 DA _b4 =D=D".

& CB DB CB DB DB "~ D'B
(q.e.d).

Teorema 1.6. Valoarea biraportului r nu poate fi nici 0 nici 1.

Demonstratie.r = (4BCD) = % g—A #(0  deoarece punctele fiind distincte

CA#0,CB#0,DA=0,DB=0.

CA DA 1= CA DB 1= AC-BD 1= AC-BD-BC- AD”AB CD

CB DB CB DA BC-AD BC-AD BC-AD ”
=r=+l.
In continuare, vom calcula valorile biraportului obtinute prin permutarea punctelor unei
diviviuni anarmonice.
Teorema 1.7.0 transpozitie a doua puncte din aceeasi pereche inverseaza raportul
anarmonic.

+ = (4BCpy - €4, DA _ CA DB

Demonstratie. leA DClil (;fA DCAB =>rn=l=rn= l
= (ABDC) === =2 = 4
DB CB DB-CA
Am demonstrat (4BDC) = ; (BACD) = Q: DB = CB-DA = ! (q.e.d).
(ABCD) CA DA CA-Db (ABCD)

Teorema 1.8.0 transporzitie a doud puncte din perechi diferite ne da un raport anarmonic
complementar .

Demonstratie.» = (4BCD) = 4. D4 _AC. BD i r, =(ACBD) —ﬁ % =

CB DB BC- AD BC DC

= —% .Sumam cele doud egalitati si aplicand echipolenta lui Euler(teorema 2)
obtinem:r +7r, = AC-BD- 4B CD _ AD-BC =l=r=1-r=>(ACBD)=1-r.
BC- Ad AD-BC
Analog se aratd ca (DBCA)=1-r.
Transformarile precedente ale raportului anarmonic, definite in feoremele 1.7 §i 1.8,

compuse succesiv cu ele insele il reproduc pe 7.
Adica :

n=—=r'=—=r ,respectivr, =1-r=r"=1-r,=r.
r z
1

Vom numi transpozitii complementare acele transformari care compuse cu ele insele ,
lasa raportul anarmonic neschimbat.



Teorema 1.9. Dacd (4BCD) = (ABDC) sau (ABCD) = (BACD) atunci (ABCD) =—1.

T1.7 1

Demonstratie.Fie » = (ABCD)=(ABDC) =—, (BACD) = l
r

r
r#l
Daca r =l:> r’=1=0=r=-1.(q.e.d).
r

Deoarece cu 4 obiecte putem face 24 de permutdri, pentru fiecare diviziune de 4 puncte
avem 24 de valori ale rapoartelor anarmonice corespunzatoare cate unei permutari.

Dintre toate acestea numai 6 valori sunt distincte, iar restul se obtin prin transpozitii
complementare .Dintr-o permutare datd putem selecta alte trei de acelasi raport
anarmonic.Obtinem:

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) =r

(ABDC) = (BACD) = (DCAB) = (CDBA) = -
r
(ACBD) = (CADB) = (BDAC) = (DBCA) =1~ r
(ADBC) = (DACB) = (CBDA) = (BCAD) =~
r
(ACDB) = (CABD) = (BDCA) = (DBAC) = !
—-r

(ADCB) = (DABC) = (BCDA) = (CBAD) =

I1. FASCICULE ANARMONICE

Consideram fig.1 unde S(a,b,c,d)sau S(A4, B,C, D)reprezinta un fascicul convergent, cu
punctul S propriu de raze a,b,c,d sau SA,SB,SC,SD si fig.2 in care S(a,b,c,d) este
un fascicul paralel de raze a,b,c,d sau SA,SB,SC,SD cu punctul S impropriu.

Fig.1 Fig.2




Daca diviziunea (ABCD) este diviziune armonica atunci fasciculul atasat S(ABCD)se
numeste fascicul armonic.

Biraportul atasat unui fascicul convergent.

Fie fasciculul S(abcd) taiat de secanta J(vezi fig.1) 1In punctele

not

A=0na,B=06nb,C=6nc,D=0Nd Dacd S(XYZ) = aria triunghiului de varfuri
X.Y siZ, XY= XSV, h=d(S,5), atunci <4 = CAh _2-5(C54) _ S(CSA).
CB CB-h 2-S(CSB) S(CSB)
g DA _ S(CS4)  S(DS4) _ SC -SA-sin(ca) ) SD-SA-sin(dAa) 3
CB DB S(CSB) S(DSB) '

(ABCD) =

SC-SB-sin(ch) SD-SB-sin(db)

 sin(ca) _sin(da)

sin(ch) sin(db)

Daca S(abed) = sin(ca) Sm(d“) . atunci rezultd (ABCD) = S(abed) .
sm(cb) s1n(a’b)

Teoreme de invariantd
Teorema II.1.Fiind date pe dreapta 6 , punctele fixe 4,B,C,D .Pentru orice S ¢,
notaim a = SA4,b=SB,c =S8C,d =SD .Biraportul atasat fasciculului S(abcd) este
invariant.
Demonstratie.Fie S,S' ¢ 0, ca in fig.3.

Fig.3




Din S(abcd) = (ABCD) si S'(a'b'c'd")y = (ABCD) rezulta
S(abed) = S'(a'b'c'd") (q.e.d).

Teorema II.2.Fiind dat fasciculul fix de varf S si raze a,b,c,d .Pentru orice secanta o
care intersecteaza razele fasciculului in 4=and,B=bnNno,C=cno,si D=dnNo,
biraportul atasat diviziunii (ABCD) este invariant.

Demonstratie.Fie 0 si 6’ doud secante oarecare (fig.4), care intersecteaza razele
fasciculului in punctele 4,B,C,D si A',B',C',D".

Fig.4

Avem (ABCD) = S(abcd) si (A'B'C'D") = S(abcd) .Rezulta
(ABCD) =(A'B'C'D") .(q.e.d.).

Fasciculul taiat de o secanta paralela cu una din raze.

Fie fasciculul S(abed)si 5| a (fig.5).



Fig.5

(P!
W

(1)S(abed) = (A'BCDY =S4 DA oy aciars ~ acBe = E4 254
CB DB CB_ CB
(3)AD'A'S ~ AD'BD = DA”_ 54 .Din (1),(2) si (3) rezulta :
DB DB
S(abedy =L 3L L. 1 _ ypepy.

CB DB CB DB




1
Avem urmatoarea regula mnemotehnica pentru scrierea valorii biraportului E —

DB’

Deoarece 5||a scriem 6 Na = A; (punctul impropriu pe directia paralelelor 5||a ),

C4,
S(abcd) —C— siluom C4, : DA, =1 (trecerea la limita 4" — A4,).
S(abcd) = 1. L

C "DB’

) =c, SD = d .
Atunci VS € a,S(abcd) este invariant.
CA;, D4,

Demonstratie.Fie 4, =d na.S(abcd)=(4,BCD)=——:—— = €. L—cons‘[ant

CB DB CB DB
Teorema IL.3.Fie A4,B,C,D puncte fixe pe C(O;R)si M e C(O;R)(fig.6).Daca

MA=a,MB=b,MC =c,MD =d atunci, VM € C(O;R) M (abcd) este invariant.

sin(ca) sin dAa
(A ): ( A)Zconstant, deoarece 4,B,C,D sunt puncte

sin(cb) sin(db)

Demonstratie. M (abcd) =

fixe si cAa = %th.,cAb = Q=ct., a;a = DCBA =ct., a?b = DCB =ct.
2R 2R 2R
Fig.6




Observatie. Din figura 6 rezultd M (ABCD)= M (A'B'C'D").

Teorema I1.4. Fie 4,B,C, si D puncte fixe pe C(O;R)iar ,a,b,c, si d tangentele in
cele patru puncte la cercul C(O;R) .Atunci oricarea ar fi tangenta ¢ la cercul C(O;R)in
punctul 7' e C(O;R), punctele 4, =ant,B, =bnt,C, =cnt si D, =d Nt formeazd o
diviziune anarmonicd (4, B,C,D,) invarianta.

Demonstratie.Consideram fig.7.

Fig.7

Avem (A4,B,C,D,)=0(4,B,C,D,).Formdm apoi fasciculul cu vérful in 7 si raze
TA L OA,, TB L OB, TC L OC, si TD 1L OD, .Deci T(ABCD) = O(4,B,C\D,).

N

Obtinem (4,B,C,D,) =T(ABCD) = (sin (;BA

_CB. . DA . BC
:sin—) : (sin—: sin
2R 2R
Teorema II.5.Pe cercul C(O;R)consideram punctele distincte 4,B,C,D si tangentele

a,b,c,d in aceste puncte la cerc (fig.8).Avem egalitatile:
A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) .

) =constant.

Demonstratie. 4(aBCD) = (sin C;Ia :sin C;lB) :(sin D;Ia :sin D1A4B) =

DA . BC. . DA . BCD

:sin——) : (sin——:sin
2R 2R 2R

= B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) (din egalitati de sinusuri).

=(sin ) = r =constant=



Fig. 8

Observatie. Teorema 11.5 reprezinta cazul limita a teoremei 11.3 in care punctul M de pe
C(O;R) coincide cu unl din punctele 4, B,C sau D.

Teorema I1.6.Pe cercul C(O;R) se considera punctele distincte 4,B,C,D si tangentele
la cerc in aceste puncte: a,b,c,d (fig.9).

Daca notim E=anb,F=bnc,G=cnd,H=dna,l=bnd si J=anc, atunci
avem egalitatile: (AEJH) = (EBFI) = (JFCG) = (HIGD) .



Demonstratie.Consideram fasciculul cu varful in O si raze OA,OE,0J si OH

\

Fig.9

OAEJH , apoi fasciculul cu varful in A si razele perpendiculare pe razele fasciculului
anterior :a L OA,AB 1 OE,AC 1 OJ respectiv AD L OH , A(aBCD)si avem :

(AEJH) = O(AEJH) = A(aBCD) .

Analog se obtin si relatiile:

(EBFI)=O(EBFI)= B(AbCD),

(JFCG)=O(JFCG) =C(ABcD);

(HIGD) = O(HIGD) = D(ABCd).

Acum aplicam relatii intre sinusuri, ca in teorema 5, pe care aici le detaliem astfel:

Cﬁa:cfsA:céA:% si Cha=ABC _,_CDA

N

, rezulta:

o)

CDA
2R

N

sin(CAB) = sin(CBb) = sin(¢cCB) = sin(CDB) = sin(g—g)

) si analoagele

sin(CAa) = sin(CBA) = sin(cCA) = sin(CDA) = sin



N

sin(DAa) = sin(DBA) = sin(DCA) = sin(dDA) = sin(?—;:)

sin(DAB) = sin(DBb) = sin(DCB) = sin(dDB) = sin( 1)2 /;B

).

Tinand seama de aceste valori putem scrie:

A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) = (sin €D :sin Q} : (sin—A :sin DAB)
2R 2R 2R 2R

(q.e.d.).
Observatie. Teorema II.6 reprezinta cazul limitd al teoremeill. 4 in care tangenta ¢ la

cercul C(O;R) coincide cu una din tangentele a,b,c,d .

Teoreme de concurentd si coliniaritate.
Teorema IL.7. Daca doua diviziuni anarmonice egale (ABCD) = (AB'C’'D’) au un punct

comun A, atunci dreptele BB',CC" si DD' sunt concurente.
Demonstratie.Avem fig.10.

Fie O =BB'nCC' si D" =0D N 6" .Din teorema I1.2 rezulta (ABCD) = (AB'C'D") iar,
din ipoteza avem (ABCD) = (AB'C'D").Deci (AB'C'D")=(AB'C'D"), apoi din teorema
1.5 se obtine D" =D" .(q.e.d.).

Teorema I1.8.Dacd doua fascicule anarmonice egale S(abcd)=S'(ab'c'd") au o raza
comunda SS'=a, atunci punctele de intersectie ale celor trei perechi de raze
corespondente: B=bNb',C=cnc',D=dnd" sunt coliniare.

Demonstratie.



S’

Fie A= BCna,D=BCd si D' = DCd (fig.11).

Din ipoteza rezulta (1) S(abed) = S'(ab'c'd") .Intersectand fasciculul S(abced) cu secanta
BC rezulta (2) S(abcd)=(ABCD) .Inersectand fasciculul S'(ab’c'd’)cu secanta
BCrezulta (3) S'(ab’c'd"y=(ABCD") .Din cele trei relatii avem (4ABCD)=(ABCD'),
apoi din teorema 1.5. se obtine D = D' .(q.e.d.).

Teoreme clasice.

Teorema I1.9. Prima teorema a lui Papus.
In AABC fie A',B',C' trei puncte coliniare situate pe laturile BC,CA,AB si

BB'NCC'=M, AM N BC = 4, .In aceste conditii A" si 4, sunt conjugate armonic in
raport cu B si C, adica (BCA'4,) = —1(fig.12).
Demonstratie.

Fig.12




Fsciculul de varf M si raze MB,MC,MA', M4, il taiem mai intai cu secanta BC si apoi
cu secanta B'C’ si aplicam teorema I1.2.
()M (BCA'A,) =(BCA'A,) =(B'C'A'N) .
Fasciculul de varf A determinat de diviziunea anarmonica (B'C'A'N)1l taiem cu secanta

BC si aplicdm teorema I1.2.
(2) (B'C'A'N) = A(CBA'A,) = (CBA'4,) .

Din (1) si (2) avem (BCA'A)=(CBA'A,) apoi din teorema 9. rezulta
(BCA'A)) =-1.(q.e.d.).
Teorema I1.10. A doua teorema a lui Papus.
Pe doud drepte 0 si o' luom trei siruri de puncte arbitrare A,B,C € respectiv
A',B',C" € 6" Intersectiile U =BC'NB'C,V=CA'nC'A4 si W=AB'n A'B sunt trei
puncte coliniare (fig.13).
Demonstratie.

a) cazul dreptelor incidente(d N ")

Fie X=B'AnA'CsiY=BC=C4.

Consideram fasciculele de varfuri 4" si C' ale caror raze trec prin punctele diviziunii
(OABC) .Din teorema II.1 rezulta (1) A'(OABC)= C'(OABC).Intersectand primul
fascicul cu secanta B'A , din teorema II.2. rezulta (2) A'(OABC) = (B'AWX) .Analog,
intersectaind al doilea fascicul cu secanta B'C ,din teorema IL2. rezulta (3)
C'(OABC)=(B'YUCQ).

Din (1),(2) si (3) rezultd (B'AWX) = (B'YUC), diviziuni anarmonice egale, cu B’ punct
comun.Conform teoremei I1.7 si schemei de mai jos:

Puncte corespondente

B B' punct comun
A Y dreapta AY
W U dreapta WU
X C

dreapta XC



Rezulta AY N XC = AC'nCA'=V =V eUW (q.e.d).
b) cazul dreptelor paralele (& ||5 "o

5!

Consideram fasciculele de varfuri 4" si C':

(1) A(SABC)=C'(SABC); (2) A'(SABC)=(B'AWX)(3) C'(S4BC) = (B'YUC).
Rezulta (B'AWX)=(B'YUC), cu B'punct comun, analog ca in cazul a) deducem
VeUW .(q.e.d.).

Teorema I1.11. Teorema plana a lui Desargues, directa si reciproca.
Daca doua triunghiuri au varfurile asezate pe trei drepte concurente atunci laturile lor
corespunzatoare se taie in trei puncte coliniare §i reciproc daca intersectia perechilor
de laturi a doud triunghiuri sunt coliniare atunci varfurile corespunzatoare sunt
asezate pe trei drepte concurente.
Avand 1n vedere ca teorema ramane valabila si in cazul 1n care punctul de concurenta
al celor trei drepte este impropriu iar unul sau toate cele trei puncte de intersectie pot
f1 improprii enuntul poate fi reformulate astfel:
Fie trei drepte a,b,c pe care luom : 4,4"'€a; B,B'eb; C,C'ec Dreptele a,b,c
sunt concurente in O (propriu sau impropriu) dacd si numai dacd intersectiile
A, =BCNB'C'", By=CANnC'A" si C,=ABNA'B" sunt situate pe o dreapta
(proprie sau improprie).Spunem cd AABC si AA'B'C' sunt omologice , O este
centrul omologiei si 6 = B,C, este axa omologiei.

Demonstratie.

Necesitatea.Fie D =bNAC, D'=bn A'C'.Consideram fasciculul O(abcOB,)taiat de

AC respectivde A'C' (fig.15). Din teorema II.2., avem relatiile:

(1)(A'D'C'B,) =(ADCB,); (2) (ADCB,) = B(AbCB,); (3) (A'D'C'B,)=B'(A'bC'B,).

Din relatiile de mai sus rezultd B(AbCB,) = B'(A'bC'B,)), cu razd comuna.

Din teorema I1.8. si schema de mai jos:

Raze corespondente
BA B'A’ BANB'A"'=C,



b b raza comuna
BC B'C’ BCNB'C'=4,
BB, B'B, BB, " B'B, = B,
rezultd A4,,B,,C, sunt coliniare.Analog se procedeaza pentru O punct impropriu.
(q.e.d.).

Co

BO

AO

Suficienta.Fie A,,B,,C, coliniare pe & .Pe fasciculul de varf B, si raze J,B,C,B,A’
consideram perechile de puncte : B,,C,€0;C,4¢e B,C;C'A' € B,A' .Deoarece
triunghiurile A4,CC" si AC,AA" sunt omologice, din teorema Desargues (directd)

rezulta :
A4,CNCyA=B,CC'"NAA" =0 si C'4, N A'C, = B' sunt coliniare; O € BB’ .(q.e.d.).

Teorema I1.12. Teorema lui Desargues directd —cazul spatial.



Fie Oabc fasciculul de varf O- propriu (fig.16)sau O, - impropriu(fig.17) si
A,A' e a;B,B' e b;C,C' ec.In aceste conditii, punctele proprii sau improprii
A, =BCNB'C',By=CANnC'A'",C,=ABNA'B" sunt coliniare pe dreapta d
(proprie ) sau d, (improprie).

Demonstratie.

Fig. 16

O —punct propriu

A0

Co BO

Oi

Fig. 17
Oi — punct impropriu

C'l
B7
d %
AO Co BO
a C




Distingem urmatoarele plane determinate de triplete de puncte necoliniare si perechi de
drepte concurente sau paralele: (ABC),(A'B'C"),(a,b),(b,c) si (c,a).

Avem: (ABC)N(A'B'C")=d,(bc)nd = A, €d,(ca)nd =B, ed,(abynd =C, €d ,

rezultd A4,,B,,C, coliniare. (q.e.d.).

Dacd axa omologiei este dreapta improprie d,, rezultd AB‘

A'B',BC|B'C’,C4|C'A’, iar
daca wvarful O este propriu avem omotetic de centru O si  modul
AB BC CA

A'B" B'C' CA’

Teorema I1.13. Teorema lui Desargues reciproca —cazul spatial.

Fie 4, =BCNB'C',By,=CANC'A",C, =ABN A'B" coliniare pe dreapta d (proprie )
sau d, (improprie).Atunci AA'NBB'NCC'=0.

Demonstratie.Consideram fasciculul de varf B ale cdrui raze sunt determinate de
tripletele de puncte coliniare (B,,C,,4,);(B,,C,A4);(B,,C',A")si triunghiurile
omologice AA4,CC’', AC,AA'.In continuare se aplicd teorema 12 si rezulti ci
B'=4,C'nCA35B=4CNCA si O=CC'nAA" sunt coliniare, deci
AA'"BB'nCC' =0 (q.e.d.).

Observatie. Si in cazul plan (teorema 11.11.), omologia de centru O - propriu si axa

improprie este o omotetie, iar omologia de centru impropriu $i axa improprie este o
translatie.

Demonstratie./). Daca anbnc=0 si d, - dreaptd improprie, rezultd
AB|4'B', BC|B'C,CAlC'A’,  deci AOAB ~ AOA'B',AOBC ~ AOB'C' si
o4'" OB" ocC'

AOCA =~ AOC'4’' De aici avem

= = =k, de unde A',B',C'" sunt
04 OB OC
omoteticile punctelor 4, B,C in raport cu centrul O de modul % .(q.e.d.).

1l). Daca alp|e si AB|4'B',BC|B'C',CA|C'A’, rezulta ABB'A',BCC'B',CAA'C’ sunt

paralelograme.De aici A4A' = BB'=CC'=t, deci avem o translatic a AABC in directia

comuna a”b”c pe distanta ¢.(q.e.d.).

Teorema I1.14.Teorema lui Pascal pentru hexagon.

Intr-un hexagon inscris intr-un cerc, laturile opuse se taie in puncte coliniare.
Demonstratie.Pentru claritatea desenului vom considera hexagonal stelat 4B'CA'BC’
inscris in cercul C(O;R) cu perechile de laturi opuse (AB', A'B); (B'C,BC");(CA',C'A)
(fig.18.).Fasciculele de varfuri 4 si C ale caror raze trec prin 4',B',B,C" sunt egale
(conform teoremei I1.3.).



(1) A(BA'B'C"Yy=C(BA'B'C").

Fie X = BA'n AC' si taiem fasciculul de varf A4 cu secanta BA', apoi din teorema I1.2,
rezultd :

(2) A(BA'B'C"Yy=C(BA'B'C").

Fie Y=BC'n A'C si taiem fasciculul de varf Ccu secanta BC'.Din teorema II.2,
rezulta :

Fig.18

(3) C(BA'B'C"y=(BYUC").
Din relatiile (1), (2) si (3), rezulta (4) (BA'WX) = (BYUC'")= diviziuni anarmonice egale
cu B punct comun..

Din teorema II. 7., s1 schema de mai jos:
Puncte corespondente

B B comun

A Y dreapta A'Y

w U dreapta WU

X C’ dreapta XC'

rezulta  A'Y WU, XC' sunt  concurente.Deoarece, A'YNXC'=V, avem
VewU .(q.e.d).

Teorema I1.15.Teorema lui Pascal pentru patrulatere inscrise.

Intr-un patrulater inscriptibil, inersectiile laturilor opuse si cele ale tangentelor la cercul
circumscris duse prin perechile de varfuri opuse sunt 4 puncte coliniare.

Demonstratie.

Fie U=A4ABNCD,V =BCNAD, iar asi c tangentele in A si C la cercul
C(O;R) (fig.19).

Consideram W =anc.

Din teorema 3, A(BaDC) =C(BADC), dar din teoremele 17. si 18 avem
A(BaDC) = A(CDaB), C(BADc) = C(ABcD) .Rezulta A(CDaB) = C(ABcD),
fascicule anarmonice egale cu raza comuna AC .



Raze corespondente:

AC CA raza comuna

AD CB ADNCB =V
a c anc=W

AB CD ABNCD=U

Rezulta ca: (1) U,V ,W sunt coliniare.

Rationand analog pentru tangentele b si d, duse prin punctele B si D de pe C(O;R),
cu T=bnd, deducem (2)T €UV .Din (1) si (2) rezultd ca U,V,W,T sunt
coliniare.(q.e.d.).

Teorema I1.16. Teorema lui Brianchon.

Intr-un hexagon circumscris unui cerc diagonalele sunt concurente.
Demonstratie.Fie ABCDEF un hexagon circumscris cercului C(O;R) .Consideram

tangentele a,c,e si  ftaiate, pe rand, de tangentele b si  d, unde
G=bnf,H=bne,l=dnf si J=dna (fig.20).Aplicand teorema II1.4, rezulta
(BCHG)=(JDEI) , si permutand convenabil (vezi partea [) obtinem
(GHCB) =(IEDJ) .

In continuare, considerdm fasciculele anarmonice cu vérfurile in F si 4:

F(GHCB) = A(IEDJ) , egale si curaza comund FG = Al = f .



Conform teoremei I1.8., 1 schema de mai jos
Raze corespondente:

FG Al raza comuna
FH AE FHNAE =E
FC AD FCnAD =P
FB AJ FBNAJ =8B

rezultd P € EB, adica diagonalele 4D, FC si EB sunt concurente in P .(q.e.d.).
Teorema I1.17.Teorema lui Newton.

Intr-un patrulater circumscriptibil, cele doud diagonale impreund cu cele doud drepte
determinate de punctele de contact ale perechilor de laturi opuse cu cercul inscris, sunt
patru drepte concurente.

Demonstratie.Fie ABCD patrulaterul circumscris cercului C(O;R); E,F,G,H punctele
de contact ale laturilor 4B, BC,CD,DA cu cercul C(O;R) ;I =ABNCD,J = BCNAD
(fig.21).Aplicam teorema I1.6. tangentelor in H si F la cerc, avem: (HAJD) = (JBFC),
si permutind convenabil (HAJD)=(JDHA), deci :(JDHA)=(JBFC), diviziuni
anarmonice egale, cu un punct comun J .Conform teoremei I1.7. si schemei de mai jos:



Puncte corespondente

J J punct comun
D B dreapta DB

H F dreapta HF
A C dreapta AC

Q=ACnNBD,rezultd (1)Q € HF .

Rationam analog pentru diviziunile de pe tangentele in £ si G la cerc, si obtinem
(IBEA) = (IDGC), apoi cu schema de mai jos:

Puncte corespondente

1 1 punct comun

B D dreapta BD

E G dreapta EG

A C dreapta AC

Cum ACNBD =Q,rezultd (2) Q € EG.

Din (1) i (2) rezultd AC,BD,EG, si FH sunt concurente in punctual Q.

Teorema IL18.Intr-un trapez isoscel, intersectia laturilor neparalele si intersectiile
tangentelor duse prin varfurile opuse la cercul circumscris trapezului, sunt puncte
coliniare pe o dreapta paralela cu bazele.

Demonstratie.Fie 4ABCD ,un trapez isoscel cu AB||CD ,51 AD = BC.

Consideram a,b,c si d tangentele la cercul C(O;R) circumscris trapezului,duse prin
varfurile  trapezului.Notdim:U = AD "BC,W =anc,T=dnb s1 ABNCD=V,
(punctul impropriu pe directia paralelelor AB si CD, V, € AB 1 V, € CD ) — vezi fig.22.



Fig.22

Din teorema 11.5., avem sirul de
egalitati: A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd), care grupate cate doud si
permutand convenabil A(aBCD) = C(ABcD), rezultd A(CDaB) = C(ABcD), fascicule

anarmonice egale cu raza AC comund.Conform teoremei I1.8., din schema de mai jos:
raze corespondente:

AC CA raza comuna

AD CB ADNCB=U

a c anc=wW

AB CD ABNCD =V,

deducem ¥, € UW Rezulti (1) UW|4B|CD.

in continuare se procedeaza ca mai sus,

B(AbCD) = D(ABCd) = B(DCbA) = D(BAdC), fascicule anarmonice egale cu raza

BD comuna.
Raze corespondente:

BD DB raza comuna
BC DA BCNnDA=U
b d bnd=T

BA  DC  BANDC=Y,
rezultd ¥, € UT , deci (2)UT|4B|CD .

Din (1) si (2) rezulta ca punctele W,U si T sunt situate pe o dreapta paraleld cu 4B si
CD .(q.e.d.).

Teorema II.19.Raportul anarmonic al unui fascicul este egal cu raportul anarmonic al
coeficientilor unghiulari ai razelor fasciculului.

Demonstratie. Fie O(abcd) fasciculul de varf O si raze a,b,c si d.Consideram o

dreaptda OX , astfel incat :a = xa, f = xb,y = xc,0 =xd .



Cl_-c
b
L—a
O X X
Fig.23
Ducem 0 dreapta pLOx si notam

X=pNnOx,A=pna,B=pnb,C=pnc,D=pnd (vezitig.23).
Rezulta  » = O(abcd) =(ABCD) = %: b4 = XA = XC : XA = XD , insa notand
CB DB XB-XC XB-XD

OX =x,tga =m_,tgff =m, tgy =m_,1gd =m,, avem
m,—m, m;—m

XA =xm,,XB=xm,,XC=xm,, XD =xm,.Deci r=— : ~ (q.e.d.).
m.—ny, m;—m,

Aplicatie.Polara unghiulara.
Fie (xy), un unghi de varf O si laturi x,y, iar 4 un punct nesituat pe laturile 1ui.O

secantd mobila care contine punctul A taie laturile unghiului in punctele X si Y.
Se cere locul geometric al punctului M , conjugatul armonic al lui 4 in raport cu X
siY.

Solutie.Se aplica teorema I1.19., pentru :

not not not

a=x,b=0M,c=y,d=04,m, =0,m, =m,m, =my,m, = =m,, 51 r=—1.

m m 2 1 1
Lt —A ==t —.
my—m m,—m m m, m,

Rezulta :

Deci m = constant.Locul geometric este OM , de directie fixd, cu coeficientul unghiular
fatd de OX egal cu media armonica ai coeficientilor unghiulari ai dreptelor OY si OA
fatd de OX .



Justificarea motto-ului ales este :

Pentru constructia geometriei proiective se utilizeazd metoda axiomatica
sintetica.Dupa ce se construieste corpul coordonatelor asociat unui spatiu proiectiv sau
plan proiectiv desarguesian, se poate trece, in cazul unui corp comutativ, la dezvoltarea
geometriei analitice (in coordonate ) proiective.Geometria afind se recupereaza pe
complementara unui hiperplan al spatiului proiectiv;se poate face deci trecerea de la
proprietati proiective la proprietati afine $i reciproc.
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