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PROBLEME PENTRU CONCURSURI

Corneliu Méanescu-Avram

1. Sa se demonstreze identitatea : 55y + 2571 = 6552 +87,unde Sy = +2k+ .+ nk, nkeN.

Solutie : Scriem identitatea din enunt pentru # si pentru n - 1
589(n) + 2811(n) = 6S2(n) + S;(n), 5So(n— 1) +2S1(n — 1)=6S2(n—1) + S,(n — 1),

scadem egalitatile obtinute, inlocuim Ss(n — 1) cu Ss(n) — n° i rezulta

5n° +2n'' = 6n°[285(n) — n’] + ', 1)
asadar
1, 1, 5 , 1
=—n"+—-nw+—n"——n.
Ss(n) s Rttt o 2" (2)

Reciproc, scriem (1) sub forma
5n° + 20" =6[S2(n) — SZ(n — 1)] + 1, (3)
dam valori de la 1 la n, adundm si obtinem identitatea din enunt.

Egalitatile (1), (2), (3) sunt echivalente, deci este suficient s demonstrdm (2). Pentru mai
multd usurinta a scrierii elimindm numitorii, prin urmare vom demonstra prin inductie egalitatea

1285(n) = 2n° + 60° + 5n* — 1.
Pentrun=1avem 12=2+ 6 + 5 — 1, care este adevaratd. Presupunem ca egalitatea este
adevaratapentruk — 1, ke N, k> 2
1285tk — D) =2k — D)’ + 6(k — 1)’ + 5(k — 1)* = (k — 1)?

adunam 124 in stanga si in dreapta egalitatii, ridicim la puterile respective cu binomul lui
Newton si obtinem

128s(k) = 12K° + 2(k® — 6K + 15k* — 201 + 15k* — 6k + 1) + 6(k° — 5k* + 10K> —10K* + 5k —1)+
+5(k* — 415+ 61° — 4k + 1) — (K = 2k + 1) =2k° + 6k + 5k* — K2,

deci egalitatea este adevarata si pentru k, ceea ce trebuia demonstrat.

2. Sa se gaseasca cifrele zecimale din egalitatea: 2 - abcdef =11 - defabc .
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Solutie : Fie x = abc, y = def. Se obtine egalitatea 2(10°x + y) = 11(10’y + x), de unde se deduce
(2-10° = 11)x=(11-10° = 2)y, deci 3% - 13 - 17x =2 - 3%+ 13 - 47y, asadar 17x = 94y, cu

solutia x = 94¢, y = 17¢, t € N. Numerele x si y au trei cifre, deci 17¢ > 100, 94¢ < 1000, cu
solutiile € {6, 7, 8,9, 10}. Rezulta urmatoarele egalitati :
2-564102=11-102564, 2-658119=11-119658, 2-752136=11-136752,

2-846153 =11 153846, 2-940170=11 - 170940.

3. Sé se rezolve in NxN ecuatia: Vx + /[y = Va,a e N.

Solutie : Daca a =0, e clar ca x = y = 0 este singura solutie.

Fiea=b’c,cub, c e N*, c liber de patrate. Se arata ca daca (x, y) este solutie, atunci ¢ ‘x si

c | V. intr—adevér, ecuatia devine Vx + \/; = b+/c, deci \/; = bJc — Vx siy= bPc+x -
— 2bVex, de unde Vex € Q7 asadar Vex € N si deci ¢ | x ; similar, ¢ |y.

Fie x = cx1, y = cy; ; rezultd \/x; + /y; = b . Se aratd asemanator cd \/x; =¢ € N, de unde

x1=fy=0b-10)>,0<t<b.

Solutiile sunt x = ¢#*, y=c(b — £)*, te N, 0 < t < b.

: - n(n+1)(n+2) :
4. Se considera multimile 7= {x € Z |x= p ,n e Z}si

Ti={x e Z‘x=t1 +thrt. e, tieT,1 <i<k}j,undek € N este un numar fixat. S se arate ci

a) T = T contine cel putin trei patrate perfecte.
b) 7 contine toate patratele si o infinitate de cuburi perfecte.

C) Ty="7.

. 123, 234 _, 484950 ,
Solutie : a) Avem p =1, p =27, =140°.

b) Prima afirmatie rezulta din identitatea

n(n+1)(n+2) (n-2)(n-)n
— = n .
6 6




Pentru a doua, luam

(n+m-1)(n+m)(n+m+1) ) (n-m-1)(n-m)(n-m+1) _ m(3n?+m?-1)
6 6 3

Daca3n® +m*-1= 3m2, atunci obtinem m® e T, . Rezulti
30 —2m* = 1. (1)

Se considera ecuatia

X =67 =1. )

Ea are o infinitate de solutii (xx, yx) € ZXZ si se poate arata cd acestea sunt

 (5+2v6) + (5-2v8)°  (5+28)“—(5-28)"
N 2 > JET 2v6 '

Daca (x, y) este o solutie a ecuatiei (2), atunci (n, m) este o solutie a ecuatiei (1), unde
n=x+2y,m=x+3y. Intr-adevar, 3n* — 2m* = 3(x+2y)* — 2(x+3y)* =x> — 6)° = 1. Obtinem

Xk

astfel o infinitate de solutii in Zx7Z ale ecuatiei (1) si deci o infinitate de cuburi perfecte in

multimea 75.

c¢) Din identitatea

n(n+1)(n+2)jL (n-2)(n-1)n 5 (n—-1)nn+1)
6 6 - 6

n =
rezultd ca Ty = Z.

Observatie. Se stie ca numerele de la a) sunt singurele patrate perfecte din 7.

- - - n * . . . . . g . .
5. S se arate ¢ numarul 23 + 1, n € N, are cel putin 7 divizori primi distincti.

Solutie : Demonstram afirmatia prin inductie dupa n.
o . 1 .. .
Daci n = 1, atunci 23 + 1 = 3 are un divizor prim.

Presupunem cd afirmatia este adevarata pentru un & natural oarecare fixat si o demonstrdm pentru
k + 1. Este adevarata descompunerea :

234 1 = (23" + 1) (22'3" — 234 1).



Conform ipotezei de inductie, numarul din prima paranteza are cel putin k divizori primi
distincti. Este suficient deci sd ardtdm ca numarul din a doua paranteza are un factor prim care
nu divide numarul din prima paranteza. Vom demonstra o afirmatie mai generala : “Cel mai

.. .2 A o .
mare divizor comun al numerelora+ 1sia” —a+1,a € Z, este 1 sau 3”. Intr-adevar, din

@ —a+1=(a+1)a—2)+ 3 rezultd ci orice divizor comun al celor doud numere este divizor

al lui 3. Numarul din a doua paranteza nu este putere a lui 3, deci are cel putin un factor prim
diferit de 3, ceea ce incheie demonstratia prin inductie.

Comentariu. Am demonstrat astfel cad multimea numerelor prime este infinita.

6.Fien e N si N=22" + 22" + 1. S se arate ci

a) pentru orice k € {1, 2, ..., n}, numerele N si Fj, = 22" sunt prime intre ele;
b) daca n = 3, atunci N se divide cu 3, 7 si 13, dar nu se divide cu 5, 11 si 17;
c) N are cel putin n divizori primi.

Solutie : a) Pentruk <n —1,N—3=22" -1+ 22" — 1 este divizibil cu F, deci N si Fy sunt
prime intre ele, deoarece Fj, =2 (mod 3). Pentruk=n, N=F, + 22n_1, deci sunt prime intre ele,
fiind impare.

b) Este adevaratd descompunerea N= (22 +2 + 1)(2> =2 + 1)2* =22+ 1) ... (22" = 22" *41),
deci Nsedividecu3=2*—-2+1,7=2*+2+1,13=2*— 2>+ 1 si nu se divide cu 5 = F; si
17=F,.In plus, N=7,10,9,2,3,10,9, 2,3, ...(mod 11), deci N nu se divide cu 11.

2771—1 211—1

¢) Se arata c oricare ar fim, n € N” distincte, numerele 22" — 2 + 122" — 2 + 1

27’1—1 211—1

+1+2-2

sunt prime Intre ele. Putem presupune m < n, deci N = 22" — 2

= (22m — 22"y 1)M , unde M este un numdr natural, de unde rezulta ca numerele respective
sunt prime Intre ele, fiind impare. Se alege cate un divizor prim de la fiecare dintre numerele

2m—1

22" — 2

2242+ 1="7, deoarece 22°=2 sau 4 (mod 7) , deci am gasit n divizori primi diferiti ai lui V.

+ 1,1 <m<n-1.Aceste n — 1 numere prime sunt distincte si diferite de

Comentariu. La punctul c) am obtinut o demonstratie a faptului cd multimea numerelor prime
este infinita.

7. Sa se arate cd dacd numerele p, p + 2, p + 6, p + 8 sunt prime (p > 5), atunci restul impartirii
lui p la 210 este unul dintre numerele 11, 101, 191.



Solutie : Numirul prim p este de forma 6k + 5, k eN': intr-adevir, daci p - 1 se divide cu 3,

atunci p + 2 se divide cu 3, deci nu este prim. Ultima cifra a lui p este 1 : intr-adevar, daca ultima
cifrd a lui p este 3, 7 sau 9, atunci p + 2, p + 8, respectiv p + 6 se divide cu 5, deci nu este prim.
Restul impartirii lui p 1a 30 nu poate fi egal cu 1 (p + 1 nu se divide cu 3) sau 21 (altfel p se
divide cu 3, deci nu este prim). Rezulta ca restul impartirii lui p 1a 30 este egal cu 11.

Daca restul impartirii lui p la 210 este egal cu 41, 71, 131, respectiv 161, atuncip + 8, p + 6,
p + 2, respectiv p se divide cu 7. Deducem ca restul impartirii lui p la 210 este unul dintre
numerele 11, 101 sau 191.

Nota. Daca restul Tmpartirii lui p la 210 este egal cu 11, atunci p — 4 se divide cu 7 ; daca restul
impartirii lui p la 210 este egal cu 191, atunci p + 12 se divide cu 7. Obtinem rezultatul : Daca
numerelep — 4, p,p +2,p+ 6, p + 8, p + 12 sunt prime (p > 11), atunci restul impartirii lui p
la 210 este egal cu 101. Astfel de numere existd, de exemplu pentru p = 101, 16061, 19421,
43781, ..., dar nu se stie daca ele sunt sau nu in numar finit. Evident, putem lua ca referinta
primul numar al secventei si deducem ca in orice sextuplu de tipul (0, 4, 6, 10, 12, 16) de numere
prime, restul impartirii primului termen la 210 este egal cu 97. Pentru detalii, a se vedea “Prime
quadruplet” — diverse adrese pe internet.

8. Si se arate ci numirul 5°% + 1 se divide cu 641.

Solutie : Avem 572 — 272 = (5 — 2)(5 +2)(5* + 2%)(5* + 2)(5% + 2*)(5'° + 2'%) se divide cu 641 =
=5+ 2% Numarul 22 +1=2%.2*+1=2%02" . 5+1 -5+ 1 =

=287 5+ 1) —[27-5)' =1=Q2" -5+ D2* = (27 - 5 = (2" - 52+ 1)] se divide cu 641 =
=27.5+ 1. Rezultd ca si numarul 52 + 1 = (5°* = 2*%) + (2** + 1) se divide cu 641.

9. Sa se gaseascd baza unui sistem de numeratie in care este adevarata egalitatea :

*

aaa=a4, aecN.

Solutie : Fie x baza sistemului de numeratie respectiv. Deducem ax” + ax + a = a*, de unde, prin
simplificare, se obtine x* + x + 1 = ¢’. Numirul din stAnga este impar, deci si a este impar. Prin
incercari gdsima =7, x = 18.

10. Fie 4 = (a;) € M,(Z) o matrice astfel Incat det(4’ — 4) nu se divide cu 3. Si se arate cd

pentru orice a € Z sistemul de ecuatii

axy=anx; Tt apxy + ..t ax,

ax; = a1 Xy + (2532 %) + ...+ aAonXy



ax, = amx1 t ampxz + ...+ Qpxy
are solutie unica.

Solutie : Fie / matricea unitate si X matricea coloand a necunoscutelor. Sistemul poate fi scris sub
forma (4 — al)X = 0 (evident, in dreapta avem matricea coloana cu n elemente nule) si el are
solutie unica daca si numai daca det(4 — al) # 0.

Fie P(X) = det(4 — X:I) polinom in variabila X. Evident, P € Z[X]. Prin ipoteza, niciunul

dintre numerele P( — 1), P(0), P(1) nu se divide cu 3 , deoarece det(4’ — 4) =

= det(4 — Idet(4)det(4 + I) = P( — 1)P(0)P(1). Vom arita ci P(a) # 0, Va € Z. Intr-adevar, din
P(X) — P(a) = (X — a)O(X), O € Z[X] si P(a) = 0, rezulta ca cel putin unul dintre numerele
P(—1), P(0), P(1) se divide cu 3, contradictie.

11. Sa se determine a € Z astfel incat polinomul X’ — X + 280 si fie divizibil cu polinomul

X —X+a.

Solutie : Fie f=X' — X +280,g=X>— X+a. Ding ‘f in Z[X], deducem ca g(x) ‘f(x), Vx € Z.

in particular, g(1)| A1), 2 =1) | A =1), deci a| 280 si a + 2| 280 (*).

Fie € o radacina cubica complexa nereala a lui - 1, deci g =— 1,e# — 1, astfel ca g —e=—1
si & —e=0.Rezulti ci g(e) | fle) in Z[¢€], deci si in Z, deoarece € este intreg algebric, iar
numerele A1) si g(1) sunt intregi rationali. Obtinem ca a — 1 | 280 (**).

Multimea divizorilor intregi ai numarului 280 este
Daygo={£1,£2,+4,+£5, £7, 8, £10, £14, £20, £28, £ 35, £40, £56, £70, £140, £280}.

Din conditiile (*) si (**) rezulta ca trebuie sa cautam divizori consecutivi a — 1, a € Doy astfel
incat a + 2 € Dygo. Deducemcaae { —7,—4,—1,2,5, 8}. Avem si g(2) |j(2), deci

at+?2 | 27 —2+ 280, asadar a + 2 ‘ 27—2. Cel mai mare divizor comun al numerelor 2’ — 2 =126
si 280 este egal cu 14, astfelcaa+2 € € Dyg,deundea € { —16,—9,—4,—3,—1,0,5, 12}.
Obtinemcda e{ —4,—1,5}.

Se verifica prrin calcul ca singura valoare convenabila este a = 5, pentru care exista
descompunerea



X — X +280=(X*—X+5)(X°+ X' —4X’ — 9X*+ 11X + 56).

12. Fie p € R[X] un polinom de gradul 2 cu proprietatea ca | p(x) | < 1, Vx € [0, 1]. Sa se arate

ca ‘p(3)| <7, p(15)| < 41% Generalizare.

Solutie : Dacd p = aX>+ bX +¢, a, b, ¢ € R, atunci

a=20) - 4p(5) + 2000, b==3p(0)+4p(3) = p(1). 20+ b=p(0) - 4p(3 ) + 3p(1)

sideci |a| <8, |2a+5]| <8, inipoteza |p(x)| <1, vx € [0, 1].

Avem
p(x)=a(x =1+ Qa+b)(x—1)+p(l), Vxe R
de unde
Ip()] <8(x— 12 +8x—1)+1=22x—1)>—1, VxeR.
In particular, daca (u, v) este o solutie oarecare a ecuatiei u? — 2v* = — 1 (1), atunci

+1
|p(v7) ‘ <u’

Solutia generald in numere naturale a ecuatiei (1) este

- (Vz+)-(vz-1)"  (VZ+1) " +vz-1n
- 2 P T 22 :

n

* . Vpt1 . .
unde n € N este impar. Avem vi=1,vs=5,vs=29, ..., | p ‘ < u2,Vn e N impar si

2
u? —2v2 = —1.

vvvvv

au paritati diferite.

Solutie : Avem P(0)=( — 1)" + (— 1)" =0, deoarece m — n este impar ; P(1) =0, deci P are
radacinile 0 i 1. Vom arita ca P nu are alte radacini reale. Putem presupune, fara a restrange
generalitatea, ca este m par si n este impar.

Dacix € (—oo,—1),atuncix” > 1,x" —1>0six"<—1,x" — 1 <— 2, deci P(x) > 0.



Avem P(— 1)=2"=0.

Dacix e (—1,0),atunci0<x"<1si-1<(x"—1)"<0; —1<x"<0,-2<x"—1<-—13i
1 <" —1)"<2", deunde rezulta ca P(x) > 0.

Daca x € (0, 1), atunci — 1 < (x" — 1)" <0 si facem substitutiile x" — 1 =— )", x" — 1=—Z"

mn

cuy, z € (0, 1), de unde — y™" + 2" =0, asadar y = z. Putem presupune ca 0 <x <y < 1 si daca,

de exemplu m < n , atunci x" <x", )" <y", asadar 1 =x" +)" <x" + )™ = 1, contradictie, deci P
nu are radacini in intervalul (0, 1).

Daca x e (1, o), atunci P(x) > 0.

Observatie. Radacinile 0 si 1 au acelasi ordin de multiplicitate, egal cu min(m, n).

14. Sa se determine numerele m, ne N astfel incat functia /: R — R,

sinMx+cosMx  sin™x+cos™x

fi) = -

m n

sa fie constanta.

Solutie : Daca m = n, atunci f(x) =0, Vx € R.

Daca m # n, atunci putem presupune, fara a restrange generalitatea ca m > n. Avem f{0) = f(r),
deci

R S G DL o V

2

m n m n

asadar m si n sunt numere pare, m =2k, n =20k [ € N " Functia data este constanta daca si

numai daca polinomul

Xk+(1 - x)k xl+(1-x)! .
:T — f Lk e N, k>

este constant. Pentru & par, gradul lui P este egal cu k, pentru k& impar avem in mod necesar
k — 1 =1 TIn acest caz, coeficientul lui X*! trebuie si fie nul

2
- — =0,
k-1

deunde k=3,/=2,asadar m =6, n = 4.
Calcule directe aratd ca pentru aceste valori functia data este constanta.
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