
                                           PROBLEME PENTRU CONCURSURI 

                                                      Corneliu Mănescu-Avram 

1. Să se demonstreze identitatea :    5S9 + 2S11 = 6ܵ  + S7 , unde Sk  = 1k + 2k + ... + nk, n, k ∈ N*. ହ
ଶ

ହ
ଶሺ݊ሻ ൅  ܵ଻ሺ݊ሻ, ହ

ଶሺ݊ െ 1ሻ ൅  ܵ଻ሺ݊ െ 1ሻ

ଵ

Soluţie : Scriem identitatea din enunţ pentru n şi pentru n – 1 

  5S9(n) + 2S11(n) = 6ܵ    5S9(n െ 1) + 2S11(n െ 1) = 6ܵ , 

scădem egalităţile obţinute, înlocuim S5(n െ 1)  cu  S5(n) െ n5 şi rezultă 

                                         5n9 + 2n11 = 6n5[2S5(n) െ n5] + n7,                                                      (1) 

aşadar  

                                            S5(n) =  
଺

  n  +  
ଶ

6 ଵ
  n  +  

ଵଶ
5 ହ

  n  െ 
ଵଶ

 4 ଵ
  n  .                                         (2) 2

Reciproc, scriem (1) sub forma  

                                            5n9 + 2n11 = 6[ܵହ
ଶሺ݊ሻ െ ܵହ

ଶሺ݊ െ 1ሻ] + n7,                                          (3) 

dăm valori de la 1 la n, adunăm şi obţinem identitatea din enunţ.  

     Egalităţile (1), (2), (3) sunt echivalente, deci este suficient să demonstrăm (2). Pentru mai 
ea 

                                             12S5(n) = 2n  + 6n  + 5n  െ n . 

Pentru n = 1 avem 12 = 2 + 6 + 5 െ 1, care este adevărată. Presupunem că egalitatea este 

 

                            12S5(k െ 1) = 2(k െ 1)6 + 6(k െ 1)5 + 5(k െ 1)4 െ (k  െ 1)2 

i  binomul lui 

6 െ 6k5 + 15k4 െ 20k3 + 15k2 െ 6k + 1) + 6(k5 െ 5k4 + 10k3 െ10k2 + 5k െ1)+ 
6 2,

d a e

multă uşurinţă a scrierii eliminăm numitorii, prin urmare vom demonstra prin inducţie egalitat

6 5  4 2

adevărată pentru k െ 1, k ∈ N, k ൒ 2 

adunăm 12k5 în stânga şi în dreapta egalităţii, ridicăm la puterile respect ve cu
Newton şi obţinem 

12S5(k) = 12k5 + 2(k
+ 5(k 4 െ 4k3 + 6k2 െ 4k + 1) െ (k2 െ 2k + 1) = 2k + 6k5 + 5k4 െ k   

eci egalitatea este adevăr tă şi pentru k, c ea ce trebuia demonstrat. 

· ݂ܾ݀݁ܽܿത2. Să se găsească cifrele zecimale din egalitatea :      2 · ܾ݂ܽܿ݀݁തതതതതതതതതത = 11 തതതതതതതതത . 
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Soluţie : Fie x = ܾܽܿതതതതത, y = ݂݀݁തതതതത. Se obţine egalitatea 2(103x + y) = 11(103y + x), de unde se deduce 
(2 · 103 െ 11)x = (11 · 103 െ 2)y, deci 32 · 13 · 17x = 2 · 32 · 13 · 47y, aşadar 17x = 94y, cu 

soluţia x = 94t, y = 17t, t ∈ N. Numerele x şi y au trei cifre, deci 17t > 100, 94t < 1000, cu 

soluţiile t ∈ {6, 7, 8, 9, 10}. Rezultă următoarele egalităţi : 

        2 · 564102 = 11 · 102564,   2 · 658119 = 11 · 119658,   2 · 752136 = 11 · 136752, 

                       2 · 846153 = 11 · 153846,   2 · 940170 = 11 · 170940. 

3. Să se rezolve în N N ecuaţia :   × ݔ√ ൅  ඥݕ ൌ  √ܽ , a ∈ N. 

Soluţie : Dacă a = 0, e clar că x = y = 0 este singura soluţie.  

   Fie a = b c, cu b, c ∈ N , c liber de pătrate. Se arată că dacă (x, y) este soluţie, atunci c⏐x şi 

c⏐y. Într-adevăr, ecuaţia devine √

2 *

ݔ ൅  ඥݕ ൌ ܾ√ܿ ݕ ൌ ܾ√ܿ  െ deci ඥ , ݔ√   şi y = b c + x   2 –

െ 2b√ܿݔ, de unde √ܿݔ ∈ Q , aşadar √ܿݔ*  ∈ N* şi deci c⏐x ; similar, c⏐y.  

   Fie x = cx1, y = cy1 ; rezultă √ݔଵ ൅ ඥݕଵ ൌ ܾ . Se arată asemănător că √ݔଵ = t ∈ , de unde    

x  = t , y  = (b െ t) , 0 ൑ t ൑ b. 

    Soluţiile sunt x = ct2, y = c(b െ t)2, t∈ N, 0 ൑ t ൑ b. 

4. Se consideră mulţimile T = {x ∈ Z⏐x = 
௡ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ

଺

N

1
2

1  2

 , n ∈ Z} şi                                             

Tk = {x ∈ Z⏐x = t1 + t2 + .. tk , ti ∈ T, 1 ൑ i ൑ k}, unde k  ∈ N  este un număr fixat. Să se arate că 

a) T1 = T conţine cel puţin trei pătrate perfecte. 

2 uri perfecte. 

c) T4 = Z. 

Soluţie :  a) Avem 
ଵ·ଶ·ଷ

଺

*

b) T  conţine toate pătratele şi o infinitate de cub

 = 12,  
ଶ·ଷ·ସ

଺
 = 22,  

ସ଼·ସଽ·ହ଴
଺

 = 1402. 

b) Prima afirmaţie rezultă din identitatea 

                                      
଺

௡ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ
  െ   

ሺ௡ିଶሻሺ௡ିଵሻ௡
଺

 = n2. 
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Pentru a doua, luăm  

       
଺

ሺ௡ା௠ିଵሻሺ௡ା௠ሻሺ௡ା௠ାଵሻ
 – 

ሺ௡ି௠ିଵሻሺ௡ି௠ሻሺ௡ି௠ାଵሻ
଺

 =  
௠ሺଷ௡మା௠మିଵሻ

ଷ
 . 

 3n2 + m2 – 1 = 3m2, atunci ob inem m3 ∈ T2 . Rezultă 

                                                                   3n2 െ 2m2 = 1.                                                            (1) 

uţii (xk, yk) ∈ Z×Z şi se poate arăta că acestea sunt  

൫ହାଶ√଺

Dacă ţ

   Se consideră ecuaţia  

                                                                     x2 െ 6y2 = 1.                                                             (2) 

Ea are o infinitate de sol

               xk =  
൯

ೖ
ା ൫ହିଶ√଺൯

ೖ

ଶ
,    yk =  

൫ହାଶ√଺൯
ೖ

ି൫ହିଶ√଺൯
ೖ

ଶ√଺
 . 

   Dacă (x, y) este o soluţie a ecuaţiei (2), atunci (n, m) este o soluţie a ecuaţiei (1), unde              
 x + 3y. Într-adevăr, 3n  3(x+2y)2 െ 2(x+3y)2 =  െ 6y2 = 1. Obţinem 

astfel o infinitate de soluţii în Z×Z ale ecuaţiei (1) şi deci o infinitate de cuburi perfecte în 

  
௡ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ

଺

n = x + 2y, m = 2 െ 2m2 =  x2

mulţimea T2.  

c) Din identitatea  

                   n =  +  
ሺ௡ିଶሻሺ௡ିଵሻ௡

଺
 െ 2 · 

ሺ௡ିଵሻ௡ሺ௡ାଵሻ
଺

 

rezultă că T4 = Z. 

Observaţie. Se ştie că numerele de la a) sunt singurele pătrate perfecte d n T1. 

mărul 2ଷ೙+ 1, n ∈ N*, are cel puţin n divizori primi distincţi. 

= 3

tural oarecare fixat şi o demonstrăm pentru 

                                        2 + 1 = ቀ2 ൅  1ቁ ቀ2 ೖ  െ 2ଷೖ ൅  1ቁ. 

i

5. Să se arate că nu

Soluţie : Demonstrăm afirmaţia prin inducţie după n. 

Dacă n = 1, atunci 2ଷభ+ 1 2 are un divizor prim. 

Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru un k na
k + 1. Este adevărată descompunerea :  

ଷೖశభ ଷೖ ଶ·ଷ
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Conform ipotezei de inducţie, numărul din prima paranteză are cel puţin k divizori primi 
distincţi. Este suficient deci să arătăm că numărul din a doua  paranteză are un factor prim care 
nu divide numărul din prima paranteză. Vom demonstra o afirmatie mai generală : “Cel mai 

mere  1 şi a2 െ a + 1, a ∈ Z,  este 1 sau 3”. Într-adevăr, din       

ivizor 

e

a) pentru orice k ∈ {1, 2, ..., n}, numerele N şi Fk = 2  sunt prime între ele; 

b) dacă n ൒ 3, atunci N se divide cu 3, 7 şi 13, dar nu se divide cu 5, 11 şi 17; 

భ , deci N şi Fk sunt 
ଶ೙షభ t prime între ele, 

 = (22 + 2 + 1)(22 െ2 + 1)(24 െ22 + 1) ... (2ଶ೙షభ െ 2ଶ೙షమ+1),      
2 1 22 + 2 + 1, 13 = 2

nu s

m, n ∈ N* distincte, numerele 2ଶ೘  െ 2ଶ೘షభ ൅  1 şi 2ଶ೙  െ 2ଶ೙షభ ൅  1 

 2ଶ೙షభ ൌ   

erele 

 prime sunt distin i diferite de       
 găsit n divizori primi diferiţi ai lui N.  

mentariu. La punctul c

7. Să se arate că dac , p
lui p la 210 este un n 1

mare divizor comun al nu lor a +

a2 െ a + 1 = (a + 1)(a െ 2) + 3 rezultă că orice divizor comun al celor două numere este d
al lui 3. Numărul din a doua paranteză nu este putere a lui 3, deci are cel puţin un factor prim 
diferit de 3, ceea ce încheie demonstraţia prin inducţie. 

Comentariu. Am demonstrat astfel că mulţim a numerelor prime este infinită. 

6. Fie n ∈ N* şi N = 2ଶ೙ + 2ଶ೙షభ + 1. Să se arate că 

ଶೖ

c) N are cel puţin n divizori primi. 

Soluţie : a) Pentru k ൑ n െ 1, N െ 3 = 2ଶ೙ – 1 + 2ଶ೙ష െ 1 este divizibil cu Fk

prime între ele, deoarece Fk ≡ 2 (mod 3). Pentru k = n,  N = Fn + 2 , deci sun
fiind impare. 

b) Este adevărată descompunerea N
deci N se divide cu 3 = 2 െ 2 + , 7 = 4 െ 22 + 1 şi nu se divide cu 5 = F1 şi  
17 = F2. În plus, N ≡ 7, 10, 9, 2, 3, 10, 9, 2, 3, ...(mod 11), deci N e divide cu 11. 

c) Se arată că oricare ar fi 

sunt prime între ele. Putem presupune m < n, deci N = 2ଶ೙  െ  2ଶ೙షభ ൅  1 ൅ 2 ·

= ൫2ଶ೘  െ  2ଶ೘షభ ൅  1൯ܯ, unde M este un număr natural, de unde rezultă că numerele respective 
sunt prime între ele, fiind impare. Se alege câte un divizor prim de la fiecare dintre num

2ଶ೘  െ  2ଶ೘షభ ൅  1 , 1 ൑ m ൑ n – 1. Aceste n െ 1 numere cte ş
22 + 2 + 1 = 7,  deoarece 2ଶೖ

≡ 2 sau 4 (mod 7) , deci am

Co ) am obţinut o demonstraţie a faptului că mulţimea numerelor prime 
este infinită. 

ă numerele p p + 2, p + 6,  + 8 sunt prime (p > 5), atunci restul împărţirii 
ul di tre numerele 11, 101, 91. 
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Soluţie : Numărul prim p este de forma 6k + 5, k ∈N*: într-adevăr, dacă p – 1 se divide cu 3, 

atunci p + 2 se divide cu 3, deci nu este prim. Ultima cifră a lui p este 1 : într-adevăr, dacă ultima 

 1 nu se divide cu 3) sau 21 (altfel p se 
divide cu 3, deci nu este prim). Rezultă că restul împărţirii lui p la 30 este egal cu 11. 

acă restul 

, 
ă ele sunt sau nu în număr finit. Evident, putem lua ca referinţă 

 
 

+ 1)[2  െ (2  · 5 െ 1)(2  · 5  + 1)] se divide cu 641 = 
= 2  · 5 + 1. Rezultă că şi numărul 5  + 1 = (532 െ 232) + (232 + 1) se divide cu 641. 

9. Să se găsească baza unui sistem de numeraţie în care este adevărată egalitatea :                   

cifră a lui p este 3, 7 sau 9, atunci p + 2, p + 8, respectiv p + 6 se divide cu 5, deci nu este prim. 
Restul împărţirii lui p la 30 nu poate fi egal cu 1 (p +

   Dacă restul împărţirii lui p la 210 este egal cu 41, 71, 131, respectiv 161, atunci p + 8, p + 6,    
p + 2, respectiv p se divide cu 7. Deducem că restul împărţirii lui p la 210 este unul dintre 
numerele 11, 101 sau 191. 

Notă. Dacă restul împărţirii lui p la 210 este egal cu 11, atunci p െ 4 se divide cu 7 ; d
împărţirii lui p la 210 este egal cu 191, atunci p + 12 se divide cu 7. Obţinem rezultatul : Dacă 
numerele p െ 4, p, p + 2, p + 6, p + 8, p + 12 sunt prime (p > 11), atunci restul împărţirii lui p 
la 210 este egal cu 101. Astfel de numere există, de exemplu pentru p = 101, 16061, 19421
43781, ..., dar nu se ştie dac
primul număr al secvenţei şi deducem că în orice sextuplu de tipul (0, 4, 6, 10, 12, 16) de numere
prime, restul împărţirii primului termen la 210 este egal cu 97. Pentru detalii, a se vedea “Prime
quadruplet” – diverse adrese pe internet. 

8. Să se arate că numărul 532 + 1 se divide cu 641. 

Soluţie : Avem 532 െ 232 = (5 െ 2)(5 + 2)(52 + 22)(54 + 24)(58 + 28)(516 + 216) se divide cu 641 = 
= 54 + 24. Numărul 232 + 1 = 228 · 24 + 1 = 228(27 · 5 + 1 െ 54) + 1 =                                              
= 228(27 · 5 + 1) െ [(27 · 5)4 െ 1]= (27 · 5 28 7 14 2

7 32

                                               ܽܽܽതതതതത = a4,    a ∈ N*. 

Soluţie : Fie x baza sistemului de numeraţie respectiv. Deducem ax  + ax + a = a4, de
sim  se obţine x2 + x + 1 = a3 mărul din stânga este impar, deci şi a este im

2  unde, prin 
plificare, . Nu par. Prin 

atri t(A3 െ A) nu se divide cu 3. Să se arate că 

pentru orice ∈  sistemul de ecuaţii 

1n n 

            ax2 = a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn 

încercări găsim a = 7, x = 18.  

10. Fie A = (aij) ∈ Mn(Z) o m ce astfel încât de

a Z

            ax1 = a11x1 + a12x2 + ... + a x
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 ڭ               

             axn = an1x1 + an2x2 + ... + annxn 

are soluţie unică. 

Soluţie : Fie I matricea unitate şi X matricea coloană a necunoscutelor. Sistemul poate fi scris sub 
ta avem matricea coloană cu n elemente nule) şi el are 

ă dacă şi numai dacă det(A െ aI) ≠ 0. 

vident, P ∈ Z[X].  Prin ipoteză, niciunul 

െ 1) , P(0), P(1) nu se divide cu 3 , deoarece det(A3 െ A) =                        

(a

P( െ 1), P(0), P(1) se divide cu 3, contradicţie.  

a  Z  

X  െ X + a. 

   

şi a + 2⏐280 (*). 

   Fie ε o rădăcină cubică complexă nereală a lui – 1, deci ε3 = െ 1, ε ≠ െ 1, astfel că ε2 െ ε = െ1 

Z

şi g(1) sunt întregi raţionali. Obţinem că a െ 1⏐280 (**). 

േ 8 , േ56, േ70, േ140, േ280}. 

Din condiţiile (*) şi (**) rezultă că trebuie să căutăm divizori consecutivi a  1, a ∈ D 0 astfel 

 126 
∈ െ 4, െ 3, െ 1, 0, 5, 12}. 

ilă este a = 5, pentru care există 
e

forma (A െ aI)X = 0 (evident, în dreap
soluţie unic

   Fie P(X) = det(A െ X·I)  polinom în variabila X. E

dintre numerele P( 

= det(A െ I)det(A)det(A + I) = P( െ 1)P(0)P(1). Vom arăta că P(a) ≠ 0, ∀a ∈ Z. Într-adevăr, din 

P(X) െ P ) = (X െ a)Q(X), Q ∈ Z[X] şi P(a) = 0, rezultă că cel puţin unul dintre numerele     

11. Să se determine  ∈  astfel încât polinomul X7 െ X + 280 să fie divizibil cu polinomul    
2

Soluţie : Fie f = X7 െ X + 280, g = X2 െ X + a.  Din g⏐f  în Z[X], deducem că g(x)⏐f(x), ∀x ∈ Z. 

În particular, g(1)⏐f(1), g( െ1)⏐f( െ1), deci a⏐280 

şi  ε7 െ ε = 0. Rezultă că g(ε)⏐f(ε) în Z[ε], deci şi în , deoarece ε este întreg algebric, iar 

numerele f(1) 

        Mulţimea divizorilor întregi ai numărului 280 este  

D280 = {േ1, േ 2, േ 4, േ 5,  7, േ , േ10, േ14, േ20, േ28, േ 35, േ40

െ 28

încât a + 2 ∈ D280. Deducem că a ∈ { െ 7, െ 4, െ 1, 2, 5, 8}. Avem şi g(2)⏐f(2), deci                 
a + 2⏐27 െ 2 + 280, aşadar a + 2⏐27െ2. Cel mai mare divizor comun al numerelor 27 െ 2 =
şi 280 este egal cu 14, astfel că a + 2 ∈ ∈ D14, de unde a  { െ 16, െ 9, 
Obţinem că a ∈{ െ 4, െ 1, 5}. 

        Se verifică prrin calcul că singura valoare convenab
descompuner a 
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              X7 െ X + 280 = (X2 െ X + 5)(X5 + X4 െ 4X3 െ 9X2+ 11X + 56). 

12. Fie p ∈ R[X] un polinom de gradul 2 cu proprietatea că ⏐p(x)⏐ ൑ 1, ∀x ∈ [0, 1]. Să se arate 

că ⏐p(3)⏐ ൑ 72, ⏐p(15)⏐ ൑ 412. Generalizare. 

Soluţie : Dacă p = X2  bX + c a + ,  a, b, c ∈ R, atunci  

ଶ
   a = 2p(0) – 4pቀଵቁ +  2p(1),  b = െ 3p(0) + 4pቀ

ଶ
ଵቁ െ p(1),  2a + b = p(0) – 4pቀ

ଶ
ଵቁ + 3p(1) 

൑ ⏐ ∀

a x െ 1) + p(1),  ∀x ∈ R 

p(x)  = 2(2

െ 1 (1), atunci 

                                              ⏐pቀ௩ାଵ
ଶ

şi deci ⏐a⏐  8, ⏐2a + b⏐ ൑ 8, în ipoteza ⏐p(x) ൑ 1, x ∈ [0, 1]. 

   Avem 

                               p(x) = (x െ 1)2 + (2a + b)(

de unde 

                        ⏐ ⏐ ൑ 8(x െ 1)2 + 8(x െ 1) + 1 x െ 1)2 െ 1,   ∀x ∈ R. 

   În particular, dacă (u, v) este o soluţie oarecare a ecuaţiei u2 െ 2v2 = 

               ቁ⏐ ൑ u 2. 

un =    
൫√ଶ

Soluţia generală în numere naturale a ecuaţiei (1) este 

                          
ାଵ൯

೙
ି൫√ଶିଵ൯

೙

ଶ
    ,  vn =    

൫√ଶାଵ൯
೙

ା√ଶିଵ೙

ଶ√ଶ
  , 

unde n ∈ N* este impar. Avem v  = 1, v  = 5, v  = 29, ..., ⏐ pቀ௩೙ାଵ
1 3 5 ଶ

ቁ⏐  ൑ ଶݑ   , ∀n ∈ N* impar şi 

௡ݑ  െ ௡ݒ2 ൌ  െ1. 

inomu P  m െ 1)n + (Xn െ 1)m, unde m, n ∈ N* 

Soluţie : Avem P(0) = ( െ 1)n + ( െ 1)m = 0, deoarece m െ n este impar ; P(1) = 0, deci P are 
răta că P nu are alte le. Putem presupune, fără a restrânge 

generalitatea, că este m par şi n este impar.  

   Dacă x ∈ (െ ∞, െ1), atunci xm > 1, xm െ 1 > 0 şi xn < െ 1, xn െ 1 < െ 2, deci P(x) > 0. 

௡

ଶ ଶ

13. Să se găsească rădăcinile reale ale pol lui  = (X

au parităţi diferite. 

rădăcinile 0 şi 1. Vom a  rădăcini rea
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m

acă x ∈ ( െ 1, 0), atunci 0 < xm < 1 şi – 1 < (xm െ 1)n < 0 ;  െ 1 < xn < 0, െ2 < xn െ 1 < െ 1 şi 
1 < (xn െ 1)m < 2m, de unde rezultă că P(x) > 0. 

nde െ ymn + zmn = 0,  aşadar y = z. Putem presupune că 0 < x < y < 1 şi dacă, 
de exemplu m < n , atunci xn < xm, yn < ym, aşadar 1 = xn + yn < xm + ym = 1, contradicţie, deci P 

l  

ădăcini

le m, n∈ N* astfel încât funcţia f : R → R,  

   Avem P( െ 1) = 2  ≠ 0. 

   D

   Dacă x ∈ (0, 1), atunci െ 1 < (xm െ 1)n < 0 şi facem substituţiile xm െ 1 = െ ym, xn െ 1 = െ zn 
cu y, z ∈ (0, 1), de u

nu are rădăcini în interva ul (0, 1).

    Dacă x ∈ (1, ∞), atunci P(x) > 0. 

Observaţie. R le 0 şi 1 au acelaşi ordin de multiplicitate, egal cu min(m, n). 

14. Să se determine numere

                                  f(x) =  
௦௜௡೘௫ା௖௢௦೘௫

௠
 െ  

௦௜௡ ௫ା௖௢௦೙௫೙

௡
 

ne, fără a restrânge generalitatea că m > n. Avem f(0) = f(ߨ), 

ଵ

să fie constantă. 

Soluţie : Dacă m = n, atunci f(x) = 0, ∀x ∈ R. 

   Dacă m ≠ n, atunci putem presupu
deci 

                                            
௠

 െ   
௡
ଵ  =   

௠
ሺିଵሻ೘

 െ   
௡

ሺିଵሻ೙
 , 

 aşadar m şi n sunt numere pare, m = 2k, n = 2l, k, l ∈ N* .  Funcţia dată este constantă dacă şi 

numai dacă polinomul  

                        P =  
௑ ାሺଵ ି ௑ሻೖ

௞

ೖ
  െ     

௑೗ାሺଵ ି ௑ሻ೗

௟
   , k, l ∈ N*, k > l 

k,  pentru k impar avem în mod necesar        
ebuie să fie nul 

௞ିଵ

este constant. Pentru k par, gradul lui P este egal cu 
k െ 1 = l.  În acest caz, coeficientul lui Xk - 1  tr

                                                             1 െ  
ଶ   = 0, 

de unde k = 3, l = 2, aşadar m = 6, n = 4. 

Calcule directe arată că pentru aceste valori func ia dată este constantă. ţ




