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GENERALIZAREA UNOR INEGALITAII
NECULAI STANCIU!

In cei 115 ani de aparitie neintreruptd a Gazetei Matematice (1895 — 2010) in
paginile acestei reviste cat si in alte reviste din tara noastra si din strdinatate s-au publicat

mai multe inegalitati , care permit evidentierea unei clase (de inegalitdti )care au anumite
proprietiti commune.

In acest articol vom exemplifica utilitatea , eleganta si generalitatea folosirii conceptului
matematic de functie convexa in demonstrarea unor inegalitati.

Vom considera f: D — R, o functie convexa pe multimea D .Pentru VA, € R”

m

cu z/”tlz #0 s1 a, € D, i =1,m avem cunoscutd inegalitatea lui Jensen

i=1
szaj Z/ljf(aj)
O e
24 2
Jj=1 Jj=1
care se poate demonstra usor prin inductie.

Dificultatea stabilirii unor inegalitdti prin folosire functiilor convexe constd in
alegerea functiei convexe f sianumerelor A, din inegalitatea (1).

Fie a,, B, €(0,0) ; p., q;, k; € R s functiile u, : (0,00) - R date de
u,(x) = (@, x” +Bxi)  i=1n.
Vom considera functia :
@ S =]]u
i=1

Se aratd prin inductie ca :

£ =Y 4.0, (), unde 4,0 = [ u, () si

JEN

(x) = Zn:Ai @ )+ 3> B (o, (0, (x), unde B, (x)= [[u, (x).

i=l j=1 k=Lk#i,j

Pe de alta parte avem :
u, (x) =k, (c,x” + Bx") " (o, p.x"" + g x"), Vi= Ln si
wi (x) =k, (k, =D(a,x" + fx") (@, px"" + Bgx")’ +

k(o x" + B (@, p,(p, ~Dx"7 + Bq,(q, ~Dx"), Vi=Ln.
Fie

D=tre(0,00)/(a,px"" + B,g,x"") > 0,(c,p,(p, ~ X" + Bq,(q, ~Dx"* >0,Vi =1,n}

! Prof., Sc. ”’George Emil Palade’” , Buziu
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atunci Vx € D rezultda ca f"(x)> 0 si prin urmare functia f este convexa pe D.
Din inegalitatea lui Jensen (1) se obtine:

k.
m n . . ‘ n a . a v 1 m .
3) D[ J(aa? +Ba®) = mH{ai(E)“ +ﬁi(%)%} ,unde D a, =asi A, =1,
i=1 J=1

j=1 i=1

\ j=1,_m cuz A, =m.
Jj=1
Daca in inegalitatea (3) Inlocuim »n =1, atunci Ve, f € (0,0) avem:

@ S (aa” + fa’)* > m[a(i)f" +ﬂ(ﬁ>q}
= m m

Aplicatii (ale inegalitatii (4))

In continuare, voi prezenta un set de inegalitdti din Gazeta Matematica care, au
fost rezolvate la vremea respectiva prin alte metode.

1. Daca in inegalitatea (4) inlocuim ¢ =1, =0, k=1 rezulta :

Zaf (Zaj)”
(5) L—>~ ——, inegalitatea Titu Andreescu, care generalizeazd problema
m m
8807 din G.M nr. 3 / 1968 autor losif Bohler si problema 8785 din G.M nr. 3 / 1968
autor N. Pantazi.

2. Daca in inegalitatea (5) p =2, avem :
n 2
a A . RSN .
Zaf. > — , publicatd in Journal de mathematiques elementaires in 1964 si in G.M
= m

nr. 10 / 1964 problema 6579 .
3. Dacdin (4) inlocuim a=1, a = =11 g =—1 rezulta :
1
Z(a + ﬂ, problema 8745 din G.M nr. 2 / 1968, autor Liviu Pirsan
m"

(care este in legaturé cu problema 7877, C.d Skiliarski , 1965, pag. 67)

4. Pentru =0, f=k=1, qz—l,SZZ,SEN obtinem:
s

Z \/7 > m\/7 problema 8796 din G.M. nr. 3 / 1968 autor Liviu Pirsan ,in legatura
sla

cu problemele 6641 din G.M. nr. 12 / 1964 autor Cornel Popovici , 8358 din G.M.

nr. 7/ 1967 autor Dan Stanescu si problema 8688 din G.M. nr. 1 / 1968.
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In incheiere, pe baza ideilor prezentate, propunem cititorilor sd rezolve
urmatoarele probleme:

a) Fie a, >0, Vj=Lmcu Z;aj =qa.Sasearate ca :
=
a’(aa” + pm")

m
Za? (0{(1; + ﬂ) = q+r-1
j= m

(solutia se obtine imediat daca inlocuimin (4) k=1 si p=g+7r)

b) Fiea, >0, Vj=1m cu Z;aj =q.Sa se arate ca :
=

< a’(a”"+m"
D al(al +1)= alla +m’)
J J q+r-1
j= m
(solutia se obtine imediat dacad inlocuimina) a = f)

¢ Fiea,>0,Vj=1mcu Za_/. =a.Sase arate ca :
j=1

m _ m., m.., _
> al (@) +D(a,a,..a,)” = (5)" + ()
= a a4

(solutie. In inegalitatea a) inlocuim « = B = (a,a,...a,)”" si tinem seama cd produsul a

m numere reale strict pozitive, pentru care suma este constantd, este maxim atunci cand
numerele sunt egale Intre ele, adica

a m
a,a,..a, <(—)")
m
d) Fie a; >0, Vj=1,m. Sa se arate ca :
Zaf (a; + Ya,a,..a,)” >m" " +m"* (vezi GMnr. 10/ 1968 , problema 9234,
j=1
autor Liviu Pirsan)

(solutie.rezulta imediat dacad inlocuimind) a =1).
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